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Résumé

Ce travail concerne la transformation FBI, qui est d’une part une généralisation
de la transformée de Fourier dans le sens ou:

- Elle fonctionne sous le principe d’Heisenberg comme Fourier par 'impulsion
&, et elle est distribuée normalement par rapport a la variable spaciale .

D’autre part, elle définit un critére d’analyticité local dans le sens ou Bros et
lagolnitzer ont montre que toute distribution f est localement égal a une fonction
réelle analytique si et seulement si sa transformation FBI satisfait une estimation

microlocale



Notations

Dans tout ce qui suit, les notations suivantes seront utilisées. En cas de

changement, elles seront redéfinies conformément aux différentes articulations de la

partie.

x : la position, x € R,

13 : I'impulsion, ¢ € R”,

z : un nombre complexe,

h : la constante de planck,

S(R™) . espace de Schwartz,

C*(R™) : DPensemble des fonctions infiniment dérivable,

Ce(R™) : D’ensemble des fonctions C*°(R™) a support compact dans R",

LP(R™) : ¢ f mesurable sur R" et /|f(x)|p dr < +o00 p,1 <p< o0,
Rn

()™ =1+ |z]>)T . fonction d'ordre ou m € R,

£l » : la norme de la fonction f dans L?,

Suppf ={x € R" f(z)#0} : support d'une fonction f,
D, = %%, P2 =—1 . la différentielle au point z,

() 4) : produit scalaire,

i



Introduction

La transformation FBI est une généralisation de la transformation de Fourier, elle a
étée developpée par les physiciens mathématiciens Jacques Bros et Daniel Iagolnitzer

afin de caractiser ’analyticité locale des distributions sur R".

La transformation FBI est I'equivalent du front d’onde analytique (W F'A) traduis
sant par les japonais: Mikio Sato, Masaki Kashiwara et Takahiro Kowai dans leur
approches d’analyse microlocale, approche qui comprend des techniques developpées
dans les années 50 basées sur la transformée de Fourier afin d’étudier les EDPa co-
efficients variables linéaires et non linéaires, des opérateurs pseudo-différentiels, des
opérateurs intégraux de Fourier.

Le terme microlocale spaciale est aussi une localisation par rapport a l’espace
cotangent donnez en tout point (impulsion).

De plus la tranformation FBI permet de montrer I'analyticité des solutions
d’EDP analytique elliptique.

Dans ce mémoire, nous nous sommes intésses a cette transformation, afin de
resoudre accessible.

On pout dire d’'une maniére que cette transformation dépendons deux variables
xr et £ ou la variable spaciale x suit la loi normale et la variable £ est déterminée
par la transformation de Fourier et appartient a ’espace cotangent, elle détermine
un gradient d’une fonction par la variable .

Plan du mémoire:

Dans le premier chapitre nous rappelons des notions fondamentales de Fourier
et d’analyticité.

Dans le second chapitre, nous définissons la transformation FBI, ses caracteris-



tiques, ses propriétés.




Chapitre 1

Rappels et définitions

1.1 La Transformation de Fourier [3]

Définition 1 Soit f wune fonction intégrable a valeurs complexes. Sa transformée

de Fourier est la fonction F (f) = f donnée par la formule:

F(f):€m f(6) = /R f (2) exp (—i€x) dr, Y€ € R (1.1)

-Si la transformation de Fourier est intégrable, alors sa transformée inverse est

donnée par:

f@)=F"(f) @) = [ 7@ e (ige) de (1.2)

Propriétés 1 1 Si f € L' (R), alors f est continue, bornée alors:

2 Soit f € L (R)N L% (R), et f leur transformée de Fourier on a:

38 feC®R)NL ' (R) etkeN, f® c L' (R).



Alors:

—

FE (€ =GN f(©).

Remarque 1 Dans tout ce qui suit, nous prenons une fonction f de l’espace de
Schwartz (f € S), pour assurer 'existence de la transformée de Foum’erf et de son
inverse f. Dans le cas d'une distribution, nous travaillons sur S'.

La transformée de Fourier d’une distribution tempérée est donnée par:

V6 € S(RY): (FT,¢) = (T, F¢)

1.2 Fonctions analytiques [4]

Définition 2 Une fonction analytique est une fonction localement donnée par une
série convergente, il existe deux types des fonctions analytiques: réelle et compleze.

Les deux types des fonctions sont infiniment différentiable.[4]

Définition 3 (pour le cas réel): Une fonction [ est analytique réelle sur un ouvert

D dans la droite réelle si pour tout xo € D, on peut écrire:

f(z) = Zan(x — x)" (1.3)
= ag+ay (x —x0) + ag (v — m0)* + az (x — )" +

+an(x_x0)n_|_

les coefficients ag, aq, as,- - - sont des nombres réels et la série converge.

Définition 4 (Dans le cas complexe): Soit U un ouwvert de C, et soit f : U — C.
On dit que f est analytique en zy € U sl existe p = py > 0 tel que pour tout

k€ D(0,p) tel que D est le disque de centre O et de rayon p on a:

flzo+ k)= Z ank™ pour des coefficients a, € C.

n>0



Propriétés 2 1 La fonction est analytique si et seulement si sa série de Taylor

CONveErge.

2 Une fonction analytique est infiniment différentiable tel que la série de Taylor

converge vers une fonction f (x) pour x au voisinage de xy.

3 Une fonction [ est définie sur un sous ensemble de R est dite analytique réelle en

un point x s’il existe un voisinage D de x ot [ est analytique réelle.

4 Une fonction est analytique complexe si et seulement si elle est holomorphe, c¢’est

a dire qu’elle est complexe différentiable

Example 1 1 Tout polynéme (réel ou complexe) est une fonction analytique. Car
st un polynome est de degré n, tous les termes de degré supérieur a n, dans son
expansion en série de Taylor sont nuls, donc cette série est de somme finie,

alors convergente.

2 Soit:

f : D—->R"

v o= f(x) = |zl

Si D =R"™ ou C", la fonction f n’est pas analytique, car elle n’est pas dérivable au

point 0.

3 La fonction conjugué Z — Z* n’est pas analytique complexe, bien que sa restric-
tion sur la droite réelle est la fonction identité et donc analytique réelle de R?

a R?



1.2.1 Caractérisation fondamentale
Si f est une fonction indéfiniment dérivable définie sur un ouvert D C R, alors les

conditions suivantes sont équivalentes:

i f est analytique réelle.

ii Il existe une extension analytique complexe de f pour un ensemble ouvert G C C

qui contient D.

iii Pour tout compact K C D, il existe une constante c telle que pour tout x € K
et pour tout entier non négatif k, on a:

d*f

Propriétés 3 Les fonctions analytiques complexes sont exactement équivalentes a

des fonctions holomorphes.



Chapitre 2

La transformation FBI

2.1 La transformation FBI

Malgré le grand succés qu’a eu la transformée de Fourier, mais cette derniére ne
peut pas étre appliqué pour les fonctions analytiques et aussi elle ne nous per-
met pas d’avoir I'information sur la position et 'impulsion en méme temps. C’est
dans ce sens que Bros et lagolnitzer ont généralisé la transformation de Fourier,
en s’inspirant du principe d’incertitude d’Heisenberg, pour pouvoir 'appliquer a des
fonctions analytiques. Cette généralisation est dite transformation FBI de Fourier,

Bros et Iagolnitzer

2.1.1 Définition de la transformation FBI [1]

Définition 5 Soient z,y € R"et soit h la constante de Planck. Pour u € S'(R"),

la transformation FBI en semi-classique de u définit sur R*", elle est donnée par:

Tu(z,&h) = anp, /n exp <%) exp (%;3/)2) u(y) dy, (2.1)

avec un coeficient de normalisation

3n

Qpp =272 (Th) ™% .



Remarque 2 1 La transformée FBI peut s’exprimer aussi par:

Tu(z,&h) = anp, <uy, exp <%) exp (#) > . (2.2
S,Ss’

2 (Cette transformation nous permit de localiser la solution en x, et & en méme

temps.
Propriétés 4

1 Pour tout u € S"(R"), nous avons:

2

Tu(z,&, h) = ayp,exp (%) Tu(Z,h), (2.3)
avec
Z =x—1&,
et

Tu(Z,h) = /n exp %u(y)dy.

Cette derniere est dite transformation de Bargman

Propriétés 5 2 Pour tout u € S'(R") la fonction exp (%) Tu(z,&,h) est une

fonction holomorphe en Z = x — i&

3 T est une isométrie de L* (R") dans L* (R*") pour u € L? (R™) et Tu € L* (R*"),

et on a:

||Tu||L2(R2") = ||u||L2(]R”)‘ (2.4)

4 Pour tout uw € S"(R™), on a:

hD,Tu = (€ +ihD¢) Tu



Preuve 1 1 Soit Z = x — i€, tel que x,£ € R"

Tu(Z,h) = /nexpﬂu(y)dy

2h

= / _exp @ ;hg v) (y)dy

_ _ _ 2
= [ e =

2 . . . 2
= exp <§—h) /nexp(i(xhy)é)exp (‘gh v) u(y)dy
_ ! ex <£—2> Tu(x, & h)
s P\ 2h S

2 Donc il est claire que la fonction exp (%) Tu(x,&, h) est holomorphe en tout point

Z € C". En effet, nous avons :

2
exp <§—h> Tu(z,&h) = appyTu (Z; h)

et

Tu(Z,h) = /n exp %U(y)d%

de plus, l'intégrale ne dépend pas de Z et la fonction exp est indéfiniment

dérivable.

3 Soit u € CP(R™), la fonction Tu est C*°, donc localement intégrable, et pour



M, N >0, calculons:

Tz = [ Tu (2, € h) T (7,€; Rdedé
lz|<M,|E|I<N

. 2
— Oéih/ / exp LW p Ty |
" Jai<mjel<n | Jrn h 2h

[/n exp iz - y') £ exp — (z—y) u(y)dy’] dxd§

2h

ey
u(y)u(y)dydy' dadg

= (x — y) —(x—y ) i
— [ (7h) /R% /xKM eXp ——— 2 )exp(———— 57 Ju (y)u(y)(}Zﬁ)

[(27rh) /|§|<N exp %d{] dxdydy’ (2.7)

quand N — 400, on obtient:

2 Y
lim | Tull?, — (ah)F Gt R C et
i Tl = @0 [ ] [exp< 25 (- utpaty) | >

[0{y =y} dydy'dx
_ () / / exp(— 00 fugy) Py
n Jlz|<M

de plus, quand M — 400, nous avons:

) ) =n —(z—y)*
lim  lim (| Tulfagengeny = (FF [ July)Pdy /| P

M —+00 N—+0o0 = R

) E [ o) dy (e

= | |u@)Pdy = l[ull 2@ -
Rn

. 1 —ix€
]_ E =
0 = @rh)" / exp < . ) der =90

On sait que




D’ou

4 Soitu € 5'(R™):

D, Tu(z,&,h)

ol

e [ e (M) aE = by =),

1€

D, [an,h / _exp(=2) exp Gl ) exp(_iyg)U(y)dy]

2h h
Qi / D, [exp(%)eXp

—(z—y)°
20

—1y§
h

] exp( Ju(y)dy,

1 1
i(€ 4+ thD¢)Tu(z, & h) avec De = Zdﬁ et D, = ;dx.

Corollaire 1 Pour tout u € L*(R"). On a

u="T"Tu ouT" est l’adjoint de T.

11



Preuve de corollaire: Soit u € L*(R"™), d’aprés propriété (3) on a :

||Tu||L2(R2n) = ||u||L2(Rn) < <TU7TU>

— (T"Tu,u)

L2(R27) o

= T"'Tu=u.

Example 2 Soit la fonction Gaussienne définie par:

f: R"—=R"
Y > exp _—y2 .
2h

Sa transformation FBI est donnée par :

T (eXp <_y2)) («T,g, h) = an,h2;e<_“i>e<5>e(_§f).

2h

En effet:

T <eXp (_2—7;5))) (€, 6,h) = ann /R exp (%) exp (— (z ;hy>2) exp (_2—%2> dy
| 2

On pose:
x
y—§:v:>dy:dv.

12



Donc

(o () s = aonorn(-22) [ o (L oy ()

x? iz€ —v€
= Q5 €xXp <_E) exp (%) /Rn exp ( v ) exp (

_ ir€ x? —v?
=, €Xp oh exp T Fhpme | exp 5

Il reste a calculer Fy, ,—.¢ (exp (’}?2)> . Pour des raison de simplification, on

calcule Sur R.

—02)) 1 /
Fi e lexp| — = ex
hw—€ ( p ( A oh Ja p

On pose

2 ;
f(z)-exp(%) telquez-v—i—%

La fonction f est holomorphe dans C donc

/ f(z)dz =0 telgue D = ]|—R, R[U]0,b[U]R, —R[U]b, 0]

“R+jb i R+ib

13
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< E <D < - < — 1< - —
0<€L< :>0_4 =7 = _exp<4h>_exp<4h>
D’ou:
N2
b <—%) _RZ b 52
s [ oo CEL ) = () oo (5

De méme pour

0 B 2
/ exp (%) d¢ =0 quand R — +o00.
b

Donc

/Df(z)dz = 0<:>/iexp(_—v2>dv+/R_Rexp<_(vT—|—%b)2>dv:@

R .2 R B 4 ib 2
& / exp (—U> dv = / exp (—(U 2) dv = v h.
_R h _R h

14
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En dernier, la transformation de Fourier sur R™ est donnée par:

Fioe (o (%)) () =27 exp (%) |

Ainsi,

T (exp <_y2)) (56,5, h) = an,h22ne<_4% )e(qif)e(%)_

2h
2 Soit 6 € S (R™), calculons sa transformation FBI:
T w6 = e () (70 R 6) (6o

= e () TR ) € -t
e (%) T (1) (€, —r,h)

avec:

T (€ —ah) = O‘”’h/n exp <Z (E—y) (—fﬂ)) exp (6~ y)Zdy

—ifx — (-’ iya’ ,
= Qyupexp . exp — 5 exp o7 dy  tel que x' = 2x.
Rn

Posons v =¢& —y = dv = —dy.

15



Donc:

T) (€ —2,h) = exp (_f@") / exp (‘2—7;) exp (%) dv

2.2 Le micro-support [2]

Définition 6 Soit u;, une famille de distribution de S'(R™)
On dit que (x9,&,) € R™ x R™ n’est pas dans le microsupport de uy,, lorsqu’il

existe un voisinage V de (x9,&,), et deuz réels 6 > 0 et hg > 0 tels que:
Vh €10, ho), Y(z,&) €V, Tu(z,&h) = O(e™9M). (2.8)

Le complémentaire de telle point est appelé micro-support du u et est noté MS(u).
Remarque 3

1 Le support ne dépend que x pour u, mais le micro-support dépend que x,& pour

Tu.

2 Le micro-support Ms(u) C R*" est un ensemble fermé vu qu’il est le complémen-

taire du plus grand ouvert de R?".

Définition 7 [?] Front d’onde: Soit w € D' (R™), on dit u est microlocalement
de classe C®en un point (x9,&,) € Q x (R"/0) s’il existe un ouvert W vérifiant

xg €W C Q et un cone owvert I' de (R™ /{0}) contenant {ytels l'on ait

Vo e O (W), 3 [gu(§)l <c(l+[E)" pouré €T, (2.9)

16



L’ensemble des (xg,&,) ot u n’est pas microlocalement de classe C™ est un fermé

conique de 2 x (R™ /0) appelé le front d’onde de u et noté WF (u)

Example 3 Dans R"™, le front d’onde de 6 est 0 x (R™ /{0}). En effet, pour xo # 0,

il suffit de choisir W ne contenant pas 0 et le produit pd seront nuls

Remarque 4 [2/

1 St u ne dépend pas de h, la notion du microsupport de u est fortement reliée a
celle de front d’onde analytique d’une distribution, noté W F (wave front set of

u), et nous avons:

Ms(u) = WF,(u) U [Supp(u) x {0}] (2.10)

2 |Tu| est exponentiellement petit dans un voisinage réel si et seulement si |Tu| est
exponentiellement petit dans un voisinage compleze.

Example 4 1 MS(§) = {0} x R"0u § est la fonction de Dirac (§ € S'(R™)).

2 MS(1) = R* x {0}.

17



Conclusion

La transformation de FBI , grace a ses estimations microlocales et caracteri-
sations permet de déterminer ’analyticité des solutions des EDP lineaires et non
lineaires.

1- On utilise cette transformation sur un opérateur pseudo-différentiel en un
autre opérateur pseudo-différentiel.

2- On utilise les critéres d’analyticité locales
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