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Résumé :

Dans ce travail, nous décrivant la méthode BKW associé & 'opérateur de Schrodinger sur
I’axe réel perturbé par un potentiel V.

Nous énoncons certaines caractéristiques de la méthode.

Nous finissons ce travail par une application numérique.
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INTRODUCTION GENERALE

La méthode BKW est une technique de I'expansion asymptotique pour trouver des solutions
approximatives de quelque problémes différentieles. Les lettres BKW représentent par les
physiciens Brillouin, Kramers et Wentzel. Brillouin est un physicien franco-américain, il s’est
intérésse par la mécanique quantique, la physique de solide et la théorie de quanta, Kramers
est un physicien mathématicien néerlandais, il a développé la théorie du quanta et il est
surtout connu par ces travaux en mécanique quantique, Wentzel est un physicien allmand
qui a des recherches intéressantes en mécanique quantique. Ces trois chercheurs sont reuni
autour d’une solution approximative de I’équation de Schrodinger qui est dérivé de I’équation
de propagation des ondes, comme l’équation de Schrodinger est une équation au dérivée
partielle qui muni d’un potentiel V(x), dont les solutions changent avec le changement de
potentiel. Ils ont modélisé une solution et défini une méthode pour résoudre ce probléme,
cette solution modele est la solution de BKW. Cette approximation a été appliqué pour la
premiére fois en 1926. La méthode a été développé pour étudé le régime semi classique d’un
systhéme quantique.

La méthode BKW est destinée au départ a trouver les solutions approchées de ’équations
de Schrodinger. Elle est devenue le cadre théorique pour comprendre la limite classique de la
mécanique quantique.

Cette méthode a des applications dans plusieurs disciplines; notamment, sur les équations
différentielles linéaires d’ordre quelconque, les problémes de valeurs propres, les problémes de
valeurs initiales ou valeurs aux bords ainsi que pour ’éstimation des intégrales des solutions
des équations différentielles.

L’approximation de la solution de I’équation différentielle linéaire a une structure simple aussi
si la solution exacte est connue, il s’agit d’une intégrale élémentaire des fonctions algébriques
bien définies d’un ordre & un autre en puissance de h, comme les fonctions d’Airy, fonctions

de Bessel, et les fonctions paraboliques cylindriques [5].



Plan

Ce modeste travail est constitué de quatre chapitres et d’une conclusion. Dans le premier cha-
pitre, on introduit un petit historique de la méthode BKW et passant par une problématique,
illustrant notre travail par un exemple.

Dans le deusiéme chapitre, nous avons énoncé quelques rappels et définitions. Dans le troi-
sieme chapitre on a expliqué la méthode BKW de dimension 1 qui nous permet de trouver des
solutions approchées de 1’équation de Schrodinger. Finalement, dans le quatrieme chapitre,

nous avons appliqué la méthode BKW a I’équation de Schrodinger perturbé par un potentiel

(v(z) = 2?).



Chapitre 1

Rappels et définitions :

1.1 L’approximation BKW [1] :

L’approximation BKW est un calcul semi-classique en mécanique quantique de la fonction
d’onde qui est supposé étre une fonction exponentielle avec d’amplitude a et de fonction de
phase ¢ qui varie lentement par rapport a la longueur d’onde A — 0. Bien que les physiciens
de Bros-Kramers-Wentzel ont développé cette approximation en 1923. Harold Jeffreys plus tot
avait déja développé une méthode plus générale dans le cas de I’équation linéaire différentiel

de second ordre de la forme [4] :

() + Ay (1) + B(t)y(t) + C(t) = 0,

ou les fonctions A, B, C' sont supposées définies continues sur un intervalle I de R.

La méthode utilisé de 1’équation de Schrodinger & deux corps

P= —hQ(%F +V(z), V € C(R)

ou V(x) est un potentiel, est d’obtenir un développement BKW 4 l'infini de ’état résonant.
Depuis 1927 cet événement de la mécanique quantique a fait beaucoup progresser la méthode,
a la fois sur le plan théorique que sur le plan pratique (numérique) ces deux aspects étant

étroitement liés. On s’intéresse & ’équation de Schrédinger

P = -h*’A + V(x) (1.1.1)



1.1 L’approximation BKW [1] : iii

Nous avons décrit surtout la méthode d’approximation BKW et le développement asympto-
tique de I’état associe a I’énergie lies aux problémes apparus en mécanique quantique et aux
idées physiques.

Soit une particule quantique perturbée par un potentiel V' (x), Supposons la fonction¥ so-
lution de I’équation de Schrodinger tel que A = E, E est I'énergie, t fixé, et m masse de la

particule.

2

h

tel que ¥ vérifie la condition de normalisation, pour chaque ¢t fixé,

19, 212 :/|\If(t, 2 Pde =1
U(t, z) est la fonction d’onde de la particule, et la quantité [U(¢, x)|> est sa densité de
probabilité de présence a l'instant ¢.
En régime stationnaire, ¥(¢, x) = e~/ a(x, h), avec

2

P(z, hD,)V¥ = —h— AV +V U = )\U
2m

Les énergies possibles de la particule sont les valeurs propres de P comme opérateur non-
borné sur L?(R?).
Soit P l'opérateur de Schrodinger définie par :

1 2
P = —h’A¥ + V(x)¥ avec A :—,% . (1.1.2)
7
Soit I’état résonnant ¥ sous la forme :
U(x, y) =a(x, y)exp(ip(x)/h) ot a(x,y)=) ah’ (1.1.3)

Notre probléme consiste & résoudre cette équation :
PV = EV

~h*AU+H(V-E) ¥ =0 (1.1.4)



1.1 L’approximation BKW [1] : iv

On pose
0 \alfx(l’): Va(x, h)exp (ip/h) + i%a(x, h)exp (ip/h) = [Va(x, h) + i%a(x’ h)] exp (i /h)
& ;Jx( )— [Aa(x, h)+ igp (x, h) + 2iVa(x, h)tho (%) a(x, h)]exp (ip/h)

On remplace dans ’équation (1.1.4), on obtient les équations suivantes :[4]

12 [Ad(a, h)—l—z%a(x h)+2iValx, h)V}:D (Vh‘p) a(z, h)] explip/h) = (E—=V)a(z, y)explio(z)/h)
— —h? [Aa(z, h)+ z%a(m h)+2iVa(z, h)tho (vh(p)Qa( , W+ V(z)—E)a(z, y) =0

= —h*Aa(x, h)—ihAga(x, h)—2ihVa(z, h)Ve—(V)ia(x, h)+(V(x)—E)a(z, y) =0

et maintenant aussi on remplace le symbole a(x, y) par
a(x, y) = CL()hO + alhl + a2h2 + a3h3 +

En faisant une identification par rapport a h, on a :

—h*(Aag + Aarh + ...Aa;) — ihAp(ag + arh + ash® + ...) — 2ihVp(Vag + Vayh + Vagh?...)

—i(V)*(ag + arh + agh® + ash® + ...) + (V(2) — E)(ag + a1h + ash* + ash® +...) = 0

On déduit alors :

1. L’équation eiconale [3] :

—i(Ve)’+V(x) —E=0



1.1 L’approximation BKW [1] : v

= p(x) ==+ / V (E —V)dx, avec 6 un shéma d’intervale. (1.1.5)
5

1. Les équations de transports [3] :

—2VVag — (Ap)ag = E -V + (Vo)’ay
—Vag —2Va; — Apa; = E -V + (Vp)2ay

—Aa; —2Vpa; — Apas = E -V + (V@)Qag (1.1.6)

On s’intérésse maintenent aux s’équation qui dépend du parametre de Planck, cela revient a

étudier : /
YA '(Aak—l) _ 2 .
(ax/¢') —i e 0, (2)
avec k > 1.

Alors d’aprés (1) on trouve :

e = VE0) _ (B V()
P (E-V)

et pour k> 1:

@) = —— [le)® (1.1.8)

EOFAVED

NI

_ i / (ar-1)() .,
(E—=V(2)i Jo (E—V(t)3

Définition 1.1.1 (la fonction de la phase) : On dit qu’une fonction
o(z,£)eC*(R" x R™)

est une fonction de phase si et seulement si :

1. Imyp > 0.
2.3C >0, p > 0 tel quelVioep| > CHE|” pourlé| est assez grand, tels que V =
(8%1’ - %) est un vecteur gradient. L’intégrale oscillante associé a une fonction de

phase .



1.1 L’approximation BKW [1] :

vi

Définition 1.1.2 (les symboles) : Soit

a(z, D)= Z ao(x)D".

laj<m

ot ay () sont des fonctions sur R™.

On remplace D® par &%, on obtient

plx, &) =) aa(2)E™

|| <m

Ce qu’on appelle le symbole de 'opérateur p.

Soit n € R dans S™(R™ x R") et I'’ensemble des fonctions a € C*(R™ x R") tels que :

Va, V3;

oe0falz, €)] < Cap(l+ 1)

1.1.1 Les intégrales oscillantes :
Soit 2 un ouvert de R™ une fonction ¢ est appelée une fonction de phase si :
1. p € C(Q x R™\ {0})

2. © est positivement homogeéne d’ordrel par rapport a &.

YA >0, V(z, £) € C°R"R"), o(z, A¢) = Ap(x, &)

¢ n’a pas des points critiques sur 2 x R™\ {0} .
identiquement équivalent (i.e) V(x, £) € Q x R™\ {0} .

n

2

=1

2

8902 20

aZEi

dyp
0&;

.

Sauf point (0, 0). On s’intéresse a des intégrales de la forme : [ [ exp(ip(z, £))p(x, &)u(x)dzdE.

Elle n’est pas un intégrale.

Example 1 On considére a(z,§) = Z ao ()€, Avec aq(x)eC*(R™). Bornée ainsi que

laj<m
tout ces dérivées,alors aeS™ on dit que a est un symbole differentiel.



1.1 L’approximation BKW [1] : vii

Soit
S
ihsu = Pu
u(0) =0
avec P est un operateur différentiel. On trouve u, (c’est-a-dire) trouver un certain dévelop-

pement asymptotique donc on choisi :

. _ —isp(x)
u(x, y) - a(x,f) eXp( h )

telle que @ la solution approché de u de BKW.

Soit u la solution approché de I’équation
Pu = 0= Pu=o(exp(—id/h)),
et pour résoudre il faut passer par P(z, Vo) = 0, on prend a(z, §) = Zajhj et V =
=0

(8%17 - %) est un vecteur gradient.
Pu = 0= (—A+v(z)u=0= —Au+v(z)u=0
— (Vo) +v(z) =0
= pla,Vy) =0, (Vp)* = &,

n
\ 2 P .
ou A = E % opérateur de Laplacien.
i
i=1



Chapitre 2

La méthode BKW en dimension 1 [1] :

2.1 L’ansatz BKW :

L’ Ansatz primitif est de chercher u sous la forme d’une fonction rapidement oscillante u(z) =
a(x)e’®)/" mais on peut le perfectionner en prenant pour a une série formelle en k. Prenons

par exemple ce qui est le plus adapté ici :

() = 3 (@),

On considére un nouveau opérateur de I’équation de Schrédinger sous la forme

N d?
H = —hzﬁ + V(x), ou Vi (z) = Vo(z) + R*W (z),
x
avec V est O . Vg , W appartiens & C*> des valeurs réelles; Le cas Vy = 0 correspond &
I’asymptotique des grandes valeurs propres pour —% + W(z).
Dans la suite nous supposons W =0et V = V4.

On cherche a résoudre 1’équation de Schrodinger dimensionl stationnaire

(H—FE)u=0 (2.1.1)

On obtient en appliquant H — E & I’Ansatz :

(H— E)u=((s(2)?+ V(z) — E)an(z) + %(2@%5' + apS") — h2a}))e @/, (2.1.2)



2.2 Equation eiconale pour S [1] : ix

Soit j > 0,

@] + (207,15 + a;18") + a;0((5) +V = E) = 0,
avec la convention a; = 0 si j < 0.
2.2 Equation eiconale pour S [1] :
Le terme en hg dans(H — E)u est
(s'(2)? + V(z) — E)ag(x)e @/,

L’annulation de ce premier terme s’appelle équation eiconale (eiconale pour image, icone) ou
de Hamilton-Jacobi :

S'(z)? + V() — E=0. (2.2.1)

avec S lisse, cela signifie que le graphe de S’ est contenu dans la couche d’énergie

Cp={&+V(z)=E}.

On doit donc éviter les caustiques (tangentes verticales de Cg). Dans tout intervalle ou

V(z) < E, il y a 2 solutions & une constante prés, +5, avec

Si on regarde la phase sur Cg ,ona dS = £dz.

2.3 Equation de transport [1] :

Si I’équation eiconale est satisfaite, on a :

(H— B = "2d5 + ap8")eS@ 4 O(?)

{
=
R

= Oh*—2ihS'aye'n” — ihS"age’

T



2.3 Equation de transport [1] : X
Donc ag doit satisfaire ’équation (t) dite de transport :
(t) 2apS" + apS” = 0. (2.3.1)
siS"# 0, ona :
ao = C'|S'(2)|2.
Soit
W = a(x)? |dz| = |u(z)]> + O(h®)etV = 25 (x)0,
la projection du champ hamiltonien sur R, ; nous donne :
va = 0

car

Ly W = ay(2dag(V') + ag div V) |dz| (2.3.2)
et ona :

2da0<V) + ag div = 2&65’, + aOS”.

L’image réciproque de w sur C'g par la projection sur R, est donc une densité invariante

par la dynamique classique. Donc ag(z)e’*®/"contient comme informations
la variété Cr (la phase) et la densité invariante sur Cp.

1.3. Calcul des aj pour j > 1. On a :

QS/(I; + S”aj ‘I’ a;'/—l = O7

et donc a; est déterminé par sa valeur en xy. On peut ainsi choisir les a; réels.

On peut aussi utiliser ’équivalent

= |3

un(z) = exp(3 (VS (x).

Ici S_; = S sera donné par 1’équation eiconale, exp(Sy) = ag et ainsi de suite.
Dans ce cas, les S; peuvent étre choisis réels.

On déduit le théoréme suivant :



2.3 Equation de transport [1] : xi

Théoréme 2.3.1 [1] :

Pour tout intervalle ou V(x) < E (zone classiquement permise) soit zp donné, il existe une

unique solution BKW (série formelle) dite normalisée en xy défini par :

(@) = esp( (Y a1, 233

telle que
S(xo) =0, S'(z) >0, ao(xo) =1,

et les aj(xo) sont nuls pour j > 1.

Les a; sont réels. Toute autre solution BKW (avec S” > 0 ) est de la forme

oy = e, (2.3.4)

Jj=0

Les solutions BKW u_ avec S’ < 0 sont les complexes conjuguées des précédentes solutions

obtenues en changeant h en —h
Théoréme 2.3.2 []] :

Soit Z;, C I défini comme ’ensemble des FE tels que

T
A(E) = / S'(x)dx € 2mhZ. (2.3.5)
0
Il existe une série formelle
&i(B) =) &(E)hY. (2.3.6)
j=1

avec les £; € C* telle que si on choisit ¢, (E) ~ £ +¢&,(E) et qu'on pose Z, = ¢;,(Z),). Alors
pour tout N, H admet exactement 2 valeurs propres dans tout intervalle de taille A" centré

en un point de Z; et pas d’autres valeurs propres dans /.

Lemme 2.3.1 [1] :



2.3 Equation de transport [1] : xii

Ona :

dA
dE

est la période de la trajectoire d’énergie F.

T(E) ou T(E)

Preuve.

On prend comme coordonnées dans un anneau E_ < H(z,£) < E, le couple (t,H). Ce
sont des coordonnées canoniques :W (0, 0y) = —dH(0y) = —1. On en déduit que I'écart
asymptotique de 2 points de 7, situés prés de E est 2wh/T(E).

-La série formelle e.

Soit u, () le série BKW.II est clair que u (x + 1) exp(—iA(FE)/h) est une autre série BKW
et donc. N

ui(z+T) = expiA(E) W)L+ D b(4V]uy ().

Reéalisant la série formelle pl"éCé(i(jIllt ,donne pour la périodicité de u, une équation implicite
en (E, h) de la forme :

exp([iA(E) — A(Eo)]/h)(1 + b(E,h)) = 1 avec Ey € Zj,. On rénormalisé cette équation en
possant . = Fy+ ah ce qui donne une équation implicite ¢(«, h, Ey) = 0 avec ¢(0,0, Ey) =0
et la dérivée 0ag (0,0, Ey) vaUt T'(Ey) qui est non nul. On obtient ainsi « = F'(h, Ey) = O(h)
et une série formelle £ = ah = Z &;(Eo)h?.

Jj=2
-Usagr de la symétrie & — —¢ et parité de &. Le caractére auto-adjoint de H implique

facilement que les &; sont réels. Il est clair que le passage de u, a u_ changement paires dans
la série sont non nuls.

-Existence des valeurs propres. On a donc pour E € ZNh ,2 solutions périodiques u. et u_
de (H — E) = O(h™), d’autre part le produit scalaire L? de u, et u_ est O(h*) (phase
stationaire) et on déduit par le minimaux D’éxistence des 2 valeurs propres dans chaque

intervalle de largeur O(h*) autour de E € ZNh. O
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CONCLUSION

Dans ce projet nous avons présenté les avantages et les inconvénients de la méthode BKW,
on s’est intéressé au

-Une bonne approche (faible) de la solution.

-Bonne pour un développement de la solution.

-Meilleur dans les systems semi-classique (n assez grand).

-Nous n’avons pas besoin de résoudre 1’équation.

Mais malgré 'apport de cette méthode il-a aussi des inconvénients de BKW,

-Mais pour les fonctions d’onde qui changent rapidement.

-pour le développement asymptotique long n’est pas a proposé pour les états faibles (n assez

petit) [2].
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