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Résumé

Dans ce mémoire de Master, on s’intéresse a la fonction de Mittag-Leffler. Dans le cas d'un
parameétre, on présente certaines propriétés intéressantes de cette fonction et on fait son lien
avec d’autres fonctions spéciales. Puis, on s’intéresse a la fonction de Mittag-LefHler a deux
parameétres en présentant certaines de ses propriétés et en "démontrant" certains résultats
qui existent dans la littérature. On s’intéresse aussi aux applications de la fonction de Mittag-

Leffler en étudiant certains résultats récents de Haubold, Sexana et al.
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Chapitre 1

Introduction

En mathématiques, le calcul fractionnaire est une branche de I’analyse qui étudie la possibilité
qu’un opérateur différentiel puisse étre élevé & un ordre non entier.

On peut définir par ce procédé des dérivées ou des intégrales fractionnaires. Ces opérateurs
fractionnaires rentrent dans le cadre plus général des opérateurs pseudo-différentiels.

Parmi les pionniers du calcul fractionnaire, on cite Riemann, Liouville, Caputo, Mainardi,
Weyl et Mittag-Leffler. Ils ont tous développé des mathématiques abstraites appliquées par
la suite dans différents domaines des sciences non linéaires, tels que la physique, la chimie, la
biologie, 'imagerie, les probabilités et les statistiques.

Le but de ce mémoire est d’étudier certaines propriétés de ce domaine, plus explicitement «
la fonction de Mittag-LefHler ». Cette fonction est tres utilisée dans le calcul fractionnaire,
surtout dans la résolution de certains problémes différentiels d’ordre arbitraire.

En premier lieu, on va définir la fonction de Mittag-Leffler & un parameétre. Puis on introduira
la fonction Mittag-Leffler & deux parameétres. Ensuite, on passera & un cadre beaucoup plus
général. On va citer quelques fonctions avec lesquelles, elle est liée. On donnera quelques
propriétés de base avec d’autres résultats.

Dans le troisiéme chapitre, on va développer 'application de certains opérateurs a la fonction
de Mittag-Leffler tels que, la transformée de Laplace, I'intégrale fractionnaire au sens de
Rimann-Liouvile, la dérivée fractionnaire au sens de Rimann-Liouvile. Trois théorémes vont
étre cités.

Le quatriéme chapitre est consacré au coté applications de la fonction de Mittag-Leffler.

"Mathématiques, ce berceau d’ignorances, qui s’embellit de connaissances”. Hamid BENAN-

TEUR.



Chapitre 2

Fonction de Mittag-LefHer

2.1 Introduction

En mathématiques, la fonction de Mittag-Lefller notée E, 53 qui tient son nom du mathéma-

ticien Gosta Mittag-Leffler, est une fonction spéciale [9].

2.2 Rappels

La fonction Gamma d’Euler est définie par :

+00
['(z) = / e 't*71dt, Re(x) > 0.
0
Parmis ses propriétés, on cite :
I'n+1)=n!, neN

et
I'(z+1) =2I'(z), Re(z) > 0.

Ces deux propriétés, on en aura besoin par la suite.

2.3 Fonction de Mittag-Leffler & un paramétre

Définition 2.3.1 On définit la fonction de Mittag-Leffler a un paramétre par :

oo Zn
E.(Z) = —— Z €C,
(2) § I'(an+1)
ot, a € C, Re(ar) > 0.
Exemple 2.3.1 Poura =1, on a :

El(Z):Zm:e :

n=0

(2.2.1)

(2.2.2)

(2.2.3)

(2.3.1)

(2.3.2)
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2.4 Fonction de Mittag-Leffler & deux paramétres

Définition 2.4.1 On définit la fonction de Mittag-Leffler a deux paramétres comme suit :

TL

=y ——— Tan i 5 (2.4.1)

n=0

ot «, 5 € C, Re(a) > 0, Re(f) > 0.
C’est une autre généralisation de la fonction exponentielle.

Exemple 2.4.1 Prenons o =1 et § = 2, on obtient :

=z 1 = 2"t 1, .,

n=0

Exemple 2.4.2 Et sia =1 et f =3, alors on va avoir :

i(ez —7Z-1), Z#0. (2.4.3)

E173(Z> — Z2

2.5 Généralisation des fonctions de Mittag-Leffler

Définition 2.5.1 La fonction de Mittag-Leffler généralisée Ef;ﬂ est donnée par la formule :

E; 4(2) nz N Om+5 Tl (2.5.1)
(6), =06 +1)..(6+n—1) = L@ +n) (2.5.2)

ot «, 3,0 € C, Re(ar) > 0, Re(5) > 0, Re(d) > 0.

Pour § = 1, la formule (2.5.1))est réduite & Mittag-Leffler & deux paramétres.

2.6 Cas Particuliers

Dans la formule ([2.5.1)), en prenant 3 =1 et § = 1, on obtient :
Eo(Z) = Eqoy(2).

Et si on prend § = 1, et a et 5 quelconques, on obtient :

Eop(Z) = Eap(Z).
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2.7 Propositions

Proposition 2.7.1 [9 : Soit E, 3 la fonction de Mittag-Lefller & deux paramétres telle que
a=1, g=reN. Alors :

Ei,(2) = ). (2.7.1)

Preuve. Par définition, on a :

=z - A
Bin(B) =) i =

n=0

+
<

Avec des petits calculs, on obtient :

1 7 Zr72 Zr73
ELT‘(Z> = ZT_1<€ - (T‘—Z)' - (T—S)' _"'_1)
r—2
1 zZ"
= =30
n=0

g

Proposition 2.7.2 [Z : Soit k € N* . Alors la dérivée a l'ordre k de E,3(Z) est donnée
par :

k > /C —|—n 'Zn
ES(2)=Y" (2.7.2)

nZOFak+an+ﬁ)

Preuve. Il suffit d’appliquer des dérivées successives de E, 5(Z) jusqu’a la dérivée d’ordre
k. O
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2.8 Quelques propriétés
Comme conséquences des définitions (2.3.1) et (2.4.1), on démontre les résultats suivants :

Théoréme 2.8.1 [5] : Soit E, 3 la fonction de Mittag-Leffler a deuzx parametres . On a :
1) Bap(Z) = ZEaa15(Z) + w3-

2) Bop(Z) = BEapi1(Z) + aZ 5 Eap1(2).

3) ()" [25 B p(Z2%)] = 255 'E, 5 1(Z%), Re(f—k) >0, k € N.

Preuve. Par définition, on a :

o0 zn 0 zn+l
E.3(Z
sl2) = nZ:()I‘an+ﬂ HZI‘oz—l—cm—i—ﬁ)
o0 zn+l 1
2 (o +an + 5) I'(B3)
- 2y T
—~ D(a+an+3) I(B)
1
= ZE,o8(2)+ —.
) +ﬁ( ) F(ﬁ)
Pour démontrer le résultat 2, on procéede comme suit :
d .4 - A
E, Z Z—F, Z) = pBE, 7) —
BEapr1(Z) + aZ—7 Bapii(2) BEop11(Z) ZZ Tlan+ 3 +1)
> anZ"
= [F, Z) +
PBas1(2) ;F(an+ﬁ+1)
= (an+ 8 — B2
= [F, Z
BEasn(2)+ T(an+ 6 +1)

I
o

n

> (an+ B)Z™
Z (an+ B)T'(an + B)

n=0
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Quant au dernier résultat, il suffit d’appliquer la dérivée k™¢. On a :

d k
(@)
d\* [ zomts-t
(ﬁ) D(an + 5)

o0

ZOZTZ
A1
_Z z; I'(an + B)

(&) 12 Btz =

| n=0

F(an + ﬁ) 0 ZoerBfkfl
I'lan+ 5 — k) I'(an + 3)

n=0

O
Le théoéme 2.6.1 est démontré.

Théoréme 2.8.2 [j] : Soit E, 3 la fonction de Mittag-Leffler & deux paramétres . Pour tout

re N ona:
r—1

gn
Z Bograr(Z) = Bag— S =2
B+ ( ) B ZO F(om—i—ﬁ)

Preuve. 1l suffit d’appliquer les propriétés de Mittag-LefHer. Il



Chapitre 3

Mittag-Lefller et d’autres opérateurs
intégraux

3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons nous intéresser a établir quelques propriétés sur la fonction de
Mittag-Leffler en utilisant la transformée de Laplace ainsi que les dérivées et les intégrales
d’ordre entier, puis celles d’ordre non entier.

3.2 Transformée de Laplace

La transformée de Laplace [7] est un outil trés puissant pour résoudre les équations et les sys-
téemes différentiels linéaires, certaines équations aux dérivées partielles et méme des équations
intégo-différentielles.

3.2.1 Définitions

On va introduire la notion de fonction causale ainsi que la transformée de Laplace.

Définition 3.2.1 Une fonction f(t) définie sur R est dite causale, si elle est nulle pour tout
t <O0.

Définition 3.2.2 Soit f une fonction causale. Sa transformée de Laplace notée F(p) est

donnée par :
+oo

L) =F) = | f)erd (3.2.1)

ou, p € C.
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3.2.2 Propriétés

Pour tout a, 5 € R et pour f et g deux fonctions causales. On a :

1. Linéarité :

Llaf(t)+ Bg(t)] = aL[f ()] + BLIg(H)]. (3.2.2)
2. Dérivabilité : 9 (t)
t
c [7] — pF(p) — £(0). (3.2.3)
3. Intégrabilité :
v F
e[[ o] =72 529
0 p
Proposition 3.2.1 [5] : Soit E, s la fonction de Mittag-Leffler & deuz paramétres. On a :
[eS) aafﬁ
/ e 7P, 5(xZ*)dZ = : (3.2.5)
0 a® —x
ot a, € C, Re(a) >0 et | 5| <1.
Preuve. 1l suffit d’appliquer la transformée de Laplace.
O
3.2.3 Exemples
On va citer quelques exemples en donnant des valeurs précises a a et (.
Exemple 3.2.1 Pour a =1, la formule devient :
o 1
/ e 2 7P By (2 2%)dZ = ——, |x| < 1. (3.2.6)
0 1—x
Exemple 3.2.2 Si on prend 3 =1, la formule devient :
00 aa—l
/ e B, (xZ2%)dZ = : (3.2.7)
0 a® —x

Exemple 3.2.3 Pour a =1, la formule devient :

o 1
/ e ?E(2Z2*)dZ = ——, |z| < 1. (3.2.8)
0 1—2z
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3.3 Application de la Transformée de Laplace

De l'équation (3.2.5)), on trouve que :

a—p
L{2"E, 5(az”)} = SS; — (3.3.1)
ou Re(a) > 0, Re(s) > 0,|%| < 1.
On a aussi,
S
L{z" T Eyy(—az®)} = ot a (3.3.2)

ot Re(a) > 0, Re(s) >0, }5%‘ < 1.
Donc,
So—p So—v S2a—(B+7)
<So‘—a) <So‘+a) T S 27 (3:33)

Proposition 3.3.1 [5] : Soient E, g, Eu., Esnpiy trois fonctions de Mittag-Leffler a deux
paramétres. On a :

pour Re(S5?) > Re(a?).

LA{a" B piq(a®2®) } = L{aP T Eqp(aa®)} L {27 Eqyp(—az®)}, (3.3.4)

oll Re(a) > 0, Re(s) > 0, | 4| <1, [4] <let | 2] <1,

Preuve. 1l suffit de faire les calculs dans I’équation (3.3.4)). U

On peut toujours vérifier ce résultat a l'aide de la proposition 3.2.1.
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3.4 Mittag-Leffler d’ordre rationnel

Dans cette partie, on parlera de la fonction de Mittag-Leffler a I'ordre rationel a = ™, m,n €
N* ( premiers entre eux). On donne alors :

Théoréme 3.4.1 [ : Soient E, la fonction de Mittag-Leffler, m,n € N* . Alors on a :

dm

—FE,(Z™) = E,(Z™). 4.1

o B(2") = B (27) (3..)
Jdm n—1 m—m
——En(Zn =223.. 4.2
g 7R = Ba ()43 gy 1= (3.42)

Idées de démonstration : Concernant les formules (3.4.1) et (3.4.2), leurs démonstrations
découlent de la forme généralisée de la fonction de Mittag-LefHer.

3.5 Fonction Mittag-Leffler et intégrale de Riemann-
Liouville

Définition 3.5.1 Soient f une fonction continue sur [a,b] — R et o €lm — 1,m[; m €
N*. On appelle intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville J® f(z) (respectivement
re D, f(x)), la fonction suivante :

JIf(x) ::I‘L} f(r)dr, (3.5.1)

ou encore

D f() = DI f () = J° f(a). (3.5.2)

Théoréme 3.5.1 [5] : Soit E, g la fonction de Mittag-Leffler o deux paramétres . Pour o >
0 et >0, on a les égalités suivantes :

g1
(Jg [* 7 Baplqz™)]) (2) = = 7 |Baslar) = ﬁ L q#0. (3.5.3)
(5 [Eala=")]) (@) = ¢ [Bulas®) = 1), 4 £0. (354
En utilisant les définitions (2.2.1) et (2.3.1), on obtient :
(J§ [¢° ' Eap(q2®)]) (z) = 2 By 0y p(q®), (3.5.5)

(J [Ea(qz?)]) () = 2 Ea a1 (q2”). (3.5.6)
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3.6 Fonction de Mittag-Leffler et dérivée de Riemann-
Liouville

Définition 3.6.1 Soient f une fonction continue sur [a,b] — R et a €lm — 1,m[; m € N*.
On appelle dérivée d’ordre o au sens de Riemann-Liouville notée rr DS f(x), la fonction
suvante :

dm 1 z
wDif @) = Gl =y, S =7 ] (3.6.1)
ou bien encore
re DY f(z) == D" J™ f(x). (3.6.2)

Théoréme 3.6.1 [5] : Soit E,p la fonction de Mittag-Leffler & deux paramétres . Pour
O0<a<letf>a,onales égalitées suivantes :

Pl
(reD* [P Eap(q2)]) (2) = TB—a) + g’ B p(gx®). (3.6.3)

(e D [Eal02*))) (2) = gy — g + 0Fala®). (3.6.4)



Chapitre 4

Applications

Dans cette partie, on va s’intérésser a quelques applications de la fonction de Mittag-Leffler.

4.1 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Définition 4.1.1 Soient f une fonction continue sur [a,b] — R et a €lm —1,m[; m € N*.
On appelle dérivée d’ordre a au sens de Caputo notée ¢ DS f(x), la fonction suivante :

cDS f(z) = ﬁ j(l‘ — T)m*aflf(m) (T)dr. (4.1.1)

Remarque 4.1.1 On a aussi
oD f(z) = J"“D™ f(z). (4.1.2)

Pour les résultats qui vont suivre, on a besoin des formules suivantes [4] [3] [2] :

D=t —a)" "B} [Jw(t — a)’] = (t —a)* " E] L Jw(t — a)?]. (4.1.3)
Jo(t —a)P! :%(t—a)wrﬂ_l, t>a, a>0, >0. (4.1.4)

(@ + ) = f: <m> (@)r (B)ys- (4.1.5)

L {da f(t)} = s"F(s) — i: s M0) n—1<a<n. (4.1.6)
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4.2 Méthode LAPM

La méthode Laplace, Adomian et Padé(LAPM ) est une combinaison de la transformée de
Laplace , la décomposition Adomian (ADM ) [T]et le rapprochement de Padé. Pour plus de
détails, on se réfere a [2].

On considére ’équation différentielle d’ordre fractionnaire de Riccati :

Dy =Pt)y* +Qt)y+ R(t), t >0,0< <1, (4.2.1)

avec la condition initiale

Le terme non linéaire de 1’équation est y? et P(t),Q(t), R(t) sont des fonctions données.
Pour o = 1 I'équation fractionnaire de Riccati devient une équation différentielle classique
de Riccati.

En appliquant la transformée de Laplace aux deux membres de I'équation (4.2.1)), et en tenant
compte de la linéarité de £, on obtient :

LI.Dy) = LIPt)y’] + LIQ(t)y] + LIR(T))- (4.2.3)

En utilisant les propriétés de la trasformée de Laplace et la condition initiale, on trouve :

SLly) — Sk = LIP(t)y?] + LIQ(t)y] + LIR(L)), (4.2.4)
ce qui est équivalent a :
k1 1 9 1 1
L) = & + 5= LIPW] + - LR + - LIR()L. (425)

La méthode suppose que la solution est sous la forme :

Y= Yn (4.2.6)
n=0

et le terme non linéaire y? est décomposé comme suit :

Y’ =3 Ay, (4.2.7)
n=0
ou A, = An(Yo,Y1, Y2, -, Yn) sont les polyndmes d’Adomian. Ils sont donnés par :
Ay 1 0 0 .. 0 (o)

Ay | =] 0 w 341 .. 0 o) |- (4.2.8)

En utilisant les formules précédentes, le résultat devient :

gl = e i:;o A+

e 5 " Ga iE[Q(lﬁ) S gl + ic[m)}. (4.2.9)

Soc =0 Sa
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4.3 Application

Dans cette partie, on utilise LAPM & la résolution de ’équation différentielle non linéaire
fractionnaire de Riccati [2] suivante :

DY(y) =1+2yt) —y*(t), 0 < a <1, (4.3.1)

avec la condition initiale

y(0) = 0. (4.3.2)
En appliquant la transformée de Laplace avec ses propriétés et en utilisant la condition initiale

de I’équation (4.3.1)), on obtient :

1 1
Lly] = —
V=355 =
En remplagant les équations (4.2.6)) et (4.2.7) dans I’équation (4.3.3), le résultat devient :

L[y?). (4.3.3)

qg%”:swiny_mi2ﬁﬂﬂ§kM' (4.3.4)

Plus exactement, on a :

= Giaa o 4.3.
L[yo] S5 =9 (4.3.5)
1
L] = ~Ga 2/3[140}, (4.3.6)
Llys] = ———r[A 137
y2] _Sa 9 [1}7 ()
1
Llynl = —go— LAl (02 1), (4.3.8)
La premiére formule peut étre écrite comme suit :
Sfl
= Toa oy 4.3.
Llyo] (o9 (4.3.9)

En appliquant la transformée inverse de Laplace (voir annexe) a I’équation (4.3.9)), on peut
I’écrire comme suit :

—{°F <2ta) — i (Zta)j
Yo = a1+ — = F((] T 1)@ T 1) .

On voit clairement que la solution dépend de la fonction de Mittag-Leffler.

(4.3.10)
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En utilisant yg, les polynéomes d’Adomian et les équations précédentes, on obtient y;. Ainsi,
de la méme fagon on calcule les termes s, y3.... Donc la solution approchée est donnée comme
suit :

yt) =yo+y1 +y2 + ... (4.3.11)
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4.4 Reésolution de quelques EDF's

Soit la suite bornée {Ax}5°. On définit la fonction f par :

f(z) = ’i A, (4.4.1)

On va citer deux théorémes, qui donnent la solution de ’équation différentielle fractionnaire
généralisée a 'aide de f(x) [].

Théoréme 4.4.1 [/ : Si v, pu,c > 0, alors il existe une unique solution de l’équation diffé-
rentielle fractionnaire :

N(t)+ % D N(t) = Ny(t — a) ' f [=c"(t — a)], (4.4.2)

qut est donnée par :

N(t) = Ny(t —a)t 3 35 4, LWE )

—¥(t — a)¥|™tE, A
PP s LGN (4.4.3)

Preuve. On multiplie les deux membres de (4.4.2) par (—c)™ D, ™", on obtient :

HNIE

()" DN () -

gL

(—Cv)m+1D;(m+l)vN(t) =N, §O<—Cv)mD;mv(t—a)u_lf [_Cv (t—a)”].
" (4.4.4)

0 0

En utilisant la valeur de f(x), on trouve :

N =N, 3 50 Ap(—e)mHDome(s — qykra, (4.4.5)

m=0 k=0

D’apres les propriétés de l'intégrale de Rimann-Liouvile sur les polynémes, on trouve :

N(t) = Ny(t —ayt 3 35 4, LR+ )

—¥(t — a)?]m . A
m=0k=0 L(v(m+k)+ ,u)[ (t—a)’] (4.4.6)

g
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Le deuxieme résultat a rappeler est le suivant :
Théoréme 4.4.2 [J] : Si v, pu,c > 0,et a« > 0, alors il existe une unique solution de I’EIDF :
reDEN(t) + % DN () = No(t — a)* L f [—c"(t — a)*™], (4.4.7)
avec la condition initiale
reDYTIN, =b,, (r=0,1,2,...n—1). (4.4.8)

Cette solution est donnée par :

B 1 B L((a+ )k + p)
N = Nalt =)™ 2 Y A o) m T ) + )

n—1
+ >0 b (t — a)airilEaJrv,afr[_cv(t - a>a+v]‘
r=0

[—c"(t — @)™+ (4.4.9)

Preuve. En appliquant 'opérateur fractionnaire D, * aux deux membres de et en
utilisant la formule :

—1 (t _ a),ufl

DeDEN() = N(t) — 5> L= pa-r1y, 4.4.10
DeN() =N -5 L pe, (4.4.10)
ol, n est un entier, tel que n = [a] + 1.
On obtient :
v (atwv) — —1 v a+v (s (t — a)airil a—k—1
N(t)+ "D, N(t)=N,D*(t—a)' " f [-"(t —a)*™] + > ~——————D N,.
r=0 F(Oé - T)
(4.4.11)
En appliquant 'opérateur (—c*)™D, ™) aux deux membres de (4.4.11)), on obtient :
Z (_cv>mD;m(a+v)N(t) . Z (_Cv)m+1D;(m+1)(a+v)N<t) (4‘4.12)
m=0 m=0
Ny 3 (=) D ¢ ap L [t - )]
m=0

+ Da r— lN v mD m(a+v) (
by (") ST

D’apres (4.1.4]), (4.4.8)) , (4.4.1]) et la définition 2, 'équation (4.4.12)) s’écrit :

N(t) = Na(t_a)oc—l—u—l i iAk F((a+v)k+ p)

—c(t —a at+vim-+k 4.
m=0 k=0 F((a + v)(m + k) i M) [ (t ) ] (4 4 13)

n—1

+ 3 b (t—a)* " B[ (t — a)*T).
r=0

Remarque 4.4.1 Pour a =0 et b, = 0, on retrouve le théoréme 4.4.1.
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4.5 L’EIDF Cinétique

On continue avec les applications physiques de E, 3. Cette fois, on donne d’autres résultats
récents sur les applications de cette fonction dans des problémes cinétiques d’ordre arbitraire
[4]. Ces résultats peuvent étre appliqués a la résolution de ’équation cinétique fractionnaire
généralisée. Si N(t) est la densité d’une espéce donnée a l'instant ¢ et N, est la densité de
cette espeéce a l'instant ¢ = a, alors on a les résultats suivants :

Théoréme 4.5.1 [/ : Siv > 0, p > 0 et ¢ > 0, alors il existe une unique solution a
l’équation cinétique fractionnaire :

N(t) = No(t — a)* "EJ [—c"(t — a)*) = —cp DY N(1). (4.5.1)

Cette solution est donnée par :

N(t) = Na(t — a)* ' ES = (t — a)"]. (4.5.2)
Preuve. Soit A, = ,:J)r’“ - Alors on a :
L m I'(vk + )
N(t) = N,(t —a)*! (V) —c’(t —a)’]™. 4.5.3
O =Nalt = oy~ 3 3 e = ) (45.3)
En utilisant les résultats de Carlitz [3], on obtient :
& +1)
N(t) = Ny(t —a)** <7—m—vt— v, 4.5.4
(0 = Nt —ap™t 5 0D e (15,0
Il

Le théoreme 4.5.1 est démontré.
On donne aussi le résultat particulier suivant :

Corollaire 4.5.1 [J]/ : Siv >0, u >0, ¢ >0 et a =0, alors il existe une unique solution &
l’équation intégrale :

N(t) — Not" ' ES [—c"t"] = —c§, Dyt N (). (4.5.5)

Elle est donnée par :
_ —1 d+1 Vv
N(t) = Not" " Ey, [—c"t"]. (4.5.6)
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Pour les équations intégro-différentielles, on se contente de donner le théoréeme suivant [10] :

Théoréme 4.5.2 [/ : Siv >0, a >0, u>0, ¢ >0, alors il existe une unique solution au
probleme :

reDY N () = No(t — ) T By, [ (t = a)* ™) = —ci DN (1), (4.5.7)
avec la condition initiale,
rtDYTIN, =0b,, (r=0,1,2,...,n—1). (4.5.8)
Cette solution est la suivante :
n—1
N(t) = No(t — a)* ™ EgL o= (t = a)*™] + 2, et = )" " By qr[—c"(t = )],
(4.5.9)
Preuve. Soit A = m En appliquant le théoréeme 4.3.2, on obtient :
n—1
Nt = Y b(t—a) " 'Eappar[—c(t —a)*™] + (4.5.10)
r=0

=m0 (e + o)k + )
Nl =)™ 2 2 (o + o)k - M T{(a+ o)m a4 p)

[=c"(t = a)*™]™,

ce qui implique :

n—1

N(t) = 2 be(t —a)* " By ar[—c(t —a)*T] + (4.5.11)
Nt — )ty 3 0t D [—c"(t = a)**]™.

m=0 k=0 F((Oz + v)m +a+ p)m!



CONCLUSION

Dans ce mémoire de Master, nous nous sommes intéressés a la fonction de Mittag-Leffier. Nous
avons mis en évidence quelques propriétés de la fonction de Mittag-Leffler & un parameétre.
Puis nous avons introduit la fonction de Mittag-Leffler & deux paramétres ; nous avons redé-
montré certaines de ses propriétés. Nous avons aussi détaillé d’autres démonstrations sur ses
propriétés intégrales et différentielles. Nous avons fait le lien entre d’une part la transformée
de Laplace, les intégrales au sens de Rimann-Liouville et les dérivées fractionnaires et d’autre
part, la fonction de Mittag-Leffler.

Dans le coté applications, nous avons présenté quelques modeéles utilisant explicitement la
fonction E, 3. On cite par exemple :

1) L’équation différentielle d’ordre fractionnaire de Riccati

2) Les modeles différentiels fractionnaires de la cinétique

3) Les modeles intégro-différentiels fractionnaires de la cinétique.

Ce travail nous a demandé beaucoup de langage mathématique allant de la théorie des opéra-
teurs, 'analyse complexe et ’algébre linéaire au calcul fractionnaire avec les deux dimensions,
Intégrale et différentielle sans oublier la transformée de Laplace.

Notre travail ouvre beaucoup de pistes de réflexions et de recherches. On peut citer par
exemple :

1) Peut-on résoudre des équations différentielles fractionnaires dans le cas complexe en utili-
sant la fonction de Mittag-Leffler ?

2) sera-t-il possible de transformer les EDFs fractionnaires en utilisant Laplace et Mittag-
Leffler a des équations algébriques 7

Voila deux chemins donnés !
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Annexe

+o00o
(0 )= [ fexp (-p
0
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