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Résumé

Dans ce mémoire de Master, on s�intéresse à la fonction de Mittag-Le­ er. Dans le cas d�un

paramètre, on présente certaines propriétés intéressantes de cette fonction et on fait son lien

avec d�autres fonctions spéciales. Puis, on s�intéresse à la fonction de Mittag-Le­ er à deux

paramètres en présentant certaines de ses propriétés et en "démontrant" certains résultats

qui existent dans la littérature. On s�intéresse aussi aux applications de la fonction de Mittag-

Le­ er en étudiant certains résultats récents de Haubold, Sexana et al.
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Chapitre 1

Introduction

En mathématiques, le calcul fractionnaire est une branche de l�analyse qui étudie la possibilité
qu�un opérateur di¤érentiel puisse être élevé à un ordre non entier.
On peut dé�nir par ce procédé des dérivées ou des intégrales fractionnaires. Ces opérateurs
fractionnaires rentrent dans le cadre plus général des opérateurs pseudo-di¤érentiels.
Parmi les pionniers du calcul fractionnaire, on cite Riemann, Liouville, Caputo, Mainardi,
Weyl et Mittag-Le­ er. Ils ont tous développé des mathématiques abstraites appliquées par
la suite dans di¤érents domaines des sciences non linéaires, tels que la physique, la chimie, la
biologie, l�imagerie, les probabilités et les statistiques.
Le but de ce mémoire est d�étudier certaines propriétés de ce domaine, plus explicitement «
la fonction de Mittag-Le­ er » . Cette fonction est très utilisée dans le calcul fractionnaire,
surtout dans la résolution de certains problèmes di¤érentiels d�ordre arbitraire.
En premier lieu, on va dé�nir la fonction de Mittag-Le­ er à un paramètre. Puis on introduira
la fonction Mittag-Le­ er à deux paramètres. Ensuite, on passera à un cadre beaucoup plus
général. On va citer quelques fonctions avec lesquelles, elle est liée. On donnera quelques
propriétés de base avec d�autres résultats.
Dans le troisième chapitre, on va développer l�application de certains opérateurs à la fonction
de Mittag-Le­ er tels que, la transformée de Laplace, l�intégrale fractionnaire au sens de
Rimann-Liouvile, la dérivée fractionnaire au sens de Rimann-Liouvile. Trois théorèmes vont
être cités.
Le quatrième chapitre est consacré au coté applications de la fonction de Mittag-Le­ er.

"Mathématiques, ce berceau d�ignorances, qui s�embellit de connaissances". Hamid BENAN-
TEUR.



Chapitre 2

Fonction de Mittag-Le­ er

2.1 Introduction

En mathématiques, la fonction de Mittag-Le­ er notée E�;� qui tient son nom du mathéma-
ticien Gösta Mittag-Le­ er, est une fonction spéciale [9].

2.2 Rappels

La fonction Gamma d�Euler est dé�nie par :

�(x) =

Z +1

0

e�ttx�1dt; Re(x) > 0: (2.2.1)

Parmis ses propriétés, on cite :

�(n+ 1) = n!; n 2 N (2.2.2)

et
�(x+ 1) = x�(x); Re(x) > 0: (2.2.3)

Ces deux propriétés, on en aura besoin par la suite.

2.3 Fonction de Mittag-Le­ er à un paramètre

Dé�nition 2.3.1 On dé�nit la fonction de Mittag-Le­ er à un paramètre par :

E�(Z) =
1X
n=0

Zn

�(�n+ 1)
; Z 2 C; (2.3.1)

où, � 2 C; Re(�) > 0:

Exemple 2.3.1 Pour � = 1; on a :

E1(Z) =
1X
n=0

Zn

�(n+ 1)
= eZ : (2.3.2)
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2.4 Fonction de Mittag-Le­ er à deux paramètres

Dé�nition 2.4.1 On dé�nit la fonction de Mittag-Le­ er à deux paramètres comme suit :

E�;�(Z) =
1X
n=0

Zn

�(�n+ �)
; (2.4.1)

où �; � 2 C; Re(�) > 0; Re(�) > 0:

C�est une autre généralisation de la fonction exponentielle.

Exemple 2.4.1 Prenons � = 1 et � = 2; on obtient :

E1;2(Z) =
1X
n=0

Zn

�(n+ 2)
=
1

Z

1X
n=0

Zn+1

(n+ 1)!
=
1

Z
(eZ � 1); Z 6= 0: (2.4.2)

Exemple 2.4.2 Et si � = 1 et � = 3, alors on va avoir :

E1;3(Z) =
1

Z2
(eZ � Z � 1); Z 6= 0: (2.4.3)

2.5 Généralisation des fonctions de Mittag-Le­ er

Dé�nition 2.5.1 La fonction de Mittag-Le­ er généralisée E��;� est donnée par la formule :

E��;�(Z) :=
1X
n=0

(�)n Z
n

�(�n+ �)n!
; (2.5.1)

avec

(�)n := �(� + 1):::(� + n� 1) =
�(� + n)

�(�)
; (2.5.2)

où �; �; � 2 C; Re(�) > 0; Re(�) > 0; Re(�) > 0:

Pour � = 1; la formule (2.5.1)est réduite à Mittag-Le­ er à deux paramètres.

2.6 Cas Particuliers

Dans la formule (2.5.1), en prenant � = 1 et � = 1; on obtient :

E�(Z) = E
1
�;1(Z):

Et si on prend � = 1; et � et � quelconques, on obtient :

E1�;�(Z) = E�;�(Z):
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2.7 Propositions

Proposition 2.7.1 [9] : Soit E�;� la fonction de Mittag-Le�ler à deux paramètres telle que
� = 1; � = r 2 N : Alors :

E1;r(Z) =
1

Zr�1
(eZ �

r�2X
n=0

Zn

n!
): (2.7.1)

Preuve. Par dé�nition, on a :

E1;r(Z) =

1X
n=0

Zn

�(n+ r)
=

1X
n=0

Zn

(n+ r � 1)! :

Avec des petits calculs, on obtient :

E1;r(Z) =
1

Zr�1
(eZ � Zr�2

(r � 2)! �
Zr�3

(r � 3)! � � � � � 1)

=
1

Zr�1
(eZ �

r�2X
n=0

Zn

n!
):

�

Proposition 2.7.2 [2] : Soit k 2 N� : Alors la dérivée à l�ordre k de E�;�(Z) est donnée
par :

E
(k)
�;�(Z) =

1X
n=0

(k + n)!Zn

�(�k + �n+ �)n!
: (2.7.2)

Preuve. Il su¢ t d�appliquer des dérivées successives de E�;�(Z) jusqu�à la dérivée d�ordre
k: �
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2.8 Quelques propriétés

Comme conséquences des dé�nitions (2:3:1) et (2:4:1), on démontre les résultats suivants :

Théorème 2.8.1 [5] : Soit E�;� la fonction de Mittag-Le­ er à deux parametres . On a :
1) E�;�(Z) = ZE�;�+�(Z) + 1

�(�)
:

2) E�;�(Z) = �E�;�+1(Z) + �Z d
dZ
E�;�+1(Z):

3)
�
d
dZ

�k �
Z��1E�;�(Z

�)
�
= Z��k�1E�;��k(Z

�); Re(� � k) > 0; k 2 N:

Preuve. Par dé�nition, on a :

E�;�(Z) =
1X
n=0

Zn

�(�n+ �)
=

1X
n=�1

Zn+1

�(�+ �n+ �)

=
1X
n=0

Zn+1

�(�+ �n+ �)
+

1

�(�)

= Z
1X
n=0

Zn

�(�+ �n+ �)
+

1

�(�)

= ZE�;�+�(Z) +
1

�(�)
:

Pour démontrer le résultat 2, on procède comme suit :

�E�;�+1(Z) + �Z
d

dZ
E�;�+1(Z) = �E�;�+1(Z) + �Z

d

dZ

1X
n=0

Zn

�(�n+ � + 1)

= �E�;�+1(Z) +
1X
n=0

�nZn

�(�n+ � + 1)

= �E�;�+1(Z) +
1X
n=0

(�n+ � � �)Zn
�(�n+ � + 1)

=
1X
n=0

(�n+ �)Zn

(�n+ �)�(�n+ �)
:
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Quant au dernier résultat, il su¢ t d�appliquer la dérivée k�eme: On a :�
d

dZ

�k �
Z��1E�;�(Z

�)
�
=

�
d

dZ

�k "
Z��1

1X
n=0

Z�n

�(�n+ �)

#

=

�
d

dZ

�k " 1X
n=0

Z�n+��1

�(�n+ �)

#

=
�(�n+ �)

�(�n+ � � k)

1X
n=0

Z�n+��k�1

�(�n+ �)

=
1X
n=0

Z�n+��k�1

�(�n+ � � k)

= Z��k�1
1X
n=0

Z�n

�(�n+ � � k) :

�
Le théoème 2:6:1 est démontré.

Théorème 2.8.2 [5] : Soit E�;� la fonction de Mittag-Le­ er à deux paramètres . Pour tout
r 2 N�; on a :

ZrE�;�+�r(Z) = E�;� �
r�1X
n=0

Zn

�(�n+ �)
:

Preuve. Il su¢ t d�appliquer les propriétés de Mittag-Le­ er. �



Chapitre 3

Mittag-Le­ er et d�autres opérateurs
intégraux

3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons nous intéresser à établir quelques propriétés sur la fonction de
Mittag-Le­ er en utilisant la transformée de Laplace ainsi que les dérivées et les intégrales
d�ordre entier, puis celles d�ordre non entier.

3.2 Transformée de Laplace

La transformée de Laplace [7] est un outil très puissant pour résoudre les équations et les sys-
tèmes di¤érentiels linéaires, certaines équations aux dérivées partielles et même des équations
intégo-di¤érentielles.

3.2.1 Dé�nitions

On va introduire la notion de fonction causale ainsi que la transformée de Laplace.

Dé�nition 3.2.1 Une fonction f(t) dé�nie sur R est dite causale, si elle est nulle pour tout
t < 0:

Dé�nition 3.2.2 Soit f une fonction causale. Sa transformée de Laplace notée F (p) est
donnée par :

L[f(t)] := F (p) :=
Z +1

0

f(t)e�ptdt: (3.2.1)

où, p 2 C.
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3.2.2 Propriétés

Pour tout �; � 2 R et pour f et g deux fonctions causales. On a :
1. Linéarité :

L[�f(t) + �g(t)] = �L [f(t)] + �L [g(t)] : (3.2.2)

2. Dérivabilité :

L
�
df(t)

dt

�
= pF (p)� f(0): (3.2.3)

3. Intégrabilité :

L
�Z x

0

f(t)dt

�
=
F (p)

p
: (3.2.4)

Proposition 3.2.1 [5] : Soit E�;� la fonction de Mittag-Le­ er à deux paramètres: On a :Z 1

0

e�aZZ��1E�;�(xZ
�)dZ =

a���

a� � x; (3.2.5)

où a; x 2 C; Re(a) > 0 et
�� x
a�

�� < 1:
Preuve. Il su¢ t d�appliquer la transformée de Laplace.

�

3.2.3 Exemples

On va citer quelques exemples en donnant des valeurs précises à a et �:

Exemple 3.2.1 Pour a = 1; la formule (3.2.5) devient :Z 1

0

e�ZZ��1E�;�(xZ
�)dZ =

1

1� x; jxj < 1: (3.2.6)

Exemple 3.2.2 Si on prend � = 1; la formule (3.2.5) devient :

Z 1

0

e�aZE�(xZ
�)dZ =

a��1

a� � x: (3.2.7)

Exemple 3.2.3 Pour a = 1; la formule (3.2.7) devient :Z 1

0

e�ZE�(xZ
�)dZ =

1

1� x; jxj < 1: (3.2.8)
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3.3 Application de la Transformée de Laplace

De l�équation (3.2.5), on trouve que :

L
�
x��1E�;�(ax

�)
	
=

S���

S� � a; (3.3.1)

où Re(�) > 0; Re(s) > 0;
�� a
s�

�� < 1.
On a aussi,

L
�
x
�1E�;
(�ax�)

	
=

S��


S� + a
; (3.3.2)

où Re(�) > 0; Re(s) > 0;
�� a
s


�� < 1.
Donc, �

S���

S� � a

��
S��


S� + a

�
=
S2��(�+
)

S2� � a2 ; (3.3.3)

pour Re(S2) > Re(a2):

Proposition 3.3.1 [5] : Soient E�;�; E�;
; E2�;�+
 trois fonctions de Mittag-Le­ er à deux
paramètres. On a :

L
�
x�+
�1E2�;�+
(a

2x2�)
	
= L

�
x��1E�;�(ax

�)
	
L
�
x
�1E�;
(�ax�)

	
; (3.3.4)

où Re(a) > 0; Re(s) > 0;
��� a2s2� ��� < 1; �� as� �� < 1 et �� as
 �� < 1:

Preuve. Il su¢ t de faire les calculs dans l�équation (3.3.4). �

On peut toujours véri�er ce résultat à l�aide de la proposition 3:2:1:
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3.4 Mittag-Le­ er d�ordre rationnel

Dans cette partie, on parlera de la fonction de Mittag-Le­ er à l�ordre rationel � = m
n
;m; n 2

N� ( premiers entre eux). On donne alors :

Théorème 3.4.1 [5] : Soient E� la fonction de Mittag-Le­ er, m;n 2 N� : Alors on a :

dm

dzm
Em(Z

m) = Em(Z
m): (3.4.1)

dm

dzm
Em

n
(Z

m
n ) = Em

n
(Z

m
n ) +

n�1X
r=1

Z
rm
n
�m

�( rm
n
+ 1�m) ; n = 2; 3::: (3.4.2)

Idées de démonstration : Concernant les formules (3.4.1) et (3.4.2), leurs démonstrations
découlent de la forme généralisée de la fonction de Mittag-Le­ er.

3.5 Fonction Mittag-Le­ er et intégrale de Riemann-
Liouville

Dé�nition 3.5.1 Soient f une fonction continue sur [a; b] ! R et � 2]m � 1;m[; m 2
N�: On appelle intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville J�a f(x) (respectivement
RLD

��
a f(x)), la fonction suivante :

J�a f(x) :=
1

�(�)a

xR
(x� �)��1f(�)d� ; (3.5.1)

ou encore
RLD

��
a f(x) = DmJm+�f(x) = J�f(x): (3.5.2)

Théorème 3.5.1 [5] : Soit E�;� la fonction de Mittag-Le­ er à deux paramètres . Pour � >
0 et � > 0; on a les égalités suivantes :

�
J�0
�
z��1E�;�(qz

�)
��
(x) =

x��1

q

�
E�;�(qx

�)� 1

�(�)

�
; q 6= 0: (3.5.3)

(J�0 [E�(qz
�)]) (x) =

1

q
[E�(qx

�)� 1] ; q 6= 0: (3.5.4)

En utilisant les dé�nitions (2:2:1) et (2:3:1), on obtient :�
J�0
�
z��1E�;�(qz

�)
��
(x) = x�+��1E�;�+�(qx

�); (3.5.5)

(J�0 [E�(qz
�)]) (x) = x�E�;�+1(qx

�): (3.5.6)
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3.6 Fonction de Mittag-Le­ er et dérivée de Riemann-
Liouville

Dé�nition 3.6.1 Soient f une fonction continue sur [a; b]! R et � 2]m� 1;m[; m 2 N�:
On appelle dérivée d�ordre � au sens de Riemann-Liouville notée RLD

�
a f(x), la fonction

suivante :

RLD
�
a f(x) :=

dm

dxm
[

1

�(m� �)a

xR
(x� �)m���1f(�)d� ]; (3.6.1)

ou bien encore
RLD

�
a f(x) := D

mJm��f(x): (3.6.2)

Théorème 3.6.1 [5] : Soit E�;� la fonction de Mittag-Le­ er à deux paramètres . Pour
0 < � < 1 et � > �; on a les égalitées suivantes :

�
RLD

�
�
z��1E�;�(qz

�)
��
(x) =

x����1

�(� � �) + qx
��1E�;�(qx

�): (3.6.3)

(RLD
� [E�(qz

�)]) (x) =
x��

�(1� �) + qE�(qx
�): (3.6.4)



Chapitre 4

Applications

Dans cette partie, on va s�intérésser à quelques applications de la fonction de Mittag-Le­ er.

4.1 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Dé�nition 4.1.1 Soient f une fonction continue sur [a; b]! R et � 2]m� 1;m[; m 2 N�:
On appelle dérivée d�ordre � au sens de Caputo notée CD�

a f(x), la fonction suivante :

CD
�
a f(x) :=

1

�(m� �)a

xR
(x� �)m���1f (m)(�)d� : (4.1.1)

Remarque 4.1.1 On a aussi

CD
�
a f(x) := J

m��Dmf(x): (4.1.2)

Pour les résultats qui vont suivre, on a besoin des formules suivantes [4] [3] [2] :

D��(t� a)��1E
p;�[w(t� a)p] = (t� a)�+��1E


p;�+�[w(t� a)p]: (4.1.3)

J�a (t� a)��1 =
�(�)

�(�+ �)
(t� a)�+��1; t > a; � > 0; � > 0: (4.1.4)

(a+ b)m :=

mX
r=0

�
m

r

�
(a)r(b)m�r: (4.1.5)

L
�
d�

dt�
f(t)

�
= s�F (s)�

n�1X
m=0

s��m�1f (m)(0); n� 1 < � < n: (4.1.6)
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4.2 Méthode LAPM

La méthode Laplace, Adomian et Padé(LAPM ) est une combinaison de la transformée de
Laplace , la décomposition Adomian (ADM ) [1]et le rapprochement de Padé. Pour plus de
détails, on se réfère à [2].
On considère l�équation di¤érentielle d�ordre fractionnaire de Riccati :

cD
�y = P (t)y2 +Q(t)y +R(t); t > 0; 0 < � < 1; (4.2.1)

avec la condition initiale

y(0) = k1: (4.2.2)

Le terme non linéaire de l�équation (4.2.1) est y2 et P (t); Q(t); R(t) sont des fonctions données.
Pour � = 1 l�équation fractionnaire de Riccati devient une équation di¤érentielle classique
de Riccati.
En appliquant la transformée de Laplace aux deux membres de l�équation (4.2.1), et en tenant
compte de la linéarité de L, on obtient :

L[cD�y] = L[P (t)y2] + L[Q(t)y] + L[R(t)]: (4.2.3)

En utilisant les propriétés de la trasformée de Laplace et la condition initiale, on trouve :

S�L[y]� S��1k1 = L[P (t)y2] + L[Q(t)y] + L[R(t)]; (4.2.4)

ce qui est équivalent à :

L[y] = k1
S
+
1

S�
L[P (t)y2] + 1

S�
L[Q(t)y] + 1

S�
L[R(t)]: (4.2.5)

La méthode suppose que la solution est sous la forme :

y =
1X
n=0

yn; (4.2.6)

et le terme non linéaire y2 est décomposé comme suit :

y2 =
1P
n=0

An; (4.2.7)

où An = An(y0; y1; y2; :::; yn) sont les polynômes d�Adomian. Ils sont donnés par :0BBBB@
A0
A1
A2
:::
:::

1CCCCA =

0BBBB@
1 0 0 ::: 0
0 y1 0 ::: 0
0 y2

1
2
y21 ::: 0

::: ::: ::: ::: :::
::: ::: ::: ::: :::

1CCCCA
0BBBB@

f(y0)
f
0
(y0)

f
00
(y0)
:::
:::

1CCCCA : (4.2.8)

En utilisant les formules précédentes, le résultat devient :

L[
1P
n=0

yn] =
k1
S
+
1

S�
L[P (t)

1P
n=0

An] +
1

S�
L[Q(t)

1P
n=0

yn] +
1

S�
L[R(t)]: (4.2.9)
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4.3 Application

Dans cette partie, on utilise LAPM à la résolution de l�équation di¤érentielle non linéaire
fractionnaire de Riccati [2] suivante :

cD
�(y) = 1 + 2y(t)� y2(t); 0 < � � 1; (4.3.1)

avec la condition initiale

y(0) = 0: (4.3.2)

En appliquant la transformée de Laplace avec ses propriétés et en utilisant la condition initiale
de l�équation (4.3.1), on obtient :

L[y] = 1

S(S� � 2) �
1

S� � 2L[y
2]: (4.3.3)

En remplaçant les équations (4.2.6) et (4.2.7) dans l�équation (4.3.3), le résultat devient :

L[
1X
n=0

yn] =
1

S(S� � 2) �
1

S� � 2L[P (t)
1P
n=0

An]: (4.3.4)

Plus exactement, on a :

L[y0] =
1

S(S� � 2) (4.3.5)

L[y1] = �
1

S� � 2L[A0]; (4.3.6)

L[y2] = �
1

S� � 2L[A1]; (4.3.7)

...

L[yn] = �
1

S� � 2L[An�1]; (n � 1): (4.3.8)

La première formule peut être écrite comme suit :

L[y0] =
S�1

(S� � 2) (4.3.9)

En appliquant la transformée inverse de Laplace (voir annexe) à l�équation (4.3.9), on peut
l�écrire comme suit :

y0 = t
�E�;1+�(2t

�) = t�
1P
j=0

(2t�)j

�((j + 1)�+ 1)
: (4.3.10)

On voit clairement que la solution dépend de la fonction de Mittag-Le­ er.
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En utilisant y0; les polynômes d�Adomian et les équations précédentes, on obtient y1: Ainsi,
de la même façon on calcule les termes y2; y3:::. Donc la solution approchée est donnée comme
suit :

y(t) = y0 + y1 + y2 + ::: (4.3.11)
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4.4 Résolution de quelques EDFs

Soit la suite bornée fAkg10 : On dé�nit la fonction f par :

f(x) =
1P
k=0

Akx
k: (4.4.1)

On va citer deux théorèmes, qui donnent la solution de l�équation di¤érentielle fractionnaire
généralisée à l�aide de f(x) [4].

Théorème 4.4.1 [4] : Si v; �; c > 0; alors il existe une unique solution de l�équation di¤é-
rentielle fractionnaire :

N(t) + cvRLD
�v
a N(t) = Na(t� a)��1f [�cv(t� a)v]; (4.4.2)

qui est donnée par :

N(t) = Na(t� a)��1
1P
m=0

mP
k=0

Ak
�(vk + �)

�(v(m+ k) + �)
[�cv(t� a)v]m+k: (4.4.3)

Preuve. On multiplie les deux membres de (4.4.2) par (�cv)mD�mv
a ; on obtient :

1P
m=0

(�cv)mD�mv
a N(t)�

1P
m=0

(�cv)m+1D�(m+1)v
a N(t) = Na

1P
m=0

(�cv)mD�mv
a (t�a)��1f [�cv(t�a)v]:

(4.4.4)
En utilisant la valeur de f(x), on trouve :

N(t) = Na
1P
m=0

mP
k=0

Ak(�cv)m+kD�mv
a (t� a)vk+��1: (4.4.5)

D�après les propriétés de l�intégrale de Rimann-Liouvile sur les polynômes, on trouve :

N(t) = Na(t� a)��1
1P
m=0

mP
k=0

Ak
�(vk + �)

�(v(m+ k) + �)
[�cv(t� a)v]m+k: (4.4.6)

�



4.4 Résolution de quelques EDFs 19

Le deuxième résultat à rappeler est le suivant :

Théorème 4.4.2 [4] : Si v; �; c > 0;et � > 0; alors il existe une unique solution de l�EIDF :

RLD
�
aN(t) + c

v
RLD

�v
a N(t) = Na(t� a)��1f [�cv(t� a)�+v]; (4.4.7)

avec la condition initiale

RLD
��r�1
a Na = br; (r = 0; 1; 2; :::; n� 1): (4.4.8)

Cette solution est donnée par :

N(t) = Na(t� a)�+��1
1P
m=0

mP
k=0

Ak
�((�+ v)k + �)

�((�+ v)(m+ k) + �)
[�cv(t� a)�+v]m+k (4.4.9)

+
n�1P
r=0

br(t� a)��r�1E�+v;��r[�cv(t� a)�+v]:

Preuve. En appliquant l�opérateur fractionnaire D��
a aux deux membres de (4.4.7) et en

utilisant la formule :

D��
a D�

aN(t) = N(t)�
n�1P
r=0

(t� a)��1
�(�� v) D

��r�1
a Na; (4.4.10)

où, n est un entier, tel que n = [�] + 1:
On obtient :

N(t) + cvD�(�+v)
a N(t) = NaD

��
a (t� a)��1f [�cv(t� a)�+v] +

n�1P
r=0

(t� a)��r�1
�(�� r) D��k�1

a Na:

(4.4.11)
En appliquant l�opérateur (�cv)mD�m(�+v)

a aux deux membres de (4.4.11); on obtient :

1P
m=0

(�cv)mD�m(�+v)
a N(t)�

1P
m=0

(�cv)m+1D�(m+1)(�+v)
a N(t) (4.4.12)

= Na
1P
m=0

(�cv)mD���m(�+v)
a (t� a)��1f [�cv(t� a)�+v]

+
1P
m=0

n�1P
r=0

D��r�1
a N0(�cv)mD�m(�+v)

a

(t� a)��r�1
�(�� r) :

D�après (4.1.4), (4.4.8) , (4.4.1 ) et la dé�nition 2, l�équation (4.4.12) s�écrit :

N(t) = Na(t� a)�+��1
1P
m=0

mP
k=0

Ak
�((�+ v)k + �)

�((�+ v)(m+ k) + �)
[�cv(t� a)�+v]m+k(4.4.13)

+
n�1P
r=0

br(t� a)��r�1E�+v;��r[�cv(t� a)�+v]:

�

Remarque 4.4.1 Pour � = 0 et br = 0; on retrouve le théorème 4:4:1:
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4.5 L�EIDF Cinétique

On continue avec les applications physiques de E�;�. Cette fois, on donne d�autres résultats
récents sur les applications de cette fonction dans des problèmes cinétiques d�ordre arbitraire
[4]. Ces résultats peuvent être appliqués à la résolution de l�équation cinétique fractionnaire
généralisée. Si N(t) est la densité d�une espèce donnée à l�instant t et Na est la densité de
cette espèce à l�instant t = a, alors on a les résultats suivants :

Théorème 4.5.1 [4] : Si v > 0; � > 0 et c > 0; alors il existe une unique solution à
l�équation cinétique fractionnaire :

N(t)�Na(t� a)��1E�v;�[�cv(t� a)v] = �cvRLD�v
a+N(t): (4.5.1)

Cette solution est donnée par :

N(t) = Na(t� a)��1E�+1v;� [�cv(t� a)v]: (4.5.2)

Preuve. Soit Ak =
(
)k

�(vk+�)k!
: Alors on a :

N(t) = Na(t� a)��1
1P
m=0

mP
k=0

(
)k
�(vk + �)k!

�(vk + �)

�(mv + �)
[�cv(t� a)v]m: (4.5.3)

En utilisant les résultats de Carlitz [3], on obtient :

N(t) = Na(t� a)��1
1P
m=0

(
 + 1)m
�(mv + �)m!

[�cv(t� a)v]m: (4.5.4)

�

Le théorème 4:5:1 est démontré.

On donne aussi le résultat particulier suivant :

Corollaire 4.5.1 [4] : Si v > 0; � > 0; c > 0 et a = 0; alors il existe une unique solution à
l�équation intégrale :

N(t)�N0t��1E�v;�[�cvtv] = �cvRLD�v
0+N(t): (4.5.5)

Elle est donnée par :
N(t) = N0t

��1E�+1v;� [�cvtv]: (4.5.6)
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Pour les équations intégro-di¤érentielles, on se contente de donner le théorème suivant [10] :

Théorème 4.5.2 [4] : Si v > 0; � > 0; � > 0; c > 0; alors il existe une unique solution au
problème :

RLD
�
a+N(t)�Na(t� a)��1E��+v;�[�cv(t� a)�+v] = �cvRLD�v

a N(t); (4.5.7)

avec la condition initiale,

RLD
��r�1
a+ Na = br; (r = 0; 1; 2; :::; n� 1): (4.5.8)

Cette solution est la suivante :

N(t) = Na(t� a)�+��1E�+1�+v;�+�[�cv(t� a)�+v] +
n�1P
r=0

br(t� a)��r�1E��+v;��r[�cv(t� a)�+v]:

(4.5.9)

Preuve. Soit Ak =
(
)k

�((�+v)k+�)k!
: En appliquant le théorème 4:3:2, on obtient :

N(t) =
n�1P
r=0

br(t� a)��r�1E�+v;��r[�cv(t� a)�+v] + (4.5.10)

Na(t� a)�+��1
1P
m=0

mP
k=0

(
)k
�((�+ v)k + �)k!

�((�+ v)k + �)

�((�+ v)m+ �+ �)
[�cv(t� a)�+v]m;

ce qui implique :

N(t) =
n�1P
r=0

br(t� a)��r�1E�+v;��r[�cv(t� a)�+v] + (4.5.11)

:Na(t� a)�+��1
1P
m=0

mP
k=0

(
 + 1)k
�((�+ v)m+ �+ �)m!

[�cv(t� a)�+v]m:

�



CONCLUSION

Dans ce mémoire de Master, nous nous sommes intéressés à la fonction de Mittag-Le­ er. Nous
avons mis en évidence quelques propriétés de la fonction de Mittag-Le­ er à un paramètre.
Puis nous avons introduit la fonction de Mittag-Le­ er à deux paramètres ; nous avons redé-
montré certaines de ses propriétés. Nous avons aussi détaillé d�autres démonstrations sur ses
propriétés intégrales et di¤érentielles. Nous avons fait le lien entre d�une part la transformée
de Laplace, les intégrales au sens de Rimann-Liouville et les dérivées fractionnaires et d�autre
part, la fonction de Mittag-Le­ er.
Dans le coté applications, nous avons présenté quelques modèles utilisant explicitement la
fonction E�;�: On cite par exemple :
1) L�équation di¤érentielle d�ordre fractionnaire de Riccati
2) Les modèles di¤érentiels fractionnaires de la cinétique
3) Les modèles intégro-di¤érentiels fractionnaires de la cinétique.
Ce travail nous a demandé beaucoup de langage mathématique allant de la théorie des opéra-
teurs, l�analyse complexe et l�algèbre linéaire au calcul fractionnaire avec les deux dimensions,
Intégrale et di¤érentielle sans oublier la transformée de Laplace.
Notre travail ouvre beaucoup de pistes de ré�exions et de recherches. On peut citer par
exemple :
1) Peut-on résoudre des équations di¤érentielles fractionnaires dans le cas complexe en utili-
sant la fonction de Mittag-Le­ er ?
2) sera-t-il possible de transformer les EDFs fractionnaires en utilisant Laplace et Mittag-
Le­ er à des équations algébriques ?
Voilà deux chemins donnés !
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Annexe

f(t) F (p) =

+1Z
0

f(t) exp (�pt) dt

�(t) 1
1; K; Kt 1

p
; K
p
; K
p2

sin(at) a
p2+a2

cos(at) p
p2+a2

exp (��t) 1
p+�

sh (�t) �
p2��2

ch (�t) p
p2��2

exp (��t) sin(at) a
(p+�)2+a2

exp (��t) cos(at) p+�

(p+�)2+a2

tn n!
pn+1

t sin(at) 2pa

(p2+�2)2

t cos(at) p2+�2

(p2+�2)2

t exp (��t) 1
(p+�)2

1
2a3
(sin(at)� at cos(at)) 1

(p2+a2)2

tnf(t) (�1)n d
nF (p)
dpn

tZ
0

f(�)g(t� �)d� F (p)G(p)
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