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Résumé

On définit la transformée de Fourier J/C\ d’une fonction intégrable sur la droite réelle avec
la normalisation suivante :

.]?(W) = [ f(z)e ™ dx, Yw €R.
/

La formule sommatoire de Poisson s’écrit alors :
Z f(m) = ZWZ f(2mm).
MmeZ MmEZ

Nous allons discuter dans ce mémoire un critére simple de validité de cette formule et d’en
donner certaines applications.



Chapitre 1

Introduction

L’objectif de ce travail est d’établir sous quelles conditions la formule sommatoire de
Poisson est vraie et d’en étudier certaines applications. C’est une identité entre deux sommes
infinies, la premiére construite avec une fonction f, la seconde avec sa transformée de Fourier
f. La formule a été découverte par Siméon Denis Poisson. Elle est trés importante dans
plusieurs domaines des mathématiques, dont la théorie des nombres, I’analyse harmonique,
et la géométrie riemannienne.

Les fonctions considérées dans ce mémoire sont toutes définies sur R et & valeurs dans C.
L*(R) désigne I'espace vectoriel des fonctions intégrables sur R, ot on identifie les fonctions
égales presque partout. Pour f € L'(R), on pose

I£lle) = [ 1@ e
R

Nous allons discuter dans ce mémoire un critére simple de validité de la formule somma-

toire de Poisson : R
Z f(m) = 27‘(‘2 f(2mm). (1.1)
meZ meZ
En effet, sous la seule hypothése ”f € L'(R)”, la formule (1.1) ne peut avoir de sens,
puisqu’elle fait appel a des valeurs ponctuelles de f. L’hypotheése ” f € L'(R) et fe LY(R)”
(assurant que f et f sont continues) ne suffit pas plus a assurer la validité de la formule
(1.1). On trouve dans un exercice de Bourbaki [2] un exemple ou les deux séries

Z]?(m) et Zf(27rm)

MEZ MEZ

sont divergentes quoique f et fsont intégrables, tandis que Y. Katznelson [4, 5] a donné un

exemple pour lequel Z R Z
Fom) et S f2em)

mEeEZ meZ
sont convergentes mais de sommes distinctes.

1.1 Transformation de Fourier des fonctions intégrables|

La transformation de Fourier est un outil important en sciences de l'ingénieur. En plus
d’étre linéaire, elle vérifie de nombreuses propriétés. Aprés avoir introduit les propriétés

6
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fondamentales de la transformée de Fourier des fonctions de L'(R), nous verrons comment
la transformée de Fourier permet I’étude de la convergence des séries. Cette étude débouche
naturellement sur ’exemple le plus célébre de ’analyse harmonique. Il s’agit de la formule
sommatoire de Poisson. Pour cette partie, nous renvoyons a [1, 6].

Pour démontrer la formule sommatoire de Poisson, nous commencerons par introduire la
définition suivante.
Définition 1.1 Soit f € LY(R). On appelle transformée de Fourier de f la fonction, notée
f ou F(f), définie pour w € R par

flw) = [ faye e

Remarque 1.1 Cette intégrale a un sens puisqu’elle porte sur le produit d’une fonction
intégrable et d’une fonction continue bornée, en fait de module 1. Il est clair que la transfor-
mation de Fourier est une application linéaire.

Remarque 1.2 Par le théoréme de Riemann-Lebesgue, on sait déja que f est continue sur
R, tend vers 0 a l'infini et vérifie

H]?HLoo(R S HfHLl(R) .

En général, la transformée de Fourier d’une fonction intégrable n’est pas intégrable.

Si I'on veut exploiter pleinement les bonnes propriétés de la transformée de Fourier pour
résoudre des équations de convolution ou des équations différentielles, il importe de savoir
I’'inverser.

Théoréme 1.1 (Inversion de Fourier [6]) Soit f € L'(R) telle que fe L*(R). On a
alors la relation

fmzi/ﬂmww

en tout point x ou f est continue.

Preuve. Pour la démonstration de ce théoréme, nous renvoyons a [6]. =

1.2 Propriétés relatives a la dérivation.

Proposition 1.1 Soient f € L'(R) et k € N*.

a) Six— 2 f(x) aussi est intégrable, alors f admet des dérivées continues jusqu’a ’ordre
k inclus, données par

fO = (=)F(@f(z), q<F
b) Inversement, si f admet des dérivées continues et intégrables jusqu’a l'ordre k inclus,
leurs transformées de Fourier sont données par

~

fO(w) = (iw)'f(w), a=<k
Preuve. Pour la démonstration de cette proposition, nous renvoyons a [6]. m

Corollaire 1.1 Soit f une fonction telle que (1 + |x|*)f(x) soit sommable. Alors f est de
classe %, Yk € N.



Chapitre 2

Formule sommatoire de Poisson

Si f € LY(R), on peut donner un sens & la somme des valeurs de f aux points 27m,
m € Z, a celle des valeurs de f aux points m, m € Z, et ces deux sommes ne different que
par un facteur m € Z. De facon plus précise, on veut démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 2.1 (Formule sommatoire de Poisson) Soit f : R — C une fonction conti-
nue sur R. On suppose qu’il’ existe un réel o > 1 tel que

sup(1 + [z))*|f(z)| < oc.
reR
Si

Z ’f(m)’ < 00

meZ

Z f(m) =27 Z f(2mm). (2.1)

Avant de démontrer ce théoréme faisons quelques commentaires.

alors, on a

Remarque 2.1 f est bien définie car f € L*(R) en vertu de

/|f )| dt < M/ Tt <

Remarque 2.2 Le théoréme de Beppo-Levi ou de la convergence monotone nous fournit le
résultat suivant :

27

/

2w

Zf(x+27rm) de < /Z|fx+27rm)|da:— /|fx+27rm)|da:

0 meZ 0 mez mGZ
2m(m+1)
= > / (t)| dt = /|f )| dt < oo,
meZ o ..

cect implique que

ple) = 3 fla+2mm) € L0, 27]),

meZ



et en particulier, ¢ est absolument convergente sur [0,2w]. Ceci entraine que ¢ est conver-
gente absolument sur R.

Remarque 2.3 Soit x € R. Pour tout m € Z tel que 2rm # —x, on a

M
(1+ |z + 2mm])>

|f(z +2mm)| <

Puisque o > 1, les séries numériques de terme généraux respectifs

M
(14 |z + 2mm]|)>’

m e N, 2mm # —x,

et
M

(1+ |z — 2mm])’

sont convergentes. De plus, on a

Zf(ﬁhrm)‘ < ) f@t2mm)| <) -

meZ meZ meZ (1 + ‘SC - 27Tm|)a

meN, 2mm # x,

1
< M / dr < o0.
(1+ |z + 2mm|)~
R
On en déduit que chacune des deux séries

Zf(x+27rm) et Zf(x— 27m)

m>0 m>0

sont absolument convergentes et donc convergentes. On en déduit que  existe.
La notion suivante nous sera particuliérement utile [3].

Définition 2.1 (Convergence normale) Soit (¢,,)men une suite de fonctions définies sur

Uintervalle I C R. On dit que la série de fonctions Y ¢,, converge normalement sur I
meN
lorsqu’il existe une suite (an,)men de nombres réels positifs tels que

(i) Pour tout m € N, ||, ]l < m,

(ii) la série numérique ) a,, converge.
meN

Nous ferons appel au lemme suivant.

Lemme 2.1 Soit (,,)men une suite de fonctions définies et continue sur l'intervalle I C R.

Si la série de fonctions Y ¢,, converge uniformément sur I, alors la fonction somme est
meN
continue sur I.

Preuve. (Voir [3] pour une démonstration de ce résultat). m
Le lien entre les séries de fonctions et les intégrales est décrit par le lemme suivant
(démontré dans [3]).
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Lemme 2.2 Soit (¢,,)men une suite de fonctions intégrables sur Uintervalle I = [a,b]. Si la

série de fonctions Y ,, converge uniformément sur I vers sa somme @, alors
meN

(i) la série numérique de terme général

b
/ o (x)dx  converge,

a

(ii) la fonction ¢ est intégrable sur I et

Enfin, nous concluons cette section en rappelant sans démonstration un résultat fonda-
mental de Heine.

Lemme 2.3 Soit g : K — R une application continue ot K un compact de R. Alors g est
bornée et atteint ses bornes. En d’autres termes, il existe n et § dans K tels que

g(n) = infg(x) et 9(5)22161]139(3?)-

Introduisons, pour m € Z, ’application

e, : R—=C
x = p.(r)=f(z+2mm)

qui est continue, par continuité de ’application f.
Nous pouvons maintenant démontrer le théoréeme 2.1.

Preuve. On va commencer par démontrer que la série Y ¢, (z) converge normalement sur
meEZ
tout compact de R. En effet, soit K un compact de R. Alors, il existe un nombre réel A > 0

(fixé) tel que K C [—A, A]. Soit z € K. Alors x € [—A, A] et soit m € Z tel que |m| > A.
On a donc

|z +2mm| = [2mm — (—x)| > 27 |m| — |z| > 27 — 1) |m| > |m].

On a alors

|f(z+2mm)| < M(1+ |z + 27m])~
< M1+ |m|)~

o ()|

On en déduit que

> lem(@) Do lem@I+ Y lem()]

meZ |m|<A |m|>A

< K+ Y ML+ |m]),

Im|=A

IN
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ol on a noté
K = max Z |0, (z)] < 0.

zeK
|m|<A

On remarque que k est bien défini car Papplication = — > |¢,,(x)| est continue et atteint
|m|<A
son maximum sur le compact K. De plus,

Z(l +|m|)™* < oo car a>1,

meZ

ce qui garantit la convergence normale de la série de fonctions »_ ¢, (z) sur le compact
meZ
K de R, et donc la continuité de ¢ = > ¢, les applications ¢,, étant continues. On va
meZ
montrer maintenant que la fonction ¢ est 2r—périodique. En effet, Vo € R, on a

olx +2m) = Zcpm(:v—l—%r) = Zf(w+27r+27rm)

meEZ mEeEZ
= > fla+2rk) = ola),
keZ

et donc ¢ € Cy:(R). Donc, on peut écrire ses coefficients de Fourier et on montre que pour
tout m € Z, les coeflicients de Fourier sont définis par la relation

-~

1
En effet, d’apres les hypothéses, la fonction

z— p(r) = Zf(x + 27k)

k€eZ

est définie et continue en tout point z € R, et elle est 2r—périodique. Ses coefficients de
Fourier sont définies par

2

Cm(p) = — / o(x)e” "™ dx, Ym € Z.
0

Comme [0, 27| est compact, la convergence normale de > ¢, sur tout compact nous permet
meZ
d’appliquer le théoréme de permutation des séries et intégrales de Lebesgue, ce qui donne

2m o
1 , 1 4
Cm((p) = %/ E f(l' + QWk)e*lmxdm = % E /f(ﬂ? + QWk)efzmxdx
0 kez keZ

27 (k+1)
1 .
- f(t)e_’m(t_%k)dt.
2m
kezZ o7
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Comme ™™ = 1, il vient

27 (k+1)
1 )
nl) %g;/‘ﬂw
2k

-~

+o0
1 .
= oo [ Fe = o Fn),

La convergence normale de Y. ¢,,(¢)em oul e, (z) = ™ et la continuité de ¢ assure que ¢

meZ
est développable en série de Fourier, et donc

p(x) =Y emlp)e™ =Y fla+ 2mm)

meZ meZ

et en spécialisant en x = 0, on obtient

meZ meZ

Z f(2mm) = % Z J?(m) = % Z / f(t)e ™ dt.

Le théoréeme est démontré. m
Une conséquence

Corollaire 2.1 Si f € L*(R) tel que la formule sommatoire de Poisson est vraie, et sid > 0
et « € R, alors Vo € R,

Cima L ~ 2T 4 Q| o ( 2emta

3" fa+md)e —SZf(T)e (25,
mEZ meZ

En particulier, on pose encore o =0 et 6 = 2m et l'on a

Z f(z+2mm) = % Z J/C\(m)eimw.

meZ meZ

Remarque 2.4 Cette identité doit étre satisfaite pour tout r,ao € R et tout 6 > 0. En
particulier, pour x = a =0 et § = 1, on obtient

S rm) =3 Flemm). (22)

meZ meZ

Remarque 2.5 Remarquons que la formule sommatoire de Poisson réalise un lien entre les
séries de Fourier et la transformée de Fourier. De plus, observons que si m = 0, alors

+00 400
/ ft)e "™Mdt = / f(t)dt.
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En général, on s’attend a ce que

S f(2mm) ~ /f

meZ

donc on considére le terme avec m = 0 comme le terme principal et tous les autres termes
comme une erreur, qui devraient étre petits a cause de l’oscillation de e pour m # 0.

On peut alors démontrer la relation suivante.

Corollaire 2.2 (sommes de Riemann) Soit f € C*(R) a support compact. Pour tout
entier naturel k > 1, il existe une constante Cy > 0 telle que VN > 1, on ait

/f dt—z f Nk.

Preuve. Pour démontrer ce résultat, on désigne par g la fonction définie par g(z) = f(5).
Il es clair que g vérifie les hypothéses du théoréme 2.1 et d’apres (2.2), on a

> g(m) =) _G52mm). (2.3)

meZL meZL
On calcule alors si m € Z, g(2mrm) comme

—+o00

g(2mrm) = /g(t)e_i(%m)tdt

— / f fz (2mm) tdt

_ N/fS e—z(QﬂmN)sds
= NfA(27TmN),

et donc en particulier pour m = 0, on écrit
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D’ou, d’aprées (2.3), on obtient

+oo
1 m 1
Fdt -S| = <N [ rnd =3
[rom- 3 S i) = b [rom-T oy
= SO -3 gm)
meZ
- %?(0)—25(27%)‘
meZ
- & mem)‘
mezZ*
< & X [5mm
mezZ*
= Z ‘fA(27TmN)‘

En utilisant le fait que f € C*(R) pour tout k > 1 et est & support compact, on a Vo € R* :

@) = o 0@)| < fal ™ 79

< |5L'|7IC Hf(k)HLl(R)

Lo (R)

En particulier, pour x = 2rmN, cette derniére majoration donne que

“+oo
/f dt——Zf < D RamN Y] L
~ mezZ*
_ Hf(k)HLl(R) Z 1
G 2 lt
2/ g
- (2w N)F ka
o
= W

Le corollaire est donc démontré. m



Chapitre 3

Applications

3.1 Développement eulérien de coth

Proposition 3.1 (Développement eulérien de coth) Poura € RY, on a

1 T
Z m = E COth(ﬂ'(l).
MEZ

Remarque 3.1 Pour a € Ry, la fonction a — m est continue sur R, comme
m>1

somme d’une série normalement convergente de fonctions continues.

Preuve. Soit a > 0. Considérons la fonction ¢ : R — R définie par 0(z) = . Il es clair
que 6 est intégrable sur R, puisque

+o0o +oo 9 +oo 1
/|9(t)]dt _ / _a :_/ _dt
a? +t2 a) 14 (L)
—o0 —00 0 a
+00
1
= 2 1+u2du:7r<oo.
0
Alors,
+oo +o00
n o —iwt . a —iwt
Bw) = /G(t)e it — / e e
+00 +o0
1 , 1 :
=0l 5 cos(wt)dt — ia e sin(wt)dt

= e okl

On vérifie facilement que

Z ‘5(2%7}1)’ =T Z 6—27ra\m\ = <1 +92 i 6—27ram> < 00
m=1

meZ meZL

15



16 CHAPITRE 3. APPLICATIONS

car est une série géométrique de raison ¢ = ¢, Comme a > 0, il vient que |¢| < 1 et la
série géométrique converge. Dans ce cas,

—2ma —27ma
_or | | B e . 1 + e .
Ze am _1+21—e—2m =1 oo = coth(rma).

meZ

La condition sur la fonction 6(z) est aussi facile a vérifier car : pour = # 0, on a
a
O(x)| < —.
o) < 5

Par ailleurs, la formule sommatoire de Poisson donne que
Z 1 . 71'1—1—6_27”1_% 2_1+6—27ra
Cl2 + m2 - al— 6727ra - a 1 — 67271'(1

meZ
o 2 1
 a \1—e2ma

) Z o—2malm|
a

meZ

Ceci implique que pour tout a > 0, on a

i 1 wl4e? 1
a2+m2  2al1—e2ma 22

m=1

Faisons tendre a — 0, on obtient par application de formule de I’hopital (3 fois)

| C[ml4e?me 1 72
Z_z = lim 91 _ o—27a 92| @ -
—m a—0 |2a1 —e=27@  2q 6

Remarque 3.2 A ['aide d’un développement limité o ['ordre trois de la fonction coth, on

obtient facilement

7T2

lim —— coth(ma) — — = —.
a—02a 2a? 6

Remarque 3.3 On pourrait [’écrire de maniére plus symétrique sous la forme

1
Z = 7 coth(wa),

a—+1m
meZ

mais la série n'est pas convergente, et l'on doit sommer symétriquement en interprétant
meZ

par lim .
Nz i<
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3.2 Fonction 0 de Jacobi

On va établir une équation fonctionnelle pour la fonction de Jacobi. On définit la fonction
théta de Jacobi par

g : RL—=R
r — Ox)= Z e~ ™TmT
meZ

Proposition 3.2 (Fonction 6 de Jacobi) Pour x > 0, on a la relation suivante

o) = =0(5).

Preuve. Considérons pour cela la fonction périodique f définie par

)= T i

meZ

et ses coefficients de Fourier sont

2T
1 : ,
em(f) = %/ZQ_W(H%)Q%_ZWCZZ.
0

kEZ

Mais pour chaque z > 0 fixé, la série de fonction en z est uniformément convergente, donc
n peut intervertir la sommation et l'intégrale on obtient

2
1 - Z)2z—imz
cm(f) = %Z/e (kt57) dz.

keZ

En faisant le changement de variable u = k + 5=, on a

k+1 +o00
o o _ o o
Cm(f) — § /6 mur—2mim(u k)du: /6 U T 27rzmudu
kez 7, N
+o00 +oo
-m \2 -m\2 2 . 2
_ /eﬂ'az[(quzz) —(17) ]du _ e—ﬂ'mT /e—wx(u—o—z;”) du
—00 —00
+oo
—gm? > m
= e’rz/e”tdt avec t=u+1i—
T

—00
'm2 o 2
= e_”m/e_(\/ﬁt) dt
— 0o
400

]_ m2 2
= e " | e Vdy avec Yy = /muat
VT /

—00

+o0

~ ¢ car /e_dey = /7.

—00
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D’apres la formule sommatoire de Poisson, on en déduit

, 1 m?
f(z) = Z cm(f)e™ = NG Z e "™
meZ meZ
Prenons z = 0, on obtient
2 1 m2

U S S

meZ \/E mEZ

1.e. & écrire

0(z) = —=0(

SR

1
ﬁ ), Vo > 0.



Conclusion

En conclusion, nous voyons que nous avons obtenu un critére presque optimal de validité
pour la formule sommatoire de Poisson a ’aide d’hypothéses de taille sur f et f.

19
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