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Résumé

Dans ce memoire, on va étudier le modéle de 1’épidémie de 'obésité, et on a proposé la
méthode des ondelettes de Gegenbauer combinée avec la technique de découplage et quasi-
linéairisation pour la simulation numérique, et on prend deux exemples une équation différen-
tielle linéaire & coefficients constants et un systéme d’équations ordinaires non linéaires pour
comfirmer la stabilité numérique de la méthode, et a la fin on simule le modeéle de I’épidémie

de D'obésité.
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INTRODUCTION

La modélisation est un outil important pour la recherche scientifique. Elle est utilisée dans
tous les domaines; car elle permet de formuler mathématiquement les problémes concrets,
issu du monde réel. Un modéle mathématique est une traduction & I’aide d’une équation ou
systeme d’équations (différentielles ou algebriques) d’une observation dans le but de I’étudier
et de 'analyser, selon le genre des équations différentielles utilisées pour la modélisation, nous
aurons différents types de modéles.

L’étape qui suit la modélisation est la simulation numérique. Cette derniére est une série de
calculs effectues sur un ordinateur et reproduisant un phénomeéne physique. Elle aboutit a la
description du résultat de ce phénomeéne comme s’il s’était réellement déroulé. Peut présenter
des phénomeénes physique complexes dont la description repose sur un modéle mathématique
comportant des équations aux dérivées partielles.

[’analyse numérique est a la frontiére entre les mathématiques et 'informatique. Il s’agit
en quelque sorte d’un interpréte qui permettra de transposer la connaissance mathématique
théorique a la pratique d’un ordinateur et de pouvoir ainsi résoudre des problemes concrets.
Les deux objectifs principaux de ’analyse numérique sont, d’une part, de pouvoir résoudre
numériquement des problémes concrets dont on connait ou pas la solution analytique et
d’autre part, d’analyser le comportement des méthodes utilisées.

L’objectif de ce travail est la modélisation et la simulation numérique du modéle & comparti-
ment de ’épidémie de 'obésité de type SIR, c’est un modele déterministe ot la population
est divisée en un nombre de catégorie selon 1’état par rapport a la maladie(susceptible, infecté
et guérit), pour la résolution numérique, on propose la méthode des ondelettes de Gegenbauer
qui est basée sur l'utilisation de la matrice d’intégration.

Ce mémoire est organisé de la maniére suivante :

Dans le premier chapitre, on donne une description générale de ’obésité, ensuite, on détaille la
modélisation de I’épidémie de ’obésité. Dans le deuxiéme chapitre, on présente la méthode des

ondelette de Gegenbauer, d’abord, les polynémes de Jacobi et ceux de Gegenbauer, ensuite les
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ondelettes en générale, les ondelettes de Jacobi, et les ondelettes de Gegenbauer en détailles et
a la fin de ce chapitre, on donne la technique de découplage. Le troisiéme chapitre est consacré
a la résolution numérique de deux exemples dont on connait leurs solutions analytiques et a
la simulation du modéle de 1’épidémie de I'obésité.

On termine ce travail par une conclusion et les perspectives sur la méthode et le modele, les

références bibliographiques, et les annexes.




Chapitre 1

Modélisation de I’épidémie d’obésité

L’obésité humaine a été reconnue comme une maladie en 1997 par ’OMS. Cette organisation
définit (le surpoids et I'obésité comme une accumulation anormale ou excessive de graisse
corporelle qui peut nuire a la santé). Sa prévention est un probléme de santé publique multi-
factoriel est considérée aujourd’hui par métaphore comme une pandémie, bien qu’il ne s’agisse

pas d’une maladie infectieuse [14].
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1.1 L’obésité

L’obésité est ’état d'un individu ayant un excés de poids par d’augmentation de la masse
adipeuse (graisseuse). L’obésité se définit par un indice de masse corporelle (IMC) supérieure
a 30 [14].

L’IMC se calcul comme suit

poids corporel(kg)

IMCE = taille?(m)

Exemple : Si vous pesez (68 kg) et mesurez (1.73 m) , divisez 68 par (1.73)*, vous obtenez

22.74, une valeur qui se situe au beau milieu de I'intervalle santé.

1.1.1 Les différentes formes d’obésité

Il y’a 4 types d’obésité selon la répartition de la masse de graisse, [14]

— le surplus de graisse est réparti au niveau du corps sans localisation préférentielle.
— DPexcés de graisse est concentré au niveau du tronc et de 'abdomen (androide).

— Paccumulation de graisse se fait dans ’abdomen (viscérale).

— la graisse se localise au niveau des hanches et des cuisses (gynoide).

Selon 'indice de masse corporelle il y’a 3 classes [14]

— l'obésité modérée,

— Pobésité sévere,

— Pobésité morbide ou massive.

Définition et classification des obésités de I’adulte auprés de ’'OMS [14]

Classification IMC (kg/m?) | Risque pour la santé
Valeur de référence | 18.5 4 24.9 | Moyen

Surpoids 25a29.9 Légérement augmenté
Obésité modérée 30 & 34.9 Modérement augmenté
Obésité sévere 35a39.9 Fortement augmenté
Obésité massive > 40 Trés fortement augmenté
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1.1.2 Les causes de ’obésité

L’accumulation de plusieurs facteurs conduit a obésité [14]
— les facteurs génétiques;

— les facteurs alimentaires ;

— les facteurs psychologique;

— un trouble de la prise alimentaire ;

— l'insuffisance des dépenses énergétiques quotidiennes;

— le manque de sommeil.

— ...etc.

1.1.3 Les complications

Parmi les risques de 1'obésité pour la santé, on retrouve([14])
— les troubles de la respiration ;

— certains types de cancer;

— une affection des artéres coronaires

— une dépression ;

— le diabete;

— une affection de la vésicule biliare ou du foie;
— le reflux gastro-oesophagien (RGO);

— une pression artérielle élevée ;

— une hypercholestérolémie ;

— une affection articulaire ;

— un accident vasculaire cérébral.

— ...etc.

1.2 Le modéle mathématique de I’épidémie de ’obésité

Dans la suite de ce travail, on va étudier I’évolution de la population des obéses, en construi-
sant le modele mathématique en fonction du temps.

Le nombre total du population N est égale a la somme des personnes susceptibles (jamais
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obese) (), infectieuse (obeése) (1), et les ex-obése (R).

Le processus d’évolution de I'obésité peut étre schématisé par le diagramme suivant [7]

—" BI — Y !_'ﬂ

ou

N : le nombre total de la population.

S : les personnes susceptibles.

I : les individus infectieuses.

R : les ex-obeése.

1 le taux de décés ou de naissance.

[ : le taux de contamination.

¢ : le risque de 'obésité pour des raisons non contagieuses.

v : le taux de récupération.

o : le risque relatif de prise de poids chez les personnes ex-obése.
Pour décrire la dépendance temporelle du risque d’obésité, nous utilisons les équations diffé-
rentielles ordinaires.

En effet, entre U'instant ¢ et ¢t + At, on a
S(t+ At) — S(t) = [uN — pS(t) — BI(t)S(t) —eS(t)] At. (1.2.1)

La signification du chaque térme

+uN : tous les nouveaux nés de la population sont des personnes non obéses.
—uS(t) : le décés de certaines personnes susceptibles.

—BI(t)S(t) : les personnes qui sont infectées par contamination.

—eS(t) : les autres qui sont infectées par des raisons non contagieuse.
L’équation devient

S(t+ At) — S(t)

At = uN — pS(t) = BI(6)S(t) — eS(t).
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En faisant At tend vers 0; on obtient

szf—“N uS(t) — BI()S(t) — eS(t).

On fait la méme chose pour les personnes infectieuses
I(t+ At) = I(t) = [eS(t) + BL(t)S(t) — ul(t) —vI(t) + oeR(t) + o BI(t)R(t)] At. (1.2.2)

La signification du chaque térme :

+eS(t) : les personnes susceptibles qui sont infectées par des raisons non contagieuse.
+01(1)S

—pl(t) : le décé des certaines personnes infectieuses.
—I(t) :

+oBI(t)R(t) et +0eR(t) : les ex-obéses rechuteés.

(t) : les susceptibles infectés par des raisons contagieuse.

les infectieux peuvent devenir ex-obése par un traitement.

Donc
I(t+ At) — I(t) B dl
Alir—r}o At T dt

= &S(t)+ BI(t)S(t) — pl(t) — vI(t) + oeR(t) + o BI(t)R(t).
De la méme maniére on a
R(t+ At) — R(t) = [yI(t) — oeR(t) — o SI(t)R(t) — pR(t)] At.

Ce qui donne ’équation différentielle

dR
dt

=I(t) — 0eR(t) — oBI(t)R(t) — nR(1).
La signification de chaque térme

+~1(t) : les personnes qui ont perdus du poids par un traitement.
—oBI(t)R(t) et —oeR(t) : les ex-obéses rechutés.

—1R(t) : le décés des certaines ex-obése.

Alors le systéme devient [4]

d5W) N~ s — BIHS(H) — eS(),
dl;gt eS(t) + pI(t)S(t) — pl(t) —vI(t) + oeR(t) + o SI(t)R(t),
0

—= = 1(t) — 0=R(t) — oBI(B)R(t) — pR(?).
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A Tétat initial, on suppose que toutes les personnes sont susceptibles, c’est a dire



Chapitre 2

Les Ondelettes et les Polyndomes de
Jacobi

Dans ce chapitre, on va présenter les ondelettes de Jacobi, et on donne une importance

particuliere aux ondelettes de Gegenbauer [13] [2] [3] [8] [9] [12].

2.1 Polyomes de Jacobi
Les polynomes de Jacobi sont une classe de polynémes orthogonaux classiques.

Définition 2.1.1 Les polynomes de Jacobi de degré k sont définis sur [—1,1], et sont générés

par la relation de récurrence a trois termes pour o et > —1,

@) = (apfa =0 ) J @) — O @),
TP (@) =S [(a+B+2)z+ (a - B)],
1

avec

([ wp  QCk+a+p-1)2k+a+f)
a =
k=l 2k(k +a+B) ’
ws (B =a)Rk+a+p-1)
LU 2k(k+ o+ B) 2k +a+ 5 —2)
ws  (k=1+a)(k—1+p8)2k+a+p)

| LT T ki rat B2kt at B 2)

Remarque 2.1.1 Les polynémes de Jacobi sont orthogonaux sur [—1,1], avec la fonction

poids
wr () = (1—2)*(1+ x)ﬁ,



2.1 Polydémes de Jacobi

en effet,

/_ 1 WP (2) JF (2) I8P () dw

1

= V(I:ﬂ(sk,m
0...s1...k # m,
= 20D (k + a+ 1)k + 8+ 1) T
st k=m.
El2k+a+ 8+ 1) I(k+a+5+1)
ol O est symbole de Kronecker
( Voir Annexe B).
Exemple : Si a = —% et 0= %, nous avons les polynémes de Tchebitchev de 3éme espéce

Polyndme de TchenRchay du 3ame espice da dagne 5

Sia=0et g =2,

Polymime da degré 4

as

-5
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Si o = [, nous avons les polynémes hypersphériques. Par exemple, si « = 3 = 0, on a les

polynomes de Legendre.

Le polyndme de Lagendre de dagre 5
1 . . .

Sia=p0= —%, on a les polyndémes de Tchebitchev de permiére espeéce.

Le palyndme de Toheblichay de degra 5

Q15

a1

Qa5

Enfin, si on prend a = 5=\ — %, on a les polynémes ultrasphériques ou de Gegenbauer.
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2.2 Polynémes de Gegenbauer

Définition 2.2.1 Les polynémes de Gegenbauer de degré k, sont définis sur [—1,1] par la
formule suivante

()0#A>31 (2.2.1)

A—

N|=
t\)\»—t

Gi(x) =

LA+ $)T(k + 2)) -
TNk +A+1)7F

et
GY = lim lGA
Fao N M
Remarque 2.2.1 Les polynémes de Gegenbauer sont orthogonauz sur [—1,1], avec la fonc-

tion poids

En effet,

/_ A@)GAD)GAE) = 1bem

0...s0...k # m,
= 2170 (k + 2))

( Voir Annexe B).

2.3 Les ondelettes

Définition 2.3.1 Les ondelettes U, (x) sont des fonctions générées par la translation et

dilatation d’une fonction génératrice, appelée ondelette mére ¥ € L*(R), sont définies par

U, (z) = |a|7 © (”’;G) a,b € R, a0,

avec a est un parameétre de dilatation et b est un parameétre de translation.

Si les deux paramétres prennent des valeurs discrétes

a= a(;j,ao > 1,
b= nboaaj,bo > 1.

Pour n et j entiers positifs, nous avons la famille des ondelettes discrétes

;0 (1) = |ao| 2 ©(adx — nby).
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Ou {¥;,(2)}
Si de plus ag =2, by = 1 et

imeN > forment une base d’ondelette de L*(R).

(Ykon, Yim) = 0k,10k.m,

alors, on a

U, (z) = 250 (272 —n),

et la famille {V;,(z)} forment une base orthonormale de L2 ([0, 1]) .([2])

7,neN

2.4 Les Ondelettes de Jacobi

Définition 2.4.1 Les ondelettes de Jacobi sont des dilatations et translations des polynomes

de Jacobi, le paramétre de dilatation a = 277 et le paramétre de translation b= (2n — 1)277.

k!'(2k+a+p+ )T (k+a+B8+1) oL .8 /04 - p—1 n
U, i(2) = \/2a+6+11“(k+a+1)1“(k+,8+1)22‘]k (Y2 =2n+1) si g <o < gt
’ 0......ailleurs.

Avec k = 0..nc — 1 (nc € N* est le nombre de points de collocation), n = 1...2771 (j € N*)

est le nombre des niveaux de la décomposition et x € [0, 1].

El2k+a+ 8+ 1)I(k+a+5+1)

20tk + o+ )k + 3 + 1) assure [’orthonorma-

Remarque 2.4.1 Le coeﬂicz'ent\/

lité de la base.

2.5 Les Ondelettes de Gegenbauer

Définition 2.5.1 Les ondelettes de Gegenbauer sont définies sur [0, 1] par

U, k(x) (2.5.1)
) on—1 n
K G272 — 2n + 1)...si... 51 <z< 5T
0...ailleurs.

Aveck=0..nc—1,n=1..2"1et j, nc € N* et

PR+ D) (E+A)
k= \/ 21227 (K + 2)) 2

[ SRS

Si on remplace (2.2.1)) dans (2.5.1)) ; alors on obtient
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F)\ C(k+2)) A—ia-1
KcJ. % 2qx —2 1
2\ k+>\+) ¢ e ).s T
azlleurs

2Tk + 1) (k + A)

2T (ke + 2)) assure l'orthonormalité de cette base.

Remarque 2.5.1 Le coefficient \/

Pour illustration, on prend x € [0 [ et nc=3,on a

72]1

AT2(X)2221

o) =2 [ 5y
iae) =28 7 [LES e 1),

- % i (2+/\)F(/\) 2j+1 2 oj+2
Uya(z) =227 A\/W(1+2)\)F()\+%)/\ [227+1 (A 4 1) 22 — 242\ + 1)z + (21 + 1)].

Remarque 2.5.2 La famille {W,,; (2)},, ;. forment une base orthonormale de Lz ([0,1]).

2.6 Approximation d’une Fonction

D’aprés la remarque (2.5.2), on a tout fonction f € L? ([0, 1]), se décompose dans la base par

[S SIENe o]

flz) = Cr W (), (2.6.1)

ou
1
Coi = ([ Wy}, = / F(@) U (2)wn () da
0
La fonction dans I’équation ([2.6.1)) peut étre approché par

2771 pe—1

A Y Coplp(z) = CTU(x),

n=1 k=0

ot C et ¥ sont deux vecteurs de dimension 2/~1nc, donneés par :

T
C - [01,07 Cl,l? ‘”Cl,nc—la 02,07 C'2,17 ) CQ,TLC—I? ceey Cijl,(]? "‘C2j717n0—1j| )
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et
qj(l‘) = [\11170(5(7), \11171(1'), ...‘I’an_l(l’), \11270(1')7 cees \1/27nc_1($), ceey \Ifgj—lp(l'), ...\Ijgj—ljnc_1<l’)}T .

(2.6.2)

2.7 La Matrice Opérationnelle d’Intégration

Théoréme 2.7.1 Soit V(x) le vecteur des ondelettes de Gegenbauer défini dans l’équation

B,

L’intégrale de V(zx) sur [0,z] avec 0 < x < 1, peut étre exprimé par

/ U(s)ds = PV (x), (2.7.1)
0
ou P.est la matrice opérationnelle d’intégration de dimension (2/"'nc) x (2/"'nc), défini par
L F F ... .. F
o L F . ... F
R |
A
o o0 .. .. 0 L
avec L et F' de dimension (nc X nc) données par
((L(1,1) =1,
L@,1) = RUSHIERY
2V2(A\+ 1)
JO+i— D+ 5
L(i,i+1) = , i=1:nc—1
L= 2i(A+i)(A+i—1)
P
Li+1,4) = — i H), L i=1:nc—1.
2\/2(>\ +i— DA+ S (A + 1)
2i-2 [(; — 1) 1. A+i-11 j
. _ i—1 _ = J _
L(i,1) = (-1) = o5 (A 5) = j];[l A+ 3, i=3:ne
et )
F(1,1) =2,
, 92 (i —1)! Z
rey =22 o copa-y
F = i3 i—2
sVA+i—1| [ (A+12) 1k:7 i=2:nc.
j=1 k=1 x
\ 2
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Preuve : Pour z € [0,1], on a

foz \I’L()(S)ds
fO \Ijl,l (S)dS

/0 U(s)ds = I \Ifl,n;_l(s)ds = PU(x).

fox \IIQj—17nc,1(3)d8

On a
AL2()\)222-1
al(2\)

pour calculer
AT2(N)222-1

d
D2y

O\_,
8
LS
—
k=)
—
V)
N—
QL
V)
I
o\_,
8
(\V]
[N

on a deux cas

—siz e [O,Qj%l[,ona

(S

x _ T )\1”2(}\)22)\71
/0 \IJL()(S)CZS = /0 2 st,
AT'2())222-1
w['(2))

|
[\]
NfS.

—six € [2]%1, 1} , alors

1

/ \11170(8)d8 = /2j_1 \I’L()(S)ds
0 0

5T AT2(\)222-1
224 ——————d
/0 2N

IS

i [A2(A)4)
7l[(2\)

et

: 1
z...s1..0 <z < 5715

(S

S5 [ArE )2

/0“"” Ty os)ds = w[(2))

1 [ATZ(N)4 .
2y =Syt < 1.
TN Ste..g5—1 ST <

(2.7.2)
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En écrivant ce résultat dans la base, on obtient

211

/Ox Uy o(s)ds = aVyo(z) + 0¥y (x) + CZ Uy o(z). (2.7.3)

k=2

c’est a dire,

AT'2())222-1

2 Ty LT Wole) + 0l (2.7.4)
L o [ATP(A)2A i (1+ NN iy
= a2\ [T b[2 S=rrene 1)],
et
AT2(A)4
Ty - @) (2.7.5)

AZ(N)222-1
w['(2))

tel que a et b sont des coefficients de la matrice L et ¢ est coefficient de la matrice F

a = L(1,1),
b = L(1,2),
c = F(1,1).

Par identification dans et dans on trouve que
i A2 (\)22A-1 41 (L+ NN

2 ~ i — 0. 2.7.6
¢ AT (2N TN T+ DA (2.7:6)
et
s 1 J[(LH D) s [AIP(A)22A 1
2 rin, LT AW of JANET 2.7.7
ST E O+ Dy T S\ T Ay (2.7.7)
et
AFZ( 22)\ 1 4)\
2}
N\ AN 2)\

On résoud ’équation (2.7.7) pour trouver b
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On remplace b dans (2.7.6) pour trouver a

(

, 2(\)92A—1 , T
ol A2 (N)2 ity (A+1) (;\)7
w'(2)) ATL(A + 3)
) 2(\)92A—1 s DU
a2s JADNZT oy 1 gy [OH DT
7L(2)) 200 +1) ATT(A + 3)
[ a=277.

Et pour trouver le coefficient ¢ on résoud (77)

# >\F2<)\)4)‘ « %] 5 WF(Z)\)
mT(2)) AT'2()\)22A-1"

c=277tL

On remplace a, b et ¢ dans la formule (2.7.3)

271

x ) 2—j
/ \I/L()(S)ds = 2_]\:[/170(1‘) + —\111 1 2 g+l E \I/k()
0

2(0+1)
n=1
A~ ~ n=! 2 n=: 3 n= 2] !
) —j
277 — = 0.0 2 i 0.0 2° i 0..0....2 i 0..0]% ().
2(0+1)
Pour [ Wy ;(s)ds on a :
x 4l 1 (1"‘)‘) () j—1,.2
— <
/ U (s)ds — 272 i)\ T(h+ ] ))\(2 1? — 1)...50..0 < & < 5,
0 0...s1.. 2J1§x<1
On remarque que
/ Uy 1(s)ds = aVUyo(z) + 0V 1(2) + ¥y o(x), (2.7.8)
0
c’est a dire
i+l (I+NT(N)

(297 12% — )

(14 MT(A) (Vo 1)]

2%7r31)\\/7r a 5—224;?1)%2 Y (27 (A1) 2 = 27PN+ D)z + 2A + 1)]
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implique

, 20192\ —1 o ; )
a2% w e D) w + 222\ + 1) A7 FAE+A) =0,
w[(2)) AN+ 35) TAL(A 4+ 35)(1 4 2))

sty JAE T a4 ek NEVC VI ((E VY]
DA+ 3)A TAL(A + 3)(1+2)) LA+ 3)A

2% (4 4 1)k A (2 +1>\)F(/\) PSS (1+ A)Fl(A)'
TD(A + )M (1 +2)) TL(A+ 3)A

N =

N

b2

1
2

(2.7.9)
On résoud le systeme (2.7.9)) on obtient :
_ o—j (22+1)
a=—2 j2\/§(>\+1)\/)\ + 1,
b=0,
. V20 (1 +A)
22N+ 1)vV2 + A

On remplace les trois coefficients dans (2.7.8))

/Ox\Ifl,l(s)ds
_ @ DVART VAN o
I T S TR V- ST e s

n=1
7\
7 N

LA+ D)VA+1 VIE+20)(1+ A
2 VO D) 0 VT VI 0.0 0.0 0.0...0.0 | 9.

On fait la méme chose pour [ ¥y 5(s)ds, on trouve

229 1 [X+2 —2 (2+))
B 3(A+2)(A 5/ (A+2) 1+2)\\I;10+\/§(A+2)\/(1~|—2)\)(1+)\)\P11

9 (1+ N2+ ) 2 [2F X 2
+ U +2792020 -1 o,
\/6()\+2)\/ (A +3) s 3 ) 1+2Akz:; "0
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n=1
.

n=2

9 2 1 [X+2  —279 (24 \)
§(A+2)(A_§)<A+2) 142\ \/§(A+2)\/(1+2>\)(1+)\)

n

2 2+ A
—J_ —
2772 (2A 1)~/% o5 00

’ VB(A +2)

ay FS U
9-iZ(2) — 1 0..0
3 Wit
n:Q.J'*l
ay FS U
9-iZ(2) — 1 0..0
( Wit

Alors ’équation (22.7.1))est prouvée.

2.8 Le produit de deux ondelettes de Gegenbauer

9~ \/(1 F A2+ A)

(A+3)

Pour compléter la section précédente, on donne la formule du produit de deux ondelettes de

Gegenbauer,
Vio¥io Vi o0Wine-1 Vi 0Wai-1
= qjl,nc;l\:[jl,o \Ijl,nc—l'\Ijlm,c—l \Ijl,nc—l.\Ijzf—l,O
\I]2j*1,n.c—1qjl,0 \I’[2j*1,nc—1qjl,ncfl \I]2j*1,nc—1\1121'*1,0

En utilisant la propriété suivante
Ui j(2)Wha(x) =0 sii#k,
la matrice (2.8.1)) peut étre simplifiée par

U ()W (x)
VoW1 Vi oV1ne—1 0

\Ijl,ncfllpl,o \Ijl,ncfllpl,ncfl 0
= 0 0 B 0
: O \Ijgjfl’O\Ilefl’O

0 O \Ilgj—l7nc_l\112j—170

\11170\1123'—177“:_1

(2.8.1)

\Ijl,nc—quZj_l,ncfl

\I]2j*1,nc—1q12j*1,nc—1

0
0

\1123'*1,0\1[29'*1,710—1

W) ;nc—1 W) nc—1

0...
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Pour illustration on prend nc = 3 et j = 2,

VioWio WioWin PioPip 0 0 0
VUiiWio WP ViaWis 0 0 0
U, U U, .U U, U 0 0 0
T, N _ 12¥10 WiaWi1 WipWip
V@@ =1 0 0 Waplay Uaglsy sl
0 0 0 Vo 1Woo Wo1Wsq Wy 1Was
0 0 0 WooWoo WoaWaoy WooWsy

Ainsi les propriétés suivantes

U, 0(2)Ws5(x) = V20, 5(2),
U, ()W (z) = T‘I’m(l’) + \/§‘I’zo($)

10
Alors
VAV
V2, V20, V205, 0 0 0
\/5‘111,1 \/5‘1’1,0 + 4\1171162 \/%‘111,210\1, 0 0 0
_ \/5‘1’1,2 \/%‘111,1 \/5‘1’1,0 + 7\/117’)2 0 0 0
0 0 0 \/5\1’2@ \/511’2,1 \/5‘1’2,2
0 0 0 \/5\112,1 \/5\1/2,0 + % 431%1
0 0 0 V2Us, 15021 V2Us, + 27051%2
Pour un vecteur A de dimension 6
A= [a170 01,1 5012 5020 3021 ;,022] ,
on a la propriété suivante :
AT (2)U7 (z) = U7 (2) A, (2.8.2)

ol A est une matrice de dimension (6 x 6),

\/§a1,0 \/§G1,1 \/§a1,2 0 0 0
4

\/§a1,1 \/5(114,0 + 4\2—’02 \/—l—oaléoa 0 0 0
i V2a, 5 Tig 1 V2ay0 + 7\/%’02 0 0 0
0 0 0 \/§a2,o \/§a2,1 \/§CL2,2
0 0 0 \/§a2,1 \/50!2,0 + % %QQ,I
20a2.2

0 0 0 \/§a2,2 \%Oam \/502,0 + 7%
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2.9 Description de la méthode

Dans cette section, on s’intérésse a la description de la méthode sur une équation différentielle
linéaire d’ordre n, avec des coefficients non constants.

Soit le probléme suivant

([ a,(2)u™ () + oy (2)u D (2) + ... + a1 (2)u/(2) + ag(z)u(z) = f(z) =z €]0,1]
w1 (0) = U1,
u™2(0) = uy,_o,
u'(0) _ Uy,
\ u(0) = wug

(2.9.1)
On commence par la décomposition de u(™ dans la base d’ondelette, c’est a dire on écrie u(™

sous la forme suivante

u™(z) = vV (2).

L’intégration de cette derniére formule sur [0, z], donne I’écriture de ™~ dans la base

/0 " (5)ds = /0 " T (s)ds.

u" Y (z) —u"V(0) = T PU(z).

implique

implique

u" V() = uT PU(2) + U

On intégre une deuxiéme fois I'exprésion de u™~Y sur [0, z], on trouve
w2 (z) = u" PPV (2) + Up_ 12 + Up_o.

On continu de la méme maniére jusqu’a obtenir la formule de u(z)

u(z) = uT P (z) + ’Z w; DT (), (2.9.2)

avec
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En remplacant les expréssions de [u("), uY u] dans I’équation du probléme 1}

on obtient

ATV (2)u" U (z) + AL ¥ (2) [u" PO (2) + u,1Df ¥ ()]

+...

0
+AJU(x) [u"P () + Y w D] U(x)
i=n—1
= FT'(x).

ou

{ f(w) = F'¥(x),
a; = AT\I/(IL‘)

ATOUTy+ AT 00T PTyt+ AT WU Do, g+ A AT OO (P Ty AT T i Diu; = FTU.
i=n—1
D’aprés la propriété , on a
U7 Ayu+ UT A, PTu+ U A, Dottt + ... + U Ag(P™) u + U7 A, i Dyu; = UTF.
i=n—1
On multiplier les deux térmes par (¥7)~1 alors on trouve

0
A\;U + An_l.PTU + An_lDoun_l + ...+ %(PR)TU + A[) Z Dzuz = F,

i=n—1

et

0
(Z;L + AnflpT + ...+ Z;(Pn),l—) u=F— AnleOunfl — . AO Z DZU,L

i=n—1

La formulation compacte de ce systéme donne
Au=B. (2.9.3)

ou

B=F—- Aj_lDin.
j=0 i=0
On résoud le systéme (2.9.3)) par la méthode LU, on trouve la valeur de u et la solution du

probléme ([2.9.1)) est donnée par (2.9.2).
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2.10 Technique de découplage et quasi-linéarisation

L’objectif de cette technique c’est la séparation et linéarisation des variables dépendants du
systeme.
On considére le systéeme d’équations différentielles ordinaires non linéaires couplées

uy(z) + Ajur(x) = fr(z, ug, .. tuy,),

() + Ava() = ol v s, ),

u, () + A (z) = fin(T, g, ug, o Up—1).
Ou
A; = a;i(x, uy, Ug, oy Upy,).

Avec les conditions aux limites
(51 (0) = Uy,
’LLQ(O) = U2,

um(O).: Upy,-

Dans chaque itération la technique transforme un systéme couplé et non linéaire en un systéme
découplé et linéaire.
On commence par la donner d’un profile initial de la solution

ul® L u©,

Le schéma suivant

()P (@) + AL V(@) = fola,ul 0 a0l Y),
()" (x)+‘42k 1)U2k)(f) —f2($,ugk)7ugk_l),...,ugnf_l)),

()P (@) + AN Vul) (@) = fou(,al? ad? D).

peut mener a la solution approchée du probléme.

L’erreur de découplage est donnée par la formule suivante

f— _
Epqu = Maa (JJuf? = uf* ™V, us” = uf ™V, Jull) = i 2)
La condition d’arrét
Epgr < € donné.

Il convient de noter que, pour chaque itération, la méthode des ondelettes de Gegenbauer est

appliquée.



Chapitre 3

Application et Simulation Numérique

Dans ce chapitre, on va tester pour quelles valeurs de A, j et nc, la méthode des ondelettes de
Gegenbaeur donne des bons résultats. Pour cela, en appliquant la méthode sur une équation
différentielle du second orde linéaire, et sur un systéme d’équation différentielle ordinaire non

linéaire, et ensuite on simule le problém de 1’épidémie de I’obésité.

3.1 Test numérique

Exemple 1 : Soit le probléme suivant :

Avec la solution exacte

u(z) = (2® + 4z + 3)e™".

On définit 'erreur globale errglo qui rassemble 'erreurs de troncatures, les erreurs de la
méthode par

errglo = ||luex — uappl|, .

uex : la solution exacte,
uapp : la solution approchée,
||l : la norme euclidienne.

La matrice A et B du systéme (2.9.3)) sont devient :

A=1Id+2P" + (PT)?
B =F —-5Dy— Ds.
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Pour différentes valeurs de A, j et nc, on a les résultats suivants.

Pour A = % :le cas de Legendre

Jjlnc=3 nc=>5 nc =8

1] 0.0261 1.4294e — 005 | 3.8177e — 008

2| 0.0037 1.5425e¢ — 006 | 1.8415¢ — 010 |

3 | 5.1580e — 004 | 7.8132e¢ — 008 | 8.6700e — 013
Pour A =1 :le cas de Tchebitchev de permiére espéece

J nc=3 nc=>5 nc =8

1 0.0325 1.7203e — 005 | 6.3233e — 008

2 0.0043 2.0870e — 006 | 2.8889¢ — 010 |

3 1 5.8912¢ — 004 | 1.0543e — 007 | 1.3000e — 012
Pour A = %

J nc=3 nc=2>9 nc =38

1 0.0370 2.0043e — 005 | 9.3499e — 008

2 0.0049 2.6541e — 006 | 4.1901e — 010 |

3 16.6143e — 004 | 1.3287¢ — 007 | 1.8827e¢ — 012

Notre méthode donne de bon résultat pour un probléme avec une équation linéaire & coeffi-

cients constants.

Exemple02 : Soit le systéme ordinaire non linéaire suivant :

1—z?,

u'(x) + u?(x) = v*(z) + 2w(x) + (3 + x)e” + 2°e* —
v’(iv)+2v(x) u(x) — w(z )+1—x—(1+x)
w'(z) — xw(a:) u(r) +v(x) + 1 — 22 — €”

u(0) =0,v(0) = 1,w(0) = —1,

La solution analytique de ce systéme est

z €]0,1].

Nous appliquons la méthode des ondelettes de Gegenbauer combinée avec la technique de

découplage et quasi-linéairisation, on trouve les résultats suivants
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Pour )\ = %

u

(Y

w

0.0495

0.0138

0.0278

3.3513e — 004

4.2752e — 005

1.1441e — 004

3.1158e — 008

2.7599¢ — 009

9.5787e — 009

u

v

w

0.0095

3.4269¢ — 004

0.0032

1.5472e — 005

6.1057e — 007

3.4746e — 006

1.6208¢ — 009

1.0446e — 010

1.0839¢ — 010

u

v

w

0.0016

1.2328e — 004

4.6740e — 004

6.2746e — 007

5.8817e — 008

1.3424e — 007

1.7738e — 009

9.4665e — 011

7.2252e — 011

Pour A =1

u

v

w

0.0619

0.0179

0.0369

5.2019e — 004

5.7910e — 005

1.6416e — 004

3.5769¢ — 008

2.9555e — 009

1.1150e — 008

u

(%

w

0.0108

3.9262¢ — 004

0.0040

2.1033e — 005

5.5853e — 007

4.8327e — 006

1.5051e — 009

1.0358e — 010

1.1506e — 010

u

v

w

0.0018

1.1700e — 004

5.5451e — 004

7.8932e — 007

5.7902e — 008

1.7097e — 007

1.7733e — 009

9.4665¢ — 011

7.2282¢ — 011

Pour )\ = %

u

v

w

0.0711

0.0210

0.0433

6.9101e — 004

7.5592e — 005

2.1611e — 004

8.7963¢ — 008

3.5116e — 009

1.4348e — 008

u

v

w

0.0120

5.5858¢ — 004

0.0047

2.6622e — 005

6.1056e — 007

6.2471e — 006

1.3768e — 009

1.0222e — 010

1.2200e — 010

u

(

w

0.0019

1.1496e — 004

6.3067e — 004

9.8421e — 007

0.7444e — 008

2.1299e — 007

co| U W

1.7728e — 009

9.4671e — 011

7.2310e — 011
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On remarque que pour différentes valeurs de A, les erreurs sont presque égals. La précision
s’améliore légerement lorsqu’on augmente le nombre de niveaux, mais par contre I’augmen-

tation du nombre des points de collocations donne une amélioration sensible.

3.2 Simulation du modéle de ’épidémie de ’obésité

Soit le modeéle mathématique de I’épidémie de 'obésité suivant

}—uN [BI(t) 4 €] S(t) — pS(t),
o =BIt) +elSt) + o[ (t)+€]
——71()—0[61(25) el R(t) — pnR(

avec les conditions initiales

) = (n+)I(t), sur |0,T7,

R(t
t),

S(0) = N,
I( ) = 07
R(0) = 0.
Les valeurs des parameétres du modeéle sont
Parametre | Valeur de référence
N 100.000
1/ 69.4(ans)
6] 2.96 x 10~7(par année)
€ 0.012(par année)
o 8
1/~ 35.8(ans)

T est le temps de 'étude de cette épidémie qui égale a 200 ans.

Pour les données mathématiques, on prend :

nc =8,
J=3,
=1,
Tol = 1e — 10.

On obtient les résultats suivants
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win® L movTioe oS personnes serinles o Inioties

— lles sersiles
— les Inieciees

I8 il de popiEtos

a i) 1':;'3 13 20

I'anee delepldemie
On remarque que le nombre des susceptibles diminue pendant que le nombre des infectés
augmente. on constate qu’a partir de 140 ans les courbes commencent a se stabilisées. A 60

ans, on obtient ’équilibre entre les susceptibles et les infectés.

o ==
T000 T

€000 |

3000

400

000

B e de poprlation

2000

1000

a ] 100 132 20
'anes del épldem e

Cette figure montre que le nombre de personnes qui sont ex-obése augmente pour ce stabiliser

a partire de 140 ans.



Conclusion

CONCLUSION

Dans ce travail, on a présenté un modele de I’épidémie de 'obésité. On a proposer une
méthode numérique pour la résolution une équation différentielle ordinaire basée sur les
ondelettes et les polyndmes de Gegenbauer. On a testé cette méthode sur deux exemples
dont on connait leurs solutions analytiques, et on a obtenu des résultats satisfaisantes avec
des erreurs a I'ordre 1072 avec un petit nombre de points de collocations. on a constaté aussi
que cette technique est stable numériquement.

Ensuite, on a appliqué cette méthode sur le modéle de 1’épidémie de 1'obésité, et les résultats
obtenus sont trés proches aux résultats obtenus par l'article [4].

Comme perspectives pour ce travail, on peut proposer un modele de type de SIRS (les
personnes redevient susceptibles aprés guérison). On peut aussi proposer une méthodes des

ondelettes de Jacobi ou des ondelettes de Gegenbauer en deux dimensions.
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Annexe

3.3 Annexe
Annexe A

OMS : (organisation mondiale de la santé) est 'autorité directrice dans le domaine de la
santé des travaux ayant un caractére international au sein du systéme des Nations Unies.
Epidémie : augmentation rapide de l'incidence d’une pathologie. Bien que souvent utilisé
dans un contexte de maladies infectieuses, ce terme peut étre utilisé pour des phénomeénes
biologique généraux (obésité, fracture de la hanche chez les personnes agées, suicide, etc...).
Pandémie : épidémie causée par une maladie infectieuse émergente qui prend des propor-
tions contimentals voire planétaires.

Susceptibles : ils représentent les personnes saines, n’ayant pas encore été infectées. C’est
le réservoir dans lequel la maladie viendra puiser pour pouvoir se répondre.

Infectieux : ce compartiment représente ceux qui, dans la population sont non seulement
déja infectés, mais également capables de transmettre la maladie & leur tour.

Guéris(par exemple les ex-obéses) : ce compartiment contient les précédents infectieux
qui sont guéris, lorsque ’on suppose qu’ils ne redeviennent pas immédiatement susceptibles.
Ils peuvent acquérir une immunité définitive ou passagere.

Le modéle SI : ce sont des modeéles ou I'hypothése principale est qu'un individu une fois
infecté, devient immédiatement capable de transmettre la maladie. C’est ce que Ross a
supposé dans son modele de 1917.

Le modeéle SIS : Dans ce type de modeéle, on présume qu’aprés ’étape infectieuse 'individu
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guérit et redevient aussitot susceptible, c’est a dire qu’il peut & nouveau étre contaminé. C’est
le cas de Filipe et Gibson (2001).

Le modéle SIR : divise la population en trois catégories : les individus susceptibles de se faire
infecter, les individus infectés et contagieux ne pouvant plus transmettre la maladie(guérison,
immunité, déces).

Le modeéle SIRS : il s’agit d’'une modélisation qui fait '’hypothése que 'on redevient sus-
ceptible aprés guérison. il y a par exemple, Zhonghua et Jigen ( 2007), qui ont travaillé
sur un modele épidémique dont l'infectiosité dépend de 1’dge, avec un taux de contact non

linéaire.
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Annexe B

Définitions : - L’espace L? ([a,b]) est I'espace des fonctions carrées sommables, c’est a dire;

b
f € L*([a,b]) siet seulement si [ f?(z)dz < oo.

a

- On définit le produit scalaire sur L? ([a, b]) par;
b
(u,v) = [u(z)v(x)dz, u,v € L*([a,b]).

- On dit qu’une famille de fonctions (v;);en est orthogonale si

}vi(x)vj(x)(x)da: = 0;i # j;Vi,j € N.

a

- On dit qu’une famille de fonctions (v;);en est orthonormale, si elle est orthogonal et de plus;

b
[ |vi(z))? dz = 1,7 € N.

L’intégration et la dérivation d’ordre n

I(k+1)
(n) 1 — E _ 1y (1 k—&-n.
=)= ) e e )
ou J™ : l'intégarle d’ordre n.
[(k+1) _
L= = () e ()

avec D" : la dérivée d’ordre n.

La fonction GAMMA

Les polyndmes de Jacobi

Les polynome de Jacobi satisfont 1’équation différentielle

(1=2®)y"+(B—a—(a+B+2)z)y +n(n+a+p+1)y=0.
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En posant v = 2n + a + [, les polynéme de Jacobi vérifient les relations suivantes :

V(1= 2) () = nla = B = y2)Ju(z) + 2(n + a)(n + B)Jui(2).

TP @) = ST @) = 1,

V@) = (0 @t B @) 4+ (n+ ) L2 (@),

(1 —2)JCA () + (1 + 2) P (2) = 279 (2).

n

Formule de Rodrigues :

(—1) 1 d"

Jnle) = 2rn! (1 —2)*(1 + z)P da»

(1 =21 —2)*(1 + $)6)

Formule d’intégration :
T
2n [ JED )1 — 1)1+ t)Pdt = JCT0) — (1 - 2)° 1+ 2) T (@),
0

Les polynomes de Jacobi sont des polynomes orthogonaux sur [—1, 1] relativement a la fonc-

tion poids
w(x) = (1 —2)*(1 +2)".
Sim=n
1
[ D @)D (@) (1= 2 (1 + 2) o
21
B PAMCAR F'n+a+1)I'(n+8+1)
2n+a+p+1 aln+a+pG+1)
sinon
1
[ I @) T (@)(1 = )1 + ) dw = 0,
21
Preuve :

Pour n = m,
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D’aprés la formule de Rodrigues on a :

1
1l J@ )P (2)(1 — 2)*(1 4 z)Pdx
1
1 (_ ) dn )
= U (a1 )0 ) (@)
21
1 (_ noqn
gy e znn, (U= 2)" (1 + 2)™ ) S0 (2) dar
1

par l'intégration par partie on obtient :

1
f qua’ﬁ)(x)J,(L""ﬁ) (x)(1 —2)*(1+ x)ﬂdx
2

(1" /1 il (1 —2)""*(1 + :E)”+5(J,ga’ﬁ)(x))'dx.

2rn! J ) dant

et on reintégre (n — 1) fois par partie on trouve :

[ 9@ 1D @)1 = 20 (1 + 2)°de

= EU gy / (L= a1 ) DRI (@)

On a la propriété suivante :

TP () =

n'(n+a+ 5 +1) I'k+a+1) 2

alors la dérivée d’ordre (n) de J\™ est

'n+a+1) T@n+a+p+1)n!
nCn+a+6+1) Ln+a+1) 27
F'2n+a+p5+1)
2'0(n+a+f+1)

Dy () =

on la remplace cette derniére dans (3.3.1)) comme suit

[ 9 (@) 1D @) (1 = 20 (1 + 2)°de

Y

(-1 n 1 e nﬁr(2n—|—o¢+ﬁ+1)
onp| (—1) /1(1—ZB)+(1+33)+ T(n+a+B+1)
 T@n+a+p+1) [ o )
22%T(ﬂ+a+ﬁ+1)/ (1= a)" (1 +2)" " de.

I(n+a+1) i( >F(n+k+a+ﬁ+1) (m—l)k

(3.3.1)

(3.3.2)
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1
on integre [ (1 —z)""*(1+ z)""Pdz, (n+ «) fois par partie, on trouve
“1

1
/_ (=) (L) e = F(”;(;;lo)i(%iﬁl )+ D _}1(1 +a)tetiar (3.3.3)

En remplagant la formule (3.3.3]) dans (3.3.2) :

I2n+a+p+1) [!
22l (n+a+ 6+ 1) /_

_ T@n+a+B+1) Tn+a+1)T(n+p5+1) jl’(1 4 g)mratiyy
2mpl’(n+a+6+1) T@n+a+p6+1) 2 ’
'n+a+1)I'(n+p4+1) 1 -

— BTl ot 51 0) _fl(l +)2retB g

n+a+DI(n+B8+1)I2n+a+ B+ 1)22n+a+5+1

2p)l(n+a+B+1) T2n+a+5+2) ’

B F'n+a+1)I'(n+B8+1)T2n+a+5+1) gartB+1

n'n+a+8+1)2n+a+8+1)I2n+a+F+1)
20D (p + a+ DI (n+ B+ 1)

n2n+a+B+D)I'n+a+p+1)

(1 o .T)n+a(1 + x)n-l—ﬁdx

1

)

d’otul le résultat.
Les polyndomes de Gegenbauer

Les polynomes de Gegenbauer G de degré n, sont les polynémes définis par la relation de

1

récurrence pour A > —;

(n+ )G (2) = 2(n + NGV (z) — (n+ 22 — NGV, (2),

n—1

et les conditions d’initialisation
V@) =1 We)=2x siraz0 6V =22
Les polynomes de Gegenbauer sont solutions de ’équation différentielle
(1—2%)y" — 22X+ Dy +n(n+2\)y = 0.
Les polynomes de Gegenbauer vérifient les relations de récurrence

2 dGy ) )
(1—2%) - (x) = —nzGyY () + (n 42X — 1)G, 7, (2).
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(n+ NG (@) = (A= D) (G (@) = G ().
Formule de Rodrigues

(=)"T(A+H(n+2X) a»
2'nIC2AT (A +n +3) dam

GV (x) = (1 —a?Mn2),

n

Formule d’intégration

n(2A +n)
2\

Les polynomes de Gegenbauer sont des polynémes orthogonaux sur 'intervalle [—1, 1] relati-

vement a la fonction poids

Sim =n,
siA#0etsim=n,

72172 T(n +2))
nln+A) T(\)?

_}1(1 - xz))\_%Gz(fﬂ)G;\n(I)dz =

siA=0,
1 1
f(l — x2)_5Gg(x)G&(m)dm = 721—7;
21
Sinon,
1
[(1—2*)2G)(2)G), (z)dx = 0.
sl
Preuve :

Pour m =n, et A # 0,

on a
L'+ %)F(k +2)\) Al

Gilr) = TR (k+ A+ 3) T ).

=

Alors,
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P(A+ Dl +20]" 22T (A +n + 1)
)] n12(n+ MT(n +2X)°

nl(n+NI2(2x)

2271 [(A = $)(A = 93T (3)] " T(n +2))
[(2A = 1)(2A = 2)...1]> (A + n)n!
27 (A= A= -4 P+ 2)
20— 520 123 (A
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Mon grand peére est décédé le 17 Mai 2014.
JADI, je t’oublierai jamais, et tu sera toujours dans mes penses et dans mon coeur.
Je t’aime beaucoup, tu vas me manque beaucoup.
Mon réve que tu reste vivant le jour de ma soutenance, mon réve de te montre ma réussite.
Je vais jamais oublie ce que tu ma dit, et ce que tu ma donne, je vais le garder toujours je
t’aime mon grand pére.

Vous la miséricorde de Dieu.
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