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Résumé

Dans ce memoire, on va étudier le modèle de l�épidémie de l�obésité, et on a proposé la

méthode des ondelettes de Gegenbauer combinée avec la technique de découplage et quasi-

linéairisation pour la simulation numérique, et on prend deux exemples une équation di¤éren-

tielle linéaire à coe¢ cients constants et un système d�équations ordinaires non linéaires pour

com�rmer la stabilité numérique de la méthode, et à la �n on simule le modèle de l�épidémie

de l�obésité.
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INTRODUCTION

La modélisation est un outil important pour la recherche scienti�que. Elle est utilisée dans

tous les domaines ; car elle permet de formuler mathématiquement les problèmes concrets,

issu du monde réel. Un modèle mathématique est une traduction à l�aide d�une équation ou

système d�équations (di¤érentielles ou algebriques) d�une observation dans le but de l�étudier

et de l�analyser, selon le genre des équations di¤érentielles utilisées pour la modélisation, nous

aurons di¤érents types de modèles.

L�étape qui suit la modélisation est la simulation numérique. Cette dernière est une série de

calculs e¤ectues sur un ordinateur et reproduisant un phénomène physique. Elle aboutit à la

description du résultat de ce phénomène comme s�il s�était réellement déroulé. Peut présenter

des phénomènes physique complexes dont la description repose sur un modèle mathématique

comportant des équations aux dérivées partielles.

L�analyse numérique est à la frontière entre les mathématiques et l�informatique. Il s�agit

en quelque sorte d�un interprète qui permettra de transposer la connaissance mathématique

théorique à la pratique d�un ordinateur et de pouvoir ainsi résoudre des problèmes concrets.

Les deux objectifs principaux de l�analyse numérique sont, d�une part, de pouvoir résoudre

numériquement des problèmes concrets dont on connaît ou pas la solution analytique et

d�autre part, d�analyser le comportement des méthodes utilisées.

L�objectif de ce travail est la modélisation et la simulation numérique du modèle à comparti-

ment de l�épidémie de l�obésité de type SIR, c�est un modèle déterministe où la population

est divisée en un nombre de catégorie selon l�état par rapport à la maladie(susceptible, infecté

et guérit), pour la résolution numérique, on propose la méthode des ondelettes de Gegenbauer

qui est basée sur l�utilisation de la matrice d�intégration.

Ce mémoire est organisé de la manière suivante :

Dans le premier chapitre, on donne une description générale de l�obésité, ensuite, on détaille la

modélisation de l�épidémie de l�obésité. Dans le deuxième chapitre, on présente la méthode des

ondelette de Gegenbauer, d�abord, les polynômes de Jacobi et ceux de Gegenbauer, ensuite les
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ondelettes en générale, les ondelettes de Jacobi, et les ondelettes de Gegenbauer en détailles et

à la �n de ce chapitre, on donne la technique de découplage. Le troisième chapitre est consacré

à la résolution numérique de deux exemples dont on connait leurs solutions analytiques et à

la simulation du modèle de l�épidémie de l�obésité.

On termine ce travail par une conclusion et les perspectives sur la méthode et le modèle, les

références bibliographiques, et les annexes.



Chapitre 1

Modélisation de l�épidémie d�obésité

L�obésité humaine a été reconnue comme une maladie en 1997 par l�OMS. Cette organisation

dé�nit (le surpoids et l�obésité comme une accumulation anormale ou excessive de graisse

corporelle qui peut nuire à la santé). Sa prévention est un problème de santé publique multi-

factoriel est considérée aujourd�hui par métaphore comme une pandémie, bien qu�il ne s�agisse

pas d�une maladie infectieuse [14].
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1.1 L�obésité

L�obésité est l�état d�un individu ayant un excés de poids par d�augmentation de la masse

adipeuse (graisseuse). L�obésité se dé�nit par un indice de masse corporelle (IMC) supérieure

à 30 [14].

L�IMC se calcul comme suit

IMC =
poids corporel(kg)

taille2(m)
:

Exemple : Si vous pesez (68 kg) et mesurez (1:73 m) ; divisez 68 par (1:73)2 ; vous obtenez

22:74, une valeur qui se situe au beau milieu de l�intervalle santé.

1.1.1 Les di¤érentes formes d�obésité

Il y�a 4 types d�obésité selon la répartition de la masse de graisse, [14]

� le surplus de graisse est réparti au niveau du corps sans localisation préférentielle.

� l�excés de graisse est concentré au niveau du tronc et de l�abdomen (androide).

� l�accumulation de graisse se fait dans l�abdomen (viscérale).

� la graisse se localise au niveau des hanches et des cuisses (gynoide).

Selon l�indice de masse corporelle il y�a 3 classes [14]

� l�obésité modérée,

� l�obésité sévère,

� l�obésité morbide ou massive.

Dé�nition et classi�cation des obésités de l�adulte auprés de l�OMS [14]

Classi�cation IMC (kg=m2) Risque pour la santé
Valeur de référence 18:5 à 24:9 Moyen
Surpoids 25 à 29:9 Légèrement augmenté
Obésité modérée 30 à 34:9 Modèrement augmenté
Obésité sévère 35 à 39:9 Fortement augmenté
Obésité massive � 40 Trés fortement augmenté
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1.1.2 Les causes de l�obésité

L�accumulation de plusieurs facteurs conduit à l�obésité [14]

� les facteurs génétiques ;

� les facteurs alimentaires ;

� les facteurs psychologique ;

� un trouble de la prise alimentaire ;

� l�insu¢ sance des dépenses énergétiques quotidiennes ;

� le manque de sommeil.

� ...etc.

1.1.3 Les complications

Parmi les risques de l�obésité pour la santé, on retrouve([14])

� les troubles de la respiration ;

� certains types de cancer ;

� une a¤ection des artères coronaires ;

� une dépression ;

� le diabète ;

� une a¤ection de la vésicule biliare ou du foie ;

� le re�ux gastro-oesophagien (RGO) ;

� une pression artérielle élevée ;

� une hypercholestérolémie ;

� une a¤ection articulaire ;

� un accident vasculaire cérébral.

� ...etc.

1.2 Le modèle mathématique de l�épidémie de l�obésité

Dans la suite de ce travail, on va étudier l�évolution de la population des obèses, en construi-

sant le modèle mathématique en fonction du temps.

Le nombre total du population N est égale à la somme des personnes susceptibles (jamais
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obèse) (S), infectieuse (obèse) (I), et les ex-obèse (R) :

Le processus d�évolution de l�obésité peut être schématisé par le diagramme suivant [7]

où

N : le nombre total de la population.

S : les personnes susceptibles.

I : les individus infectieuses.

R : les ex-obèse.

� : le taux de décés ou de naissance.

� : le taux de contamination.

" : le risque de l�obésité pour des raisons non contagieuses.

 : le taux de récupération.

� : le risque relatif de prise de poids chez les personnes ex-obèse.

Pour décrire la dépendance temporelle du risque d�obésité, nous utilisons les équations di¤é-

rentielles ordinaires.

En e¤et, entre l�instant t et t+�t; on a

S(t+�t)� S(t) = [�N � �S(t)� �I(t)S(t)� "S(t)]�t: (1.2.1)

La signi�cation du chaque tèrme

+�N : tous les nouveaux nés de la population sont des personnes non obèses.

��S(t) : le décés de certaines personnes susceptibles.

��I(t)S(t) : les personnes qui sont infectées par contamination.

�"S(t) : les autres qui sont infectées par des raisons non contagieuse.

L�équation (1.2.1) devient

S(t+�t)� S(t)
�t

= �N � �S(t)� �I(t)S(t)� "S(t):
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En faisant �t tend vers 0; on obtient

dS

dt
= �N � �S(t)� �I(t)S(t)� "S(t):

On fait la même chose pour les personnes infectieuses

I(t+�t)� I(t) = ["S(t) + �I(t)S(t)� �I(t)� I(t) + �"R(t) + ��I(t)R(t)]�t: (1.2.2)

La signi�cation du chaque tèrme :

+"S(t) : les personnes susceptibles qui sont infectées par des raisons non contagieuse.

+�I(t)S(t) : les susceptibles infectés par des raisons contagieuse.

��I(t) : le décé des certaines personnes infectieuses.

�I(t) : les infectieux peuvent devenir ex-obèse par un traitement.

+��I(t)R(t) et +�"R(t) : les ex-obèses rechutés.

Donc

lim
�t!0

I(t+�t)� I(t)
�t

=
dI

dt

= "S(t) + �I(t)S(t)� �I(t)� I(t) + �"R(t) + ��I(t)R(t):

De la même manière on a

R(t+�t)�R(t) = [I(t)� �"R(t)� ��I(t)R(t)� �R(t)]�t:

Ce qui donne l�équation di¤érentielle

dR

dt
= I(t)� �"R(t)� ��I(t)R(t)� �R(t):

La signi�cation de chaque tèrme

+I(t) : les personnes qui ont perdus du poids par un traitement.

���I(t)R(t) et ��"R(t) : les ex-obèses rechutés.

��R(t) : le décés des certaines ex-obèse.

Alors le système devient [4]8>>>><>>>>:
dS(t)

dt
= �N � �S(t)� �I(t)S(t)� "S(t);

dI(t)

dt
= "S(t) + �I(t)S(t)� �I(t)� I(t) + �"R(t) + ��I(t)R(t);

dR(t)

dt
= I(t)� �"R(t)� ��I(t)R(t)� �R(t):
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A l�état initial, on suppose que toutes les personnes sont susceptibles, c�est à dire8<:
S(0) = N;
I(0) = 0;
R(0) = 0:



Chapitre 2

Les Ondelettes et les Polynômes de
Jacobi

Dans ce chapitre, on va présenter les ondelettes de Jacobi, et on donne une importance

particulière aux ondelettes de Gegenbauer [13] [2] [3] [8] [9] [12].

2.1 Polyômes de Jacobi

Les polynômes de Jacobi sont une classe de polynômes orthogonaux classiques.

Dé�nition 2.1.1 Les polynômes de Jacobi de degré k sont dé�nis sur [�1; 1] ; et sont générés

par la relation de récurrence à trois termes pour � et � > �1;8><>:
J�;�k (x) =

�
a�;�k�1x� b

�;�
k�1

�
J�;�k�1(x)� c

�;�
k�1J

�;�
k�2(x);

J�;�1 (x) = 1
2
[(�+ � + 2) x+ (�� �)] ;

J�;�0 (x) = 1;

avec 8>>>>>><>>>>>>:

a�;�k�1 =
(2k + �+ � � 1)(2k + �+ �)

2k(k + �+ �)
;

b�;�k�1 =
(�2 � �2)(2k + �+ � � 1)

2k(k + �+ �)(2k + �+ � � 2) ;

c�;�k�1 =
(k � 1 + �)(k � 1 + �)(2k + �+ �)
k(k + �+ �)(2k + �+ � � 2) :

Remarque 2.1.1 Les polynômes de Jacobi sont orthogonaux sur [�1; 1] ; avec la fonction

poids

!�;�(x) = (1� x)�(1 + x)�;
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en e¤et, Z 1

�1
!�;�(x)J�;�k (x)J�;�m (x)dx

= �;�k �k;m

=

8<:
0:::si:::k 6= m;
2�+�+1�(k + �+ 1)�(k + � + 1)

k!(2k + �+ � + 1)�(k + �+ � + 1)
si k = m:

o�u �k;m est symbole de Kronecker

( Voir Annexe B).

Exemple : Si � = �1
2
et � = 1

2
, nous avons les polynômes de Tchebitchev de 3ème espèce

Si � = 0 et � = 2;
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Si � = �; nous avons les polynômes hypersphériques. Par exemple, si � = � = 0; on a les

polynômes de Legendre.

Si � = � = �1
2
; on a les polynômes de Tchebitchev de permière espèce.

En�n, si on prend � = � = �� 1
2
; on a les polynômes ultrasphériques ou de Gegenbauer.
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2.2 Polynômes de Gegenbauer

Dé�nition 2.2.1 Les polynômes de Gegenbauer de degré k; sont dé�nis sur [�1; 1] par la

formule suivante

G�k(x) =
�(�+ 1

2
)�(k + 2�)

�(2�)�(k + �+ 1
2
)
J
�� 1

2
;�� 1

2
k (x); 0 6= � > �1

2
; (2.2.1)

et

G0k = lim
��!0

1

�
G�k :

Remarque 2.2.1 Les polynômes de Gegenbauer sont orthogonaux sur [�1; 1] ; avec la fonc-

tion poids

!�(x) = (1� x2)��
1
2 :

En e¤et, Z 1

�1
!�(x)G

�
k(x)G

�
m(x) = �k�k;m

=

8<:
0:::si:::k 6= m;
21�2���(k + 2�)

�2(�)�(k + 1)(k + �)
:::si:::k = m:

( Voir Annexe B).

2.3 Les ondelettes

Dé�nition 2.3.1 Les ondelettes 	a;b (x) sont des fonctions générées par la translation et

dilatation d�une fonction génératrice, appelée ondelette mère 	 2 L2(R); sont dé�nies par

	a;b (x) = jaj
�1
2 	

�
x� a
b

�
; a; b 2 R; a 6= 0;

avec a est un paramètre de dilatation et b est un paramètre de translation.

Si les deux paramètres prennent des valeurs discrètes�
a = a�j0 ; a0 > 1;

b = nb0a
�j
0 ; b0 > 1:

Pour n et j entiers positifs, nous avons la famille des ondelettes discrètes

	j;n(x) = ja0j
j
2 	(aj0x� nb0):
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Où f	j;n(x)gj;n2N ; forment une base d�ondelette de L2(R):

Si de plus a0 = 2; b0 = 1 et

h	k;n;	l;mi = �k;l�k;m;

alors, on a

	j;n(x) = 2
j
2	
�
2jx� n

�
;

et la famille f	j;n(x)gj;n2N forment une base orthonormale de L2! ([0; 1]) :([2])

2.4 Les Ondelettes de Jacobi

Dé�nition 2.4.1 Les ondelettes de Jacobi sont des dilatations et translations des polynômes

de Jacobi, le paramètre de dilatation a = 2�j et le paramètre de translation b = (2n� 1)2�j:

	n;k(x) =

( q
k!(2k+�+�+1)�(k+�+�+1)
2�+�+1�(k+�+1)�(k+�+1)

2
j
2J�;�k (2jx� 2n+ 1) si n�1

2j�1 � x <
n

2j�1 ;

0::::::ailleurs.

Avec k = 0:::nc � 1 (nc 2 N� est le nombre de points de collocation), n = 1:::2j�1 (j 2 N�)

est le nombre des niveaux de la décomposition et x 2 [0; 1] :

Remarque 2.4.1 Le coe¢ cient

s
k!(2k + �+ � + 1)�(k + �+ � + 1)

2�+�+1�(k + �+ 1)�(k + � + 1)
assure l�orthonorma-

lité de la base.

2.5 Les Ondelettes de Gegenbauer

Dé�nition 2.5.1 Les ondelettes de Gegenbauer sont dé�nies sur [0; 1] par

	n;k(x) (2.5.1)

=

(
K G�k(2

jx� 2n+ 1):::si:::n� 1
2j�1

� x < n

2j�1
;

0:::ailleurs.

Avec k = 0:::nc� 1, n = 1:::2j�1 et j, nc 2 N� et

K =

s
�2(�)�(k + 1)(k + �)

21�2���(k + 2�)
2
j
2 :

Si on remplace (2.2.1) dans (2.5.1) ; alors on obtient
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	n;k(x)

=

8<:
�(�+ 1

2
)�(k + 2�)

�(2�)�(k + �+ 1
2
)
K J��

1
2
;�� 1

2
k (2jx� 2n+ 1):::si::: n�1

2j�1 � x <
n

2j�1 ;

0:::ailleurs:

Remarque 2.5.1 Le coe¢ cient

s
�2(�)�(k + 1)(k + �)

21�2���(k + 2�)
assure l�orthonormalité de cette base.

Pour illustration, on prend x 2
�
0; 1

2j�1

�
et nc = 3;on a

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

	1;0(x) = 2
j
2

s
��2(�)22��1

��(2�)
;

	1;1(x) = 2
j+1
2 �

1
4�

s
(1 + �)�(�)

��(�+ 1
2
)�
(2jx� 1);

	1;2(x) = 2
j
2�

1
4�

s
(2 + �)�(�)

� (1 + 2�) �(�+ 1
2
)�
[22j+1 (�+ 1) x2 � 2j+2(�+ 1)x+ (2�+ 1)] :

Remarque 2.5.2 La famille f	n;k (x)gn;k2N forment une base orthonormale de L2!n ([0; 1]) :

2.6 Approximation d�une Fonction

D�aprés la remarque (2.5.2), on a tout fonction f 2 L2 ([0; 1]), se décompose dans la base par

f(x) =

1X
n=0

1X
k=0

Cn;k	n;k(x); (2.6.1)

où

Cn;k = hf;	n;ki!n =
Z 1

0

f(x)	n;k(x)!n(x)dx:

La fonction dans l�équation (2.6.1) peut être approché par

f(x) �
2j�1X
n=1

nc�1X
k=0

Cn;k	n;k(x) = C
T	(x);

où C et 	 sont deux vecteurs de dimension 2j�1nc, donneés par :

C =
�
C1;0; C1;1; :::C1;nc�1; C2;0; C2;1; :::; C2;nc�1; :::; C2j�1;0; :::C2j�1;nc�1

�T
;
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et

	(x) =
�
	1;0(x);	1;1(x); :::	1;nc�1(x);	2;0(x); :::;	2;nc�1(x); :::;	2j�1;0(x); :::	2j�1;nc�1(x)

�T
:

(2.6.2)

2.7 La Matrice Opérationnelle d�Intégration

Théorème 2.7.1 Soit 	(x) le vecteur des ondelettes de Gegenbauer dé�ni dans l�équation

(2.6.2).

L�intégrale de 	(x) sur [0; x] avec 0 6 x 6 1; peut être exprimé parZ x

0

	(s)ds = P	(x); (2.7.1)

où P .est la matrice opérationnelle d�intégration de dimension (2j�1nc)� (2j�1nc); dé�ni par

P = 2�j

0BBBBBBBBB@

L F F ::: ::: F

0 L F
. . . ::: F

... 0
. . . . . . . . .

...
...

...
. . . . . . . . .

...
...

... :::
. . . . . . F

0 0 ::: ::: 0 L

1CCCCCCCCCA
;

avec L et F de dimension (nc� nc) données par

L =

8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

L(1; 1) = 1;

L(2; 1) = �(2�+ 1)
p
1 + �

2
p
2 (�+ 1)

;

L(i; i+ 1) =

q
(�+ i� 1)(�+ i�1

2
)p

2i(�+ i)(�+ i� 1)
; i = 1 : nc� 1:

L(i+ 1; i) = �
p
i(�+ i)

2
q
2(�+ i� 1)(�+ i�1

2
)(�+ i)

; i = 1 : nc� 1:

L(i; 1) = (�1)i�12
i�2

i!

r
(i� 1)!
2i�3

(�� 1
2
)

s
�+ i� 1
�+ i�2

2

i�3Y
j=1

r
�+

j

2
; i = 3 : nc:

et

F =

8>>>>>>><>>>>>>>:

F (1; 1) = 2;

F (i; 1) =
2i�2

i!

r
(i� 1)!
2i�3

(1� (�1)i) (�� 1
2
)

�
p
�+ i� 1

i�3Y
j=1

�
�+ j

2

� i�2Y
k=1

1vuut
�+
k

2

; i = 2 : nc:
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Preuve : Pour x 2 [0; 1], on a

Z x

0

	(s)ds =

0BBBBBBBBBBBBB@

R x
0
	1;0(s)dsR x

0
	1;1(s)ds
...
...R x

0
	1;nc�1(s)ds

...

...R x
0
	2j�1;nc�1(s)ds

1CCCCCCCCCCCCCA
= P	(x):

On a

	1;0(x) = 2
j
2

s
��2(�)22��1

��(2�)
;

pour calculer Z x

0

	1;0(s)ds =

Z x

0

2
j
2

s
��2(�)22��1

��(2�)
ds; (2.7.2)

on a deux cas

� si x 2
�
0; 1

2j�1

�
;on a

Z x

0

	1;0(s)ds =

Z x

0

2
j
2

s
��2(�)22��1

��(2�)
ds;

= 2
j
2

s
��2(�)22��1

��(2�)
x:

� si x 2
�

1
2j�1 ; 1

�
; alors Z x

0

	1;0(s)ds =

Z 1

2j�1

0

	1;0(s)ds

=

Z 1

2j�1

0

2
j
2

s
��2(�)22��1

��(2�)
ds;

= 2
1�j
2

s
��2(�)4�

��(2�)
:

et

Z x

0

	1;0(s)ds =

8>>>><>>>>:
2
j
2

s
��2(�)22��1

��(2�)
x:::si:::0 � x < 1

2j�1 ;

2
1�j
2

s
��2(�)4�

��(2�)
:::si::: 1

2j�1 � x < 1:
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En écrivant ce résultat dans la base, on obtientZ x

0

	1;0(s)ds = a	1;0(x) + b	1;1(x) + c
2j�1X
k=2

	k;0(x): (2.7.3)

c�est à dire,

2
j
2

s
��2(�)22��1

��(2�)
x = a	1;0(x) + b	1;1(x) (2.7.4)

= a2
j
2

s
��2(�)22��1

��(2�)
+ b

"
2
j+1
2 �

1
4�

s
(1 + �)�(�)

��(�+ 1
2
)�
(2jx� 1)

#
;

et

2
1�j
2

s
��2(�)4�

��(2�)
= c	k;0(x) (2.7.5)

= c2
j
2

s
��2(�)22��1

��(2�)

tel que a et b sont des coe¢ cients de la matrice L et c est coe¢ cient de la matrice F

a = L(1; 1);

b = L(1; 2);

c = F (1; 1):

Par identi�cation dans (2.7.4) et dans (2.7.5) on trouve que

a2
j
2

s
��2(�)22��1

��(2�)
� b2

j+1
2 �

1
4�

s
(1 + �)�(�)

��(�+ 1
2
)�
= 0: (2.7.6)

et

b2
3j+1
2 �

1
4�

s
(1 + �)�(�)

��(�+ 1
2
)�
= 2

j
2

s
��2(�)22��1

��(2�)
: (2.7.7)

et

c2
j
2

s
��2(�)22��1

��(2�)
= 2

1�j
2

s
��2(�)4�

��(2�)
:

On résoud l�équation (2.7.7) pour trouver b8>><>>:
b = 2

j
2

s
��2(�)22��1

��(2�)
� 2�3j�12

1

�
1
4 �

s
��(�+ 1

2
)�

(1 + �)�(�)
;

b = 2�j 1p
2(�+1)

:
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On remplace b dans (2.7.6) pour trouver a8>>>>>><>>>>>>:
a2

j
2

s
��2(�)22��1

��(2�)
= b2

j+1
2 �

1
4�

s
(�+ 1)�(�)

���(�+ 1
2
)
;

a2
j
2

s
��2(�)22��1

��(2�)
= 2�j 1p

2(�+1)
2
j+1
2 �

1
4�

s
(�+ 1)�(�)

���(�+ 1
2
)
;

a = 2�j:

Et pour trouver le coe¢ cient c on résoud (??)8><>: c = 2
�j+1
2

s
��2(�)4�

��(2�)
� 2�j2 2

s
��(2�)

��2(�)22��1
;

c = 2�j+1:

On remplace a; b et c dans la formule (2.7.3)

Z x

0

	1;0(s)ds = 2�j	1;0(x) +
2�jp
2(�+ 1)

	1;1(x) + 2
�j+1

2j�1X
k=2

	k;0(x);

[

n=1z }| {
2�j

2�jp
2(�+ 1)

0:::0

n=2z }| {
2�j+1 0:::0

n=3z }| {
2�j+1 0:::0 ....

n=2j�1z }| {
2�j+1 0:::0]	(x):

Pour
R x
0
	1;1(s)ds on a :

Z x

0

	1;1(s)ds =

8><>: 2
j+1
2 �

1
4�

s
(1 + �)�(�)

��(�+ 1
2
)�
(2j�1x2 � x):::si::0 � x < 1

2j�1 ;

0:::si::: 1
2j�1 � x < 1:

On remarque que Z x

0

	1;1(s)ds = a	1;0(x) + b	1;1(x) + c	1;2(x); (2.7.8)

c�est à dire

2
j+1
2 �

1
4�

s
(1 + �)�(�)

��(�+ 1
2
)�
(2j�1x2 � x)

= a2
j
2

s
��2(�)22��1

��(2�)
+ b

"
2
j+1
2 �

1
4�

s
(1 + �)�(�)

��(�+ 1
2
)�
(2jx� 1)

#

+c

"
2
j
2�

1
4�

s
(2 + �)�(�)

� (1 + 2�) �(�+ 1
2
)�

�
22j+1 (�+ 1) x2 � 2j+2(�+ 1)x+ (2�+ 1)

�#
;



2.7 La Matrice Opérationnelle d�Intégration 18

implique8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

a2
j
2

s
��2(�)22��1

��(2�)
� b2 j+12 � 1

4�

s
(�+ 1)�(�)

���(�+ 1
2
)
+ c2

j
2 (2�+ 1)��

1
4

s
�(�)(2 + �)

���(�+ 1
2
)(1 + 2�)

= 0;

b2
3j+1
2 �

1
4�

s
(1 + �)�(�)

��(�+ 1
2
)�
� c2 3j+42 (�+ 1)�� 1

4

s
�(�)(2 + �)

���(�+ 1
2
)(1 + 2�)

= �2 j+12 � 1
4�

s
(1 + �)�(�)

��(�+ 1
2
)�
;

c2
5j+2
2 (�+ 1)�

1
4�

s
(2 + �)�(�)

��(�+ 1
2
)�(1 + 2�)

= 2
3j�1
2 �

1
4�

s
(1 + �)�(�)

��(�+ 1
2
)�
:

(2.7.9)

On résoud le système (2.7.9) on obtient :8>>><>>>:
a = �2�j (2�+1)

2
p
2(�+1)

p
�+ 1;

b = 0;

c =

p
(1 + 2�)(1 + �)

2
p
2(�+ 1)

p
2 + �

:

On remplace les trois coe¢ cients dans (2.7.8)Z x

0

	1;1(s)ds

= �2�j (2�+ 1)
p
�+ 1

2
p
2(�+ 1)

	1;0(x) +

p
(1 + 2�)(1 + �)

2
p
2(�+ 1)

p
2 + �

	1;2(x);

=

26664
n=1z }| {

�2�j (2�+ 1)
p
�+ 1

2
p
2(�+ 1)

0

p
(1 + 2�)(1 + �)

2
p
2(�+ 1)

p
2 + �

0:::0

n=2z}|{
0:::0

n=3z}|{
0:::0 .....

n=2j�1z}|{
0:::0

37775	(x):
On fait la même chose pour

R x
0
	1;2(s)ds; on trouve

Z x

0

	1;2(s)ds

=
2

3

2�j

(�+ 2)
(�� 1

2
)(�+ 2)

r
�+ 2

1 + 2�
	10 +

�2�jp
2(�+ 2)

s
(2 + �)

(1 + 2�)(1 + �)
	11

+
2�jp
6(�+ 2)

s
(1 + �)(2 + �)

(�+ 3)
	13 + 2

�j 2

3
(2�� 1)

r
2 + �

1 + 2�

2j�1X
k=2

	k0;
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=

2666666666666666666666664

n=1z }| {
2

3

2�j

(�+ 2)
(�� 1

2
)(�+ 2)

r
�+ 2

1 + 2�

�2�jp
2(�+ 2)

s
(2 + �)

(1 + 2�)(1 + �)
0

2�jp
6(�+ 2)

s
(1 + �)(2 + �)

(�+ 3)
0:::

n=2z }| {
2�j

2

3
(2�� 1)

r
2 + �

1 + 2�
0:::0

n=3z }| {
2�j

2

3
(2�� 1)

r
2 + �

1 + 2�
0:::0

...
n=2j�1z }| {

2�j
2

3
(2�� 1)

r
2 + �

1 + 2�
0:::0

3777777777777777777777775

	(x):

Alors l�équation (2.7.1)est prouvée.

2.8 Le produit de deux ondelettes de Gegenbauer

Pour compléter la section précédente, on donne la formule du produit de deux ondelettes de

Gegenbauer,

	(x)	T (x) (2.8.1)

=

0BBBBB@
	1;0	1;0 ::: 	1;0	1;nc�1 ::: 	1;0	2j�1;0 ::: 	1;0	2j�1;nc�1

...
...

...
...

	1;nc�1	1;0 ::: 	1;nc�1	1;nc�1 ::: 	1;nc�1	2j�1;0 ::: 	1;nc�1	2j�1;nc�1
...

	2j�1;nc�1	1;0 	2j�1;nc�1	1;nc�1 	2j�1;nc�1	2j�1;0 	2j�1;nc�1	2j�1;nc�1

1CCCCCA :

En utilisant la propriété suivante

	i;j(x)	k;l(x) = 0 si i 6= k;

la matrice (2.8.1) peut être simpli�ée par

	(x)	T (x)

=

0BBBBBBBBBBB@

	1;0	1;0 ::: 	1;0	1;nc�1 0 ::: ::: 0
...

...
...

...
	1;nc�1	1;0 ::: 	1;nc�1	1;nc�1 0 ::: ::: 0

0 ::: 0
. . . 0 ::: 0

... 0 	2j�1;0	2j�1;0 ::: 	2j�1;0	2j�1;nc�1

...
...

...
...

0 ::: ::: 0 	2j�1;nc�1	2j�1;0 ::: 	2j�1;nc�1	2j�1;nc�1

1CCCCCCCCCCCA
:
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Pour illustration on prend nc = 3 et j = 2,

	(x)	T (x) =

0BBBBBB@
	1;0	1;0 	1;0	1;1 	1;0	1;2 0 0 0
	1;1	1;0 	1;1	1;1 	1;1	1;2 0 0 0
	1;2	1;0 	1;2	1;1 	1;2	1;2 0 0 0
0 0 0 	2;0	2;0 	2;0	2;1 	2;0	2;2
0 0 0 	2;1	2;0 	2;1	2;1 	2;1	2;2
0 0 0 	2;2	2;0 	2;2	2;1 	2;2	2;2

1CCCCCCA :

Ainsi les propriétés suivantes(
	i;0(x)	i;j(x) =

p
2	i;j(x);

	i;1(x)	i;1(x) =
4p
10
	i;2(x) +

p
2	i;0(x):

Alors

		T

=

0BBBBBBBB@

p
2	1;0

p
2	1;1

p
2	1;2 0 0 0p

2	1;1
p
2	1;0 +

4	1;2p
10

4p
10
	1;1 0 0 0p

2	1;2
4p
10
	1;1

p
2	1;0 +

20	1;2
7
p
10

0 0 0

0 0 0
p
2	2;0

p
2	2;1

p
2	2;2

0 0 0
p
2	2;1

p
2	2;0 +

4	2;2p
10

4	2;1p
10

0 0 0
p
2	2;2

4p
10
	2;1

p
2	2;0 +

20	2;2
7
p
10

1CCCCCCCCA
:

Pour un vecteur A de dimension 6

A = [a1;0 ;a1;1 ;a1;2 ;a2;0 ;a2;1 ;a2;2] ;

on a la propriété suivante :

AT	(x)	T (x) = 	T (x) eA; (2.8.2)

où eA est une matrice de dimension (6� 6);

eA =
0BBBBBBBB@

p
2a1;0

p
2a1;1

p
2a1;2 0 0 0p

2a1;1
p
2a1;0 +

4a1;2p
10

4p
10
a1;1 0 0 0p

2a1;2
4p
10
a1;1

p
2a1;0 +

20a1;2
7
p
10

0 0 0

0 0 0
p
2a2;0

p
2a2;1

p
2a2;2

0 0 0
p
2a2;1

p
2a2;0 +

4a2;2p
10

4p
10
a2;1

0 0 0
p
2a2;2

4p
10
a2;1

p
2a2;0 +

20a2;2
7
p
10

1CCCCCCCCA
:
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2.9 Description de la méthode

Dans cette section, on s�intérèsse à la description de la méthode sur une équation di¤érentielle

linéaire d�ordre n, avec des coe¢ cients non constants.

Soit le problème suivant8>>>>>>><>>>>>>>:

an(x)u
(n)(x) + an�1(x)u

(n�1)(x) + :::+ a1(x)u
0(x) + a0(x)u(x) = f(x) x 2 ]0; 1]

u(n�1)(0) = un�1;
u(n�2)(0) = un�2;

...
u0(0) = u1;
u(0) = u0:

(2.9.1)

On commence par la décomposition de u(n) dans la base d�ondelette, c�est à dire on écrie u(n)

sous la forme suivante

u(n)(x) = uT	(x):

L�intégration de cette dernière formule sur [0; x], donne l�écriture de u(n�1) dans la base

Z x

0

u(n)(s)ds =

Z x

0

uT	(s)ds:

implique

u(n�1)(x)� u(n�1)(0) = uTP	(x):

implique

u(n�1)(x) = uTP	(x) + un�1:

On intègre une deuxième fois l�exprésion de u(n�1) sur [0; x], on trouve

u(n�2)(x) = uTP 2	(x) + un�1x+ un�2:

On continu de la même manière jusqu�à obtenir la formule de u(x)

u(x) = uTP n	(x) +

0X
i=n�1

uiD
T
i 	(x); (2.9.2)

avec �
xi = DT

i 	(x):
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En remplaçant les expréssions de
�
u(n); u(n�1); :::; u0; u

�
dans l�équation du problème (2.9.1),

on obtient

ATn	(x)u
T	(x) + ATn�1	(x)

�
uTP	(x) + un�1D

T
0	(x)

�
+:::

+AT0	(x)

"
uTP n	(x) +

0X
i=n�1

uiD
T
i 	(x)

#
= F T	(x):

où �
f(x) = F T	(x);
ai = A

T	(x):

ATn		
Tu+ATn�1		

TP Tu+ATn�1		
TD0un�1+:::+A

T
0		

T (P n)Tu+AT0		
T

0X
i=n�1

Diui = F
T	:

D�aprés la propriété (2.8.2), on a

	TfAnu+	T]An�1P Tu+	T]An�1D0un�1 + :::+	
TfA0(P n)Tu+	TfA0 0X

i=n�1
Diui = 	

TF:

On multiplier les deux tèrmes par (	T )�1, alors on trouve

fAnu+]An�1P Tu+]An�1D0un�1 + :::+fA0(P n)Tu+fA0 0X
i=n�1

Diui = F;

et �fAn +]An�1P T + :::+fA0(P n)T�u = F �]An�1D0un�1 � :::�fA0 0X
i=n�1

Diui:

La formulation compacte de ce système donne

A u = B: (2.9.3)

où 8>>>><>>>>:
A =

0X
i=n

fAi(P n�i)T ;
B = F �

n�1X
j=0

jX
i=0

]Aj�1Diuj:

On résoud le système (2.9.3) par la méthode LU, on trouve la valeur de u et la solution du

problème (2.9.1) est donnée par (2.9.2).
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2.10 Technique de découplage et quasi-linéarisation

L�objectif de cette technique c�est la séparation et linéarisation des variables dépendants du

système.

On considère le système d�équations di¤érentielles ordinaires non linéaires couplées8>>><>>>:
u01(x) + A1u1(x) = f1(x; u2; :::um);
u02(x) + A2u2(x) = f2(x; u1; u3; :::um);
...
u0m(x) + Amum(x) = fm(x; u1; u2; :::um�1):

x 2 ]0; 1] :

Où

Ai = ai(x; u1; u2; :::; um):

Avec les conditions aux limites 8>>><>>>:
u1(0) = u1;
u2(0) = u2;

...
um(0) = um:

Dans chaque itération la technique transforme un système couplé et non linéaire en un système

découplé et linéaire.

On commence par la donner d�un pro�le initial de la solution

u
(0)
1 ; u

(0)
2 ; :::; u

(0)
m :

Le schéma suivant8>>><>>>:
(u01)

(k)(x) + A
(k�1)
1 u

(k)
1 (x) = f1(x; u

(k�1)
2 ; u

(k�1)
3 ; :::; u

(k�1)
m );

(u02)
(k)(x) + A

(k�1)
2 u

(k)
2 (x) = f2(x; u

(k)
1 ; u

(k�1)
3 ; :::; u

(k�1)
m );

...
(u0m)

(k)(x) + A
(k�1)
m u

(k)
m (x) = fm(x; u

(k)
1 ; u

(k)
2 ; :::; u

(k�1)
m�1 ):

peut mener à la solution approchée du problème.

L�erreur de découplage est donnée par la formule suivante

EDQL =Max
�
ku(k)1 � u(k�1)1 k2; ku(k)2 � u(k�1)2 k2; :::; ku(k)m � u(k�1)m k2

�
:

La condition d�arrêt

EDQL < " donné.

Il convient de noter que, pour chaque itération, la méthode des ondelettes de Gegenbauer est

appliquée.



Chapitre 3

Application et Simulation Numérique

Dans ce chapitre, on va tester pour quelles valeurs de �; j et nc, la méthode des ondelettes de

Gegenbaeur donne des bons résultats. Pour cela, en appliquant la méthode sur une équation

di¤érentielle du second orde linéaire, et sur un système d�équation di¤érentielle ordinaire non

linéaire, et ensuite on simule le problèm de l�épidémie de l�obésité.

3.1 Test numérique

Exemple 1 : Soit le problème suivant :8<:
u00(x) + 2u0(x) + u(x) = 2e�x x 2 ]0; 1] ;

u(0) = 3;
u0(0) = 1:

Avec la solution exacte

u(x) = (x2 + 4x+ 3)e�x:

On dé�nit l�erreur globale errglo qui rassemble l�erreurs de troncatures, les erreurs de la

méthode par

errglo = kuex� uappk2 :

uex : la solution exacte,

uapp : la solution approchée,

kk2 : la norme euclidienne.

La matrice A et B du système (2.9.3) sont devient :�
A = Id+ 2P T + (P T )2;
B = F � 5D0 �D1:
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Pour di¤érentes valeurs de �; j et nc; on a les résultats suivants.

Pour � = 1
2
:le cas de Legendre

j nc = 3 nc = 5 nc = 8
1 0:0261 1:4294e� 005 3:8177e� 008
2 0:0037 1:5425e� 006 1:8415e� 010
3 5:1580e� 004 7:8132e� 008 8:6700e� 013

:

Pour � = 1 :le cas de Tchebitchev de permière espèce

j nc = 3 nc = 5 nc = 8
1 0:0325 1:7203e� 005 6:3233e� 008
2 0:0043 2:0870e� 006 2:8889e� 010
3 5:8912e� 004 1:0543e� 007 1:3000e� 012

:

Pour � = 3
2

j nc = 3 nc = 5 nc = 8
1 0:0370 2:0043e� 005 9:3499e� 008
2 0:0049 2:6541e� 006 4:1901e� 010
3 6:6143e� 004 1:3287e� 007 1:8827e� 012

:

Notre méthode donne de bon résultat pour un problème avec une équation linéaire à coe¢ -

cients constants.

Exemple02 : Soit le système ordinaire non linéaire suivant :8>><>>:
u0(x) + u2(x) = v2(x) + 2w(x) + (3 + x)ex + x2e2x � 1� x2;
v0(x) + 2v(x) = u(x)� w(x) + 1� x� (1 + x)ex;
w0(x)� xw(x) = u(x) + v(x) + x� x2 � ex;
u(0) = 0; v(0) = 1; w(0) = �1;

x 2 ]0; 1] :

La solution analytique de ce système est8<:
u(x) = xex;
v(x) = 1� x;
w(x) = x� ex:

Nous appliquons la méthode des ondelettes de Gegenbauer combinée avec la technique de

découplage et quasi-linéairisation, on trouve les résultats suivants
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Pour � = 1
2

[j = 1]

nc u v w
3 0:0495 0:0138 0:0278
5 3:3513e� 004 4:2752e� 005 1:1441e� 004
8 3:1158e� 008 2:7599e� 009 9:5787e� 009

[j = 2]

nc u v w
3 0:0095 3:4269e� 004 0:0032
5 1:5472e� 005 6:1057e� 007 3:4746e� 006
8 1:6208e� 009 1:0446e� 010 1:0839e� 010

[j = 3]

nc u v w
3 0:0016 1:2328e� 004 4:6740e� 004
5 6:2746e� 007 5:8817e� 008 1:3424e� 007
8 1:7738e� 009 9:4665e� 011 7:2252e� 011

Pour � = 1

[j = 1]

nc u v w
3 0:0619 0:0179 0:0369
5 5:2019e� 004 5:7910e� 005 1:6416e� 004
8 5:5769e� 008 2:9555e� 009 1:1150e� 008

[j = 2]

nc u v w
3 0:0108 3:9262e� 004 0:0040
5 2:1033e� 005 5:5853e� 007 4:8327e� 006
8 1:5051e� 009 1:0358e� 010 1:1506e� 010

[j = 3]

nc u v w
3 0:0018 1:1700e� 004 5:5451e� 004
5 7:8932e� 007 5:7902e� 008 1:7097e� 007
8 1:7733e� 009 9:4665e� 011 7:2282e� 011

Pour � = 3
2

[j = 1]

nc u v w
3 0:0711 0:0210 0:0433
5 6:9101e� 004 7:5592e� 005 2:1611e� 004
8 8:7963e� 008 3:5116e� 009 1:4348e� 008

[j = 2]

nc u v w
3 0:0120 5:5858e� 004 0:0047
5 2:6622e� 005 6:1056e� 007 6:2471e� 006
8 1:3768e� 009 1:0222e� 010 1:2200e� 010

[j = 3]

nc u v w
3 0:0019 1:1496e� 004 6:3067e� 004
5 9:8421e� 007 5:7444e� 008 2:1299e� 007
8 1:7728e� 009 9:4671e� 011 7:2310e� 011
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On remarque que pour di¤érentes valeurs de �, les erreurs sont presque égals. La précision

s�améliore légèrement lorsqu�on augmente le nombre de niveaux, mais par contre l�augmen-

tation du nombre des points de collocations donne une amélioration sensible.

3.2 Simulation du modèle de l�épidémie de l�obésité

Soit le modèle mathématique de l�épidémie de l�obésité suivant8<:
dS
dt
= �N � [�I(t) + "]S(t)� �S(t);

dI
dt
= [�I(t) + "]S(t) + � [�I(t) + "]R(t)� (�+ )I(t);

dR
dt
= I(t)� � [�I(t) + "]R(t)� �R(t);

sur ]0; T ] ;

avec les conditions initiales 8<:
S(0) = N;
I(0) = 0;
R(0) = 0:

Les valeurs des paramètres du modèle sont

Paramètre Valeur de référence
N 100:000
1=� 69:4(ans)
� 2:96 � 10�7(par année)
" 0:012(par année)
� 8
1= 35:8(ans)

T est le temps de l�étude de cette épidémie qui égale à 200 ans.

Pour les données mathématiques, on prend :8>><>>:
nc = 8;
j = 3;
� = 3

2
;

T ol = 1e� 10:

On obtient les résultats suivants
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On remarque que le nombre des susceptibles diminue pendant que le nombre des infectés

augmente. on constate qu�à partir de 140 ans les courbes commencent a se stabilisées. A 60

ans, on obtient l�équilibre entre les susceptibles et les infectés.

Cette �gure montre que le nombre de personnes qui sont ex-obèse augmente pour ce stabiliser

à partire de 140 ans.



Conclusion

CONCLUSION

Dans ce travail, on a présenté un modèle de l�épidémie de l�obésité. On a proposer une

méthode numérique pour la résolution une équation di¤érentielle ordinaire basée sur les

ondelettes et les polynômes de Gegenbauer. On a testé cette méthode sur deux exemples

dont on connait leurs solutions analytiques, et on a obtenu des résultats satisfaisantes avec

des erreurs à l�ordre 10�12 avec un petit nombre de points de collocations. on a constaté aussi

que cette technique est stable numériquement.

Ensuite, on a appliqué cette méthode sur le modèle de l�épidémie de l�obésité, et les résultats

obtenus sont trés proches aux résultats obtenus par l�article [4].

Comme perspectives pour ce travail, on peut proposer un modèle de type de SIRS (les

personnes redevient susceptibles aprés guérison). On peut aussi proposer une méthodes des

ondelettes de Jacobi ou des ondelettes de Gegenbauer en deux dimensions.
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3.3 Annexe

Annexe A

OMS : (organisation mondiale de la santé) est l�autorité directrice dans le domaine de la

santé des travaux ayant un caractère international au sein du système des Nations Unies.

Epidémie : augmentation rapide de l�incidence d�une pathologie. Bien que souvent utilisé

dans un contexte de maladies infectieuses, ce terme peut être utilisé pour des phénomènes

biologique généraux (obésité, fracture de la hanche chez les personnes âgées, suicide, etc...).

Pandémie : épidémie causée par une maladie infectieuse émergente qui prend des propor-

tions contimentals voire planétaires.

Susceptibles : ils représentent les personnes saines, n�ayant pas encore été infectées. C�est

le réservoir dans lequel la maladie viendra puiser pour pouvoir se répondre.

Infectieux : ce compartiment représente ceux qui, dans la population sont non seulement

déjà infectés, mais également capables de transmettre la maladie à leur tour.

Guéris(par exemple les ex-obèses) : ce compartiment contient les précédents infectieux

qui sont guéris, lorsque l�on suppose qu�ils ne redeviennent pas immédiatement susceptibles.

Ils peuvent acquérir une immunité dé�nitive ou passagère.

Le modèle SI : ce sont des modèles où l�hypothèse principale est qu�un individu une fois

infecté, devient immédiatement capable de transmettre la maladie. C�est ce que Ross a

supposé dans son modèle de 1917.

Le modèle SIS : Dans ce type de modèle, on présume qu�aprés l�étape infectieuse l�individu



3.3 Annexe 33

guérit et redevient aussitôt susceptible, c�est à dire qu�il peut à nouveau être contaminé. C�est

le cas de Filipe et Gibson (2001).

Le modèle SIR : divise la population en trois catégories : les individus susceptibles de se faire

infecter, les individus infectés et contagieux ne pouvant plus transmettre la maladie(guérison,

immunité, décès).

Le modèle SIRS : il s�agit d�une modélisation qui fait l�hypothèse que l�on redevient sus-

ceptible aprés guérison. il y a par exemple, Zhonghua et Jigen ( 2007), qui ont travaillé

sur un modèle épidémique dont l�infectiosité dépend de l�âge, avec un taux de contact non

linéaire.
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Annexe B

Dé�nitions : - L�espace L2 ([a; b]) est l�espace des fonctions carrées sommables, c�est à dire ;

f 2 L2 ([a; b]) si et seulement si
bR
a

f 2(x)dx <1:

- On dé�nit le produit scalaire sur L2 ([a; b]) par ;

hu; vi =
bR
a

u(x)v(x)dx; u; v 2 L2 ([a; b]) :

- On dit qu�une famille de fonctions (vi)i2N est orthogonale si

bR
a

vi(x)vj(x)(x)dx = 0; i 6= j;8i; j 2 N:

- On dit qu�une famille de fonctions (vi)i2N est orthonormale, si elle est orthogonal et de plus ;

bR
a

jvi(x)j2 dx = 1; i 2 N:

L�intégration et la dérivation d�ordre n

J (n)(1� x)k = (�1)n �(k + 1)

�(n+ k + 1)
(1� x)k+n:

où J (n) : l�intégarle d�ordre n:

Dn
x(1� x)k = (�1)n

�(k + 1)

�(k � n+ 1)(1� x)
k�n:

avec Dn : la dérivée d�ordre n:

La fonction GAMMA

8>><>>:
�(z) =

1R
0

e�uuz�1du;

�(z + 1) = z�(z);
�(1

2
) =

p
�:

Les polynômes de Jacobi

Les polynôme de Jacobi satisfont l�équation di¤érentielle

(1� x2)y00 + (� � �� (�+ � + 2)x)y0 + n(n+ �+ � + 1)y = 0:
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En posant  = 2n+ �+ �; les polynôme de Jacobi véri�ent les relations suivantes :

(1� x2)J 0n(x) = n(�� � � x)Jn(x) + 2(n+ �)(n+ �)Jn�1(x):

J (�;��1)n (x)� J (��1;�)n (x) = J
(�;�)
n�1 (x):

J (�;��1)n (x) = (n+ �+ �)J (�;�)n (x) + (n+ �)J
(�;�)
n�1 (x):

(1� x)J (�+1;�)n (x) + (1 + x)J (�;�+1)n (x) = 2J (�;�)n (x):

Formule de Rodrigues :

Jn(x) =
(�1)n
2nn!

1

(1� x)�(1 + x)�
dn

dxn
((1� x2)n(1� x)�(1 + x)�):

Formule d�intégration :

2n
xR
0

J (�;�)n (t)(1� t)�(1 + t)�dt = J (�+1;�+1)n�1 (0)� (1� x)�+1(1 + x)�+1J (�+1;�+1)n�1 (x):

Les polynômes de Jacobi sont des polynômes orthogonaux sur [�1; 1] relativement à la fonc-

tion poids

!(x) = (1� x)�(1 + x)�:

Si m = n

1R
�1
J (�;�)n (x)J (�;�)n (x)(1� x)�(1 + x)�dx

=
2�+�+1

2n+ �+ � + 1

�(n+ �+ 1)�(n+ � + 1)

n!�(n+ �+ � + 1)
:

sinon
1R
�1
J (�;�)n (x)J (�;�)n (x)(1� x)�(1 + x)�dx = 0:

Preuve :

Pour n = m;
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D�aprés la formule de Rodrigues on a :

1R
�1
J (�;�)n (x)J (�;�)n (x)(1� x)�(1 + x)�dx

=
1R
�1

(�1)n
2nn!

dn

dxn
((1� x2)n(1� x)�(1 + x)�)J (�;�)n (x)dx;

=
1R
�1

(�1)n
2nn!

dn

dxn
((1� x)n+�(1 + x)n+�)J (�;�)n (x)dx:

par l�intégration par partie on obtient :

1R
�1
J (�;�)n (x)J (�;�)n (x)(1� x)�(1 + x)�dx

=
(�1)n
2nn!

Z 1

�1

dn�1

dxn�1
(1� x)n+�(1 + x)n+�(J (�;�)n (x))0dx:

et on reintègre (n� 1) fois par partie on trouve :
1R
�1
J (�;�)n (x)J (�;�)n (x)(1� x)�(1 + x)�dx (3.3.1)

=
(�1)n
2nn!

(�1)n
Z 1

�1
(1� x)n+�(1 + x)n+�Dn

xJ
(�;�)
n (x)dx:

On a la propriété suivante :

J (�;�)n (x) =
�(n+ �+ 1)

n!�(n+ �+ � + 1)

nP
k=0

�
n
k

�
�(n+ k + �+ � + 1)

�(k + �+ 1)

�
x� 1
2

�k
:

alors la dérivée d�ordre (n) de J (�;�)n est :

Dn
xJ

(�;�)
n (x) =

�(n+ �+ 1)

n!�(n+ �+ � + 1)

�(2n+ �+ � + 1)

�(n+ �+ 1)

n!

2n
;

=
�(2n+ �+ � + 1)

2n�(n+ �+ � + 1)

on la remplace cette dernière dans (3.3.1) comme suit

1R
�1
J (�;�)n (x)J (�;�)n (x)(1� x)�(1 + x)�dx (3.3.2)

=
(�1)n
2nn!

(�1)n
Z 1

�1
(1� x)n+�(1 + x)n+� �(2n+ �+ � + 1)

2n�(n+ �+ � + 1)
dx;

=
�(2n+ �+ � + 1)

22nn!�(n+ �+ � + 1)

Z 1

�1
(1� x)n+�(1 + x)n+�dx:
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on intègre
1R
�1
(1� x)n+�(1 + x)n+�dx; (n+ �) fois par partie, on trouve

Z 1

�1
(1� x)n+�(1 + x)n+�dx = �(n+ �+ 1)�(n+ � + 1)

�(2n+ �+ � + 1)

1R
�1
(1 + x)2n+�+�dx: (3.3.3)

En remplaçant la formule (3.3.3) dans (3.3.2) :

�(2n+ �+ � + 1)

22nn!�(n+ �+ � + 1)

Z 1

�1
(1� x)n+�(1 + x)n+�dx

=
�(2n+ �+ � + 1)

22nn!�(n+ �+ � + 1)

�(n+ �+ 1)�(n+ � + 1)

�(2n+ �+ � + 1)

1R
�1
(1 + x)2n+�+�dx;

=
�(n+ �+ 1)�(n+ � + 1)

22nn!�(n+ �+ � + 1)

1R
�1
(1 + x)2n+�+�dx;

=
�(n+ �+ 1)�(n+ � + 1)

22nn!�(n+ �+ � + 1)

�(2n+ �+ � + 1)

�(2n+ �+ � + 2)
22n+�+�+1;

=
�(n+ �+ 1)�(n+ � + 1)�(2n+ �+ � + 1)

n!�(n+ �+ � + 1)(2n+ �+ � + 1)�(2n+ �+ � + 1)
2�+�+1;

=
2�+�+1�(n+ �+ 1)�(n+ � + 1)

n!(2n+ �+ � + 1)�(n+ �+ � + 1)
:

d�où le résultat.

Les polynômes de Gegenbauer

Les polynômes de Gegenbauer G(�)n de degré n, sont les polynômes dé�nis par la relation de

récurrence pour � > �1
2

(n+ 1)G
(�)
n+1(x) = 2(n+ �)G

(�)
n (x)� (n+ 2�� 1)G

(�)
n�1(x);

et les conditions d�initialisation

G
(�)
0 (x) = 1 G

(�)
1 (x) = 2�x si � 6= 0 G

(0)
1 = 2x:

Les polynômes de Gegenbauer sont solutions de l�équation di¤érentielle

(1� x2)y00 � (2�+ 1)xy0 + n(n+ 2�)y = 0:

Les polynômes de Gegenbauer véri�ent les relations de récurrence

(1� x2)dG
(�)
n

dx
(x) = �nxG(�)n (x) + (n+ 2�� 1)G

(�)
n�1(x):
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(n+ �)G
(��1)
n+1 (x) = (�� 1) (G

(�)
n+1(x)�G

(�)
n�1(x)):

Formule de Rodrigues

G(�)n (x) =
(�1)n �(�+ 1

2
)�(n+ 2�)

2nn!�(2�)�(�+ n+ 1
2
)

dn

dxn
((1� x2)�+n� 1

2 ):

Formule d�intégration

n(2�+ n)

2�

xR
0

G(�)n (t)(1� t2)��
1
2dx = G

(�+1)
n�1 (0)� (1� x2)�+

1
2G

(�+1)
n�1 (x):

Les polynômes de Gegenbauer sont des polynômes orthogonaux sur l�intervalle [�1; 1] relati-

vement à la fonction poids

! = (1� x2)�� 1
2 :

Si m = n;

si � 6= 0 et si m = n;

1R
�1
(1� x2)�� 1

2G�n(x)G
�
m(x)dx =

�21�2�

n!(n+ �)

�(n+ 2�)

�(�)2
:

si � = 0;

1R
�1
(1� x2)� 1

2G0n(x)G
0
m(x)dx =

2�

n2
:

Sinon,
1R
�1
(1� x2)�� 1

2G�n(x)G
�
m(x)dx = 0:

Preuve :

Pour m = n; et � 6= 0;

on a

G�k(x) =
�(�+ 1

2
)�(k + 2�)

�(2�)�(k + �+ 1
2
)
J
�� 1

2
;�� 1

2
k (x):

Alors,
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1R
�1
(1� x2)�� 1

2 (G�n(x))
2dx

=

�
�(�+ 1

2
)�(n+ 2�)

�(2�)�(n+ �+ 1
2
)

�2 1R
�1
(1� x2)�� 1

2

�
J
�� 1

2
;�� 1

2
k (x)

�2
dx;

=

�
�(�+ 1

2
)�(n+ 2�)

�(2�)�(n+ �+ 1
2
)

�2
22��2(�+ n+ 1

2
)

n!2(n+ �)�(n+ 2�)
;

=
22��1�2(�+ 1

2
)�(n+ 2�)

n!(n+ �)�2(2�)
;

=
22��1

�
(�� 1

2
)(�� 3

2
):::1

2
�(1

2
)
�2
�(n+ 2�)

[(2�� 1)(2�� 2):::1]2 (�+ n)n!
;
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3.3 Annexe 40

Mon grand père est décédé le 17 Mai 2014.

JADI, je t�oublierai jamais, et tu sera toujours dans mes penses et dans mon coeur.

Je t�aime beaucoup, tu vas me manque beaucoup.

Mon réve que tu reste vivant le jour de ma soutenance, mon réve de te montre ma réussite.

Je vais jamais oublie ce que tu ma dit, et ce que tu ma donne, je vais le garder toujours je

t�aime mon grand père.

Vous la miséricorde de Dieu.
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