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INTRODUCTION

Nous considérons dans ce mémoire la classe des systémes singuliers et on s’intéresse a leur
résolution. Ces systémes sont d’un grand intérét pour modéliser de nombreux procédés pra-
tiques. Notons que ces derniers se rencontrent dans 1’étude des systémes interconnectés, les
réseaux électriques, la robotique, plus généralement les structures mécaniques. A I'instar des
modeéles standards. Nous nous sommes intéressé a la régularité, qui veut dire I’existence d’une
solution unique du modele d’état généralisé. A la résolution par I’approche Gantmacher [1],
2], [3] pour la classe des modeéles singuliers & temps non variables. Dans le chapitre qui suit,
lanalyse des modeles a temps variables sera également considérée [3]. Nous signalons que
dans ce cas nous avons étendu ’approche aux modeles & temps variables.

L’approche par la transformée de Laplace a été de méme rappelée au début de ce mémoire.
Toutes les approches ont été illustrée par des exemples numérique.

Historiquement, tout revient aux travaux de Weierstrass (1867) pour le cas de faisceau régulier
qui veut dire faisceau & déterminant non identiquement nul; et dans le cas le plus général a

ceux de Kronecker (1965).



Chapitre 1

Définitions de Bases et Propriétés

Dans cette section, nous proposons quelques définitions et propriétés concernant la transfor-

meée de Laplace .

1.1 La transformée de Laplace

La transformée de Laplace est un outil important et trés puissant pour résoudre les équations

et les systémes différentiels linéaires en temps continu.

1.1.1 Définition

Une fonction est dite Causale, si elle est nulle pour ¢ < 0.

1.1.2 Définition

Soit f une fonction du temps ¢ et causale, sa transformée de Laplace notée F'(p) est donnée

par,

LIF(t)] = Fp) = F(t).e . (1.1.1)

0

ol, p est a priori un nombre complexe.

Condition suffisantes d’existence :
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Ce ne sont pas toutes les fonctions qui ont une transformée de Laplace. Nous allons mainte-

nant donner des conditions sur f(t) qui garantissent l'existence de

+oo
f(t)e Pdt. (1.1.2)
0

Théoréme 1.1.1 Si f(t) est continue par morceauz sur tout intervalle fini [0,a], a = 0, et

est de l'ordre de e
quand t — +o00, la transformée de Laplace L(f(t)) existe pour tout p > b.

Exemple 1.1.1 On considére la fonction exponentielle définie sur [0, +o00]

Si f(t) =€k et keR.

Alors :
+o0
L) = / eMe Pt
0
= lim k=Pt qf
o Jo
= lim ! (ek=Pr _ 1)
r—oo kg — p
1
= —— sip>k,
- sip
d’ou :
ket 1 -
L(e >_k‘T si p > k.
en particulier :
1
sik=0 alors : L(1)=- ,p>0.
p

une fonction unité, donc :
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1.2 Table de quelques transformée de Laplace

fonction f (t) transforméel(f(t)) = F(p) conditions
1 5 Re(p) = 0
— Re(p) = 0
" . Re(p) » 0
et pia Re(p) > 0
cos (at) S Re(p) - 0
sin (at) Tt Re(p) = 0
sh (at) - Re(p) | |
ch (at) L Re(p) | a |

1.2.1 Propriétés de la transformée de Laplace

Pour tout «, 5 € R et pour f, g deux fonctions causales, nous décrivons les propriétés impor-

tantes et utiles pour répondre a certains problémes de résolution.

1. Linéarité :
Si a et [ sont des constantes quelconques et f (¢) , g () sont des fonctions dont les trans-

formées de Laplace sont respectivement F'(p) et G (p), alors;

Llaf () +Bg )] =aLllf )]+ BLg ()] =aF (p)+ BG (p). (1.2.1)

2. Dérivation :
Soit f une fonction vérifie les conditions du théoréme (3) et soit F' (p) = L(f (t)) alors :

Si f () est continue sur I'intervalle [0; +oo[ on a :

cf”@]:mwm—fm> (1.2.2)

3. Intégration :

Si L(f (t)) = F (p) alors :
L /f (w)du| = —= (1.2.3)
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4. Retard temporel :

Soit la fonction : t — f(t — 7) avec T € RT, telque f vérifie les conditions du théoréme (3),
et soit F'(p) = L(f (t))

alors :

LIf(t—7)=e"F(p) (1.2.4)

5.Convolution :
Si f et g vérifient les conditions du théoréme (3), alors la transformée de Laplace de h = fx*g

est le produit des transformée de Laplace de f et g, c’est -a-dire que l'on a :

LIf@)xg®)] = £(f (1) *£(g(t) = F(p).G(p) (1.2.5)

6.Théoréme de la valeur initiaie :
Si une fonction f vérifient les conditions du théoréme (3), et admet pour transformée de

Laplace la fonction F',

alors :
- _ (0"
pinjoopF (p) = f(07). (1.2.6)
lim F(p)=0. (1.2.7)
p—r+00

a condition que ces limites existent.

7. Propriété de changement d’échelle :

On pose la fonction : t — f(at) et a € R ,telque f vérifie les conditions du théoréme(3), et
soit I (p) = L(f (1))

alors :

£ () = -7 (2. (1.2.8)

8. Multiplication par ¢~ :
Soit f une fonction vérifie les conditions du théoréme(3) et soit F' (p) = Lf (t),
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alors :
L(ft)e™)=F(p+a) avec a€R. (1.2.9)
9. Multiplication par ¢ :
St L(f(t)) = F (p)
alors :
L{tf(t)} = (=1)F" (p). (1.2.10)
10. Multiplication par t" :
St L(f(t)) = F (p)
alors :
LSO} = (<1 F o). (12.11)
ou n entier positif (n =1,2,3...).
11. Théoréme de la valeur finale :
si lim, 4o f (t) existe alors :
Jim f(t) = lim pL[f (¢)] (1.2.12)

1.2.2 Transformée inverse de Laplace :

La transformée inverse de la place notée f (t) dite aussi originale d’une fonction F' (P) est

définie par

1

LHF(p)=f(t)= o)

/O+OO F(p).e!dp (1.2.13)

ol, le chemin d’ intégration peut étre choisi quelconque dans le plan complexe a condition

de rester dansle domaine de convergence de F(p)
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1.2.3 Propriétés des transformées inverses de Laplace :

1. Linéarité :

Si a et B sont des constantes quelconques et F(p), G(p) les transformées de Laplace de f(t)

et g(t) respectivement

alors :

L7 {aF (p)+ BG (p)} = oL {F (p)} + BL{G (p)}

2. Propriété de changement d’échelle :
Si
L7HF (p)} = f(t)
alors :
L (hp)} = -+
k™ k
avec ke R

3. Propriété de translation :

Si
£7F ()} = f(2)
alors :
£7HYF (p—a)} = e (1)
avec ac€ R

4.Transformeée inverse de dérivées :

Si
LF ()} = ()
alors :
L {F () = £ {%F <p>}

5. Multiplication par p :
Si
L7HF (p)} = f(t) et f(t)=0

(1.2.14)

(1.2.15)

(1.2.16)

(1.2.17)
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alors :

L7HpF (p)} = ['(t) (1.2.18)
6. Division par p :
Si

L7THF (p)} = f()

£ {?} = /Ot f(u)du (1.2.19)

alors :



Chapitre 2

Trajectoire d’états et réponse de
systémes singuliers en temps continu

Nous rappelons briévement dans cette section l’expression des trajectoires d’états et des
réponses de systémes linéaires singuliers en temps continu, voir[5], [6] et [7] pour plus de

détails.

2.1 Trajectoire d’états de systémes singuliers en temps
continu

Considérons le systéme linéaire continu suivant,

Ei(t) = Ax(t) + Bu(t), (2.1.1)

y(t) = Cz(t) + Du(t)

ou z(t) € R"est un vecteur d’état, u(t) € R™ est le vecteur d’entrée, y(t) € RP est le vecteur

de sortie et E, A, B, C et D sont des matrices réelles de dimensions appropriées.

Définition 2.1.1 Le systéme (2.1.1) est dit singulier si detE = 0. Dons le cas contraire,
c’est a dire si det E # 0, il est dit standard. St E = I,, , le systéme est aussi appelé standard

(ou explicite).
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Définition 2.1.2 Le systéme (2.1.1) est dit régulier si et seulement si
det(sE—A) #0 (2.1.2)
pour un certain s € C.

Remarque 2.1.1 Si det E # 0, alors en multipliant (2.1.1) par E~1, on obtient le systéme

sutvant,

i(t) = E'Ax(t)+ E'Bu(t) (2.1.3)

y(t) = Cx(t) + Du(t)

qui est un systéeme explicite.
Pour un systéme singulier, on supposera pour la suite que det (sE — A) # 0
pour un certain s € C. Dons ce cas, on peut écrire la matrice résolvante comme unique série

de laurent

[F.L.Lewis, 1984 ;T .KaczoreK,1993]

(sE—A) =51 Z ;8" (2.1.4)

=—p

ot 4 est appelé indice de nilpotence du faisceau (s£ — A) voir [10], [8] et [9] , il est décrit

par,

p=rgE — degldet(sE — A)] + 1 (2.1.5)

¢, est appelée la matrice fondamentale de (2.1.1) . Il s’ensuit directement de la relation

(2.1.4) que la matrice fondamentale ¢, satisfait les équation suivantes,

Ep, — Ap; y = ool (2.1.6)

o B — 0, 1A = doil
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ol dy; est le delta de Kronecker [10] , [11], [1] et [12] .

Dans [12], 'auteur montre comment calculer les ¢, tout en supposant disponibles ¢, et
¢_,.par contre, dans [10] ,

la matrice fondamentale est calculée & partir des matrices E et A en utilisant I'inverse de
Drazin [14] , qui a été développé ensuite par T.Kaczorek voir [13].

Nous avons quelques propriétés de la matrice fondamentale .

1
9, =0 pour 1< =N
2
) ¢;y1 pouri =0
PoAs, = { 0 pour 2 < 0
3
_ 0 pour: >0
—9-1Fp, = { ¢, , pouri=<0
4
¢; = (%A)i(bo, pourt = 0
5
- ¢, pouri =0
oLy, = { 0 pour i < 0
6
B 0 pour:>=20
—0-14s, = { ¢; pouri <0
7
) &1 pouri=0
Pods, = { 0 pour ¢ < 0
8

B 0 pour:>=0
—0-1 By, = { b1 pour i < 0

Exemple 2.1.1 Considérons les matrices E et A suivantes,
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100 100
=(010[A=1]0 01
00 0 010
alors,
L 0 0
(sE-A)']0 0 -1
0 -1 -—s

Ici I'indice de nilpotence est 1 = 2. Les matrices fondamentales sont,

1 00
¢,= 10 0 0
000
0 0 0
;=10 0 O
0 -1 -1
pour >0
00 O
p_o=10 0 0
00 —1
Remarque 2.1.2 St E = 1, alors
¢; =0 pouri <0 (2.1.7)
¢; = A" pouri =0 (2.1.8)
2.51 F est inversible,
(sE—A)'=(I—(s'EA) B s = | ) (ETA) T BT (2.1.9)
i=0
on en déduit alors,
9, =0, pour ¢ < 0

po=FE"Y ¢ =(ETAET

?

¢y = E'Ap, = (ETAPEY

¢, = (B 1A)¢;, , = (E7TA)YEL, pour i >~ 0

(]
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La solution z(t) du systéme (2.1.1) avec la condition initiale x(ty) = z et le controle u est

donnée par (voir par exemple [15]) :

t

I
z(t) = e AT By 4 /e% A=) Bu(t)dr + Z qb,j(Bu(j_l) + Exo0Y(2)).10)

to J=1

Preuve. par application de la transformée de Laplace a I’équation () on obtient, [ par

application de la transformée de Laplace a I’équation (2.1.1) on obtient,

sEX(s)— Exy = AX(s)+ BU(s)
sEX(s) — AX(s) = Ezo+ BU(s)
(s — A)X(s) = FExo+ BU(s)

Le systéme (2.1.1) étant régulier, donc (sE — A)~! existe pour un certain nombre s€ C, par

suite

X(s5) = (sE — A) " (Exy + BU(s))

De la relation (2.1.4), il s’ensuit,

X(s)= Y b~ *D(Exo + BU(s))

T=—

X(s) = Z b;s TV Exg Z b,s TV BU(S)

T=—p i=—p

0o o0 H H
X(s)=> ¢ Bz + > ¢,sTVBU(s)) + Y s "V Exg + Y ys TV BU(s).
=0 =0 =1 =1
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Enfin, nous utiliserons la transformée inverse de Laplace et le théoréme de convolution pour
obtenir la solution du systéme,

sachant que

¢0AT Z¢ g (i+1)

On aura alors :

o M
:Ij(t) — E’x0€¢0At¢0 + Bﬁ_l[ﬁ(e%mgbo)ﬁ(u(t))] + ExoZCbiqé(i*l) + BZ¢—iu(i_l)(t)

Iz Iz
w(t) = Ewoe®T o+ (€27 ) x Blu(t)] + Exo Y | ¢_ 0"V + B> ¢_ul V(1)

1=1 i=1

Par conséquent,

{E(t) = €¢0At¢0ExO —|—/ PoA(t—T7 QS Bu d7'+ Z¢ ( )‘f‘El‘ 51 1)( ))

Exemple 2.1.2 : Si on considére le systéme (2.1.1) avec :

010 100 1
E = 100 1|, A=1|(0 0 0}, B= |0
000 010 1
C =1001, D=2
alors,
det(sE — A) = —

donc le systeme est régulier et l'indice de nilpotence p = 2, par conséquent les matrices

fondamentales sont tels que,

0 0 —1 -1 0 O 000
p_o=10 0 0|, p_,=10 0 -1}, =10 0 O
00 O 0 0 0 010
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Par suite,

¢0A =

o O O
o O O
o = O
_— o O

d’apres la propriété 2, on obtient,

000
¢, = PgAp;_; =10 0 0], pouri >0,
0 00
La solution du systéme est par suite donnée par,

2(t) = e*oM gy Exg + ¢_ 1 Bu(t) + ¢_1 Exg + ¢_oBul (t) + ¢_ Exgd™ (1))

—u(t)  —m6(t) —uM(2)

Nous allons maintenant montrer une autre caractérisation qui nous permettra de vérifier

Pexistence de la solution de 1’equation(2.1.1)
Théoréme 2.1.1 Si la relation (2.1.2) est vérifiée, alors I'équation (2.1.1) et l’équation,

I
i = gpAzo + ¢oBu+ Y ¢_;(BuV) + Exd") (2.1.11)
=1

x(0) =x9 possédent la méme solution,

t

W
2(t) = PNy By + / MG Bu(r)dr + Y ¢ (BuYY 4+ EzgdV™  (2.1.12)
0 j=1

Preuve.
D’ aprés ce qui précéde, la relation () est solution de ().inversement, moyennant () et les
propriétés 7 et 8 on vérifie facilement que,

I
$oAz + ¢pBu+ Y ¢ (Bu) + Exod") = ¢y A(e® + ¢y Exg+

=1
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t

p p
AT g Bu(t)dr Y ¢ (BuU™ + ExgdU ™) + ¢ Bu+ > ¢_(Bu + Exe6V
0 J 0 0 J 0
0 J=1 j=1
t

M
= poAe®opExg + ¢, A / e g Bu(r)dr + ¢oBu+ Y ¢_;(BuY) + ExgdV)) = i

0 j=1

Ce qui achéve notre pr O

2.2 Réponse de systéme singulier en temps continu :

2.2.1 Cas standard :

Considérons le systéme linéaire standard en temps invariant suivant,

#(t) = Az(t)+ Bu(t), (2.2.1)

y(t) = Cux(t) + Du(t)

Pour tout ¢ > ¢y, nous obtenons,

_ Trajectoire d’état :
t

w(t) = ety 4 /eA(tT)Bu(T)dT (2.2.2)
to

Réponse du systeme :

t
y(t) = CeAt-0) g 4 C / M7 Bu(r)dr + D(r) (2:23)

to

Matrice de réponse impulsionnelle :
G(t,t) = CeAt=0)I B L D§(t — o) (2.2.4)

Apres avoir rappelé les trajectoires d’état et les réponses d’un systéme standard, la notion
de réponse impulsionelle sera donc développée dans le cas des systémes singuliers & temps
continu . Nous expliciterons en paralléle la notion de fonction de transfert pour ce type de

systemes.
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2.2.2 Cas singulier :

La sortie du systéme singulier (2.1.1) est donnée par :

y(t) = Cz(t) + Du(t) (2.2.5)

t
n
y(t) = Ce%AtExO/CG%A(t_T)%BU(T)dT+ Z C¢_;(Bul™Y + Exgs¥ ) + Du(t) (2.2.6)
0

Jj=1

En substituant xy = 0 et u(t) = §(¢) dans (2.1.1), on obtient la réponse impulsionnelle g(t)
du systéme (2.2.7)

Ce®op, B pour t>0

1
g(t) = Ceboip, B + Z Co_;(BsYD(t) + Di(t) pour ¢ =0

j=1

La matrice de transfert du systéme est,
T(s)=C(sE—A)'B+D (2.2.7)
Une substitution de (2.1.6) dans (2.2.8) donne,

00 W
T(s)=>» C¢Bs "+ Y C¢ BsV™V +D (2.2.8)
=0

j=1

Si on remplace la propriété 4 dans (2.2.9) , on obtient,

00 7
T(s)=C | (pA)'s | B+ > Co_j(BsV™ +D (2.2.9)
1=0 j=1

Enfin, en appliquant, la tranformeée de Laplace, on aura alors la relation (1.1.2).



Chapitre 3

Theorie de
KRONECKER-WEIERSTRAS des

faisceaux de matrices

Définition 3.0.1 On appelle X matrice ou matrice polynomiale (N € k) toute matrice

A = (ai; (M) =im

7=1n

ol

Définition Un faisceau de matrices AA + B est une matrice polyndémiale dont les coefficients
sont des polynémes de degré inférieur ou égal & 1, ot A est une variable indéterminé.

A et B sont deux matrices quelconques de méme ordre (m X n).

Définition Si le rang r du faisceau de matrice AA + B est tel que r = m = n, alors le faisceu

est dit régulier (F.R). (i.e det(ANA+ B) #0).

Définition Sir < m = n le faisceau est appelé faisceau singulier carré (F.S.C') Sim # n,

il sera dit singulier rectangulaire (F.S.R).

Une forme canonique pour les faisceaux réguliers est établie par WEIERSTRASS (en1867)
sur la base de sa théorie des diviseurs élémentaires.(Algorithme ci dessous )

Plus tard KRONECKER (en 1890) par ses recherches a formulé un résultat fondamental
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pour les faisceaux singuliers qui porte sur I’éxistence de bases dans les quelles le faisceau

AA+ B prend un forme canonique quasi diagonale plus générale que celle de WEIERSTRASS.

Nous donnerons par la suite les deux théorémes de WEIERSTRASS et KRONECKER

suivi d’'un algorithme.

Théoréme 3.0.1 De Weierstrass :

Cas d un Faisceau Régulier

Tout faisceau régulier N\A + B peut étre réduit en une forme quasi-diagonale canonique

(strictement équivalente)
J+ A 0
NH1

ou la forme normale du premier bloc diagonal J 4+ Al est déterminée d’une facon unique

par les diviseurs élémentaires finis (D.E.F ) de AA + B et les s derniers blocs diagonaux

correspondent aux diviseurs élémentaires infinis  ( D.EI) g, e , lig. du faisceau
donné.
avec :
1 0 0 1 0
Nt = "M 4 H = ! + |
: 1
0 1 0 . 0
1 1 0
0
1
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Théoréme 3.0.2 GENERAL (KRONECKER (1890))

Un faisceau AA + B peut toujours étre mis sous la forme quasi -diagonale suivante :

0|
L.]
L.
N
)\A0+BO |_ J -+ [J
Avec :
L., 0 1 0
L._ , ou L. =
1 0
L&‘F O ]_
L, 1 0
L = ' ou L, = |’
: 0
L., 0 1
E1 = €2 = ittt i €F—06t M1 = 9 = civviiinnennnn :%F—O

correspondent au bloc nul.

Le faisceau AAg+ By est regulier (WEIERSTRAS).

3.0.3 ALgorithme :[3]

a)Bloc nul :

g (resp.h) est le nombre maximum de solutions constantes, independantes et non nulles
appartenant a Ker(AA + B) (resp Ker(AA' + B')) : (AA' + B’ est le faisceau transposé du
faisceaulA + B ).

b)Bloc L.et L.:

Dons ce cas, on s’intéresse uniquement aux solutions polynomiales non nulles .
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Si I'équation (AMA + B)z = 0 (z matrice colonne inconnue) posséde des solutions polyno-

miales , considérer celle de degré minimal € > 0 , soit :
z(AN) =29 — Axy 4+ NTo + (=) Az, Tey 0

d’ou naissance du bloc L.,
on a deux possibilités :

p.1 : Présence du bloc nul :

0]
A + B~ Le, (F)
i M| + B}
p.2 :Absence du bloc nul :
A
M+ B~ _ M+ B,

Etudions par exemple le cas P.1 alors :
_Sie; <m—honalaforme (F),sinon ie: e =m—hlebloc A\A; + By est absent et stop.
_ Si les lignes de AA)} 4+ B} sont linéairements indépendantes stop.
Considérer alors le faisceau transposé AA; + By, i.e.considérer I'équation (A} + B})y =0
et refaire le méme raisonnement de {A} , d’ou naissance du bloc L,
__Sinon on s’intérésse aux solutions polmynomiales non nulles de degré minimale €5 > 1 > 0
appartenant a Ker (A5, + B]) , si de telles solutions éxistent : d’ou le bloc L.,.

a) Sieg+e <m—h,ona

0]

. L€1J
M+ B = Les]

Ay + B,

b) Dans le cas contraire, i.e. si £; + €3 = m — h,le bloc )\1212 + BQ est absent
Dans a si les lignes de AAy + B, sont lineairement indépendantes stop : regarder A\Aj,, B}

d’ou le bloc L'ey , sinon on s’intérésse a </\/~1 + B) x? =0.
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* Le processus se continu, vue le nombre de solutions linéairement independantes est toujours

au plus n, ce processus a donc une fin-

Remarque 3.0.1

une fois que les blocs L.sont déterminés, vient le tour des blocs L. donc on arréte jusqu au
bloc régulier AAy + By

(ou les colonnes et les lignes sont lineairement indépendantes).

__Si dans le faisceau donné AA + B, le rang r = n alors , les blocs L. sont absents (p = 0)
_Si 7 =m, alors les blocs L. sont absents (¢ = 0).
_ Chaque bloc AA; 4+ B; est déterminé comme en ( §)
(§) :Quand le faisceau AA + B est présent , il est déterminé grace a la stricte équivalence du
faisceau AA + B a la forme (F) (i.e .il existe deux matrices réguliéres a coefficients constants

P et Q' telles que :

par résolution de (p) on retrouve A’ + B’
c¢) Bloc J + AI : il est déterminé par les diviseurs élémentaires finis.
Définition et calcul des D.E.F :

(i) : Calculer r = rang (AA + B);
(ii) : Calculer les D;(\) = P.G.C.D de tous les mineurs d’ordre j = 1,7 on a C/, x C/

mineurs d’ordre j avec Dj(A)/Dj_1(N\)  j=2,r et Do(A) =1 (par convention )

(iii) :Recherche des polynoémes dits invariants ;(A) , j = 1,r avec les formules suivantes :

nN) =295 ) =R s () = B8 =Dy
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ou ’lj()\>/2],1()\) N j:2,7”1

(iv) : Décomposer les i(\) (i =1,7) en facteurs irréductibles

i1(A) = (g1 V)] [g2(A)] e [9s()) 5
ia(A) = (g™ (2] e [9s(M)]*
ir(A) = [g1 V][22 o, [gs(\)]" .
par définition, les [g1(A)]™ [g2]™ covvvoveeee . [95(\)]* distincts de i sont appelés les diviseurs

élémentaires finis (D.E.F) du faisceau \A + B.
d) Bloc N*: il est déterminé par les D.E.I

Recherchedes D.E.I :
(i) : Considérer N\A+uB (faisceau de matrices homogeénes en A et u) et calculer D(A, ) =det(AA, uB).
(ii’) : Calculer Les Dy, (A, u) = P.G.C.D de tous les mineurs d’ordre k k=1, r

(iii) :Recherche des polynomes invariants i (A, ) .

D.(\p)
Drfl()‘> :u) ’

Drfl()‘ﬂ) .

7; )‘7 = N\

Z.2(/\7 :u) =

(iv) : Réduction & une forme irréductible des i, (A, ), il vient donc les (D.E.I).

Remarque 3.0.2 :

Les facteurs de la forme e, (A, ;) sont appelés les diviseurs élémentaires infinis du faisceau

MA + B ils existent lorsque detA =0

-A partir de tout diviseur élémentaire e, (\) de degré q du faisceau AA + B , on obtient le

diviseur élémentaire correspondant e, (A, 1) par la formule : e, (A, 1) = ple(N/p).
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Exemple 3.0.1

)\A+B:{)\+1 )\]

A A
D(\) =det(AMA+ B) = A , 1 =2; 1l s’agit donc d’un faisceau régulier.
Di(\) =1
Do(A) =1
D’ou Zl()\) =\ et 22()\) =1

il existe alors un seul D.E.F qui est :” \”

A A
k% _
)\A+uB—{)\ )\]

DA p) =
Do(A p) = pX;
Di(\p) =
Do(A, ) = p.

par suite : i1(A, ) = A et ig(A, ) = p. il existe donc un seul D.E.I” \”d’ordrel.
Donc d’apres le théoreme de WEIERSTRASS,

1 :0

0 : A

11 -1 1
A“[]_ 1] etlg_’[—1 1]
A1 A+l
A1 A+l

M+ B~M4 B =

on se donne

ANA+B= [ est un faisceau F.S.C derang 1.
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Recherche des blocs de KRONECKER :
ona:r<m=2;
r< n = 2; donc dépendance linéaire des colonnes et des lignes du faisceau donné.
on considére 1'équation (A A+ B)z =0 o x est une matrice colonne inconnue .
soit donc le systéme
A=D1zt + A+1D22=0

A=D1zt + A+1)2?2=0
-Pas de solutions constantes non nulles;

-Une infininité de solutions en A :
A=D(@r+b)+AN=1)(d +b)=0=a=betd =V,

donc :

une solutionen \ este
B A+1 |1 —1
o= 50 =[]
:.130—)\33'1

Ainsi le degré de x(\) est égal a ¢ =1 et il est minimal.
Il existe un bloc L.=L; = [A 1] e=1 =2

on am =n = 2, reste alors n-e —1 =0 colonnes et n-¢ =1 lingne.



Chapitre 4

Application aux équations
différentielles implicites (approche de

F.R.GANTMACHER)

On considére ’équation différentielle implicite suivante

A (t) + Bx(t) = f(t)eeeoiaiiiiiiie (1)
z(0) =z, t=
avec A et B deux matrices d’ordre m x n; f(t)

inversible sinon (1) est explicite.

On passe de I’équation (1) a I’équation (1) :

ou
A=PAQ; B=PBQ et f(t)=Pf(1).
par les transformations suivantes :
a) Poser z(t) = Qz(t), ou @ est une matrice réguliere (det@ # 0) x(0) = Qz(0).
b) Multiplier & gauche les deux membres de ’équation obtenue par une matrice réguliére P

(det P # 0).

Remarque 4.0.3 :
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Les matrices P et () sont réguliéres a coefficients constants, et choisies de telle sorte que le

faisceau AA + B a la forme quasi diagonale du & KRONECKER-WEIERSTRASS.

On considére par la suite I’équation :

0] (1) FOT
L.| e 7@
L,] 2| = | f®
N@)| (@) F@
J+ M| |20 F®

ou le z®, f(i),i = 1,5 sont des vecteurs aux blocs correspondant chacun & un bloc de la

matrice de KRONECKER-WEIERSTRASS et avec :

<1
A= =
oz
P
A=
Z1tp—g
zpfg+2
L) — :
SP—g+1+q—h
[ p—g+tq—h+2
JULCO - : ot 20 — ¥ on p =P9ta—hte+2
Zp—g+q—h+1+s

avec :
~ - Zegy 2 ng
22 = : ;23 = : T f(l) = | :
R Zeyyo T 1 fn
[ fa
et f(l) PP
o+




Application aux équations différentielles implicites (approche de
F.R.GANTMACHER) 33

(3) équivaut a

( 0 20 =FfO (I);
Le 2@ =f@ ... (IT);
() L, 2®=f® . (I11);
N@ 2@ = FO e, (IV);
(JH+X) 200 =F0 (v).

En écrivant (s) explicitement et afin de ne pas encombrer les notations, on utilisera dans tous
les cas les symboles z et f au lieu de z( = f ; =1 5.

Alors :

(I) est satisfaite si et seulement si f est un bloc de vecteurs nuls.

(IT) équivaut :
Al 0] [ = h
0 A 1 Ze+1 fs

Soit donc le sous systéme possédant plus d’inconnues (états) que d’équations.

Z/1+Z2:f1
29 + 23 = fo
23+ 24 = f3

Ce qui ce traduit par I'existence d’une infinité de soluions indépendament de f(t) et quelque
soit la condition initiale.

Pour obtenir les solutions, il est clair qu’il faut donner une valeur a un des inconnues. pour
I'unicité. le probléme est lié a la présence du bloc L. pour que (1) posséde une solution
unique, il faut que ce dernier soit absent (exclu).

(III) équivaut a :

Z = f .
Zly+ 723 :Jiz
Zls3+Zy = [3
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Plus d’équations que d’inconnues. une contrainte sur les f(t) et leurs dérivées est imposée.
sous cette contrainte, la solution existe et est unique.

soit alors,

Zn = f n+1

Zyr= o= fon

Zi=fo— fi+ o+ (=110

il vient donc la condition de possibilité"C.P"

fim ot oot (1) f2 =0 “C.p«
(IV) équivaut a :

Lo+ 24 = f:l :

Zy+ Zy = [

sous systéme de solution unique : 7, = fn :
anl = fnfl - fn

la solution générale de ce sous systéme est unique et donnée par :

t
Z(t) = e 77, +/ e =9 f(s)ds.
0

D’ou le

Théoréme 4.0.3 (EXISTENCE ET UNICITE)

Le probléme (1) admet une solution de la forme :

xW(t)
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si et seulement si la partie droite f (t) est indéfiniment dérivable et satisfait aux conditions

suivantes :

(i)

(i)

Pfi—pfa+....... +(=1)"pf",, = 0.

avec !

2D =QzW i =15, ou ZWsatisfait (s)

P et () sont les matrices de passage pour la forme canonique de WEIERSTRASS-KRONECKER.
(1) est supposée vraie pour t = 0.
La solution est unique si et seulement si de plus les blocs Le sont absents (exclus) ce qui ce

traduit par la condition suivante : Ker(AA + B) = {0}.

R.1 :- Si le bloc nul est absent , il n’en est pas question de la condition (i) dans le théoréme.
(1)
()

sans les condition (i) et (ii), du théoréme ci dessus, du fait que les blocs Le,Lip et bloc nul

R.2 :- Si le faisceau AA + B est régulier, il existe une solution unique X (t):[

sont absents (théoréme 1).
R.3 : si f(t) =0 et si (1) est vérifiée a Uinstant t=0, alors x(t)=0 VT > 0 est une solution

triviale.

Exemple 4.0.2 (Cas particulier)

I)
Aet Be M2(;RQ), f(t) = {fl (t)l donnée
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Supposons A non inversible.
det(AA + B) = X2a + AB + 7. (polynéme de degré 1 si 3 # 0)
Avec :

a = détA =0;
= détB

B = dét(lan biz)i=12) — dét([aiz bi1]i=12)-
Traitons le cas B inversible et 3 # 0 : faisceau régulier.

Notons par :D} =I'ensemble des D.E.F.
D =l'ensemble des D.E.i

Alors trois (03) cas se présentent :

i;) Card D} =2 et ij)card D§° = 0(ou Dg° = 0));
iy) Card D} =1 et iy)card D =

i3) Card D{ =0 (D} =0) et ij) card Dg° = 2.

TABLEAU 1 :(utilisation du théoreme de Weierstrass)
CAS1 :

i) +H)) = A+ B = { er() o 0 ]

0 )
_ | eo(N) 0
o |:O 60()\) :|
CAS2 :
SN -~ [1 0
i1)+iy) = M+ B = 0 e(\) ]
CAS3 :
o -~ [1 A
i3)+i;) = M+ B = 0 1 }
! 0
-[v 7]
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TABLEAU 2 :
LBy, 7 Nz = fi
Le cas 1 domne A 4 B)z = f = { !
e cas 1 donne :( )z =f { e(N) 2 =f2~
er(M)z = fi
<~ ~
{ e2(A)z2 = fo
Le cas 2 donne :(A\A + B)z = | a=h
e cas 2 donne :(AM + B)z = f <:>{ eV = fo
Y o
Le cas 3 donne :(AM + B)z = f <— = I
2 = f2

{ Rl = fg
22 = [
Remarque 4.0.4 :

11 découle les solutions de (1) par transformation inverse x=Qz.

I1) Considérons le faisceau de I'exemple 1, i.e :

(A + B) ~ (AA+B):H Havec:f(t): [8}@

%(0) :[ g

On choisira les matrices P Q réguliéres et telles que le faisceau AA + B aura la forme quasi

1 -1 1 0
R

} (a, B) € R2.

diagonale trouvée

Zl = 0, . .
On aura donc avec x=Qz, (1) <= { Ny = 7, — 0. soit donc :
. 0
zo = a (constante), par suite z(t) = A enfin:

x<t)=[f1 Ong}:[ﬂ

variété initiale Dy,
z(0) = {g} = {g}ﬁonc:

Do = {(0,a)/a € R} a = sous espace vectoriel de R,
Remarque 4.0.5 :

Dy # X = R?, mais pas le cas pour les équations différentielles explicites.



Chapitre 5

Forme quasi-diagonale pour des
faisceaux de types (AA+ B(t))

5.1 (Généralisation du théoréme de WEIERSTRASS)

On se donne I’équation implicite suivante :

et on se propose d’étudier le probléme (I) en l'éxistence et 'unicité de solution par une
méthode analogue a celle de F. R GANTMACHER ; tout en généralisant le théoréme de
WEIERSTRASS au cas de faisceaux de type AA + B(t).

Définition 5.1.1 Un faisceau de matrices (AA + B(t))nzn est appelé :

- proprement régulier, si le rang r=rang (AA + B(t))=n pour tout ¢t € |
-1l est dit localement régulier si det(AA + B(t)) # 0,Vt € I\ {t;}.

Théoréme 5.1.1 Si le faisceau (AA + B(t)) est proprement régulier (resp-localement régu-

lier), alors il est équivalent (strictement) & la forme quasi-diagonale suivant :

(M + B(t))diag{\I + J(t); NW}
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ou

N (ul)
N
N (us)

est le bloc des diviseurs élémentaires; (A + J(t)) est le bloc de Jordan
Preuve.
Etant donné un faisceau proprement régulier (resp - localement régulier) (AA + B(t)),
il existe alors « tel que dét(aA + B(t)) # 0 pour tout t, (resp Vt € I \{t;}).
on pose By(t) = aA+ B(t), [dét Bi(t) # 0]
par la suite :

(M + B(t)) = Bi(t) + (A — @) A, pour tout t........... *

on multiplie (*) par B;'(t) a gauche, il vient :

I+B't)=Bi(t) +AN—a)A=1+(\—a)B;'(t)A = H(t).

on décompose B ' (t)A en deux céllules {Jy(t), J1(t)} de la forme normale ;ou Jo(t) =matrice

de JORDAN
nilpotente , pour tout t (resp.Vt € I \{t;}); et J1(t) est tel que dét (J1(¢) # 0, pour tout t
(resp.Vt € I \{t;});

D’ou
H(t) =1+ (A= a){Jo(t), J1(t)}
soit encore
H(t) = I—ado(t)+Ao(t), LIi(t) — Mi(1)}
= {4@®).B({) }
Avec :
Alt) = T—ado(t) + Ado(t);
B(t) = I—aJi(t)+\(t).

on multiplie ensuite le bloc A(t) par (I — aJy(t)) et le bloc B(t) par J~'(t); H(t) prend

donc la forme :
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H(t) = {1+ XJo(t),\[ + J(t)}

ou

A

Jo(t) = (I — aJy(t)) L Jo(t)

est nilpotente car Jy(t) est

le bloc T 4 AJo(t) est équivalent au bloc

N (u1)
N® —
N(Us)

Qu on obtient par une transformation semblable c’est a dire ,il existe P(t) et Q(t) ou :dét

P(t) # 0dét Q(t) #0
et tel que :

I+ Mo(t) = Pt)I™ + XH™)Q(1).

Remarque 5.1.1 Ce théoréme reste valable pour les faisceaux de type NA(t) + B(t).

5.1.1 APPLICATION A L’EQUATION (I) :[3]

Par application du théoréme ci-dessus, (I) sera équivalent & :
(II) . { ()‘A+ B(t)) = f(t)a
Z(O) = Zy= Q71<t)l’0

avec !

z(t) = Qt)Z(1); det P(t) # 0
f&)y = P)f(t); ou

A = Pt)AQ(t) det Q(t) #0
B(t) = P()B(H)Q(t)

i /Les matrices P(t) et Q(t) sont choisies de telles sorte que le faisceau (AA + B(t)) ait la

forme quasi diagonale donnée par le théoréme.

ii/Elles peuvent dans certains cas ne pas dépendre de t.
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(IT) équivaut a

M+ J(t) = ] [Z(l)(t)} _ {f(l)(t)}
N (@) 7(2) (t) fe (t)
[dim(A + J(t) = n—s]
Ce qui revient a :
A+ J(t) ZO@)FO@) e, (4);
N@W = ZOWFDW) il (17)
Z1(t)
ZW(t) = :
Z'I’L—S(t>
et
ZnstL(t)
Z20(t) = :
Z(t)

Afin de ne pas encombrer les notations, étudions le probléme (ii) (explicitement) i.e :

N®Z(@) = f()
N Zn=st1() fr=sti(1) . (1)

(ii) équivaut : ¢
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Supposons que f(t) est indéfiniment dérivable, par conséquent :

Zl - ]gl - fé —|— f?l’l T oeeeeen -+ (—1)u71f~u(U71).
De plus on a : (M + J(2))Z0(t) = fO(1).

Théoréme 5.1.2 : [3] Le probléme (1) admet une solution unique de la forme :

ZW(t)
X(t) - { X(2)(t) } - Q(t) { Z(2)<t) }
ot ZV(t) est la solution de I’équation (i).
f(t) est indéfiniment dérivable.

Exemple 5.1.1 : On se donne :

g -y -

Alors :

M+ B(t) = P“ _1]

0 t
d’ot det(AA + B(t)) = t(A + 1), le faisceau est donc régulier pour t # 0.

Di(A) = t(A+1); i) =t(A+1;)
Di(\) = 1; D’ou :
Dy = 1. ih(\) = 1.

Ainsi D.E.F = (A+1)
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par la suite, on considére le faisceau :

A + uB(t) = [A I :ﬂ

Soit donc,

dét(NA+uB(t) = t*(Np+1)

Dy(\p) = tp*(Np+1) DI p)=p et Dy(A\p) =1

par conséquent, les polyndémes invariants sont :

Zti()‘nu) = K
Ainsi,
M+ B(t) = Pgl ﬂ
1 1/t 10
P(t) = [0 1/4 bR =, 1]
Z1(t) + Z1(t) =0 Z1(t) = et
() = l ) =0 l Zo(t) = 0

ou a=7(0)=Q 'zi(0) = Q 'z
—t
La solution est alors : x(t) = { ac } :

Methode directe :

, JR—
A (1) + B)a(t) =0 = | 1T Tt 22=0
trg =0

et

Pourt #0, z5(t) =0;  soit donc 1(t) = ae 'z(t) = 0
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Les systeme singuliers sont d’une classe importante de systéemes dynamiques et sont consi-
titués d’un certain nombre de composantes interconnectées les unes aux antres selon une
structure déterminée. Dans le but de comprendre et maitriser ces systémes, il convient alors
de leur attribuer des représentations (modéles) mathématiques. Dans un premier temps, on
a eu recours & des modéles standards pour ensuite étudier le cas singulier. On a fait appel
dans une étape préliminaire a la notion de la transformée de Laplace pour une analyse et une
résolution des systémes

Notre intérét a porté sur l’aspect matriciel pour une profonde utilisation de deux grands
théorémes : WEIERSTRASS et KRONECKER.

cela pour une résolution de cette classe de systémes.

Dans le dernier chapitre, nous avons mis en évidence la classe des systémes a temps variables.
Pour se faire, une extension des deux théoréemes de WEIERSTRASS et de KRONECKER
pour cette classe a été dérivée.

Enfin, nous avons terminé notre travail par la traditionnelle conclusion.
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