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Résumé

Dans ce Mémoire de Master, on s�intérèsse à développer certains
résultats d�ordre non entier sur les "estimations" des variables aléa-
toires continues avec fonction de probabilité de densité dé�nie sur
un intervalle compact de R. On généralise ainsi certains résultats
classiques et d�autres résultats non classiques publiés récemment.



INTRODUCTION

Les inégalités intégrales jouent un rôle fondamental en théorie des équations

et des systèmes di¤érentielles, en probabilités et statistiques et en sciences

appliquées. Cette théorie a connu un développement dans les deux derniers

décénées. De plus, l�étude des inégalités de type fractionnaire a aussi une

grande importance dans la théorie des équations di¤érentielles fractionnaires

et des systèmes di¤érentielles fractionnaires.

Dans ce Mémoire, nous allons nous intéresser à une nouvelle approche

probabiliste dans le cas des variables aléatoires continues.

On applique la théorie des intégrales fractionnaires de Riemann-Lioville pour

établir quelques résultats sur les estimations des espérances fractionnaires,

des variances fractionnaires ainsi que des moments fractionnaires d�ordres

(r; �).

Nous avons choisi de structurer notre travail selon le plan suivant :

Dans le premier chapitre, nous présentons des nouvelles estimations des

espérances fractionnaires et des variances fractionnaires en utilisant les

intégrales de Riemann-Lioville.

Le deuxième chapitre est consacré à une généralisation des espérances et des

variances fractionnaires en utilisant une fonction poids positive.

Le troisième chapitre consiste à présenter quelques estimations des moments

fractionnaires d�ordres (r > 0; � > 0).

Dans le quatrième chapitre, nous énonçons des inégalités des moments

fractionnaires d�ordres (r > 0; � > 0) avec poids.



Chapitre 1

Estimations Fractionnaires :
Espérances, Variances

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on introduit quelques dé�nitions des espérances et des variances relative-

ment au intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville énoncées dans [4]. On va aussi présenter

des théorèmes importants sur les espérances et les variances fractionnaires cités dans [4].

1.2 Dé�nitions

Dé�nition 1.2.1 Soit f : [a; b]! R une fonction continue. On appelle intégrale fractionaire

d�ordre � au sens de Riemann-Liouville de f la fonction dé�nie par :

J�a [f(t)] =
1

�(�)

tZ
a

(t� �)��1 f(�)d� ;� > 0; a < t � b,

J0a [f(t)] = f(t); t 2 [a; b] .

Propriétés : Soit f : [a; b]! R une fonction continue. Alors, on a :

1. 8�; � 2 R+� ; J�+�a [f(t)] = J�a J
�
a [f(t)].

2. 8�; � 2 R+� ; J�a J�a [f(t)] = J�a J�a [f(t)].
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On va donner quelques applications sur les probabilités et les statistiques. On commence

par introduire les concepts suivants. Etant donné une variable aléatoire continue X avec une

fonction de densité de probabilité (f. d. p). f : [a; b]! R+.

On rappelle que :

E(X) =
bR
a

tf(t)dt,

et �2 (X) = E (X2)� (E(X))2.

On introduit aussi les dé�nitions suivantes citées dans [4] :

Dé�nition 1.2.2 La fonction espérance fractionnaire d�ordre � > 0 de la variable aléatoire

continue X ayant une f. d. p. f : [a; b]! R+ est dé�nie par :

EX;� (t) := J
�
a [tf(t)] =

1

�(�)

tZ
a

(t� �)��1 �f(�)d� ; a < t � b.

Pour t = b, on donne la dé�nition suivante :

Dé�nition 1.2.3 L�espérance fractionnaire d�ordre � > 0 de la variable aléatoire continue

X ayant une f. d. p. f : [a; b]! R+ est dé�nie par :

EX;� :=
1

�(�)

bZ
a

(b� �)��1 �f(�)d� .

Dé�nition 1.2.4 La fonction espérance fractionnaire d�ordre � > 0 de la variable aléatoire

X � E(X) est dé�nie par :

EX�E(X);� (t) := J
�
a [(t� E(X))f(t)] =

1

�(�)

tZ
a

(t� �)��1 (� � E(X))f(�)d� ; a < t � b,

avec f : [a; b]! R+ la fonction de densité de probabilité de X.

Pour t = b, on a :

Dé�nition 1.2.5 L�espérance fractionnaire d�ordre � > 0 de la variable aléatoire X�E(X)

est dé�nie par :
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EX�E(X);� :=
1

�(�)

bZ
a

(b� �)��1 (� � E(X))f(�)d� ,

avec f : [a; b]! R+ la fonction de densité de probabilité de X.

Dé�nition 1.2.6 La fonction variance fractionnaire d�ordre � > 0 d�une variable aléatoire

continue X de f. d. p. f : [a; b]! R+ est dé�nie par :

�2X;�(t) := J
�
a

�
(t� E(X))2f(t)

�
=

1

�(�)

tZ
a

(t� �)��1 (� � E(X))2f(�)d� ; a < t � b.

Pour t = b, on donne la dé�nition suivante :

Dé�nition 1.2.7 La variance fractionnaire d�ordre � > 0 d�une variable aléatoire continue

X de f. d. p. f : [a; b]! R+ est dé�nie par :

�2X;� :=
1

�(�)

bZ
a

(b� �)��1 (� � E(X))2f(�)d� .

1.3 Rappels

Dans cette section, on donne deux théorèmes démontrés dans [5] qu�on utilisera dans la

démonstration des résultats qui vont suivre.

Théorème 1.3.1 Soient h et g deux fonctions intégrables sur [0;+1[ satisfaisantes

l � h(t) � L;m � g(t) � M telles que l; L;m;M 2 R, et soit p une fonction positive sur

[0;+1[. Alors pour tout t > 0; � > 0 on a :

jJ�a [p(t)] J�a [phg(t)]� J�a [ph(t)] J�a [pg(t)]j �
1

4
(J�a [p(t)])

2 (L� l) (M �m) .

Théorème 1.3.2 Soient h et g deux fonctions intégrables sur [0;+1[ satisfaisantes

l � h(t) � L;m � g(t) � M telles que l; L;m;M 2 R, et soit p une fonction positive sur

[0;+1[. Alors pour tout t > 0; � > 0 et � > 0 on a :
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�
J�a [p(t)] J

�
a [phg(t)] + J

�
a [p(t)] J

�
a [phg(t)]� J�a [ph(t)] J�a [pg(t)]� J�a [ph(t)] J�a [pg(t)]

�2

�
�
(LJ�a [p(t)]� J�a [ph(t)])

�
J�a [ph(t)]� lJ�a [p(t)]

�
+ (J�a [ph(t)]� lJ�a [p(t)])

�
LJ�a [p(t)]� J�a [ph(t)]

��

�
�
(MJ�a [p(t)]� J�a [pg(t)])

�
J�a [pg(t)]�mJ�a [p(t)]

�
+ (J�a [pg(t)]�mJ�a [p(t)])

�
MJ�a [p(t)]� J�a [pg(t)]

��
.

1.4 Résultats Fractionnaires

Dans cette section, on présente des nouveaux résultats pour les variables aléatoires continues

fractionnaires de [4]. On commence par le suivant :

1.4.1 Résultat 1

Théorème 1.4.1 Soit X une variable aléatoire continue ayant une f. d. p. f : [a; b] ! R+.

Alors, pour tout a < t � b; � > 0, on a :

(a) : J�a [f(t)]�
2
X;�(t)�

�
EX�E(X);� (t)

�2 � kfk21
"
2

(t� a)2�+2

� (�+ 1)� (�+ 3)
+ 2a2

(t� a)2�

�2 (�+ 1)

#

+ kfk21

"
1

4
(t� a)2�+2 + 2a(t� a)

2�+1

� (�+ 1)

#
.

(b) : J�a [f(t)]�
2
X;�(t)�

�
EX�E(X);� (t)

�2 � 1

2

(b� a)2�

�2 (�)
.

Preuve. �
Partie (a) :

Soient f 2 L1 ([a; b]) ; � > 0. On dé�nit la quantité suivante :

H (� ; �) = (g (�)� g (�)) (h (�)� h (�)) ; � ; � 2 [a; t] ; a < t � b. (1.4.1)

On développe (1.4.1).
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H (� ; �) = g (�)h (�)� g (�)h (�)� g (�)h (�) + g (�)h (�) . (1.4.2)

Soit p : [a; b] ! R+. On multiplie (1.4.2) par (t��)��1
�(�)

p (�), � 2 [a; t] puis on intègre par

rapport à � sur [a; t].

1

� (�)
(t� �)��1 p (�)H (� ; �)

=
(t� �)��1

� (�)
p (�) g (�)h (�)� (t� �)

��1

� (�)
p (�) g (�)h (�)� (t� �)

��1

� (�)
p (�)h (�) g (�)

+
(t� �)��1

� (�)
p (�) g (�)h (�) .

L�intégration sur [a; t] de cette dernière identité donne :

1

� (�)

tZ
a

(t� �)��1 p (�)H (� ; �) d�

= J�a [pgh (t)]� h (�) J�a [pg (t)]� g (�) J�a [ph (t)] + g (�)h (�) J�a [p (t)] . (1.4.3)

On multiplie (1.4.3) par (t��)
��1

�(�)
p (�) ; � 2 [a; t] puis on intègre par rapport à � sur [a; t].

(t� �)��1

� (�)
p (�)

1

� (�)

tZ
a

(t� �)��1 p (�)H (� ; �) d�

=
(t� �)��1

� (�)
p (�) J�a [pgh (t)]�

(t� �)��1

� (�)
p (�)h (�) J�a [pg (t)]�

(t� �)��1

� (�)
p (�) g (�) J�a [ph (t)]

+
(t� �)��1

� (�)
p (�) g (�)h (�) J�a [p (t)] .

L�intégration sur [a; t] de cette dernière identité donne :

1

�2 (�)

tZ
a

tZ
a

(t� �)��1 (t� �)��1 p (�) p (�)H (� ; �) d�d�

= J�a [p (t)] J
�
a [pgh (t)]� J�a [ph (t)] J�a [pg (t)]� J�a [pg (t)] J�a [ph (t)] + J�a [p (t)] J�a [pgh (t)]

= 2J�a [p (t)] J
�
a [pgh (t)]� 2J�a [pg (t)] J�a [ph (t)] . (1.4.4)
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On prend p (t) = f (t) ; g (t) = h (t) = t � E (X) ; a < t � b et on remplace tout ça dans

(1.4.4), on obtient :

1

�2 (�)

tZ
a

tZ
a

(t� �)��1 (t� �)��1 f (�) f (�) (� � �)2 d�d�

= 2J�a [f (t)] J
�
a

�
f (t) (t� E(X))2

�
� 2(J�a [f(t)(t� E(X)])2.

Comme f 2 L1 ([a; b]), alors on a :

1

�2 (�)

tZ
a

tZ
a

(t� �)��1 (t� �)��1 f (�) f (�) (� � �)2 d�d�

� kfk21
1

�2 (�)

tZ
a

tZ
a

(t� �)��1 (t� �)��1 (� � �)2 d�d� � kfk21
�
2
(t� a)�

� (�+ 1)
J�a
�
t2
�
� 2(J�a [t])2

�
.

De plus,

J�a
�
f (t) (t� E(X))2

�
= �2X;�(t), (J

�
a [f(t)(t� E(X))])

2 = (EX�E(X);� (t))
2.

Donc,

J�a [f(t)]�
2
X;�(t)� (EX�E(X);� (t))2 � kfk

2
1

�
(t� a)�

� (�+ 1)
J�a
�
t2
�
� (J�a [t])2

�
.

On calcule J�a [t
2] et J�a [t].

On commence par calculer J�a [t].

On sait que :

J�a [(t� a)] = J�a [t]� aJ�a [1] =
1

2
(t� a)�+1 .

On obtient alors :

J�a [t] =
1

2
(t� a)�+1 + a (t� a)

�

� (�+ 1)
.

De même on calcule J�a [t
2], on a :

J�a
�
(t� a)2

�
= J�a

�
t2
�
+ a2J�a [1]� 2aJ�a [t] = 2

(t� a)�+2

� (�+ 3)
.
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On déduit que :

J�a
�
t2
�
= 2

(t� a)�+2

� (�+ 3)
+ a2

(t� a)�

� (�+ 1)
+ a (t� a)�+1 .

D�où,

J�a [f(t)]�
2
X;�(t)�

�
EX�E(X);� (t)

�2 � kfk21

"
2

(t� a)2�+2

� (�+ 1)� (�+ 3)
+ a

(t� a)2�+1

� (�+ 1)
+ a2

(t� a)2�

�2 (�+ 1)

#

+ kfk21

"
1

4
(t� a)2�+2 + a2 (t� a)

2�

�2 (�+ 1)
+ a

(t� a)2�+1

� (�+ 1)

#
.

Partie (b) :

Soient � ; � 2 [a; t], a < t � b, on a :

1

�2 (�)

tZ
a

tZ
a

(t� �)��1 (t� �)��1 f (�) f (�) (� � �)2 d�d�

� sup
�;�2[a;t]

j(� � �)j2 1

�2 (�)

tZ
a

tZ
a

(t� �)��1 (t� �)��1 f (�) f (�) d�d� = (t� a)2 (J�a [f(t)])2.

Donc,

2J�a [f (t)] J
�
a

�
f (t) (t� E(X))2

�
� 2(J�a [f(t)(t� E(X)])2 � (t� a)2 (J�a [f(t)])2

J�a [f(t)]�
2
X;�(t)� (EX�E(X);� (t))2 � 1

2
(t� a)2 (J�a [f(t)])2.

(1.4.5)

De plus, on a

(J�a [f(t)])
2 � (b� a)2(��1)

�2 (�)
.

Comme

(t� a)2 � (b� a)2 ,
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on aura donc

(t� a)2 (J�a [f(t)])
2 � (b� a)2 (b� a)

2(��1)

�2 (�)
=
(b� a)2�

�2 (�)
.

D�où,

J�a [f(t)]�
2
X;�(t)� (EX�E(X);� (t))2 �

1

2

(b� a)2�

�2 (�)
.

On va proposer une autre généralisation du théorème 3.1 de [4].

1.4.2 Résultat 2

Théorème 1.4.2 Soit X une variable aléatoire continue ayant une f. d. p. f : [a; b] ! R+.

Alors, pour tout a < t � b; � > 0 et � > 0, on a

J�a [f(t)]�
2
X;�(t) + J

�
a [f(t)]�

2
X;�(t)� 2

�
EX�E(X);� (t)

� �
EX�E(X);� (t)

�
� kfk21

"
2

(t� a)�+�+2

� (�+ 1)� (� + 3)
+ 2

(t� a)�+�+2

� (� + 1)� (�+ 3)
� 1
2
(t� a)�+�+2

#
.

On a aussi

J�a [f(t)]�
2
X;�(t) + J

�
a [f(t)]�

2
X;�(t)� 2

�
EX�E(X);� (t)

� �
EX�E(X);� (t)

�
� (b� a)�+�

� (�) � (�)
.

pour tout a < t � b; � > 0 et � > 0.

Preuve. �
On commence par démontrer la première inégalité.

Soient a < t � b; � > 0; � > 0, f 2 L1 ([a; b]).

On multiplie (1.4.3) par (t��)
��1

�(�)
p (�), � 2 [a; t] puis on intègre par rapport à � sur [a; t].

(t� �)��1

� (�)
p (�)

1

� (�)

tZ
a

(t� �)��1 p (�)H (� ; �) d�

=
(t� �)��1

� (�)
p(�)J�a [pgh(t)]�

(t� �)��1

� (�)
p(�)h(�)J�a [pg(t)]�

(t� �)��1

� (�)
p(�)g(�)J�a [ph(t)]

+
(t� �)��1

� (�)
p(�)g(�)h(�)J�a [p(t)] . (1.4.6)
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L�intégration nous donne :

1

� (�) � (�)

tZ
a

tZ
a

(t� �)��1 (t� �)��1 p (�) p (�)H (� ; �) d�d�

= J�a [p (t)] J
�
a [pgh (t)] + J

�
a [p (t)] J

�
a [pgh (t)]� J�a [ph (t)] J�a [pg (t)]� J�a [ph (t)] J�a [pg (t)]

(1.4.7)

Dans (1.4.7), on prend p(t) = f(t); g(t) = h(t) = t� E(X); a < t � b, on obtient :

1

� (�) � (�)

tZ
a

tZ
a

(t� �)��1 (t� �)��1 f (�) f (�) (� � �)2 d�d�

= J�a [f(t)] J
�
a

�
f(t)(t� E(X))2

�
+ J�a [f(t)] J

�
a

�
f(t)(t� E(X))2

�
�2J�a [f(t)(t� E(X))] J�a [f(t)(t� E(X))] .

On remarque aussi qu�on a

1

� (�) � (�)

tZ
a

tZ
a

(t� �)��1 (t� �)��1 f (�) f (�) (� � �)2 d�d�

� kfk21
1

� (�) � (�)

tZ
a

tZ
a

(t� �)��1 (t� �)��1 (� � �)2 d�d�

� kfk21

"
(t� a)�

� (�+ 1)
J�a
�
t2
�
+
(t� a)�

� (� + 1)
J�a
�
t2
�
� 2J�a [t] J�a [t]

#
.

Comme

J�a
�
f(t)(t� E(X))2

�
= �2X;� (t) ; J

�
a [f(t)(t� E(X))] = EX�E(X);� (t) ,

on obtient donc

J�a [f(t)]�
2
X;� (t) + J

�
a [f(t)]�

2
X;� (t)� 2(EX�E(X);� (t))(EX�E(X);� (t))

� kfk21

"
(t� a)�

� (�+ 1)
J�a
�
t2
�
+
(t� a)�

� (� + 1)
J�a
�
t2
�
� 2J�a [t] J�a [t]

#
.
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De plus, on sait que :

J�a
�
t2
�
= 2

(t� a)�+2

� (�+ 3)
+ a2

(t� a)�

� (�+ 1)
+ a (t� a)�+1 ,

J�a
�
t2
�
= 2

(t� a)�+2

� (� + 3)
+ a2

(t� a)�

� (� + 1)
+ a (t� a)�+1 ,

J�a [t] =
1

2
(t� a)�+1 + a (t� a)

�

� (�+ 1)
,

et

J�a [t] =
1

2
(t� a)�+1 + a (t� a)

�

� (� + 1)
.

Par conséquent,

J�a [f(t)]�
2
X;�(t) + J

�
a [f(t)]�

2
X;�(t)� 2

�
EX�E(X);� (t)

� �
EX�E(X);� (t)

�
� kfk21

"
2

(t� a)�+�+2

� (�+ 1)� (� + 3)
+ 2

(t� a)�+�+2

� (� + 1)� (�+ 3)
� 1
2
(t� a)�+�+2

#
.

On passe maintenant à démontrer la deuxième inégalité.

On utilise le fait que sup
�;�2[a;t]

j(� � �)j2 = (t� a)2.

1
�(�)�(�)

tR
a

tR
a

(t� �)��1 (t� �)��1 f (�) f (�) (� � �)2 d�d�

� sup
�;�2[a;t]

j(� � �)j2 1
�(�)�(�)

tR
a

tR
a

(t� �)��1 (t� �)��1 f(�)f(�)d�d�

� (t� a)2 1
�(�)

tR
a

(t� �)��1 f (�) d� 1
�(�)

tR
a

(t� �)��1 f (�) d� � (t� a)2J�a [f(t)] J�a [f(t)].

Donc,

J�a [f(t)]�
2
X;� (t)+J

�
a [f(t)]�

2
X;� (t)�2(EX�E(X);� (t))(EX�E(X);� (t)) � (t�a)2J�a [f(t)] J�a [f(t)] .

De plus, on a

J�a [f(t)] �
(b� a)��1

� (�)
,

et
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J�a [f(t)] �
(b� a)��1

� (�)
.

Donc,

(t� a)2 J�a [f(t)] J�a [f(t)] � (b� a)
2 (b� a)��1

� (�)

(b� a)��1

� (�)
=
(b� a)�+�

� (�) � (�)
.

D�où,

J�a [f(t)]�
2
X;�(t) + J

�
a [f(t)]�

2
X;�(t)� 2

�
EX�E(X);� (t)

� �
EX�E(X);� (t)

�
� (b� a)�+�

� (�) � (�)
.

1.4.3 Résultat 3

Théorème 1.4.3 Soit f une f. d. p d�une variable aléatoire continue X sur [a; b]. Pour tout

a < t � b; � > 0, on a :

J�a [f(t)]�
2
X;�(t)�

�
EX�E(X);� (t)

�2 � 1

4

(b� a)2�

�2 (�)
.

Preuve. �
Soient � > 0; a < t � b; l � h(t) � L et m � g(t) �M telles que l; L;m;M 2 R, on a :

jJ�a [p(t)] J�a [phg(t)]� J�a [ph(t)] J�a [pg(t)]j �
1

4
(J�a [p(t)])

2 (L� l) (M �m) .

Dans cette dernière inégalités, on prend h(t) = g(t); a < t � b, on aura.

��J�a [p (t)] J�a �pg2 (t)�� (J�a [pg (t)])2�� � 1

4
(J�a [p(t)])

2 (M �m)2 . (1.4.8)

Maintenant, on prend p(t) = f(t); g(t) = t� E(X); a < t � b, on obtient :

��J�a [f (t)] J�a �f(t) (t� E(X))2�� (J�a [f(t) (t� E(X))])2�� � 1

4
(J�a [f(t)])

2 (M �m)2 .

On pose M = b� E(X);m = a� E(X), on obtient :

0 � J�a [f (t)] J�a
�
f(t) (t� E(X))2

�
� (J�a [f(t) (t� E(X))])2 �

1

4
(J�a [f(t)])

2 (b� a)2 .
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Comme

J�a [f(t)] �
(b� a)��1

� (�)
,

alors

(J�a [f(t)])
2 � (b� a)2(��1)

�2 (�)
.

Donc

1

4
(J�a [f(t)])

2 (b� a)2 � 1

4

(b� a)2�

�2 (�)
.

D�où,

J�a [f (t)]�
2
X;� (t)�

�
EX�E(X);� (t)

�2 � 1

4

(b� a)2�

�2 (�)
.

1.4.4 Résultat 4

Théorème 1.4.4 Soit f une f. d. p d�une variable aléatoire continue X sur [a; b]. Pour tout

a < t � b; � > 0; � > 0, on a :

J�a [f(t)]�
2
X;�(t) + J

�
a [f(t)]�

2
X;�(t) + 2 (a� E (X)) (b� E (X)) J�a [f(t)] J�a [f(t)]

� (a+ b� 2E(X))
�
J�a [f(t)]

�
EX�E(X);�(t)

�
+ J�a [f(t)]

�
EX�E(X);�(t)

��
.
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Preuve. �
Soient � > 0; � > 0; a < t � b; p : [a; b] ! R+ et soient l � h(t) � L;m � g(t) � M telles

que l; L;m;M 2 R, on a :

�
J�a [p(t)] J

�
a [phg(t)] + J

�
a [p(t)] J

�
a [phg(t)]� J�a [ph(t)] J�a [pg(t)]� J�a [ph(t)] J�a [pg(t)]

�2

�
�
(LJ�a [p(t)]� J�a [ph(t)])

�
J�a [ph(t)]� lJ�a [p(t)]

�
+ (J�a [ph(t)]� lJ�a [p(t)])

�
LJ�a [p(t)]� J�a [ph(t)]

��

�
�
(MJ�a [p(t)]� J�a [pg(t)])

�
J�a [pg(t)]�mJ�a [p(t)]

�
+ (J�a [pg(t)]�mJ�a [p(t)])

�
MJ�a [p(t)]� J�a [pg(t)]

��
.

(1.4.9)

On prend h(t) = g(t); a < t � b et on remplace dans (1.4.9), on obtient :

�
J�a [p(t)] J

�
a

�
pg2(t)

�
+ J�a [p(t)] J

�
a

�
pg2(t)

�
� 2J�a [pg(t)] J�a [pg(t)]

�2

�
�
(MJ�a [p(t)]� J�a [pg(t)])

�
J�a [pg(t)]�mJ�a [p(t)]

�
+(J�a [pg(t)]�mJ�a [p(t)])

�
MJ�a [p(t)]� J�a [pg(t)]

� �2 . (1.4.10)

On pose p(t) = f(t); g(t) = t� E(X); a < t � b et on remplace dans (1.4.10).

�
J�a [f(t)] J

�
a [f(t)(t� E(X))2] + J�a [f(t)] J�a [f(t)(t� E(X))2]
�2J�a [f(t)(t� E(X))] J�a [f(t)(t� E(X))]

�2

�
�
(MJ�a [f(t)]� J�a [f(t)(t� E(X))])

�
J�a [f(t)(t� E(X))]�mJ�a [f(t)]

�
+(J�a [f(t)(t� E(X))]�mJ�a [f(t)])

�
MJ�a [f(t)]� J�a [f(t)(t� E(X))]

� �2 ,
ce qui donne

J�a [f(t)] J
�
a [f(t)(t� E(X))2] + J�a [f(t)] J�a [f(t)(t� E(X))2]
�2J�a [f(t)(t� E(X))] J�a [f(t)(t� E(X))]
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� (MJ�a [f(t)]� J�a [f(t)(t� E(X))])
�
J�a [f(t)(t� E(X))]�mJ�a [f(t)]

�
+(J�a [f(t)(t� E(X))]�mJ�a [f(t)])

�
MJ�a [f(t)]� J�a [f(t)(t� E(X))]

� . (1.4.11)

On développe (1.4.11), on obtient :

J�a [f(t)] J
�
a

�
f(t)(t� E(X))2

�
+ J�a [f(t)] J

�
a

�
f(t)(t� E(X))2

�
� M

�
J�a [f(t)] (EX�E(X);� (t)

�
+ J�a [f(t)] (EX�E(X);� (t)))

+m
�
J�a [f(t)] (EX�E(X);� (t)) + J

�
a [f(t)] (EX�E(X);� (t))

�
� 2mMJ�a [f(t)] J�a [f(t)] .

(1.4.12)

Dans (1.4.12), on prend M = b� E(X);m = a� E(X), on obtient :

J�a [f(t)] J
�
a

�
f(t)(t� E(X))2

�
+ J�a [f(t)] J

�
a

�
f(t)(t� E(X))2

�
� (b� E(X))

�
J�a [f(t)] (EX�E(X);� (t)

�
+ J�a [f(t)] (EX�E(X);� (t)))

+(a� E(X))
�
J�a [f(t)] (EX�E(X);� (t)) + J

�
a [f(t)] (EX�E(X);� (t))

�
�2 (a� E(X)) (b� E(X)) J�a [f(t)] J�a [f(t)] .

D�où, on oura :

J�a [f(t)]�
2
X;� (t) + J

�
a [f(t)]�

2
X;� (t) + 2 (a� E(X)) (b� E(X))J�a [f(t)] J�a [f(t)]

� (a+ b� 2E(X))
�
J�a [f(t)] (EX�E(X);� (t)) + J

�
a [f(t)] (EX�E(X);� (t))

�
.



Chapitre 2

D�autres Résultats Avec Poids

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on donne des résultats fractionnaires qui généralisent les théorèmes de [4]

en utilisant une fonction poids positive .

2.2 Résultats

On commence par présenter et démontrer le résultat suivant :

2.2.1 Résultat 1

Théorème 2.2.1 Soit X une variable aléatoire continue ayant une f. d. p. f : [a; b] ! R+,

q : [a; b]! R+. Alors, pour tout a < t � b; � > 0 on a.

(a) : J�a [qf(t)] J
�
a

�
qf(t)(t� E(X))2

�
� (J�a [qf(t)(t� E(X))])

2

� kfk21
�
J�a [q(t)] J

�
a

�
q(t)t2

�
� (J�a [q(t)t])

2� .

(b) : J�a [qf(t)] J
�
a

�
qf(t)(t� E(X))2

�
� (J�a [qf(t)(t� E(X))])

2

� 1

2
(t� a)2 (J�a [qf(t)])2.
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Preuve. �
Partie(a) :

Soient q : [a; b]! R+; � ; � 2 [a; t] ; a < t � b; f 2 L1 ([a; b]).

On prend p (t) = q(t)f (t) ; g (t) = h (t) = t � E (X) ; a < t � b et on remplace dans (1.4.4),

on obtient.

1

�2 (�)

tZ
a

tZ
a

(t� �)��1 (t� �)��1 q(�)f (�) q(�)f (�) (� � �)2 d�d�

= 2J�a [qf (t)] J
�
a

�
qf (t) (t� E(X))2

�
� 2(J�a [qf(t)(t� E(X))])2.

D�autre part, on a :

1

�2 (�)

tZ
a

tZ
a

(t� �)��1 (t� �)��1 q(�)f (�) q(�)f (�) (� � �)2 d�d�

� kfk21
1

�2 (�)

tZ
a

tZ
a

(t� �)��1 (t� �)��1 q(�)q(�)(� � �)2d�d�

� kfk21
�
2J�a [q(t)] J

�
a

�
q(t)t2

�
� 2(J�a [q(t)t])2

�
.

D�où,

J�a [qf(t)] J
�
a

�
qf(t)(t� E(X))2

�
� (J�a [qf(t)(t� E(X))])

2

� kfk21
�
J�a [q(t)] J

�
a

�
q(t)t2

�
� (J�a [q(t)t])2

�
.

Partie (b) :

Soient � ; � 2 [a; t] ; a < t � b; q : [a; b]! R+. On a :

1

�2 (�)

tZ
a

tZ
a

(t� �)��1 (t� �)��1 q(�)f (�) q(�)f (�) (� � �)2d�d�

� sup
�;�2[a;t]

j(� � �j2 1

�2 (�)

tZ
a

tZ
a

(t� �)��1 (t� �)��1 q(�)f (�) q(�)f (�) d�d�
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= sup
�;�2[a;t]

j(� � �)j2 (J�a [qf(t)])2.

Par conséquent,

J�a [qf(t)] J
�
a

�
qf(t)(t� E(X))2

�
� (J�a [qf(t)(t� E(X))])

2

� 1

2
(t� a)2 (J�a [qf(t)])2.

Remarque 2.2.1 Si on prend q(t) = 1; a < t � b dans le théorème 2.2.1 on obtient le

théorème 3.1 de [4].

2.2.2 Résultat 2

Théorème 2.2.2 Soit X une variable aléatoire continue ayant une f. d. p. f : [a; b] ! R+,

q : [a; b]! R+. Alors, pour tout a < t � b; � > 0; � > 0.

(a) : J�a [qf(t)] J
�
a

�
qf(t)(t� E(X))2

�
+ J�a [qf(t)] J

�
a

�
qf(t)(t� E(X))2

�
�2J�a [qf(t)(t� E(X))] J�a [qf(t)(t� E(X))]

� kfk21
�
J�a [q(t)] J

�
a

�
q(t)t2

�
+ J�a [q(t)] J

�
a

�
q(t)t2

��
�2 kfk21 J�a [q(t)t] J�a [q(t)t] .

(b) : J�a [qf(t)] J
�
a

�
qf(t)(t� E(X))2

�
+ J�a [qf(t)] J

�
a

�
qf(t)(t� E(X))2

�
�2J�a [qf(t)(t� E(X))] J�a [qf(t)(t� E(X))]

� (t� a)2J�a [qf(t)] J�a [qf(t)] .
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Preuve. �
Partie(a) :

Soient a < t � b; � > 0; � > 0, f 2 L1 ([a; b]).

On prend p(t) = q(t)f(t); g(t) = h(t) = t� E(X); a < t � b, puis on remplace dans (1.4.7).

1

� (�) � (�)

tZ
a

tZ
a

(t� �)��1 (t� �)��1 q(�)f (�) q(�)f (�) (� � �)2d�d�

= J�a [qf(t)] J
�
a

�
qf(t)(t� E(X))2

�
+ J�a [qf(t)] J

�
a

�
qf(t)(t� E(X))2

�
�2J�a [qf(t)(t� E(X))] J�a [qf(t)(t� E(X))] .

D�autre part, on a :

1

� (�) � (�)

tZ
a

tZ
a

(t� �)��1 (t� �)��1 q(�)f (�) q(�)f (�) (� � �)2d�d�

� kfk21
1

� (�) � (�)

tZ
a

tZ
a

(t� �)��1 (t� �)��1 q(�)q(�)(� � �)2d�d�

� kfk21
�
J�a [q(t)] J

�
a

�
q(t)t2

�
+ J�a [q(t)] J

�
a

�
q(t)t2

��
�2 kfk21 J�a [q(t)t] J�a [q(t)t] .

D�où, la partie (a) est démontrée.

Partie(b) :

Soient q : [a; b]! R+; t 2 [a; b], on a :

1

� (�) � (�)

tZ
a

tZ
a

(t� �)��1 (t� �)��1 q(�)f (�) q(�)f (�) (� � �)2d�d�

� sup
�;�2[a;t]

j(� � �)j2 1

� (�) � (�)

tZ
a

tZ
a

(t� �)��1 (t� �)��1 q(�)f(�)q(�)f(�)d�d�

= sup
�;�2[a;t]

j(� � �)j2 1

� (�)

tZ
a

(t� �)��1 q(�)f (�) d� 1

� (�)

tZ
a

(t� �)��1 q(�)f (�) d�

= (t� a)2 J�a [qf(t)] J�a [qf(t)] .
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D�où, le résultat.

Remarque 2.2.2 Pour q(t) = 1; a < t � b dans le théorème 2.2.2, on obtient alors le

théorème 3.2 de [4].

2.2.3 Résultat 3

Théorème 2.2.3 Soit f une f. d. p d�une variable aléatoire continue X sur [a; b], pour tout

a < t � b; � > 0 et pour toute fonction q : [a; b]! R+, on a le résultat suivant :

J�a [qf(t)] J
�
a

�
qf(t)(t� E(X))2

�
� (J�a [qf(t)(t� E(X))])

2 � 1

4
(b� a)2(J�a [qf(t)])2.

Preuve. �
Soient a < t � b; � > 0 et q : [a; b]! R+.

On prend p(t) = q(t)f(t); g(t) = t�E(X); a < t � b et on remplace dans (1.4.8), on obtient :

��J�a [qf (t)] J�a �qf(t)(t� E(X))2�� (J�a [qf(t) (t� E(X))])2�� � 1

4
(J�a [qf(t)])

2 (M �m)2 .

On pose M = b� E(X);m = a� E(X) et on les remplace.

0 � J�a [qf (t)] J�a
�
qf(t)(t� E(X))2

�
� (J�a [qf(t) (t� E(X))])2 �

1

4
(J�a [qf(t)])

2 (b� a)2 .

Remarque 2.2.3 Si on prend q(t) = 1; a < t � b dans le théorème 2.2.3, on obtient le

théorème 3.3 de [4].

2.2.4 Résultat 4

Théorème 2.2.4 Soit f une f. d. p d�une variable aléatoire continue X sur [a; b], pour tout

a < t � b; � > 0; � > 0 et pour toute fonction q : [a; b]! R+, on a :

J�a [qf(t)] J
�
a

�
qf(t)(t� E(X))2

�
+ J�a [qf(t)] J

�
a

�
qf(t)(t� E(X))2

�
+2 (a� E (X)) (b� E (X)) J�a [qf(t)] J�a [qf(t)]

� (a+ b� 2E(X))
�
J�a [qf(t)] J

�
a [qf(t)(t� E(X))] + J�a [qf(t)] J�a [qf(t)(t� E(X))]

�
.
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Preuve. �
Soient � > 0; � > 0; t > 0; p : [a; b]! R+.

On pose p(t) = q(t)f(t); g(t) = t � E(X); q : [a; b] ! R+; a < t � b et on remplace dans

(1.4.10).

�
J�a [qf(t)] J

�
a [qf(t)(t� E(X))2] + J�a [qf(t)] J�a [qf(t)(t� E(X))2]
�2J�a [qf(t)(t� E(X))] J�a [qf(t)(t� E(X))]

�2

�
�

(MJ�a [qf(t)]� J�a [qf(t)(t� E(X))])
�
J�a [qf(t)(t� E(X))]�mJ�a [qf(t)]

�
+(J�a [qf(t)(t� E(X))]�mJ�a [qf(t)])

�
MJ�a [qf(t)]� J�a [qf(t)(t� E(X))]

� �2 ,
(2.2.1)

donc,

J�a [qf(t)] J
�
a [qf(t)(t� E(X))2] + J�a [qf(t)] J�a [qf(t)(t� E(X))2]
�2J�a [qf(t)(t� E(X))] J�a [qf(t)(t� E(X))]

� (MJ�a [qf(t)]� J�a [qf(t)(t� E(X))])
�
J�a [qf(t)(t� E(X))]�mJ�a [qf(t)]

�
+(J�a [qf(t)(t� E(X))]�mJ�a [qf(t)])

�
MJ�a [qf(t)]� J�a [qf(t)(t� E(X))]

�
.
(2.2.2)

On développe (2.2.2), on obtient :

J�a [qf(t)] J
�
a

�
qf(t)(t� E(X))2

�
+ J�a [qf(t)] J

�
a

�
qf(t)(t� E(X))2

�
� M(J�a [qf(t)] J

�
a [qf(t)(t� E(X))] + J�a [qf(t)(t� E(X))] J�a [qf(t)])

+m(J�a [qf(t)(t� E(X))] J�a [qf(t)] + J�a [qf(t)] J�a [qf(t)(t� E(X))])

�2mMJ�a [qf(t)] J�a [qf(t)] .

Dans cette dernière inégalité, on prend M = b� E(X);m = a� E(X), on obtient :

J�a [qf(t)] J
�
a

�
qf(t)(t� E(X))2

�
+ J�a [qf(t)] J

�
a

�
qf(t)(t� E(X))2

�
+2 (a� E (X)) (b� E (X)) J�a [qf(t)] J�a [qf(t)]

� (a+ b� 2E(X))
�
J�a [qf(t)] J

�
a [qf(t)(t� E(X))] + J�a [qf(t)] J�a [qf(t)(t� E(X))]

�
.

Remarque 2.2.4 Si on prend q(t) = 1; a < t � b dans le théorème 2.2.4, on obtient le

théorème 3.4 de [4].



Chapitre 3

Estimations Fractionnaires : Moments

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on énonce des résultats sur les moments fractionnaires d�ordres (r > 0; � >

0) des variables aléatoires continues.

On rappelle aussi les dé�nitions des moments fractionnaires d�ordres (r > 0; � > 0) ainsi

qu�un théorème cité dans [6].

3.2 Dé�nitions

Dé�nition 3.2.1 la fonction moment fractionnaire d�ordres (r > 0; � > 0) d�une variable

aléatoire continue X ayant une f. d. p positive. f : [a; b]! R+ est dé�nie par :

Mr;�(t) := J
�
a [t

rf(t)] =
1

� (�)

tZ
a

(t� �)��1 � rf(�)d� ; a < t � b.

Pour t = b, on a la dé�nition suivante :

Dé�nition 3.2.2 le moment fractionnaire d�ordres (r > 0; � > 0) d�une variable aléatoire

continue X est dé�nie par :

Mr;� :=
1

� (�)

bZ
a

(b� �)��1 � rf(�)d� .
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3.3 Rappel

On donne le théorème suivant :

Théorème 3.3.1 Soient f et g deux fonctions intégrables sur [0;+1[ satisfaisantes

m � f(t) � M et p � g(t) � P sur [0;+1[ telles que m;M; p; P 2 R. Alors pour tout

t > 0; � > 0, on a :

���� t�

� (�+ 1)
J�a [fg(t)]� J�a [f(t)] J�a [g(t)]

���� � 1

4

�
t�

� (�+ 1)

�2
(M �m) (P � p) .

3.4 Quelques résultats

Dans cette section, on présente des nouveaux résultats des moments fractionnaires d�ordres

(r; �) des variables aléatoires continues. Le premier résultat est le suivant :

3.4.1 Résultat 1

Théorème 3.4.1 Soit X une variable aléatoire continue ayant une f. d. p. f : [a; b] ! R+.

Alors, pour tout � > 0 et a < t � b, on a les deux inégalités :

(a) : J�a [f(t)] J
�
a

�
tr�1(t� E(X))f(t)

�
� EX�E(X);�(t)Mr�1;�(t)

� kfk21
�
(t� a)�

� (�+ 1)
J�a [t

r]�
�
1

2
(t� a)�+1 + a (t� a)

�

� (�+ 1)

�
J�a
�
tr�1

��
. (3.4.1)

(b) : J�a [f(t)] J
�
a

�
tr�1(t� E(X))f(t)

�
� EX�E(X);�(t)Mr�1;�(t)

� 1

2
(t� a)

�
tr�1 � ar�1

�
(J�a [f(t)])

2 . (3.4.2)

Preuve. �
(a) : On montre (3.4.1).

Soient f 2 L1 ([a; b]) ; � > 0.

On prend p(t) = f(t); g(t) = t�E(X); h(t) = tr�1; a < t � b et on remplace dans (1.4.4), on

obtient :
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1

�2 (�)

tZ
a

tZ
a

(t� �)��1 (t� �)��1 (� � �)
�
� r�1 � �r�1

�
f(�)f(�)d�d�

= 2J�a [f(t)] J
�
a

�
f(t)(t� E(X))tr�1

�
� 2J�a [f(t)(t� E(X))] J�a

�
tr�1f(t)

�
= 2J�a [f(t)] J

�
a

�
tr�1(t� E(X))f(t)

�
� 2EX�E(X);�(t)Mr�1;�(t). (3.4.3)

De plus,

1

�2 (�)

tZ
a

tZ
a

(t� �)��1 (t� �)��1 (� � �)
�
� r�1 � �r�1

�
f(�)f(�)d�d�

� kfk21
1

�2 (�)

tZ
a

tZ
a

(t� �)��1 (t� �)��1 (� � �)
�
� r�1 � �r�1

�
d�d�

� kfk21
�
2
(t� a)�

� (�+ 1)
J�a [t

r]� 2J�a [t] J�a
�
tr�1

��
. (3.4.4)

De (3.4.3), (3.4.4) et comme

J�a [t] =
1

2
(t� a)�+1 + a (t� a)

�

� (�+ 1)
,

on aura (3.4.1).

(b) : On montre (3.4.2).

Soit � > 0, on a :

1

�2 (�)

tZ
a

tZ
a

(t� �)��1 (t� �)��1 (� � �)
�
� r�1 � �r�1

�
f(�)f(�)d�d�

� sup
�;�2[a;t]

j(� � �)j
���� r�1 � �r�1��� 1

�2 (�)

tZ
a

tZ
a

(t� �)��1 (t� �)��1 f(�)f(�)d�d�

= (t� a)
�
tr�1 � ar�1

�
(J�a [f(t)])

2 . (3.4.5)

De la formule (3.4.3) et (3.4.5), on obtient (3.4.2).
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3.4.2 Résultat 2

Théorème 3.4.2 Soit X une variable aléatoire continue ayant une f. d. p. f : [a; b]! R+.

(i) : Pour tout � > 0; � > 0 et a < t � b on a :

J�a [f(t)] J
�
a

�
tr�1(t� E(X))f(t)

�
+ J�a [f(t)] J

�
a

�
tr�1(t� E(X))f(t)

�
�EX�E(X);� (t)Mr�1;�(t)� EX�E(X);� (t)Mr�1;�(t)

� kfk21

"
(t� a)�

� (�+ 1)
J�a [t

r] +
(t� a)�

� (� + 1)
J�a [t

r]�
�
1

2
(t� a)�+1 + a (t� a)

�

� (�+ 1)

�
J�a
�
tr�1

�#

+ kfk21

"
�
 
1

2
(t� a)�+1 + a (t� a)

�

� (� + 1)

!
J�a
�
tr�1

�#
. (3.4.6)

(ii) : On a aussi :

J�a [f(t)] J
�
a

�
tr�1(t� E(X))f(t)

�
+ J�a [f(t)] J

�
a

�
tr�1(t� E(X))f(t)

�
�EX�E(X);� (t)Mr�1;�(t)� EX�E(X);� (t)Mr�1;�(t)

� (t� a)
�
tr�1 � ar�1

�
J�a [f(t)] J

�
a [f(t)] . (3.4.7)

Preuve. �
(i) : On montre (3.4.6).

Soient � > 0; � > 0 et a < t � b; f 2 L1 ([a; b]).

On prend p(t) = f(t); g(t) = t�E(X); h(t) = tr�1; a < t � b et on remplace dans (1.4.7), on

obtient :

1

� (�)

1

� (�)

tZ
a

tZ
a

(t� �)��1 (t� �)��1 (� � �)
�
� r�1 � �r�1

�
f(�)f(�)d�d�

= J�a [f(t)] J
�
a

�
tr�1(t� E(X))f(t)

�
+ J�a [f(t)] J

�
a

�
tr�1(t� E(X))f(t)

�
�J�a [(t� E(X))f(t)]Mr�1;�(t)� J�a [(t� E(X))f(t)]Mr�1;�(t).

= J�a [f(t)] J
�
a

�
tr�1(t� E(X))f(t)

�
+ J�a [f(t)] J

�
a

�
tr�1(t� E(X))f(t)

�
�EX�E(X);� (t)Mr�1;�(t)� EX�E(X);� (t)Mr�1;�(t). (3.4.8)



3.4 Quelques résultats 26

En utilisant le fait que f 2 L1 ([a; b]), on peut écrire.

1

� (�)

1

� (�)

tZ
a

tZ
a

(t� �)��1 (t� �)��1 (� � �)
�
� r�1 � �r�1

�
f(�)f(�)d�d�

� kfk21
1

� (�)

1

� (�)

tZ
a

tZ
a

(t� �)��1 (t� �)��1 (� � �)
�
� r�1 � �r�1

�
d�d�

= kfk21

"
(t� a)�

� (�+ 1)
J�a [t

r] +
(t� a)�

� (� + 1)
J�a [t

r]� J�a [t] J�a
�
tr�1

�
� J�a [t] J�a

�
tr�1

�#
.

(3.4.9)

De (3.4.8), (3.4.9) et comme

J�a [t] =
1

2
(t� a)�+1 + a (t� a)

�

� (�+ 1)
,

J�a [t] =
1

2
(t� a)�+1 + a (t� a)

�

� (� + 1)
,

on obtient (3.4.6).

(ii) : Montrons (3.4.7).

Soient � > 0; � > 0. On a :

1

� (�)

1

� (�)

tZ
a

tZ
a

(t� �)��1 (t� �)��1 (� � �)
�
� r�1 � �r�1

�
f(�)f(�)d�d�

� sup
�;�2[a;t]

j(� � �)j
���� r�1 � �r�1��� 1

� (�)

1

� (�)

tZ
a

tZ
a

(t� �)��1 (t� �)��1 f(�)f(�)d�d�

= (t� a)
�
tr�1 � ar�1

�
J�a [f(t)] J

�
a [f(t)] . (3.4.10)

De (3.4.8) et (3.4.10), on a (3.4.7).
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3.4.3 Résultat 3

Théorème 3.4.3 Soit X une variable aléatoire continue ayant une f. d. p, f : [a; b] ! R+.

Alors, on a :

J�a [f(t)]M2r;�(t)�M2
r;�(t) �

1

4

(b� a)2(��1)

�2 (�)
(br � ar)2 ; � > 0; a < t � b.

Preuve. �
Soient � > 0; a < t � b, on a :

��J�a [p(t)] J�a �pg2(t)�� (J�a [pg(t)])2�� � 1

4
(J�a [p(t)])

2 (M �m)2 . (3.4.11)

On prend p(t) = f(t); g(t) = tr; a < t � b;m = ar et M = br puis on remplace dans (3.4.11).

0 � J�a [f(t)] J�a [f(t)t2r]� (J�a [f(t)tr])
2 � 1

4
(J�a [f(t)])

2 (br � ar)2.

Comme

J�a [f(t)] �
(b� a)��1

� (�)
,

alors

(J�a [f(t)])
2 � (b� a)2(��1)

�2 (�)
.

On en déduit que :

J�a [f(t)]M2r;�(t)�M2
r;�(t) �

1

4

(b� a)2(��1)

�2 (�)
(br � ar)2 .
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3.4.4 Résultat 4

Théorème 3.4.4 Soit X une variable aléatoire continue ayant une f. d. p. f : [a; b] ! R+.

Alors, pour tout � > 0; � > 0 et a < t � b, on a :

J�a [f(t)]M2r;�(t) + J
�
a [f(t)]M2r;�(t) + 2a

rbrJ�a [f(t)] J
�
a [f(t)]

� (ar + br)
�
J�a [f(t)]Mr;�(t) + J

�
a [f(t)]Mr;�(t)

�
. (3.4.12)

Preuve. �
Montrons (3.4.12) :

Soient � > 0; � > 0 et a < t � b, on rappelle ( 1.4.10) :

�
J�a [p(t)] J

�
a

�
pg2(t)

�
+ J�a [p(t)] J

�
a

�
pg2(t)

�
� 2J�a [pg(t)] J�a [pg(t)]

�2

�
�

(MJ�a [p(t)]� J�a [pg(t)])
�
J�a [pg(t)]�mJ�a [p(t)]

�
+(J�a [pg(t)]�mJ�a [p(t)])

�
MJ�a [p(t)]� J�a [pg(t)]

� �2 . (3.4.13)

On prend p(t) = f(t); g(t) = tr; a < t � b et on remplace dans (3.4.13), on obtient :

�
J�a [f(t)] J

�
a

�
f(t)t2r

�
+ J�a [f(t)] J

�
a

�
f(t)t2r

�
� 2J�a [trf(t)] J�a [trf(t)]

�2

�
�

(MJ�a [f(t)]� J�a [trf(t)])
�
J�a [t

rf(t)]�mJ�a [f(t)]
�

+(J�a [t
rf(t)]�mJ�a [f(t)])

�
MJ�a [f(t)]� J�a [trf(t)]

� �2 .
Donc,

J�a [f(t)]M2r;�(t) + J
�
a [f(t)]M2r;�(t)� 2Mr;�(t)Mr;�(t)

� (MJ�a [f(t)]�Mr;�(t))
�
Mr;�(t)�mJ�a [f(t)]

�
+ (Mr;�(t)�mJ�a [f(t)])

�
MJ�a [f(t)]�Mr;�(t)

�
.

(3.4.14)

On développe (3.4.14), on obtient.
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J�a [f(t)]M2r;�(t) + J
�
a [f(t)]M2r;�(t)

� M(J�a [f(t)]Mr;�(t) + J
�
a [f(t)]Mr;�(t)) +m(J

�
a [f(t)]Mr;�(t) + J

�
a [f(t)]Mr;�(t))

�2mMJ�a [f(t)] J�a [f(t)] . (3.4.15)

Posons M = br;m = ar et remplaçons dans (3.4.15), on aura (3.4.12).



Chapitre 4

Moments à Poids

4.1 Introducrion

Dans ce chapitre, on donne des résultats plus généraux en utilisant une fonction poids positive

q : [a; b]! R+. Ces résultats généralisent les théorèmes du [7].

4.2 Quelques résultats fondamentaux

On commence par le résultat suivant :

4.2.1 Résultat 1

Théorème 4.2.1 Soit X une variable aléatoire continue ayant une f. d. p. f : [a; b] ! R+.

Alors, pour tout � > 0; a < t � b et q : [a; b]! R+, on a les deux inégalités :

(a) : J�a [qf(t)] J
�
a

�
tr�1(t� E(X))qf(t)

�
� J�a [(t� E(X))qf(t)] J�a

�
tr�1qf(t)

�
� kfk21

�
J�a [q(t)] J

�
a [t

rq(t)]� J�a [tq(t)] J�a
�
tr�1q(t)

��
.

(b) : J�a [qf(t)] J
�
a

�
tr�1(t� E(X))qf(t)

�
� J�a [(t� E(X))qf(t)] J�a

�
tr�1qf(t)

�
� 1

2
(t� a)

�
tr�1 � ar�1

�
(J�a [qf(t)])

2 .
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Preuve. �
Partie (a) :

Soient f 2 L1 ([a; b]) ; � > 0; q : [a; b]! R+.

On prend p(t) = q(t)f(t); g(t) = t�E(X); h(t) = tr�1; a < t � b et on remplace dans (1.4.4),

on obtient :

1

�2 (�)

tZ
a

tZ
a

(t� �)��1 (t� �)��1 q(�)f(�)q(�)f(�)(� � �)
�
� r�1 � �r�1

�
d�d�

= 2J�a [qf(t)] J
�
a

�
tr�1(t� E(X))qf(t)

�
� 2J�a [(t� E(X))qf(t)] J�a

�
tr�1qf(t)

�
.(4.2.1)

De plus, on a.

1

�2 (�)

tZ
a

tZ
a

(t� �)��1 (t� �)��1 q(�)f(�)q(�)f(�)(� � �)
�
� r�1 � �r�1

�
d�d�

� kfk21
�
2J�a [q(t)] J

�
a [t

rq(t)]� 2J�a [tq(t)] J�a
�
tr�1q(t)

��
. (4.2.2)

De (4.2.1) et (4.2.2), on obtient la partie (a).

Partie (b) :

Soient � > 0; q : [a; b]! R+, on a :

1

�2 (�)

tZ
a

tZ
a

(t� �)��1 (t� �)��1 q(�)f(�)q(�)f(�)(� � �)
�
� r�1 � �r�1

�
d�d�

� sup
�;�2[a;t]

j(� � �)j
��(� r�1 � �r�1)��� 1

�2 (�)

tZ
a

tZ
a

(t� �)��1 (t� �)��1 q(�)f(�)q(�)f(�)d�d�

= (t� a)
�
tr�1 � ar�1

�
(J�a [qf(t)])

2. (4.2.3)

De (4.2.1) et (4.2.3), on obtient la partie (b).
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4.2.2 Résultat 2

Théorème 4.2.2 Soit X une variable aléatoire continue ayant une f. d. p. f : [a; b] ! R+.

Alors, pour tout � > 0; � > 0 et q : [a; b]! R+; a < t � b on a :

(i) : J�a [qf(t)] J
�
a

�
tr�1(t� E(X))qf(t)

�
+ J�a [qf(t)] J

�
a

�
tr�1(t� E(X))qf(t)

�
�J�a [(t� E(X))qf(t)] J�a

�
tr�1qf(t)

�
� J�a [(t� E(X))qf(t)] J�a

�
tr�1qf(t)

�

� kfk21
�
J�a [q(t)] J

�
a [t

rq(t)] + J�a [q(t)] J
�
a [t

rq(t)]
�

+ kfk21
�
�J�a [tq(t)] J�a

�
tr�1q(t)

�
� J�a [tq(t)] J�a

�
tr�1q(t)

��
.

(ii) : J�a [qf(t)] J
�
a

�
tr�1(t� E(X))qf(t)

�
+ J�a [qf(t)] J

�
a

�
tr�1(t� E(X))qf(t)

�
�J�a [(t� E(X))qf(t)] J�a

�
tr�1qf(t)

�
� J�a [(t� E(X))qf(t)] J�a

�
tr�1qf(t)

�

� (t� a)
�
tr�1 � ar�1

�
J�a [qf(t)] J

�
a [qf(t)] .

Preuve. �
Partie (i) :

Soient � > 0; � > 0 et a < t � b; f 2 L1 ([a; b]) ; q : [a; b]! R+.

On prend p(t) = q(t)f(t); g(t) = t�E(X); h(t) = tr�1; a < t � b et on remplace dans (1.4.7),

on obtient :

1

� (�)

1

� (�)

tZ
a

tZ
a

(t� �)��1 (t� �)��1 q(�)f(�)q(�)f(�)(� � �)
�
� r�1 � �r�1

�
d�d�

= J�a [qf(t)] J
�
a

�
tr�1(t� E(X))qf(t)

�
+ J�a [qf(t)] J

�
a

�
tr�1(t� E(X))qf(t)

�
�J�a [(t� E(X))qf(t)] J�a

�
tr�1qf(t)

�
� J�a [(t� E(X))qf(t)] J�a

�
tr�1qf(t)

�
. (4.2.4)

En utilisant le fait que f 2 L1 ([a; b]), on peut écrire.
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1

� (�)

1

� (�)

tZ
a

tZ
a

(t� �)��1 (t� �)��1 q(�)f(�)q(�)f(�)(� � �)
�
� r�1 � �r�1

�
d�d�

� kfk21
1

� (�)

1

� (�)

tZ
a

tZ
a

(t� �)��1 (t� �)��1 q(�)q(�)(� � �)
�
� r�1 � �r�1

�
d�d�

= kfk21
�
J�a [q(t)] J

�
a [t

rq(t)] + J�a [q(t)] J
�
a [t

rq(t)]
�

+ kfk21
�
�J�a [tq(t)] J�a

�
tr�1q(t)

�
� J�a [tq(t)] J�a

�
tr�1q(t)

��
. (4.2.5)

De (4.2.4) et (4.2.5), on obtient la partie (i).

Partie (ii) :

Soient � > 0; � > 0, on a :

1

� (�)

1

� (�)

tZ
a

tZ
a

(t� �)��1 (t� �)��1 q(�)f(�)q(�)f(�)(� � �)
�
� r�1 � �r�1

�
d�d�

� sup
�;�2[a;t]

j(� � �)j
���� r�1 � �r�1���� 1

� (�)

1

� (�)

tZ
a

tZ
a

(t� �)��1 (t� �)��1 q(�)f(�)q(�)f(�)d�d�

= (t� a)
�
tr�1 � ar�1

�
J�a [qf(t)] J

�
a [qf(t)] . (4.2.6)

De (4.2.4) et (4.2.6), on obtient la partie (ii).

4.2.3 Résultat 3

Théorème 4.2.3 Soit X une variable aléatoire continue ayant une f. d. p. f : [a; b] ! R+.

Alors, pour tout � > 0 et q : [a; b]! R+; a < t � b on a :

J�a [qf(t)] J
�
a

�
t2rq3(t)f(t)

�
�
�
J�a
�
trq2(t)f(t)

��2 � 1

4
(J�a [qf(t)])

2 (br � ar)2 ; � > 0; a < t � b.

Preuve. �
Il su¢ t de prendre p(t) = q(t)f(t); g(t) = tr; a < t � b;m = ar;M = br dans (3.4.11).
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4.2.4 Résultat 4

Théorème 4.2.4 Soit X une variable aléatoire continue ayant une f. d. p. f : [a; b] ! R+.

Alors, pour tout � > 0; � > 0; a < t � b et q : [a; b]! R+ on a :

J�a [qf(t)] J
�
a

�
t2rqf(t)

�
+ J�a [qf(t)] J

�
a

�
t2rqf(t)

�
+ 2arbrJ�a [qf(t)] J

�
a [qf(t)]

� (ar + br) J�a [qf(t)] J
�
a [t

rqf(t)] + J�a [qf(t)] J
�
a [t

rqf(t)] .

Preuve. �
Soient � > 0; � > 0; a < t � b et q : [a; b]! R+.

On prend p(t) = q(t)f(t); g(t) = tr; a < t � b et on remplace dans (3.4.13).

J�a [qf(t)] J
�
a

�
t2rqf(t)

�
+ J�a [qf(t)] J

�
a

�
t2rqf(t)

�
� 2J�a [trqf(t)] J�a [trqf(t)]

� (MJ�a [qf(t)]� J�a [trqf(t)])
�
J�a [t

rf(t)]�mJ�a [qf(t)]
�

+(J�a [t
rqf(t)]�mJ�a [qf(t)])

�
MJ�a [qf(t)]� J�a [trqf(t)]

� . (4.2.7)

On développe (4.2.7), et on remplace M par br et m par ar, on obtient le résultat souhaité.



CONCLUSION

Dans ce mémoire, on a introduit des estimations sur les variables
aléatoires continues à espérance fractionnaire, variance fraction-
naire et moments fractionnaires d�ordres (r; �). Les premières dé�-
nitions et propriétés de cette nouvelle approche, on les trouve dans
les travaux de [1], [4] et [7].
Nous avons montré, à travers la preuve des résultats des quatres
chapitres, l�utilité de la théorie des intégrales fractionnaires aux sens
de Riemann-Lioville.
Finalement, on souhaite appliquer ces téchniques d�estimation frac-
tionnaire pour trouver d�autres approximations fractionnaires des
espérances, des variances et des moments d�ordre (r > 0; � > 0).
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