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Résumé

Dans ce Mémoire de Master, on s’intérésse a développer certains
résultats d’ordre non entier sur les "estimations" des variables aléa-
toires continues avec fonction de probabilité de densité définie sur
un intervalle compact de R. On généralise ainsi certains résultats
classiques et d’autres résultats non classiques publiés récemment.



INTRODUCTION

Les inégalités intégrales jouent un role fondamental en théorie des équations
et des systémes différentielles, en probabilités et statistiques et en sciences
appliquées. Cette théorie a connu un développement dans les deux derniers
décénées. De plus, I’étude des inégalités de type fractionnaire a aussi une
grande importance dans la théorie des équations différentielles fractionnaires
et des systémes différentielles fractionnaires.

Dans ce Mémoire, nous allons nous intéresser & une nouvelle approche
probabiliste dans le cas des variables aléatoires continues.

On applique la théorie des intégrales fractionnaires de Riemann-Lioville pour
établir quelques résultats sur les estimations des espérances fractionnaires,
des variances fractionnaires ainsi que des moments fractionnaires d’ordres
(’f’, Oé) .

Nous avons choisi de structurer notre travail selon le plan suivant :

Dans le premier chapitre, nous présentons des nouvelles estimations des
espérances fractionnaires et des variances fractionnaires en utilisant les
intégrales de Riemann-Lioville.

Le deuxiéme chapitre est consacré & une généralisation des espérances et des
variances fractionnaires en utilisant une fonction poids positive.

Le troisiéme chapitre consiste a présenter quelques estimations des moments
fractionnaires d’ordres (r > 0,a > 0).

Dans le quatrieme chapitre, nous énoncons des inégalités des moments

fractionnaires d’ordres (r > 0,a > 0) avec poids.




Chapitre 1

Estimations Fractionnaires :
Espérances, Variances

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on introduit quelques définitions des espérances et des variances relative-
ment au intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville énoncées dans [4]. On va aussi présenter

des théorémes importants sur les espérances et les variances fractionnaires cités dans [4].

1.2 Définitions

Définition 1.2.1 Soit f : [a,b] — R une fonction continue. On appelle intégrale fractionaire

d’ordre o au sens de Riemann-Liouville de f la fonction définie par :

t

JOLFE)] = ﬁ/ (t— )L f(r)dria > 0,0 < t < b,
Jelf(®)] = [f(t),t €la,0].

Propriétés : Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Alors, on a :

L Vo, B € REJHI[f(t)] = J2 7 [f(1)]-

* ) “a

2. Vo, B € REJZI]f(1)] = J T [f (1)),

k7 a
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On va donner quelques applications sur les probabilités et les statistiques. On commence
par introduire les concepts suivants. Etant donné une variable aléatoire continue X avec une
fonction de densité de probabilité (f. d. p). f : [a,b] — RT.

On rappelle que :

B(X) = Jtf (0,

et 0 (X)a: E(X?) — (E(X))%.

On introduit aussi les définitions suivantes citées dans [4] :

Définition 1.2.2 La fonction espérance fractionnaire d’ordre a > 0 de la variable aléatoire

continue X ayant une f. d. p. [ :[a,b] — RT est définie par :

t

Exo () = Jo[tf(1)] = ﬁ/ (t— )2 rf(r)dria < t <b.

a

Pour t = b, on donne la définition suivante :

Définition 1.2.3 L’espérance fractionnaire d’ordre o > 0 de la variable aléatoire continue

X ayant une f. d. p. f: [a,b] — R est définie par :

b

Exq = —/ (b—7)*""rf(r)dr.

a

Définition 1.2.4 La fonction espérance fractionnaire d’ordre o > 0 de la variable aléatoire

X — E(X) est définie par :

t

Ex_px)a(t) = J3 [t — E(X))f)] = —/ (t—7)* " (1 — E(X))f(r)dm;a <t <b,

a

avec f :[a,b] — RT la fonction de densité de probabilité de X .
Pour t =b,0n a :

Définition 1.2.5 L’espérance fractionnaire d’ordre o« > 0 de la variable aléatoire X — E(X)

est définie par :
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b
Ex_pixa i ﬁ / (b— 1) (r — E(X))f(r)dr,

a

avec f : [a,b] — R la fonction de densité de probabilité de X .

Définition 1.2.6 La fonction variance fractionnaire d’ordre a > 0 d’une variable aléatoire

continue X de f. d. p. [ :[a,b] — RT est définie par :

t

/(t — 1) (7= E(X))?f(r)dr;a <t <b.

a

b
 T(o)

Pour ¢ = b, on donne la définition suivante :

Définition 1.2.7 La variance fractionnaire d’ordre o > 0 d’une variable aléatoire continue

X de f. d. p. f:[a,b] = R est définie par :

1 y o 1 9
2= W/ (b— 1) (r — B(X))f(r)dr.

1.3 Rappels

Dans cette section, on donne deux théorémes démontrés dans [5] qu'on utilisera dans la

démonstration des résultats qui vont suivre.

Théoréme 1.3.1 Soient h et g deux fonctions intégrables sur [0, +o00[ satisfaisantes
I < h(t) < Lym < g(t) < M telles que I, L,m, M € R, et soit p une fonction positive sur
[0, +00]. Alors pour toutt >0, >0 on a :

[T ()] T2 [phg ()] = T3 [ph(8)] J¢ [pg ()] < 7 (Je [p(®)])* (L — 1) (M —m).

»Jkl»—‘

Théoréme 1.3.2 Soient h et g deux fonctions intégrables sur [0, +o0[ satisfaisantes
I < h(t) < Lym < g(t) < M telles que I, L,m, M € R, et soit p une fonction positive sur

[0, 400]. Alors pour toutt >0, >0 et >0 on a :
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(T2 [p(8)] T2 [phg()] + J2 [p(8)] ¢ [phg(D)] = T [ph(£)] T7 [pg(t)] — J¢ [ph(t)] J¢ [pg(1)])*

< [(LJ7 [p®)] = I3 ph(1)]) (17 [ph(®)] = LT [p(D]) + (5 [ph()] = LT3 [p(1)]) (LT [p(8)] — T [ph(t)])]

x [(M I [p(t)] = J¢ [pg@®)]) (JF [pg(t)] — mJL [p(6)]) + (J [pg(t)] — mJg [p(t)]) (M JZ [p(t)] — J2 [pg(t)])]

1.4 Reésultats Fractionnaires

Dans cette section, on présente des nouveaux résultats pour les variables aléatoires continues

fractionnaires de [4]. On commence par le suivant :

1.4.1 Reésultat 1

Théoréme 1.4.1 Soit X une variable aléatoire continue ayant une f. d. p. f: [a,b] — RT.

Alors, pour tout a <t <b,a >0, on a :

(: O Falt) ~ (Bx-sone 1) < I [2F e
+1I1Z E <t—a>2a+2+za% |
) : I [F0) alt) = (Bx—p00 (0)° < 5 1oh
Preuve. U
Partie (a) :
Soient f € Ly ([a,b]),a > 0. On définit la quantité suivante :
H(7,p) = (g9(1) —g(p) (h(T) = h(p));7.p€lai],a<t<b. (1.4.1)

On développe ([1.4.1]).
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H(r,p)=g(r)h(T)—g(T)h(p) —g(p)h(T)+g(p)h(p). (1.4.2)

Soit p : [a,b] — RT. On multiplie (1.4.2)) par (t}T()O:y)_lp(T), 7 € [a,t] puis on intégre par

rapport a 7 sur [a, t].

L’intégration sur [a,t] de cette derniére identité donne :

! -
) E= T O H ) ar

= J; [pg; ®)] = h(p) I [pg ()] —g(p) Jg [ph (t)] +g(p) h(p) S [p ()] (1.4.3)

(t=p)*~"
T'(a)

On multiplie (1.4.3|) par

p(p),p € [a,t] puis on integre par rapport a p sur [a, t].

t

) s [ = ) H (P
()7 oot () = = (o)1) 5 o (0 = 2 0190 72 o 0)
(0916 5 0],

L’intégration sur [a,t] de cette derniére identité donne :

@)

F21( [{ (t - T)ail (t— p)ail p(T)p(p) H (7, p)drdp
[

= Jg e @] J3 [pgh ()] = J3 [ph ()] I3 g ()] — Jg [pg (O] I3 [ph ()] + T3 [p (1)) I3 [pgh (¢)]
= 2J7 [p(®)] J3 [pgh ()] = 2J [pg (¢)] I3 [ph (1)) - (1.4.4)



1.4 Reésultats Fractionnaires 7

On prend p(t) = f(t),g(t) = h(t) =t — E(X),a <t < b et on remplace tout ¢a dans
(1.4.4]), on obtient :

I // (t=7)* 7 (t=p)* " £ (1) f (p) (T = p)” drdp
= 2J; [f( )] JO‘ [f () (¢t = E(X))’] = 2(J3 [f ()t = E(X)])".

Comme f € Lo ([a,b]), alors on a :

. t ot » . 2
F2—(a)[[(t_7_) (t=p)* f(7)f(p) (T —p) drdp

< Wl prrgy f |

De plus,
Jo [F () (¢ = B(X))*] = 0%a(t), (J2[f(O(E = E(X))])* = (Ex—px)a (1)

Donc,

T ] 0% ) — (Ex—oom (07 < 112 [ L= o) - (o]

[(a+1) "
On calcule J2 [t?] et Jo [t].
On commence par calculer J [t].
On sait que :
fo! «a «a 1 a+1
Jolt—a)l = J3lt] —ali[l] = 5 (t—a)
On obtient alors :
1 (t —a)”
JE[t) == (¢t —a)**

a 1] 2 ( ) * ['(a+1)

De méme on calcule J2 [t?], on a :
(t . a)CH—Q

o [t = a)’] = I3 [7] + a® 5 [1] — 2007 [1] =
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On déduit que :

D’ou,

9 (t —a)**? (t—a) o, (t—a)™
sHﬂu[%wa+Dr@w3)+“rm+1) “Ta+1)

1 N t— 2a t— 2a+1
+||f\|§o[1(t—a)2+2+a2( Dol

2

Jo [f O] 0% o(t) = (Ex-po.a (1))

2(a+1)  "T(atl)

Partie (b) :

Soient 7,p € [a,t], a <t <b,ona:

1 t t - . 2
W—m)[[“_” (t=p)" [(7)f(p) (T —p)drdp

< sup |[(r-p)f
7.p€la] I'? (a)

Donc,

(t — a)? (o[£ (1)
Lt a)? (e ()

2
(1.4.5)

2J5 [f O3 [f () (¢ = B(X))*] = 2(J7 [f())(t — E(X)])*
Ja [f O] 0% o(t) = (Ex—pix).a (1)

IN

IN

De plus, on a

(b _ a)Q(afl)

0 < P

Comme

(t—a) < (b—a)’,
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on aura donc

b _ a)?(afl) (b . a)2a

(t - (1)2 (‘]c? [f(t)])z < (b - (l>2 ( T2 (Oé) = T2 (O./) :

D’ou,

J2 [F0] 0%alt) = (Bx-poom (0 < 5 % |

On va proposer une autre généralisation du théoréeme 3.1 de [4].

1.4.2 Reésultat 2

Théoréme 1.4.2 Soit X une variable aléatoire continue ayant une f. d. p. [ : [a,b] — RT.

Alors, pour tout a <t <b,a>0et >0, on a

Jo [ ()] O%(ﬁ(t) + Jf Lf(t)] O%(,a(t) -2 (EX—E(X),a (t)) (EX—E(X),B (t))
(t B a>a+,3+2 (t . a)a+6+2

) 1 atpte
< [flI% QF(a+1)F(5+3)+2F(6+1)F(a—|—3) Q(t 2

On a aussi

b—a)**’
I O] 035(0)+ 72 [F0] 4t) = 2 (B0 () (Bx-p00a (0) < 1o h
pour tout a <t < b,a >0 et 3> 0.
Preuve. U

On commence par démontrer la premiére inégalité.

Soient a <t < b,a>0,5>0, f € L ([a,b]).

(t=p)°*
(B)

On multiplie (|1.4.3) par p(p), p € [a,t] puis on intégre par rapport a p sur [a, t].

_ A1
(tF(pﬁ)> (mr( )/@_T)Q_IP(T)H(w)dT
_ )81 ‘ Bt 51
= o) oo )] = o)) 2 )]~ T p)a(e) 2 o)
B—1
D o)a(oh(o) 2 ). 146)
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L’intégration nous donne :

) t ot » .
W/ / (t=7)"" (t=p)" " (r)p(p) H (7. p) drdp

= J3 [p (1)) J7 [pgh (1)) + J7 [p ()] ¢ [pgh ()] — J3 [ph ()] J7 [pg ()] — J7 [ph (£)] I3 [pg (t)]
(1.4.7)

Dans (1.4.7)), on prend p(t) = f(t),g(t) = h(t) =t — E(X),a < t < b, on obtient :

e A T DI

= T SOV [f(O = BEX))] + J7 [fO T3 [£(6)(t — B(X))?]
=2J7 [f(O)(t = EX))] 7 [f(1)(t = B(X))].

On remarque aussi qu’on a

. t ot » B 2
W//(t_T) (t—p)" L f(7) f (p) (T = p)* drdp

< IfI%, //t—fal P (r = p) drdp

< Il

Comme

on obtient donc

Jo [f ()] 0%(,6 (t) + Jf Lf(t)] U?X',oz (t) — 2<EX—E(X),oc (t))<EX—E(X),ﬁ (t))

(=0 4om . (t=a)
o Ty’ I vt

JO ] —2J8 [t JP ]| -
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De plus, on sait que :
o - (t a)a+2 (t - a’)a a+1
o [#*] _QF(a—l—i’)) 2F(0z—|—1) talt—a)™,
B [42] _ (t_a)ﬂ+2 A )B _\BH1
JJ [t7] _2r(5+3) +a F(ﬁ+1)+a(t a)”,
1 o (03
et
JB [t] — l(t— a)BJrl +a (t - a)ﬁ
¢ 2 I'(B+1)
Par conséquent,
Ta lf )% () + T Lf (D] 0% a(t) = 2 (Bx-pa (1) (Bx-pix).s (1))
, (t a>a+ﬁ+2 (t— a)a+ﬁ+2 1 o
s Wl 2 rasyrees Porgenrass 249 '
On passe maintenant a démontrer la deuxiéme inégalité.
On utilise le fait que sup |(7 — p)|> = (t — a).
7,p€a,t]
tt
P(a)lf(ﬁ)ff (t - T)a_l (t - p)ﬁ_l f <T> f (p) (T - p)2 drdp
< s (=) s ] (6= (6= )" T f(p)rdp
T,p€|a,t aa
< (t—al i) (E =) T f () drty [ (6= )" F(p)dp < (8 — )22 [F(D)] JF [F(1)).
Donc, ’ ’
Telf 0] 0% 5 O+T7 [f(O] 0% o () =2(Ex—p0.0 (D)(Ex-pex)s (1) < (t=a)* T3 [F ()] ] [F(1)].

De plus, on a
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(b— a)ﬁ_l
JEF(0)] < =05
Donc,
—a)Je B _ag(b—a)afl (b—a)ﬁfl _ (b_a)a+ﬁ
OO (e (@) T(B) T ()T ()
D’ou,
JEFO) 3 st) + T2 [F(D)] 0% o) — 2 (E ) (£ 1) < b= a)**’
a Ox.3 a X« X—-E(X),x X—E(X),8 < P(Q)F(ﬁ)

1.4.3 Reésultat 3

Théoréme 1.4.3 Soit f une f. d. p d’une variable aléatoire continue X sur [a,b]. Pour tout

a<t<ba>0,ona:

T 0% () = (Bx—pxa (1) < i

Preuve. O

Soient v > 0,a <t < b,l < h(t) < Let m < g(t) < M telles que I, L,m,M € R, on a :

NH

e (D] I [phg (1)) — J¢ [ph(D)] J¢ [pg(1)]] < 5 (g [p(O])* (L = 1) (M —m).

Dans cette derniére inégalités, on prend h(t) = g(t),a < t < b, on aura.

—_

[T [ )] g [pg® (1)) = (2 [pg (O))?] < £ (I [p(D)])* (M —m)*. (1.4.8)

Maintenant, on prend p(t) = f(t),g(t) =t — E(X),a <t < b, on obtient :

=~

[T [F @13 [£() (¢ = B(X))?] = (J2[f(t) (t = BQO))?| < 5 (Je [F@)])° (M —m)°.

mw

On pose M =b— E(X),m =a — E(X), on obtient :

(Ja LF@))* (0 —a)*.

NH

0 < Jo[f @O [f(1) (¢ = E(X))*] = (J7 [f (1) (t = E(X))])* <
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Comme
o (b — a)a—l
s = S
alors
a 2 (b — a)Z(O‘fl)
z L) <
Donc
1 o 2 2 1 (b _ a)2a
L) 6-af <102
D’ou, 2
T O 0%a () = (Bx-rona (1) < i(br_(;))

1.4.4 Reésultat 4

Théoréme 1.4.4 Soit f une f. d. p d’une variable aléatoire continue X sur [a,b]. Pour tout

a<t<ba>0,0>0 ona:

T [f O] 0% 5(t) + 7 [f (O] 0% a(t) +2(a — B (X)) (0 — E (X)) J7 [f®] I [f(#)]
< (a+b=2B(X)) (JE[fO] (Ex-peost) + I [f(0)] (Ex-pxoa))) .
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Preuve. O

Soient a > 0,8 > 0,a <t < b,p: [a,b] — R et soient | < h(t) < L,m < g(t) < M telles

que l,L,m,M € R, on a:

(T2 [p(6)] T [phg(8)] + JZ [p(£)] T [phg(8)] — J2 [ph(1)] I [pg(£)] — JZ [ph(£)] T2 [pg()])”

< [(@J5 [p®)] = T2 ph(t)]) (T [ph(t)] = 17 [p(D]) + (3 [ph(8)] = L3 [p(0)]) (LT [p(t)] = 77 [ph()])]

x [(MJZ [p(t)] = J¢ [pg(®)]) (J2 pg(t)] — mJ. [p(t)]) + (J& [pg(t)] — mJg [p(t)]) (M JL [p(t)) — J7 [pg(t)])]

(1.4.9)
On prend h(t) = g(t),a < t < b et on remplace dans (1.4.9), on obtient :
(J2 [p@)] J2 [pg*(1)] + I (D) I [pg?(t)] — 272 [pg (1)) JE [pg(t)])*
(M Jg [p(t)] = J¢ [pg()]) (JF [pg(t)] — mJ2 [p(t)])
< [ o) —mt O G 6] 7 Lt ) } (1.410)

On pose p(t) = f(t),g(t) =t — E(X),a <t < b et on remplace dans (|1.4.10)).

TR f@OIT (O — B(X))?] +

TELFO]JE [F(6)(t — B(X))?] }
—2J2 [f(1)(t — E(X))] J2 [f(£)(t — B(X))]

<[ (M3 [fO] = o () — E(X NN (J7 [f () = E(X)] —m.J] [f(£)]) r
+ U2 [~ BCO) = mJg (F(O) (MIZ[F(0)] — JE L0~ BN |

ce qui donne

Jo LFOTIL[F @)t — B(X))?]+ J7 [f ()] I3 [f ()t — E(X))?]
—2J3 [f(O)(t = EQO)]J] [f ()t = E(X))]
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< MIZF@] = Jg @) = E(X)
= 2 O — BQO) —ma2 [0 (M 1)) — J2 [0 — BX))))

On développe (|1.4.11]), on obtient :

T —
=
—~
m%‘b
=
—~
~
~—
—~
<~
|
gL
=
=
|
=~
=
—~
~
=
~—
—~
—_
e~
—_
—
~—

)
< M (7 [fO)(Ex-peos (1) + I3 O] (Ex-po.a (1))
+m (T3 [F(O) (Bx-po,s (0) + 7 [F (O] (Bx-po.a (1) — 2mM I [f(0)] J7 [f(1)]-
(1.4.12)

Dans (1.4.12)), on prend M =b— E(X),m = a — E(X), on obtient :

Jo [FOLIL [F(0)E = B + T @] I3 [f#6)(¢ = B(X))?]

< (0—EX) (J [FO) (Ex-p s (1) + T [f (O (Bx-px).a (1)
+a— E(X)) (J3 [f O] (Ex-px),s (1) + J7 [ (0] (Ex-px).a (1))
—2(a — E(X)) (b— E(X)) Jg [f(O) J7 [f (1))

D’oti, on oura :

T lfO) ok s () + T [f(B)] ok o () +2(a — B(X)) (b — B(X))J7 [f(O)] T} [f(t)]
< (a+b—=2B(X)) (J3 [f O] (Ex—px).s (1) + J7 [fO] (Ex—p).a (1)) -



Chapitre 2

D’autres Résultats Avec Poids

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on donne des résultats fractionnaires qui généralisent les théorémes de [4]

en utilisant une fonction poids positive .

2.2 Reésultats

On commence par présenter et démontrer le résultat suivant :

2.2.1 Reésultat 1

Théoréme 2.2.1 Soit X une variable aléatoire continue ayant une f. d. p. f : [a,b] — RT,

q: [a,b] — RT. Alors, pour tout a <t <b,a >0 on a.

(@) = JRlaf@)]Jg [af () — E(X))?] = (3 [af (6)(t — BECX))))’
1% T3 la@)] Tg [a(®)t] = (g [a()t])°] -

IN

(®) : Jlaf OIS [af ()t — E(X))’] = (Jg [af (1) — B(X))))”

AN
|
—~
~
|

Q
SN—
[
—~
DKS‘;
=)
~
—~
~
=
SN—
€
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Preuve. U
Partie(a) :

Soient q : [a,b] = RT;7,p € [a,t],a <t <b, f € Ly ([a,b]).

On prend p (1) = q(t)f (t),g(t) = h(t) =t — E(X),a < t < b et on remplace dans (1.4.4),

on obtient.

P21<a> / / (=7 (= p)* a(r)f () alp)f (p) (r — p)? drdp

a a

= 2Jg [af (O] T3 [af () (t = E(X))*] = 2(J5 [af () (t — E(X))])*.

D’autre part, on a :

F21(04)[ [ (t =)t =p)*a(r)f (1) alp)f () (T = p)* drdp

< 191 fop / / (t =" =) aPalp) 7 = pPdrdp
< I 222 00 2 (o)) — 202 0]
D’ou,
T2 laf 0] 72 [af ()¢ =~ BOO) = (2 laf (01 ~ BO)))
< IS L2 ot ¢ [a)) = (5 fa(0)])")
Partie (b) :

Soient 7, p € [a,t],a <t <b,q: [a,b] > RT.On a :
—ml(a) / / (t =) (t=p)* a0 f (T)alp)f (p) (r — p)?drdp

< sup [(r =l g [ [ =7 =0 a0 (el () ey

T,p€at]
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= sup |(T—P>’2 (Ja [Qf(t)])Q-

7,p€at]

Par conséquent,

JEaf @) IS [af @)t — E(X))*] — (J¢ [af ()(t — E(X))])

< %@ —a)? (J% [af (t)])>.

Remarque 2.2.1 Si on prend q(t) = 1,a < t < b dans le théoréme 2.2.1 on obtient le
théoréme 3.1 de []).

2.2.2 Reésultat 2

Théoréme 2.2.2 Soit X une variable aléatoire continue ayant une f. d. p. f : [a,b] — R*,

q : [a,b] — RT. Alors, pour tout a <t <b,a>0,5 > 0.

(a) - Jlaf )] [af (O — BX))*] + 7 [af 0] Jg [af ()t — E(X))?]
—2J3 [af (t)(t — BE(X))] J [af (t)(t — E(X))]

< A% [0 [a®) 7 [a)] + I la@)] 5 [a()2?]]
=2 £11% Ja la(t)t] I [a(t)t] -

(b) : JrlafO) L [af (@) — E(X))?] + J2 [af (0] I3 [af (£)(t — BE(X))?]
—2J5 [qf () (t — E(X))] JZ [af (t)(t — E(X))]
< (t—a)?J2 [af )] I [af(t)] .
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Preuve. U
Partie(a) :

Soient a <t < b,a>0,5>0, f € Ly ([a,b]).

On prend p(t) = q(t) f(t), g(t) = h(t) =t — E(X),a < t < b, puis on remplace dans (1.4.7).

1
I() T (5)

= o laf O T] [af (O = E(X))*] + T [af (1) I3 [af (6)(t — E(X))?]
=277 laf (0)(t = E(X)] I [af (1)(t — E(X))].

/ / (=) (= 0 a(1)f (1) a(o)f (p) (7 — p)drdp

D’autre part, on a :

1 t ot . - 2
W/ / (t =) (t=p)"a(n)f (1) alp)f (p) (r = p)’drdp

T m / / (t— 1) (= o) a(r)alp) (r — p)drdp

IF115 [T [a®] J7 [a)] + I la(@)] 7 [a()¢?]]
=2 fI% Ja la(®)e] I [a(t)1] -

IN

IN

D’ou, la partie (a) est démontrée.
Partie(b) :

Soient ¢ : [a,b] — R*,¢ € [a,b], on a :

1
[ ()T (5)

/ / (t =7 (= )" (P f (1) alp)f (p) (7 — p)2drdp

t t

[ [ =ar = o ) fato) e

< s (=2 5T )

= sup |(r—p) ﬁ / (t — 7" g(r)f (7) drﬁ / (t = 0V alp)f () dp

7,p€[a,t]

= (t—a)’ I af )] 2 [af(t)].
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D’ou, le résultat.

Remarque 2.2.2 Pour q(t) = 1,a < t < b dans le théoréme 2.2.2, on obtient alors le
théoréme 3.2 de [4).

2.2.3 Reésultat 3

Théoréme 2.2.3 Soit f une f. d. p d’une variable aléatoire continue X sur [a,b], pour tout

a<t<b,a>0 et pour toute fonction q : [a,b] — RY, on a le résultat suivant :

(b—a)*(J5 laf (1)])*.

N

T laf @) J3 [af (Ot = E(X)?] = (Jg laf ()(t = B(X))])* <

Preuve. U
Soient a <t < b, > 0et q: [a,b] — RT.
On prend p(t) = q(t)f(t),g(t) =t — E(X),a < t < b et on remplace dans ([1.4.8]), on obtient :

(J2 [af (O)])* (M —m)*.

N

[ Ta laf (O] 5 [af (0)(t — E(X))*] = (& [af (1) (t = E(X))])*| <

On pose M =b— E(X),m =a — E(X) et on les remplace.

(J2 [af @) (b —a)”.

A~ =

0< J7 [af O3 [af O — E(X))*] = (J& laf (1) (t = E(X)])* <

Remarque 2.2.3 Si on prend q(t) = 1,a < t < b dans le théoréeme 2.2.3, on obtient le
théoréme 3.3 de [4).

2.2.4 Reésultat 4

Théoréme 2.2.4 Soit f une f. d. p d’une variable aléatoire continue X sur [a,b], pour tout

a<t<ba>0,5>0 et pour toute fonction q: [a,b] — RT, on a :

T (af (0] T2 [af (O = ECX)Y] + 2 [af 0 I [af (1)t — E(X))?]
12(a— E(X)) (b— E (X)) ¢ [af (0] T2 [af (1)
< (a+b—2B(X)) (2 [af (O] T2 [af (0)(t = ECO)] + T2 [af (0] I¢ [af (£)(t — E(X))]) -
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Preuve. U
Soient & > 0,58 > 0,t > 0,p : [a,b] — R*.

On pose p(t) = q(t)f(t),g(t) =t — E(X),q : [a,b] — RT,a < ¢t < b et on remplace dans
(T.4.10).

( Jo laf @O T7 [af ()t — E(X))?] + J7 laf ()] T3 laf () (t — E(X))?] >2
=2J3 laf (0)(t = E(X))] T} [af ()t — E(X))]

<(<Mﬁmmn 7 g 2 laf( X
< (O lafioNt — BN - 2 F ) 1 laf 0] — 92t — OO

donc,

To laf O 7 laf (0)(t — E(X))?] + I [af ()] T [af (#)(t — E(X))?]
=2J3 laf ()(t = E(X))] I} [af ()t — E(X))]

(M2 [af (0] = J2 [af Ot = ECOW) (J2 [af (00 = B =mIZ afO) 55
+ (2 laf () = BOO) = mJg [af () (M [f ()] — T2 laf (0t — BX))) . 5

On développe (2.2.2)), on obtient :

TS laf @17 [af )t — E(X))?] + 17 [af (0] I3 [af (0 = E(X))?]
M(Jg [qf O] J7 [af (1)t — E(X)] + Jg [qf (#)(t = E(X))]JZ [qf (1)])
+m(J5 [gf ()t = ECON I [af (0] + 5 laf (0] J7 [af (6)(t — E(X))))
—2mM J¢ [qf (1) J7 [af (1)

Dans cette derniére inégalité, on prend M = b — E(X),m = a — E(X), on obtient :

IN

Je [af (01 T2 [af (0 — ECO)Y] + 2 [af 0] I [af (1)t — BE(X))?]
+2(a— E (X)) (b— B (X)) IS [af(6)] 2 [/ (1)
< (a+b—2B(X)) (J2 [af (O] J¢ laf (O)(t — BQX)] + T2 [af ()] T2 laf (O)(t — E(X))]).
Remarque 2.2.4 Si on prend q(t) = 1,a < t < b dans le théoreme 2.2.4, on obtient le
théoreme 3.4 de [J].



Chapitre 3

Estimations Fractionnaires : Moments

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on énonce des résultats sur les moments fractionnaires d’ordres (r > 0, >
0) des variables aléatoires continues.
On rappelle aussi les définitions des moments fractionnaires d’ordres (r > 0, > 0) ainsi

qu’un théoréme cité dans [6].

3.2 Définitions

Définition 3.2.1 la fonction moment fractionnaire d’ordres (r > 0,a > 0) d’une variable

aléatoire continue X ayant une f. d. p positive. [ : [a,b] — R" est définie par :

t

M, o (t) == J3 [t f(t)] = ﬁ/ (t —7)* 7 f(r)dra < t <b.

a

Pour ¢ = b, on a la définition suivante :

Définition 3.2.2 le moment fractionnaire d’ordres (r > 0, > 0) d’une variable aléatoire

continue X est définie par :

1

M, = m[ (b—71)"" 7" f(r)dr.
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3.3 Rappel

On donne le théoréme suivant :

Théoréme 3.3.1 Soient [ et g deuz fonctions intégrables sur [0, +oo[ satisfaisantes
m < f(t) < M etp < g(t) < P sur [0,+00] telles que m, M,p, P € R. Alors pour tout

t>0,aa>0,0na:

ta

ta 2
Tlat) )) (M —m) (P —p).

g2 a0 = 22 U0 20| < ¢ (s
3.4 Quelques résultats

Dans cette section, on présente des nouveaux résultats des moments fractionnaires d’ordres

(r, ) des variables aléatoires continues. Le premier résultat est le suivant :

3.4.1 Reésultat 1

Théoréme 3.4.1 Soit X une variable aléatoire continue ayant une f. d. p. [ : [a,b] — RT.

Alors, pour tout « >0 et a <t <b, on a les deuzr inégalités :

(@ ]I [~ BCON] ~ Bxpo e (M, 100
2 (t_a’)a a gr 1 a+1 (t_a)a a [4r—1
< i S - (Se-om ol ) g ]
0): TR [~ BOO)W] ~ Bx-pooa(M,o1a(0)
< S—a) (=) U ) (3.42)
Preuve. U

(a) : On montre (3.4.1)).
Soient f € Ly ([a,b]),a > 0.
On prend p(t) = f(t),g(t) =t — E(X),h(t) =t""',a < t < b et on remplace dans (1.4.4)), on

obtient :
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F21(a) [[ (t— T)a_l (t— p)a_l (T —p) (TT*I — pril) f(r)f(p)drdp
= 2RI A0~ BEON] = 27 [F(0) (¢~ EQOILTE [ (1)

= 2L A2 [~ BV — 2Bx 00 My a). (343
De plus,
1 r a—1 a—1 r—1 r—1
FQ(@)//@—r) (t =) (= ) (7" — 07 1) (p)irdp
< Hfl!ooml( //t_Tal (t—p)* (r = p) (77 = g drdp
< MR |2 +)1)J“[’"]—2J5‘ 1z [ (3.4.4)

De (843), (B4J) et comme

1
JEt] = B (t—a)o‘Jrl +a

on aura (3.4.1)).
(b) : On montre (3.4.2).

Soit a > 0, on a :

r‘zl(a)[[ (t=7)"" (=) (r—p) (77 = o) F(T) f(p)drdp

< s (=l //t—f‘* (t— p)*" F(r)f(p)drdp
= (t—a) (T —a ) (LA, (3.4.5)

De la formule (3.4.3) et (3.4.5]), on obtient (3.4.2)).
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3.4.2 Reésultat 2

Théoréme 3.4.2 Soit X une variable aléatoire continue ayant une f. d. p. f : [a,b] — R*.

(i) : Pour tout a« >0,0>0eta<t<bona:

JE OV = EXO) ()] + T2 F 0] Jg [t = E(X)) f(#)]
—Ex_px)a(t) My_15(t) — Ex_px),s (t) Mr—1.4(t)

—a)” —CLB 1 —a)® -1
< W | e e = (G- o TP 2 ]]

_a)f
FIAIE [— (% (1= +>1)> J [ﬂ-l}] . 349

(ii) : On a aussi :

JEFOLIL [t — BX) f)] + J7 Lf (@) g [t — B(X))f ()]
—Ex_p(x)a ) My_15(t) — Ex_px) s (t) Mr-1.4(t)
< (t—a) (T —a ) JEFWO) I [f()] (3.4.7)

Preuve. g
(i) : On montre (i3.4.6)).

Soient « > 0,8 >0eta <t <b, f € Ly ([a,b]).

On prend p(t) = f(t),g(t) =t — E(X),h(t) = t""*,a < t < b et on remplace dans (1.4.7), on
obtient :

ﬁﬁ / / (t—7)7 (t= )" (= p) (7 = ) £()f(p)drdp
= LRI [ — BCOVF®)] + I8 0] J2 [ — B(X)) (2]
T — BOO)£(8)] M, 15()—Jf (t = BOO)F(1)] My 1.a(t).
= L) [N = BOOMW)] + I (0] 2 [N — BOO) (2]

—Ex_px).a (t) Mr—15(t) — Ex—p(x),s (t) Mr_1.a(t). (3.4.8)
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En utilisant le fait que f € L, ([a,b]), on peut écrire.

1 1 I a—1 —1 r—1 r—1
mm[{(t—ﬂ (t—p)’ M (r = p) (F = oY) £(r) f(p)drdp

S T A e A G L

= [ ey D e e g2 ) - g2 )
= Tlat+n Gy a 1 a o 1 |
(3.4.9)
De , et comme
arn 1 a1 (t—a)"
J&t] —§<t a)*" +aF(a—|—1)’
(t—a)’

on obtient ({3.4.6).
(ii) : Montrons ([3.4.7)).

Soient a > 0,3 > 0. On a :

11 ot » R
mm/ / (t=m) =) (r=p) (7 = ) f(T) f(p)drdp

IN

7,p€[a,t]

sup |(r— )l |(7 = )] ﬁﬁ / / (t— 1) (t— )" F(r) f(p)drdp

= (t—a) (" —a" ) T IO [F(1)] (3.4.10)

De (3.4.8)) et (3.4.10), on a (3.4.7).
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3.4.3 Reésultat 3

Théoréme 3.4.3 Soit X une variable aléatoire continue ayant une f. d. p, [ : [a,b] — RT.

Alors, on a :

(b i a)?(a—l)

1 2
- b" —a" 0 t <b.
1 T2 (a) ( a) a>0,a<t<

T [F (0] Mara(t) — M7, (t) <

Preuve. O

Soient o > 0,a <t <b, on a:

|72 )] I [pg? ()] = (J5 pg(D])?] < 5 (J [p(D)])* (M —m)*. (3.4.11)
On prend p(t) = f(t),9(t) =t",a <t < b,m = a" et M = b" puis on remplace dans .

0 < Jg [f@O)] Je [F ()] = (Je [F0)E])” < 5 (Je [F @)D (0 —ar)’.

| =

Comme
a (b—a)*"
2 [F0) < P
alors
o 2 (b_a)Q(a Y
o) < S

On en déduit que :
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3.4.4 Reésultat 4

Théoréme 3.4.4 Soit X une variable aléatoire continue ayant une f. d. p. [ : [a,b] — RT.

Alors, pour tout « > 0,3 >0eta<t<b, ona:

To [F(8)] Moy (t) + J7 [F (1)) Mara(t) + 207673 [f(£)] I3 [£ ()]

< (a"+0") [ L0 Myp(t) + 7 [f(8)] Mra(t)] - (3.4.12)
Preuve. O
Montrons :

Soient o > 0,3 > 0 et a <t < b, on rappelle ([1.4.10) :

2

(J& @) 7 [pg® ()] + J2 [p(t)] J¢ [pg?(t)] — 2J¢ [pg(t)] J2 [pg(t)))

(132 A0 = e (O bt ) ) 5413
=+ o)) = mg () (V] p(e)] — J} [pg( )]) -
On prend p(t) = f(t),9(t) =t",a <t < b et on remplace dans , on obtient :

(Je LF@)TE LFOET] + T2 LFO) e [FOFT] = 200 [ F(0)] JE [ F(#)])”

<( (M [f(O)] = e [ f @) (7 [ f (2)]
= t

—mJZ [f(£)]) )
(T F)] = mJ2 [F@)]) (ML [f(t)] — J¢ ) )

[ f(#)]

Donc,

Jo [F ()] Mar () + J7 [f ()] Maya(t) = 2Mya(t) M, 5(t)
< (MIZ[f)] = Mya(t)) (Mrs(t) = mJ7 [f(£)]) + (Mya(t) —mJg [f(O)]) (M [f(1)] = M, 5(t)) -
(3.4.14)

On développe (3.4.14)), on obtient.
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To Lf (O] Mg s(t) + T [f ()] Moara(t)
< ML) Mrs(t) + J7 L ()] Mra(t) +m(J] [f(8)] Mo () + 5 [f ()] Mys(t)
—2mM J; [f(6)] J7 [f(t)]- (3.4.15)

Posons M =", m = a" et remplacons dans (3.4.15)), on aura (3.4.12]).



Chapitre 4

Moments a Poids

4.1 Introducrion

Dans ce chapitre, on donne des résultats plus généraux en utilisant une fonction poids positive

q : [a,b] — R*. Ces résultats généralisent les théoréemes du [7].

4.2 Quelques résultats fondamentaux
On commence par le résultat suivant :

4.2.1 Reésultat 1

Théoréme 4.2.1 Soit X une variable aléatoire continue ayant une f. d. p. [ : [a,b] — RT.

Alors, pour tout « > 0,a <t <b etq:[a,b — R, on ales deuz inégalités :

(a) : Jolaf®]Je [Nt — E(X))af(t)] — I3 [(t — B(X))af@)] 5 [t af (t)]
IF115 [T [a(®)] I3 [t7a(0)] = 3 [ta(0)] T2 [t a(D)]] -

IN

() I lafOLT [N E(X))af ()] = I3 [(t = BE(X))af ()] J5 [t af (1)]

St —a) (17 — ) (g ()

IA
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Preuve. U
Partie (a) :

Soient f € Ly ([a,b]) ,a > 0,q : [a,b] — RT.

On prend p(t) = q(t)f(t), g(t) =t — B(X), h(t) = "}, a < t < b et on remplace dans (1.4.4),

on obtient :

) / / (=) (= )" a0 Fal)F(p) (7~ p) (7 = o) drdp
273 [af ()] J3 [ = BOO)S(9)] = 27 (6~ BCO)f (0] Jg [ af (9] (4.21)

De plus, on a.

i [ =T =0 A D ) = ) (7 = ) drdp

< IS [275 [a()] T3 [ a(6)] = 2J3 [ta(D)] I [t a(D)]] - (4.2.2)

De (4.2.1)) et (4.2.2), on obtient la partie (a).
Partie (b) :

Soient o« > 0, ¢ : [a,b] — R, on a :

F / / (=7 (= )" a(D IOl f ) = p) (7 = ) drdp

< s (=l O * fam / / (4= 7" = )" alr) AP )alo) f(p)irdp
= (t—a) (" =) (T laf (O (42:3)

De (4.2.1)) et (4.2.3), on obtient la partie (b).
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4.2.2 Reésultat 2

Théoréme 4.2.2 Soit X une variable aléatoire continue ayant une f. d. p. [ : [a,b] — RT.

Alors, pour tout « > 0,8 >0 et q:[a,b] >R, a<t<bona:

() = I laf @17 [t = E(X))af (0)] + J7 [af (O] I3 [t (t = B(X))af(t)]
= I3t = E(X))af )] [ af (0] = J7 [t = EX))af O] I3 [t af ()]

< SIS [78 la@) T2 [ a()] + 7 la(8)] Tg [¢7a(t)]
15 [= T8 [ba()] J7 [t ()] — J7 [ta(®)] Tg [ a(D)]] -

(i) I3 lafO1IF [T = BXO)af ()] + T laf )] I3 [t (t = E(X))af(t)]
= I [t = EQX))af )] [ af (0] = J7 [t = EX))af (O] I [t af(1)]

<(t—a) (" —a") S [af (D)7 [af (1)

Preuve. U
Partie (i) :

Soient « > 0,5 >0eta <t <b, f € Ly ([a,b]),q: [a,b] — RT.

On prend p(t) = q(t) f(t),g(t) =t — E(X),h(t) = t""',a < t < b et on remplace dans (1.4.7),

on obtient :

T / / (4= (= ) g al) ) = ) (7 = ) drdp

= Jalaf ()] Jf [tT Wt = E(X))af(t)] + 7 laf 0] I3 [t (¢ — E(X))af(1)]
= I3[t = BX)af(O) 7 [t af ()] = Tt = EQX))af 0] I3 [t af (1)) . (4.24)

En utilisant le fait que f € Lo ([a,b]), on peut écrire.
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/ / e ) (P) ) (7 ) drdp
< IR, ﬁﬁ / / (L=t = o’ q(D)alp)(r = p) (7t = oY) drdp
IR e ) I ) + I lae)] J2 [ ato)]
IR, (=72 Ta®)] 2 [ a)] = 2 fa®)] 2 [ a)]] (125)

De (4.2.4]) et (4.2.5)), on obtient la partie (i).
Partie (ii) :

Soient a > 0,5 >0, on a :

! ! ¥ a-l -1 r—1 r—1
WW[/ (t=7)""" (¢ = p)" a(n) f()alp) f(p) (T = p) (77" = p" ") drdp

< s -l / / L) f (o) f(p)drdp
= (- a) (7 — ) T g (0] TP af (1) (4.2.6)

De (4.2.4) et (4.2.6)), on obtient la partie (ii).

4.2.3 Reésultat 3

Théoréme 4.2.3 Soit X une variable aléatoire continue ayant une f. d. p. [ : [a,b] — RT.

Alors, pour tout o >0 et q: [a,b] = RT,a<t<bona:

2

(T2 laf @D (" —a")’ > 0,a <t <b.

FMH

Jelaf ] Jg [ @) f(8)] — (& [ () f(1)]) <

Preuve. O

11 suffit de prendre p(t) = q(t)f(t),g9(t) =t",a <t < bm =a",M = b" dans (3.4.11)).
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4.2.4 Reésultat 4

Théoréme 4.2.4 Soit X une variable aléatoire continue ayant une f. d. p. [ : [a,b] — RT.

Alors, pour tout « > 0,8 >0,a <t <betq:[a,b] >R ona:

TS af VI [Praf )] + I [af )3 [£27qf (1)) + 206" [qf (5)] J7 [af (1))
< (@ +00) IS g f OV I [Eaf O] + T [af (O] Jg [t af (1)) -
Preuve. O

Soient « > 0,3 > 0,a <t <betq:[ab — R".
On prend p(t) = q(t)f(t),g(t) =t",a <t < b et on remplace dans (3.4.13]).

Jolaf @7 [ af (O] + T2 laf 0] I3 [ af (0)] = 202 [Eaf (0] 7 [t af (t)]

(LI af (1)) = Jg [£af (8)) (2 [t71(8) = mJ? [af (1)) w2
= el (0] = g laf () (M [af (0] = T2 [raf (1)) &

On développe (4.2.7)), et on remplace M par b" et m par a”, on obtient le résultat souhaité.



CONCLUSION

Dans ce mémoire, on a introduit des estimations sur les variables
aléatoires continues a espérance fractionnaire, variance fraction-
naire et moments fractionnaires d’ordres (r,a). Les premiéres défi-
nitions et propriétés de cette nouvelle approche, on les trouve dans
les travaux de [1], [4] et [7].

Nous avons montré, a travers la preuve des résultats des quatres
chapitres, I'utilité de la théorie des intégrales fractionnaires aux sens
de Riemann-Lioville.

Finalement, on souhaite appliquer ces téchniques d’estimation frac-
tionnaire pour trouver d’autres approximations fractionnaires des
espérances, des variances et des moments d’ordre (r > 0,a > 0).
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