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INTRODUCTION

La théorie de la distribution des valeurs des fonctions méromorphes fondée par le célébre
mathématicien Rolf Nevanlinna joue un roéle trés important dans ’étude de 1'oscillation des

solutions des équations différentielles linéaires dans le domaine complexe.

En 1982, Steven B. Bank et Ilpo Laine [1] ont étudié la distribution des zéros des solutions
de I’équation différentielle f” + A (z) f = 0, ou A (2) est soit un polynoéme, soit une fonction
entiére transcendante. Plut tard, différents résultats concernant cette étude dans le cas ou
A (z) est une fonction entiére transcendante ont été obtenus. Voir par exemple [10, 11]. Dans
I’étude de I'équation différentielle f” + A (2) f'+ B(z) f =0, ou A(z) et B(z) # 0 sont des
fonctions entieres, Gary G. Gundersen [8] a cherché des conditions sur les coefficients de
telle fagon que chaque solution soit d’ordre infini. On sait que si A (z) est transcendante,

alors au moins une de chaque deux solutions linéairement indépendantes est d’ordre infini.

Plusieurs chercheurs ont étudié 'oscillations des solutions de I’équation différentielle

O a2 f" Y+ 4a(2)f +ao(z) f=F, (0.1)

ol k > 2 est un entier, a; (2) (j =0, ...,k — 1), sont des polynomes et F' # 0 est une fonction
entiere. Shi-An Gao [6] s’est intéressé a I'étude de oscillations des solutions de 'équation
(0.1) dans le cas ou F' = Pie™ ou P, et P, sont des polynomes. Chen et Gao ont étudié
dans [2] loscillations des solutions de '’équation (0.1), ou F' est une fonction entiére avec une

infinité de zéors.
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Le but de ce mémoire est d’étudier 1'oscillations complexe des solutions de I’équation diffé-

rentielle linéaire non homogeéne

f® 4 By f* Y 4 4+ B ff+Af =F, (0.2)

ou By, ..., Bx_1, I # 0 sont des fonctions entiéres et A est une fonction entiére transcendante.

le premier chapitre comporte quelques définitions, notions et résultats de la théorie de R.

Nevanlinna nécéssaires par la suite dans notre travail.

Dans le deuxiéme chapitre, on démontrera quelques résultats dus & Chen et Gao [3]. On
donnera également des exemples illustratifs concernant la solution exceptionnelle dans ces

résultats.
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Chapitre 1

Quelques éléments de la théorie de R.
Nevanlinna

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Soit f une fonction méromorphe non constante. Pour tout nombre complexe a, on désigne par
n (t,a, f) le nombre de racines de I’équation f (z) = a situées dans le disque |z| < t, chaque
racine étant comptée un nombre de fois égal & son ordre de multiplicié et par 7i(¢,a, f) le
nombre des racines distinctes de I’équation f(z) = a dans le disque |z| < t. On désigne par
n(t,00, f) le nombre des poles de la fonction f dans le disque |z| < t, chaque pole étant
compté avec son ordre de multiplicité et par n(t, o0, f) le nombre des poles distincts de f

dans le disque |z| < t.

Notons
N (rya, f) = /[n (ta.f) ; n(o’a’f)]dthn(O,a,f) logr (a # o), (1.1.1)
N (r,o0,f)=N(r, f) = /[n (t, 00, /) ;nm’oo’f)]dt—l—n(o,oo,f) log r, (1.1.2)
N(r,a, f) = /[ﬁ(t,a, /) ;ﬁm’a’f)]dt%—ﬁ(o,a,f) logr (a # ), (1.1.3)

T

N(roo. ) =Ninf) = [

0

[ﬁ(tvoo7f) _ﬁ(oaoovf)]
t

dt +7 (0,00, f)logr, (1.1.4)
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(rya, f) = —/1 og" rele ‘ 0 (a# o0) (1.1.5)
et .
1 ”
m(r,00, f) =m(r, f) = %/log‘L ‘f (re’ )| de, (1.1.6)
0

ot log" r = max {0,logz}, > 0et 0 <r < +o0.

N (r,a, f) (respectivement N (7,a, f) est appelée fonction a-points (respectivement a-points
distinct) de la fonction f dans le disque |z| < r. Elle caractérise la densité des zéros de
léquation f (z) = a dans le disque |z| < r et m (r,a, f) est dite fonction de proximité de la

fonction f au point a. Elle exprime la déviation en moyenne de la fonction f au point a.

Définition 1.1.1 [7] Soit f une fonction méromorphe non constante. On appelle fonction

caractéristique de R. Nevanlinna de la fonction f la fonction notée T (r, f) définie par

T, f)=N(r,f)+m(rf), (1.1.7)
ot 0 < r < +o0.

Cette fonction joue un role trés important dans la théorie de la distribution des valeurs des

fonctions méromorphes.

Lemme 1.1.1 [7] Soient f, fi, ..., fn des fonctions méromorphes Alors on a les propriétés

suvantes :

Zfl < Z (r, fi) +1nn (1.1.8)
(b) m(r, JT ) <3 m (s ) (1.1.9)
(c) N (T, Zf) < ZN (r, fi) (1.1.10)



1.2 Ordre d’une fonction méromorphe vii

(d) N ('r’Hf) < ZN(r, fi) (1.1.11)

(e) T(T,Zfi) < ZT(T, fi)+Inn ,n > 1 un entier (1.1.12)

=1 i=1

(f) T'(r, Hfz) < ZT(T, fi) sn > 1 un entier (1.1.13)

Exemple 1.1.1 Pour la fonction f(z) = €%, on a m(r,f) = r/m, N(r,f) = 0.D’ou
T (r,f)=r/m.

Théoréme 1.1.1 [9] Soit f une fonction méromorphe transcendante. Alors

!/
m(r, f7) = O(logT(r, f) + logr) (1.1.14)
a Pextérieur d’'un ensemble E C [0, 400) de mesure linéaire finie .Si f est d’ordre fini alors :
f/
m(r, 7) = O(logr). (1.1.15)

Théoréme 1.1.2 [9] Soit f une fonction méromorphe transcendante et k € N* alors :

k)
m(r, T) = O(log T'(r, f) + logr) (1.1.16)

a lextérieur d’un ensemble E C [0, +00) de mesure linéaire finie .Si f est d’ordre fini alors :

fk)
m(r, T) = O(logr). (1.1.17)

1.2 Ordre d’une fonction méromorphe

Théoréme 1.2.1 [9] Soit f une fonction méromorphe. Alors lordre de f noté o (f) est

défini par

o(f)= limsupw.

1.2.1
r—too  loOgrT ( )
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Si
lim sup—log T f)

= 1.2.2
r—-+00 IOgT +00, ( )

on dit que la fonction [ est d’ordre infini.

Remarque 1.2.1 Si f est une fonction entiére, alors l'ordre de f est défini par

logT log log M
o (f) =lim sup—Og (r.f) = limsu oglog M (1, f)
00 log r 00 log r

(1.2.3)

ot M (r, f) = max|f (2)].

|z|=r

Exemple 1.2.1 Pour la fonction f(z2) =¢e*, on a T (r, f) =r/m. D’ov o (f) = 1.

Exemple 1.2.2 Pour la fonction f () = e, ona T (r, f) ~ ——,r — +00. Dot o (f) =

(2m3r) 2

—+00.
Définition 1.2.1 [9] Si f est une fonction méromorphe telle que

o(f) = lim —log UGY)

1.2.4
r—co  logr ' ( )

on dit que f a un ordre de croissance régulier.

(a) Si g(z) est une fonction entiére, alors l'ordre de croissance de la fonction f(z) = exp(g(z))
est régulier .Si g(z) est un polynome , alors o(f) = deg g(z) et si g(z) est une fonction entiére

transcendante , alors o(f) = +o0.

(b) Soient f(z) et ¢(z) des fonctions méromorphes . Si 'ordre de croissance de f(z) est

régulier et o(¢) < o(f), alors
(i) T(r,¢) = ofT(r, f)} -

(ii) Pour les fonctions f(z) + o(2) , f(2).0(2) , f(2)/é(2) , ¢(2)/f(z) , alors lordre de

croissance est régulier et il est égal a I'ordre de f.
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1.3 Exposant de convergence des zéros d’une fonction
méromorphe

Définition 1.3.1 [1,10, 11] Soit f une fonction méromorphe. Alors l'exposant de conver-

gence des zéros de la fonction f noté \(f) est défini par

A(f) = limsup—logN (r1/1)

oo log r

(1.3.1)
Exemple 1.3.1 Pour la fonction f(z) =e*+b, oub# 0, co, on a A(f) = 1.

Définition 1.3.2 Soit [ une fonction méromorphe. Alors ’exposant de convergence des zé-

ros distincts de la fonction f noté ;\( f) est défini par

;\(f) = limsupM (1.3.2)

oo log r
1.4 Mesure et densité

Définition 1.4.1 On définit la mesure linéaire d’un ensemble E C [0, +00) par

m(E) = /;OO Xg (1) dt, (1.4.1)

ol xp est la fonction caractéristique de I’ensemble E.



Chapitre 2

Oscillation des solutions de certaines
équations différentielles linéaires non
homogénes

2.1 Intrroduction et résultats

Dans [1],S. Bank et I .Laine ont étudié l'oscilation complexe des solutions de l'équation

homogéne

"+ Af =o0. (2.1.1)

Ils ont démontré que si fi, fo sont deux solutions linéairement indépendentes de (2.1.1), o

A est une fonction entiére transcendante avec o(A) < 1, alors A(f1, fo) = oo.

S. Bank s’est posé la question suivante : si A est une fonction entiére transcendante et
o(A) = o est ni un nombre entier positif ni co alors A(f1, f2) = 0o? Pour o(A4) = 1, J. Rossi

[10] et L.C. Shen [11] on répondu a cette question.

Dans ce mémoire, on va étudier ’oscilation complexe des solutions des équations différentielle

linéaires non homogeénes de la forme

f® 4B f* V4 4+ B f+Af=F, (2.1.2)
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ol k > 2 est un entier, By, ..., By_1, F # 0 sont des fonctions entiéres et A est une fonction

entiére transcendante. On va démontrer les résultats de Chen et Gao [3] suivants :

Théoréme 2.1.1 [3] Soient A, By, ..., By et F' # 0 des fonctions entiéres d’ordre fini,

ot k > 2 un entier. Supposons que soit (i) ou (ii) ci-dessous soit vérifiée :

i) o(Bj) <o(A) (j=1,...,k—1).

ii) By, ..., Bx_1 sont des polynomes et A est une fonction entiére transcendante . Alors on a

(
(
(a) Toutes les solutions de (2.1.2) vérifient )\(f) =Af)=0(f)=00.
(

b) S’il existe une solution exceptionnelle f, dans le cas (a), alors f; satisfait :

(fo) < max(a(A), o(F), M fy)) < 0. (2.1.3)
De plus , si 0(A) # o(F) et ):(fo) < 0o(fo), alors o(fy) = max(c(A),o(F)).
Théoréme 2.1.2 [3] Soient A, By, ..., By_1des fonctions entiéres et ' est une fonction en-

tiere d’ordre infini tels que F' = Q exp(E(2)),0u @ est une fonction entiére avec o(Q) < oo

et E(z) est une fonction entiére transcendante , k > 2 un entier. Si
max {o(B1),...,0(Bk_1),0(F)} < 0(A) < o0, (2.1.4)

alors pour I’équation différentielle

f® 4+ B f® Y 4 4 Bif + Af = Qexp(E(2)) (2.1.5)

(a) toutes les solutions de (2.1.5) vérifient (2.1.3) avec au plus une solution exceptionnelle f
(b) S’il existe une solution exceptionnelle f, dans le cas (a), alors fy satisfait A(fy) < o(fo) =
oo et elle s’écrit sous la forme fy = Qpexp(E(z) + P(z)), ou Qo est le produit canonique

formé des zéros de fjy et P(z) est un polynome de degre

deg P(2) < max {/_\(fo), o (A), J(Q)} . (2.1.6)
Théoréme 2.1.3 [3] Soit A une fonction entiére d’ordre infini telle que

7(A) = lim log T'(r, A)

r—oo  logr

= 00, (2.1.7)
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o Bi,...,Bi_1,F # 0 sont des fonctions entiéres d’ordre fini, k > 2 un entier. Alors

toutes les solutions de (2.1.2) vérifient(2.1.3) avec au plus un solution exceptionnelle fo avec

/_\<f0) < a(fo) = oo.

2.2 Lemmes préliminaires

Lemme 2.2.1 [3] Soient A, By, ..., Bx_1 des fonctions entiéres avec o(B;) < o(A) < o0

(j=1,...,k—1), k > 2 un entier. Alors toute solution f(z) Z 0 de [’équation
O 4 By f* V4 4B ff +Af=0 (2.2.1)
Satisfait o(f) = oo.

Preuve. posons max {o(B;)} =b < c(A) .Alors pour un € donnée 0 < ¢ < g(A4) —b ,on
<j<k—
a

m(r,B;) <" (i =1,....k—1)

O
Posons Jnax {o(Bj)} =b < o(A). Alors pour un ¢ donné 0<e < o(A) — b ,on a
<j<k—
m(r,B;) <"t (j=1,.,k—1) (2.2.2)
pour r suffisamment grand .
On peut écrire (2.2.1) sous la forme
(k) (k=1) !
A:—(fT—l—BKlf 7 +...—|—Blf7). (2.2.3)
Ainsi
L b F0)
m(r,A) <> m(r,B;) + > _m(r,*—). (2.2.4)
j=1 j=1 !
Si o(f) < oo,alors m(r, %) = O(logr).D’ou
m(r, A) < (k — 1)r"™ + O(log 7). (2.2.5)

donc

o(A) <b+e < o(A). (2.2.6)
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C’est un contradictoin.
D’aprés un résultat de M . Frei [4] ou en utilisant un raisonnement analogue & celui utilisé

dans le lemme 1, on obtient directement le lemme suivante :

Lemme 2.2.2 [3] Soit A une fonction entiére transcendante avec o(A) < oo et soient
By, ..., Bi_1 des polynomes , k > 2 un entier. Alors toute solution de l’équation linéair ho-

mogéne (2.2.1) satisfait : o(f) = oo.

Lemme 2.2.3 [3] Soit A une fonction entiére d’ordre infini telle que

log T'(r, A
am):gﬁf%é%—L:m, (2.2.7)

ol By, ..., Bx_1des fonctions entiéres d’ordre fini .Si f # 0 est une solution de [’équation
(2.2.1) , alors :
T(r,A) = O {logT(r, ) + logr} (2.2.8)

pour tout r = |z| & 'extérieur d'un ensemble F de mesure linéaire finie .
Preuve. De (2.2.1), toute solution f # 0 de (2.2.1) satisfait o(f) = oo. O
De (2.2.1), toute solution f # 0 de (2.2.1) satisfait o(f) = oo.

Ainsi
)
m(r, T) =O0{logT(r,f)+logr},j=1,...k,r¢E, (2.2.9)
oul E est un ensemble en r de mesure linéaire finie .D’aprés (2.2.1),
(k) (k—1) :
A= _(fTJrBKlf 7 +...+Blf7). (2.2.10)
D’ou
k—1 k f(J)
m(r, A) < m(r, By—;) + Z m(r, —)
7j=1 7j=1 f
k-1
= m(r,Bx_;) + O{logT(r, f) +1logr},r ¢ E. (2.2.11)
j=1

Puisque By, ..., Bx_1 sont toutes des fonctions entiéres d’ordre fini , il existe N (N > 0) tel
que

m(r,Be_1) <rV,j=1,..,k—1, (2.2.12)
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pour r suffisamment grand .D’autre part , d’apres

lim 28T A) _ (2.2.13)
r—oo  logr

T(r,A) > r¥*1 pour r suffisamment grand . Ainsi

k—1

Z m(r, By—;) <

j=1

m(r, A) (2.2.14)

DO | —

pour r suffisamment grand . Alors (2.2.11) et (2.2.14) donnent

m(r,A) = O{logT(r, f) +logr},r ¢ E. (2.2.15)

2.3 Preuve du Théoréme 2.1.1

Supposons en premier que o(B;) < o(A4) (j=1,..,k—1).

Partie (a). Maintenant supposons que fj est une solution de (2.1.2) avec o(fy) < oo .
Supposons que f* est une deuxiéme solution de (2.1.2) vérifiant o(f*) < oo .

Alors o(f* — fy) < co. Mais f* — fy est une solution de 1’équation homogene (2.2.1) corres-
pondante I’équation (2.1.2). D’aprés lemme 1 on a o(f* — fy) = oc.

Ainsi, I’équation (2.1.2) peut avoir seulement au plus une solution exceptionnelle fy avec
a(fo) < 0.

Maintenant supposons que f est une solution de (2.1.2) avec o(f) = oo. On peut écrire

I’équation (2.1.2) sous la forme :

+ ... 4+ B+ A). (2.3.1)

si f aun zéro en zy d’ordre a(> k) ,alors F' doit avoir un zéro en zy d’ordre ov — k.Ainsi

1 -1 1
n(r, ?) S k;n(r, ?) + n(?“, F)a (232)
et
1 = 1 1

En appliquant le lemme de la dérivée logarithmique , on a
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(4)
m(r, fT) =O{logT(r,f)+logr}(j=1,...,k) (2.3.4)
pour tout r & I’éxtérieur d’un ensemble E de mesure linéaire finie .D’aprés (2.3.1), on obtient
1 1 —
m(r, ?) < m(r, F) +m(r, A) + Zm('r’, B;)+O{logT(r, f) +1logr},r¢ E (2.3.5)
j=1
Ainsi
T(’F, f) - T(T, _> + O<]')
B k-1
S kN<T7 _) + T(Ta _) + T(T, A) + T<T B ) + ) {log T(?‘, f) + 10g7"}
j=1
_ k-1
= kN(r, ?) +T(r,F)+T(r,A) + Z T(r,Bj)+ O{logT(r,f) +1logr}, r¢ E (2.3.6)
j=1

puisque o(f) = oo , il existe {7/} (1, — oc0) telle que

lim 22 T0w ) (2.3.7)

], —00 lOg ’f‘;t
Posons la mesure de £, m(E) = § < oco. Alors il existe un point r,, € [r,rl, +J+ 1] — E.

De

logr, — log(r/, +8+1) logr! +log(l+ (6 +1)/r") o
On a
logT log T'(r!
lim infw > lim 0g (1, /) =00 (2.3.9)
rn—oo  logry, r,—oologr! +log(1+4 (6 4+ 1)/r")
pour un  donné arbitrairement grand (8 > o(A) + o(F)),
T(rn, f) > 7)) (2.3.10)

est vérifiée pour r,suffisamment grand.
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xvi
D’autre part , pour un € donné (0 < e < — (¢(A) + o(F))),on a
T(rn, A) < ro@W* T(p, F) < poE)+e
T(rp,B;) < rIW* j =1 k-1 (2.3.11)
pour r,suffisament grand.Ainsi,
Ll A)  otaees g (2.3.12)
T(rn, f) — " ’
T(rru F) < TJ(F)—}—&—ﬁ =0 (2313)
T(ro, f) = "
T (rn, B;) (A)+e—B
<pTEr 0 ,(j=1,..,k—1), 2.3.14
T(ru. f) ( ) (231
quand r, — oo.Donc
T(rm, A) < ——T(r0, f) (2.3.15)
Tn? — k: + 3 Tn? Y e
T(rn, F) < ——T(rs, f) (2.3.16)
ny — k + 3 ny Y b
T(ry, Bj) < k—_l_gT(rn,f), (j=1,..,k—1) (2.3.17)
pour r,suffisament grand. De O {log T'(ry,, f) +logr,} = o{T' (7, f)} ,on obtient
1
O{logT(ry, f)+1logr,} < k—+3T(Tn, f) (2.3.18)
pour r,suffisament grand. De (2.3.6) et (2.3.15) — (2.3.18), on obtient
= 1 k+2
T < kN —-)+——=T 2.3.1
(s £) < KNG, 5) + g T ) (2:319)
et
- 1
T(rp, [) < (k+3)kN(ry, ?) (2.3.20)
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Ainsi

< A(f) (2.3.21)

Partie (b). Supposons que fj est une solution exceptionnelle de (2.1.2) avec o(fy) < co. En

utilisant une preuve analogue a celle utilisée et puisque o(fy) < oo , on a

_ k—1
T(r, fo) < EN(r, fi) +T(r,F)+T(r,A) + Z T(r, B;) + O {log 7} (2.3.22)
0 1
pour tout 7.

Posons max {o(A),o(F)} = a;, pour r suffisament grand ,on a

k—1
T(r,F) <r*,  T(r,A) <r** N T(r,B;) < (k—1)r“*. (2.3.23)
j=1
Ainsi
T(r, fo) < k:](f(r, fi) + (k+ 1)r***™ 4+ O(log ). (2.3.24)
0
Donc
o(f,) < max {X(fo), 041} — max {X(fo), o (A), J(F)} . (2.3.25)

Si ;\(fg) < U(fo),imlors o(fo) <max{o(A),c(F)}.
Si 0(A) # o(F), A(fo) < o(fo),alors d’apres (2.1.2), on a

o(fo) > max{o(A),o(F)}. (2.3.26)

Donc

o(fo) = max{o(A),o(F)} (2.3.27)
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Maintenant supposons que By, ..., B,_1 sont des polyndémes et A est une fonction entiére
transcendante .

D’apres le lemme 2.2.2, toute solution f # 0 de I’équation homogene (2.2.1), ot A est une
fonction entiére transcendante avec o(A) < oo et By, ..., Bx_1 sont des polynomes, satisfait
o(f) = oo. Alors en utilisant une preuve analogue a celle utilisée ci-dessus, on peut pouver

le théoréme 2.1.1.

2.4 Preuve du Théoréme 2.1.2

Il est facile de voir que toute solution f de I’équation (2.1.5) satisfait o(f) = oo .
Posons f = geP(). Alors ;\(f) = ;\(g),/\(f) = A(g).En remplacant f = ge?(*) dans (2.1.5),

on a

g(k) + Dk_lg(k_l) + ...+ Dlg' + Dog = Q (241)

ou Dy, ..., D;_1 sont des polynomes différentieles en E, By, ..., By_1, et Dy = A 4+ D*, D*est

un polynome différentiele en E, By, ..., Bi_1,il est clair que o(Dy) = o(A),et

max {o(Dg_1),...,0(D1)} < 0(A) = a(Dy). (2.4.2)

Ainsi d’apres le Théoreme 2.1.1, toutes les solutions g de (2.4.1) vérifient o(g) = Ag) =
;\(g) = oo avec au plus une solution exceptionnelle gy avec 0(gg) < oo. Donc ’équation (2.1.5)
peut avoir au plus une solution exceptionnelle fo = goe?*) avec A(fy) = AMgo) < 0(go) < 00
et toutes les autres solutions f = ge”*) de (2.1.5) vérifient /_\(f) =Af) = ;\(g) =o(f) = oc.
Maintenant supposons la solution exceptionnelle fy = Que0(®) ou Qg est le produit canonique
formé des zéros de fy, Ep(z) est une fonction entiere. Puisque o(fy) = 0o et 0(Qo) = A(fo) <
o0 , Ey(2) est une fonction entiére transcendante.

De gy = foe F = QpeF et 0(gy) < 00, Ex—E doit étre un polynoéme. Posons Ey— E = P(z)
alors fo = QuePtP?). De Iéquation (2.4.1) et le théoréme 2.1.1 (b) , on a

o(go) < max {U(DO), 7(Q), X(Qo)} . (2.4.3)

Donc
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deg P(2) < o(go) < max {J(A), o(Q), )\(fo)} : (2.4.5)

2.5 Preuve du Théoréme 2.1.3

11 est facile de voir que toute solution f de ’équation (2.1.2) satisfait o(f) = oo .

En utilisant une preuve analogue a celle utilisée dans le Théoreme 2.1.1, on peut avoir

T(r, f) < k](f(r, %)—I—T(T‘, F)+T(r, A)+i: T(r,Bj)+0O {logT(r, f) +1logr},r ¢ Ey (2.5.1)

j=1
ol F; est un ensemble en r de mesure linéaire finie .

Puisque F et By_; (j =1,...,k — 1) sont des fonctions entiéres d’ordre fini et

lim (log T'(r, A)/log r) = o0,

T—00

on a

T(r,F) <T(r,A), T(rBe,)<T(r,A) (=1, k-1 (2.5.2)

pour r suffisamment grand . Ainsi d’aprés (2.5.1),

T(r, f) < kN (r, %) +(k+1)T(r,A) +O{logT(r, f)+logr}, ré¢ E. (2.5.3)

Maintenant , on divise la démonstration en deux cas .

Premier cas. Si toute solution de (2.1.2) satisfait :

T(r,A) =O{logT(r, f) +logr} (2.5.4)

pour tous r a 'extérieur d’un ensemble Fy de r de mesure linéaire finie (E; est relié & f).En
utilisant la méme preuve que celle dans le Théoréme 2.1.1, il existe {7, } ,r, ¢ E1 U Ey,r, —
oo,telle que
log T'(ry,
tim O8I ) o (25.5)

rm—oo  logr,
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et

T(rp, A) = O{log T(ry, f) + logr,}. (2.5.6)

En remplagant (2.5.5) dans (2.5.3), on obtient :

%) + O {log T(ry, f) +logr,} . (2.5.7)

D’autre part, de O {log T'(ry,, f) + logr,} = o{T(rn, f)},

T(rn, f) < kN (ry,

on a

O {l0gT(r,. f) +logru} < 3 T(rv. f) (253)

pour 7, suffisamment grand .Ainsi (2.5.7) et (2.5.8) donnent

T(rn, f) < 2N (1, %) (2.5.9)
De (2.5.5) et (2.5.9), on obtient
N(r . L)
0o = lim log Trn, f) < limsupw < A(f). (2.5.10)
m—oo  logr, P00 log r,
Donc
M) =MJ) = o(f) = . (2.5.11)

Deuxiéme cas.Si I'équation (2.1.2) admet une solution fy qui ne vérifie pas la condition du
premier cas. Supposons que f(# fy) est une deuxiéme solution de (2.1.2). Alors f — fy est
une solution de I’équation homogene associée a (2.2.1). d’apreés lemme 2.2.3 | il existe une

constante M > 0 telle que

m(r, A) < M{logT(r,f — fo) +logr}

= M{logrT(r,f — fo)} (2.5.12)

pour tout r & I'éxtérieure d’un ensemble E3 de r de mesure linéaire finie . Ainsi
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rT(r, f — fo) > MMM = o By (2.5.13)

D’autre part, puisque fy ne vérifie pas le condition du premier cas, il existe F, un ensemble

en r de mesure linéaire infinie , tel que

1
log T'(r, fo) + logr < Wm(r, A), re E;.

Ainsi

rT(r, fo) < W/2mrA) -y c By (2.5.14)

D’apres (2.5.8) et (2.5.9) ,pour r € Ey — FE3 , on a

TT(Ta f) > TT(Tv f - fO) - TT(Tv fO)
> e(l/M)m(r,A) . e(l/2M)m(r,A)
> l/2M)m(r4) (2.5.15)
D’ou
m(r,A) <2M {logT(r, f) +logr}, re Ey— Ej (2.5.16)
D’apres (2.5.3) et (2.5.16) .
- 1
T(r, f) < kN(r, ?) +O{logT(r, )+ logr} (2.5.17)

est vérifiée pour r € E, — (E3U Ey). Puisque 'ensemble E, — (E3U E;) est de mesure linéaire

infinie , il s’ensuit de (2.5.16) qu’il existe {r,},r, € Ey — (E3 U E}),r, — oo telle que

lim 28T f) (2.5.18)

rm—oo  logr,

Finalement, en utilisant le méme raisonnement que celui utilisé dans le premier cas, on a

Af) = Af) = a(f) = oo
Donc toutes les solutions f de (2.1.2) vérifient ;\(f) = M f) = o(f) = oo avec au plus une

solution exceptionnelle f; avec ;\( fo) < a(fo) =00
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2.6 Quelques éxemples pour la solution exceptionnelle

(a) Les exemples 2.61-2.6.3 suivants concernent la solution exceptionnelle dans le Théoréme

2.1.1:

Exemple 2.6.1 f, = e” est une solution de l'équation

"= 2zf + (sinz — 2)f = e sinz, (2.6.1)

ot o(A) # o(F), Mfo) = 0,0(fo) = 2 = max {o(A),0(F)}.

Exemple 2.6.2 f, = ¢e* est une solution de [’équation

" 4sinzf + (¢ —sinz —1)f = e, (2.6.2)

ot 0(A) = o(F) = 2,A\(fo) = 0,0(fo) = 1 < max {(A), o(F)} .

Exemple 2.6.3 Soit G une fonction entiére transcendante donnée d’ordre fini arbitraire.

Alors fo = e’ est une solution de l'équation

" =22f + Gf = (G +2)e”. (2.6.3)

(b) L’exemple 2.6.4 suivant concerne la solution exceptionnelle dans le Théoréme 2.1.2 :

Exemple 2.6.4 f, = 5% est une solution de ’équation

f—coszf' + (sinz + e ) f = A (2.6.4)

ot A(fo) = 0,0(A) = 2 > max {o(E),0(B1)}, fo = eF+P® P(2) = —22, deg P = 2 = o(A),

(¢) L’exemple 2.6.5 suivant concerne la solution exceptionnelle dans le Théoréme 2.1.3 :

Exemple 2.6.5 f, = e~ est une solution de l’équation
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"+ (e = 1)f +sinze” f =sinz, (2.6.5)

o A(fo) =0,0(A) = o0, et lim (logT(r, A)/logr) = 0.



CONCLUSION

Plusieurs chercheurs ont étudié la croissance et 1’oscillation des solutions des équations diffé-
rentielles linéaires non homogeénes d’ordre supérieur a coefficients fonctions entiéres.
Dans ce mémoire, on a étudié quelques résultats dus & Chen et Gao [3] concernant I’oscillation

complexe des solutions de I’équation différentielle linéaire non homogeéne

fE 4+ B f* D 4 L+ Biff + Af = F,

ou By,...,Br_1, F # 0 sont des fonctions entiéres et A est une fonction entiére transcen-
dante. On a aussi présenté quelques exemples concernant la solution exceptionnelle dans ces

résultats.
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