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INTRODUCTION

Le calcul fractionnaire est la branche d’analyse mathématique qui étudie la généralisation
des notions de dérivation et d’intégration a des ordres non nécessairement entiers (réels ou
complexes).

Les origines du calcul fractionnaire remontaient a la fin du 17°™¢ siécle, partant de quelques
spéculations de G.W.Leibniz concernant la question de 'Hopital, posée le 30/09/1695, sur la

df
dtm

signification de sin= %, le calcul fractionaire a été longuement considéré comme simple
théorie mathématique sans aucune explication réel ou pratique.

Le sujet principale de ce mémoire est I’étude de ’existence et 'unicité des solutions pour les
problémes aux limites concernant les équations différentielles fractionnaires avec des condi-
tions non locales.

Les conditions non locales ont été étudié la premiére fois par Byszewsked [8] quand il a montré
I’existence et 'unicité de la solution du probléme de Cauchy non locale, les conditions non

locales peuvent étre plus utiles que la condition initiale standard pour d’écrire des phénomenes

physique ; par exemple, on peut donner g (y) sous la forme;

g(y) = Z ciy (t:)

Ce mémoire est composé de deux chapitres. Dans le premier chapitre, nous donnerons no-
tations, définitions, quelques propriétés de l'intégrale et dérivées fractionnaires aux sens de
Riemann-Liouville et aux sens de Caputo, et la derniére section est consacrée quelques théo-
rémes du point fixe.

Le deuxieme chapitre sera consacrée a I’étude du probléme aux limites concernant les équa-

tions différentielles fractionnaires avec des conditions non locales suivante :

‘D% (t) = f(t,y(t)), pourtoutte J:=[0,T], 1<a<?2

y(0) = g(y) Ly =yr



ou ‘D est la dérivée fractionnaire de Caputo, f et g sont des fonctions continues et yr € R.
Ensuite nous donnerons deux résultats d’existence et d’unicité.

Notre approche est basée sur les théorémes du point fixe (Banach Scheafer).




Chapitre 1

Calcul Fractionnaires

On introduit dans ce chapitre les éléments nécessaires pour la bonne compréhension de ce
manuscrit, il comporte deux sections.

Dans la premiére section nous rappelons briévement certaines définitions et propriétés liées
a la théorie du calcul fractionnaire. Dans la deuxiéme, on conclut le chapitre par une section

réservée aux différents théoremes de point fixe utilisés dans le présent travail.

1.1 Intégrales fractionnaires :

Notations :

Soit J :=[0,T].

eSoit C' (J,R) 'éspace de Banach des fonctions y définies de J dans R continues muni de la

norme :
1Yl = {ly @) :0<t<T}

eSoit L' (J,R) I'espace de Banach des fonctins y : J — R intégrables par rapport & la mesure

de Lebesgue muni de la norme :
T
ol = [ Iy (ol
0

1.1.1 fonction Gamma :

La fonction Gamma est simplement la généralisation de la factorielle, cette fonction est

I'un des outils de base du calcul fractionnaire.
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Définition 1.1.1 :
La fonction Gamma est définie par 'intégrale :

+o00

I'(2)= / exp (—t) " 1dt ;2 >0
0
out ! =exp(z—1)Int

Propriétés:

Pour tout z € R\ {0,—-1,-2,...} et n € Non a:
e'(z+1)=12I'(2)
el'(z+n)=z2(z2+1)...(2+n—-1)I'(2)
el'(n+1)=n!

1.1.2 fonction Delta :
Définition 1.1.2 :

La fonction Delta est définie par

5(t)={ 0 si t#0

+oo st t=0
telle que
+o00
/ o(t) dt=1
Propriété

Soit f une fonction continue sur R on a :

W RICHOEENI0

1.1.3 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann Liouville

L’approche de Riemann-Liouville relative a la définition de I'intégrale fractionnaire s’appuie

sur la formule de Cauchy pour le calcul de I'intégrale répétée n fois qui est donnée par

t

1
Igh(t):m/(t—S)n_lh(S)d87 t>aetn€N*

a
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En généralisant cette formule & un ordre « réel positif et en remplacant la fonction factorielle

par la fonction Gamma on aura la définition suivante :
Définition 1.1.3 [4] :
Soit h € L ([a,b] ,R,), on définit I'intégrale fractionnaire (arbitraire) d’ordre o € R, par la
formule :
Igh(t) =

esia=0,on écrit :

I“h(t) =h(t) xp, (t) = ﬁ/(t— $)* T h(s)ds

0

ta_l t
soa(t)Z{ @ =Y

telle que

T
0 t<0
et ¢, — d(t) quand o — 0.
Propriétés
e Sia=0,on écrit :

I°h(t) = h(t)

e Soit a, 8 > 0 , alors pour tout h (t) € L' [a,b], on a :
ITIZR (8) = IT*Ph () = 17 I5h (t)

pour presque tout t € [a,b].
e Si h € L'[a,b] avec a fini, alors I®h (t) existe pour presque tout t € [a,b] et on a I* €
L'a,b].

1.2 Deérivées fractionnaires :

. s 12 , s dn .
Plusieurs approches ont été développées pour donner un sens a W{ lorsque n € R ou C.
Dans la présente sous-section on se limite a la présentation de deux approches de dérivation

fractionnaire a savoir ’approche de Riemann-Liouville et celle de Caputo.
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1.2.1 Opérateur de dérivée n“" :
Définition 1.2.1 :

L’opérateur de la dérivée d’ordre n, n € N* est noté par D";

a

D"f(t) = t
F)=5f )
ou D" = jt—r;.
Propriétés
DrItf o= fiI'DUf £ feC(Ry)
n—1
tk
npn e _ _ (k) i
mp'f o= @) =3 fM0)5,t>0
k=0
Preuve. : On passe a démontrer , on a le dévellopement limités de f au point 0.
9 t
t 1 e
f () :f(0)+f(1)(0)t+f(2)(0)§+---+m/(t—7) L (r) dr

0

On a le dévellopement limités de f au point 0.

1 2 t2 1 w1 ot
f(t)Zf(OH‘f()(0)t+f()(0)§+-~+(n—l)!/(t—T) f (r)dr
d’ou t
n—1 k
ﬁ/(t—f)"lf(”) (T)dT:f(t)—kz:%f(k) (0)%

0
1.2.2 Dérivée au sens de Riemann —Liouville :
Définition 1.2.2 [4] :

Soit b € C' ([a, b]) . On définit la dérivée fractionnaire d’ordre (0 < o < 1) au sens de Riemann

—Liouville par :
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¢
1 d

DSh(t) = ma/(f—s)ah(s)d{s

= DI h(t)
Définition 1.2.3 [6] :
Soit h € C™ ([a,b]) .On définit la dérivée fractionnaire d’ordre (0 < n —1 < o < n) au sens

de Riemann —Liouville par :

¢
1 ar

DL = / (t— )" I (s) ds

a

— D IR (t)

Cas particulier :

Si(l<a<?2):

Deh(t) = ——— /(t—s)lah(s)ds

telle que n = [a] + 1.

Remarque 1.2.1 :

Propriétés :

Soient «, 8 deux parameétres réels et f : [a,b] — R,alors on a :
1L.D*I“f (x) = f(z),a>0

2.DPIf (z) = DP~*f (z), B < 0,a >0
3.D"1*f (x) =D"*f(x),neN,a>0
LD (2) £ f (1)

5.D°Df () # DPD°f ()

6.D°D° f (z) # DB f (z)

—~
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1.2.3 Dérivée au sens de Caputo :

Définition 1.2.4 [6] :

Soit h € C" ([a,b]) .On définit la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction h

par :

t
1

“Deh(t) = o) / (t — )" (s)ds

a

— "D h(#)

telle que n = [a] + 1.

Cas particuliers :

e(0<a<l):
1 t
D) = e / (t— )" (s) ds
= I'"*D'n(t)
e(l<a<?2):
1 t
CDgh (t) = m / (t — 8)1_a h” (8) ds
I>7“D?h (t)
Propriétés

1.D%c = 0; ¢ est une constante.

L(B+1) 48—« . B
2.6DB = F(fa+ﬁ+1)t B> a—1
’ 0 f<a—1

1.2.4 Lien entre Riemann —Liouville et Caputo :
Pour tout t >0,n—1<a<n,ne€Nona:
n—1 tk—a

D%h (t) =° D2h (t) + kz:% ™ (0) Fk—a+1)
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preuve :
ona:
dr 1 t
Dh(t) = — | ——— t—s)"" " h(s)d
0= g | Ty [ = hs) s
0
On intégre par partie, on obtient :
d" (t—s)" " (t—s)" !
D*h(t) = h(0) + ————hrM (0
(®) dt”F(n—a)( n—a (0)+ n—o (0)

t

- / (£ — 8)" T B (5) ds)

et donc,
n—1 t
Deh(t) = > M (0) _ AR DU S / (t — )" TR (s) ds

pe F'k—a+1) dt" \T'(n—a)
= 0

n—1 t

— h® (0) B T / (t —s)" "™ (s)ds

p Fk—a+1) TI'(n—a)

= 0

Corollaire 1.2.1 : Si °D%h et D®h existent, et si I’on suppose que h™ (a) = 0 pour tout
ned{0,1,.... k — 1}, alors la dérivée fractionnaire de Caputo coincide avec celle de Riemann-
Liouville, te.

‘Dgh(t) = Dgh(t), pptca,b]

La dérivée fractionnaire de Caputo est également l'inverse gauche de 'intégrale fractionnaire

de Riemann-Liouville.
Définition 1.2.5 :

On dit que A est un ensemble équicontinu si pour tout ¢ > 0, il existe § > 0 tel que Vg € A

et Vo, 29 € [a,b], |21 — 22| < I, 0n a
g (1) — g (22)] < e
Définition 1.2.6 :

Soit X un espace de Banach de norme |.||, et f: X — X.
On dit que f est lipshitzienne s’il existe k£ > 0 tel que

f(@)—fW)| <klz—yl, VryeX.
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1.2.5 Théoréme d’Ascoli-Arzila :

Soient X et Y deux espaces de Banach. Si X est compact, alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

1.L’ensemple A est relativement compact dans C' (X,Y).
9 e [’ensemble A est équicontinu en tout point x de X
o A(x) :={f(x), fe€ A} estborneé.

1.3 Quelques théorémes du Point Fixe :

Les théorémes du point fixe sont trés utiles en mathématique et particuliérement dans la
résolution des équations différentielles et intégrales.

En effet, ces théorémes fournissent des conditions suffisantes pour lesquelles une fonction
donnée admet un point fixe, ainsi on assure l’existence de la solution d’un probléme donné
en le transformant en un probléme de point fixe, et on détermine éventuellement ces points

fixes qui sont les solutions du probléme posé.

1.3.1 Théorémes du Point Fixe de Banach [5] :

Théoréme 1.3.1 :

Soient (£, ||.||) un espace de Banach et f : X C £ — X (telle que : X est un fermé de F )
est une application contractante. Alors f admet un point fixe unique ie :

Alzg € X & f(xg) = x0
1.3.2 Théorémes du Point Fixe de Schaefer [5] :

Théoréme 1.3.2 :

Soient X un espace de Banach et P : X — X une appllication continue et compact sur X. Si
lensemble A = {z € X;2 = AP,0 < A < 1} est borné, alors 'application P admet au moins

un point fixe.



Chapitre 2

Existence et unicité des solutions :

Ce chapitre présente quelques résultas d’existence et d’unicité des solutions du probléme aux

limites concernant des équations différentielles fractionnaires avec des conditions non locales.

2.0.3 Probléme aux limites avec des conditions non locales :

Soit o un réel positif vérifiant 1 < o < 2.

On considére le probléme suivant :

Doy (t) = f(t,y (1), teJ=[0,T], 1<a<?2
{ y(0)=g(), y(T) = yr, (2.0.1)

ol “D* est la dérivée fractionnaire de Caputo f : [0,7] x R — Ret g : J — R sont des

fonctions continues et yr € R
Définition 2.0.1 :

La fonction y € C? ([0, T],R) avec sa dérivée « existe et intégrable sur [0, 7] est dite solution
de (2.0.1)) si y satisfaite les équations D%y (t) = f (¢t,y (t)) sur J, et les conditions y (0) = g (y)
et y (T) = yr.

Pour l'existence de solutions pour le probléme ({2.0.1]), nous avons besoin des lemmes suivants :
Lemme 2.0.1 [§]:

Soit o > 0, alors I’équation différentielle fractionnaire suivante :

Dh(t) = 0
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admet comme solution :

h(t)=co+ert+cat> + .o+ cy g™
Lemme 2.0.2 [8]:
Soit a > 0, alors :
I°°Dh () = h (t) + co + crt + cot® + ...+ cpgt™!
oun=a]+1
Lemme 2.0.3 :

Soit 1 < o < 2, et soit h : [0,7] — R continue, la fonction y est une solution de l'intégrale

fractionnaire

T
t t
(t—s)" 'n s)d (t—s)"" "hisyds— (= —1 —
/ s) s)" " h(s)ds (T )g(y)+TyT
0 0
(2.0.2)
si et seulment si y est une solution du problémes aux limites fractionnaires suivant ;
Dy (t)=h(t) , tel0,T]
' 2.0.3
{ O =g()  y(T)=yr (2.03)
Preuve. : Soit1 < a <2 etsoith:[0,7] —R: O

On suppose que :

t
1
y(t) _CQ+Clt+m/(t—5)a—lh(S)d8
0
on trouve ¢y, 1
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y(T) = c+a. T+ (T —5)* " h(s)ds

5
/5 —
O\ﬂ

par conséquent :

9(y) = co

T
o 1 a—1
Yyr = Co+Cl.T+F<a)/(T—S) h(S)dS
0

on remplace ¢y par ¢ (y), et on obtient :

yr=g(y) +a.T / $)* T h(s)ds

Donc

N[ =

C1 =

—%[(T—sf*h(s)ds—g(y)+yT

on remplace ¢y, c¢; par ses valeurs, on trouve :

y(0) = gl)+ —ﬁ/(T—sWh(s)ds—g(y)w = s

ot (§-1) o0+ o

= /t—salh

0 0

Notre premier résultat est basé sur le théoréme du point fixe de Banach.

2.0.4 Le premier résultat :

Théoréme 2.0.3 :

On suppose que :

(H;) : 11 existe une constante k& > 0 telle que :

’f(t,u)—f(t,ﬁ)‘gk’u—ﬂ’; wuclR, teJ
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(H,) : 1l existe une constante k* > 0 telle que :

uUu—u

oo (3)| <

cw,u e C(0,T;R), teJ

si
2KT
I'(a+1)
Alors le probléme aux limites (2.0.1)) admet une unique solution dans [0, 7] .

+k <1 (2.0.4)

Preuve. ]
On transforme le probléeme (2.0.1)) au un probléme de point fixe. Considérons I'opérateur
F:C(0,7],R) — C([0,T],R) définie par :

Fu)) = gy [ (=9 F @) ds = s [T =9 f sy () ds
~(5-1) 9+ o

clairement, les points fixes de 'opérateur F' sont solutions du probléme (2.0.1)). On utilise le
théoréme de Banach pour montrer que F' admet un point fixe unique.

Soient x,y € C ([0, T],R) .Alors, pour tout t € J on a :
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F
(t 1)9 }
ocl 13 a—1
{T{” <s>>ds—TF<a)[<T—s> F (s.9/(5)) ds
t t
(g oo
< W{Ha [ s,2(5) = f (5.9 ()] ds
P ot

e )[@—s) 75 (5)) = f s,y ()] ds 1 () — 9 0)

Bl = vl [, gy B =0l [ e g e
SW{@ s+ S {(T ) s+ K el
< ol vtk o=l

Donc
IF @)= Fle < |2+ o=l

puisque, F' est une contraction et d’aprés le théoréme de Banach, F' admet un seul point fixe

qui 'unique solution du probléme ([2.0.1])).

2.0.5 Le deuxiéme résultat :
Théoréme 2.0.4 :
Supposons que :

(H3). f:[0,7] x R — R est une fonction continue.

(Hy) . 11 existe une constante M > 0 telle que :

Ftwl <M ;te0,T],ucR.
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(Hs) . 11 existe une constante M; > 0 telle que :
lg(y)| < M, ;y€C([0,T],R).

alors le probleme aux limites admet au moins une solution sur [0,77].

Preuve. : On utilise le théoréme de point fixe de Schaefer pour démontrer que F' définie
dans le premier résultat admet un point fixe. Il faut passer par 4 étapes. O
Etape 1 : "F est continue".

Soit (yn),cn €st une suite telle que y,, — y dans C ([0,7],R).

Alors, Vt € [0,7] on a :

IA
—
—_
O\«ﬂ-
—~
~
|
w
N—
Q
_-
~
—
»
<
S
—~
»
N—
N—
|
s
—
»
<
—~
w
~—
=
L
&

+_i—/kr—n“wf@wu@»—f@yw»Ms+m@m—g@N

1 t a—1
< F@{ﬁ‘” S 17 (500 (5)) = f (50 ()] s
4_i<7@—n%1w 5 o () = £ sy (D] ds + g () = 9 )
T (a / 56[02’] s Yn Y 9\Yn) — 9y

Comme f et g sont des fonctions continues,alors on a :
| F(yn)(t) — F(y)(t)|| — 0 quand n — oo

Etape 2 : "F transforme un ensemble borné en un ensemble borné dans C ([0, 7],R)".
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En effet, C’est assez pour montrer que Vn* > 0,30 > O tellequey € B~—{y € C ([0,T],R) : ||yl < n*},

alors il faut montrer que ||F (y)||, <[, par (H4) et (Hs) on a Vt € [0,77].

t
t

FOO = | [ = @) ds— gt [ (@ =97 F () ds

—(%—l)g(yH%yT

1 t a—1 1 y a—1
< W{“‘S’ !f(s,y(S))!dSer[(T—S) F (5.9 ()] ds
+2 19 ()| + lyr|
M t a1 M y a—1
< mo/(t s) ds—mo/(T 5)* " ds + 2My + |yr|
M (0% (0%
< aF(a)T +aF(oz)T + 2M + |yr] -
Donc
IF)@)] < % oMy + Jyr| =1

Etape 3 : "F transforme un ensemble borné en un ensemble équicontinue dans C' ([0, 7], R)".

Soient t1,t5 € [0,T], t1 < t2, By~ est un ensemble borné de C'([0,7],R) comme dans étape
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2, et soit y € B,-. Alors :

F)(t) — Fy)(h)| = ﬁ / [ty — )" = (11— $)° ] £ (5,9 (s)) ds
+ﬁ / (tr — )" £ (5. (5)) ds
e [ @ =9 U )+ 2 e )]+ 2
M y a—1 a—1 M y a—1

< m[[(tQ—S) —(t1 —9) ]ds—l—m[(tg—s) ds

+M§3F‘(;/<T—s>a1ds+t2;“M1+t2;“ yr|
M (6% (0% (6% [0
< m[(tg—tl) + 1 —t2]+m(t2—t1)

Quand t; — t, le second membre de cette derniére inégalit tend vers zéro, Ainsi les étapes 1
a 3 et d’aprés le théoréme d’Ascoli-Arzila, d’ot F': C ([0,T7],R) — C ([0,7],R) est comple-
tement continue.

Etape 4 : "Les limites a priori".

Maintenant il reste montrer que ’ensemble
e={yeC(JR):y=AF(y) 0<A<1}

est borné.

FOO = o [0 £ o) gpes [0 =9 7663 (5-1) st+rgor

(@) )
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Cela implique par (Hy) et (Hs) qui pour chaque t € J, on a :

FWOl = w5 [ 0= F ) = 7 [T F ()
-2 (% — 1) g (y) + )\%y:r
M t a—1 M y a—1
< m[(t—s) +m[(T—s) +2M; + |yr|
< aFLm)Ta + &FL@TQ + 2M;y + |yr] -

Donc pour chaque t € [0,7], on a :

2M

1F ()] < Tlat1)

T 4+ 2M = R.
o+ 1) + 1+ |yr|

Cela montre que I’ensemble € est borné. par suite théoréme du point fixe de scheafer. nous

déduisons ce F' a un point fixe qui est une solution du probléme (2.0.1)).

2.0.6 Exemple :

On considére le probléme aux limites fractionnaire suivant :

exp (1) |y (1)]
(9+exp (8)) 1+ |y (D))’

y(0) = Zciy<ti)7 y(1)=0

D (t) teJ:=[0,1,l<a<?2 (2.0.5)

oul 0 <ty <ty < ... < t, <1, ¢,1 = 1...n est donné des constantes positives avec

n
G < %.L’ensemble
=1

1=

exp (—t) x
9+exp(t)(1+2)

f(tx)= (t,x) € J x [0, 00),

et
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Soit x,y € [0,00) et t € J. Alors on a :

exp(=t) |_ = y
tx)— f(ty) = -
IF (&) = £ (&)l (9—|—exp(t))‘1+:c 1+y‘
_ en(-fl-y
9+exp(t) (1+2z)(1+y)
exp (—t)
< __FN T e
S @renm) Y
1
< 10 |z =yl
D’ou la condition (H;) avec k = {5, et on a :

9 (z) = g(y)] < Zci\x—y\

n
Donc (H;) est satisfait avec k* = ) ¢;. nous vérifierons cette condition (2.0.4]) est satisfaite
i=1

avec T = 1. En effet

2kT 1 =
— k== < 1l<=T 1) > 1,
Tlatl) 5F(a+1)+;c (a+1)

qui conviendrait pour tout a € (1,2]. Alors par le théoréme 1 le probléeme (2.0.5) a une

solution unique sur [0, 1].



CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons présenté quelques résultats d’existence et d’unicité des solu-
tions du probléme aux limites concernant les équations différentielles fractionnaires avec des
conditions non locales.

Les résultats obtenus sont basés sur ’argument du piont fixe, en particulier nous avons utilisé
le théoréme du point fixe de Banach [8], et de Scheafer [§].

Nous pourrons dans le future utiliser 'alternative non linéaire de Leray-Schauder pour

montres ’existence des solutions de ce probléme ot les conditions sont plus faibles.
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