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INTRODUCTION

Le calcul fractionnaire est la branche d�analyse mathématique qui étudie la généralisation

des notions de dérivation et d�intégration a des ordres non nécessairement entiers (réels ou

complexes).

Les origines du calcul fractionnaire remontaient à la �n du 17�eme siècle, partant de quelques

spéculations de G.W.Leibniz concernant la question de l�Hopital, posée le 30/09/1695, sur la

signi�cation de dnf
dtn

si n = 1
2
, le calcul fractionaire a été longuement considéré comme simple

théorie mathématique sans aucune explication réel où pratique.

Le sujet principale de ce mémoire est l�étude de l�existence et l�unicité des solutions pour les

problèmes aux limites concernant les équations di¤érentielles fractionnaires avec des condi-

tions non locales.

Les conditions non locales ont été étudié la première fois par Byszewsked [8] quand il a montré

l�existence et l�unicité de la solution du problème de Cauchy non locale, les conditions non

locales peuvent être plus utiles que la condition initiale standard pour d�écrire des phénomènes

physique ; par exemple, on peut donner g (y) sous la forme ;

g (y) =

pX
i=1

ciy (ti)

où ci; i = 1:::::p est une constante et 0 < t1 < ::::: < tp < T:

Ce mémoire est composé de deux chapitres. Dans le premier chapitre, nous donnerons no-

tations, dé�nitions, quelques propriétés de l�intégrale et dérivées fractionnaires aux sens de

Riemann-Liouville et aux sens de Caputo, et la dernière section est consacrée quelques théo-

rèmes du point �xe.

Le deuxième chapitre sera consacrée à l�étude du problème aux limites concernant les équa-

tions di¤érentielles fractionnaires avec des conditions non locales suivante :

cD�y (t) = f (t; y (t)) ; pour tout t 2 J := [0; T ] ; 1 < � � 2

y (0) = g (y) ; y (T ) = yT



où cD� est la dérivée fractionnaire de Caputo, f et g sont des fonctions continues et yT 2 R.

Ensuite nous donnerons deux résultats d�existence et d�unicité.

Notre approche est basée sur les théorèmes du point �xe (Banach Scheafer).



Chapitre 1

Calcul Fractionnaires

On introduit dans ce chapitre les éléments nécessaires pour la bonne compréhension de ce

manuscrit, il comporte deux sections.

Dans la première section nous rappelons brièvement certaines dé�nitions et propriétés liées

à la théorie du calcul fractionnaire. Dans la deuxième, on conclut le chapitre par une section

réservée aux di¤érents théorèmes de point �xe utilisés dans le présent travail.

1.1 Intégrales fractionnaires :

Notations :

Soit J := [0; T ] :

�Soit C (J;R) l�éspace de Banach des fonctions y dé�nies de J dans R continues muni de la

norme :

kyk1 = fjy (t)j : 0 � t � Tg

�Soit L1 (J;R) l�espace de Banach des fonctins y : J ! R intégrables par rapport à la mesure

de Lebesgue muni de la norme :

kykL1 =
TZ
0

jy (t)j dt:

1.1.1 fonction Gamma :

La fonction Gamma est simplement la généralisation de la factorielle, cette fonction est

l�un des outils de base du calcul fractionnaire.
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Dé�nition 1.1.1 :

La fonction Gamma est dé�nie par l�intégrale :

� (z) =

+1Z
0

exp (�t) tz�1dt ; z > 0

où tz�1 = exp (z � 1) ln t

Propriétés :

Pour tout z 2 R n f0;�1;�2; : : :g et n 2 N on a :

� � (z + 1) = z� (z)

� � (z + n) = z (z + 1) : : : (z + n� 1) � (z)

� � (n+ 1) = n!

1.1.2 fonction Delta :

Dé�nition 1.1.2 :

La fonction Delta est dé�nie par

� (t) =

�
0 si t 6= 0
+1 si t = 0

telle que
+1Z
�1

� (t) dt = 1

Propriété

Soit f une fonction continue sur R on a :

�
+1Z
�1

� (t) f (t) dt = f (0)

1.1.3 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann Liouville

L�approche de Riemann-Liouville relative à la dé�nition de l�intégrale fractionnaire s�appuie

sur la formule de Cauchy pour le calcul de l�intégrale répétée n fois qui est donnée par

I�a h (t) =
1

(n� 1)!

tZ
a

(t� s)n�1 h (s) ds; t > a et n 2 N�
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En généralisant cette formule à un ordre � réel positif et en remplaçant la fonction factorielle

par la fonction Gamma on aura la dé�nition suivante :

Dé�nition 1.1.3 [4] :

Soit h 2 L1 ([a; b] ;R+) ; on dé�nit l�intégrale fractionnaire (arbitraire) d�ordre � 2 R+ par la

formule :

I�a h (t) =
1

� (�)

tZ
a

(t� s)��1 h (s) ds

� si a = 0 , on écrit :

I�h (t) = h (t) � 'a (t) =
1

� (�)

tZ
0

(t� s)��1 h (s) ds

telle que

'a (t) =

(
t��1

�(�)
t > 0

0 t � 0

et 'a ! � (t) quand �! 0:

Propriétés

� Si � = 0 , on écrit :

I0h (t) = h (t)

� Soit �; � > 0 , alors pour tout h (t) 2 L1 [a; b] ; on a :

I�a I
�
a h (t) = I

�+�
a h (t) = I�a I

�
a h (t)

pour presque tout t 2 [a; b] :

� Si h 2 L1 [a; b] avec a �ni, alors I�a h (t) existe pour presque tout t 2 [a; b] et on a I�a 2

L1 [a; b] :

1.2 Dérivées fractionnaires :

Plusieurs approches ont été développées pour donner un sens à dnf
dtn

lorsque n 2 R où C.

Dans la présente sous-section on se limite à la présentation de deux approches de dérivation

fractionnaire à savoir l�approche de Riemann-Liouville et celle de Caputo.
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1.2.1 Opérateur de dérivée n�eme :

Dé�nition 1.2.1 :

L�opérateur de la dérivée d�ordre n, n 2 N� est noté par Dn;

Dnf (t) =
dn

dtn
f (t)

où Dn = dn

dtn
.

Propriétés

DnInf = f ; InDnf 6= f , f 2 Cn (R+)

InDnf = f (x)�
n�1X
k=0

f (k) (0)
tk

k!
, t > 0

Preuve. : On passe à démontrer , on a le dévellopement limités de f au point 0:

f (x) = f (0) + f (1) (0) t+ f (2) (0)
t2

2!
+ : : :+

1

(n� 1)!

tZ
0

(t� �)n�1 f (n) (�) d�

� :
On a le dévellopement limités de f au point 0:

f (t) = f (0) + f (1) (0) t+ f (2) (0)
t2

2!
+ : : :+

1

(n� 1)!

tZ
0

(t� �)n�1 f (n) (�) d�

d�où

1

(n� 1)!

tZ
0

(t� �)n�1 f (n) (�) d� = f (t)�
n�1X
k=0

f (k) (0)
tk

k!

1.2.2 Dérivée au sens de Riemann �Liouville :

Dé�nition 1.2.2 [4] :

Soit h 2 C1 ([a; b]) :On dé�nit la dérivée fractionnaire d�ordre (0 < � < 1) au sens de Riemann

�Liouville par :
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D�
ah (t) =

1

� (1� �)
d

dt

tZ
a

(t� s)�� h (s) ds

= D1I1��a h (t)

Dé�nition 1.2.3 [6] :

Soit h 2 Cn ([a; b]) :On dé�nit la dérivée fractionnaire d�ordre (0 < n� 1 < � < n) au sens

de Riemann �Liouville par :

D�
ah (t) =

1

� (n� �)
dn

dtn

tZ
a

(t� s)n���1 h (s) ds

= DnIn��a h (t)

Cas particulier :

Si (1 < � < 2) :

D�
ah (t) =

1

� (2� �)
d2

dt2

tZ
a

(t� s)1�� h (s) ds

= D2I2��a h (t)

telle que n = [�] + 1:

Remarque 1.2.1 :

1

� (�n) = : : : : : : =
1

� (�1) =
1

� (0)
= 0

Propriétés :

Soient �; � deux paramètres réels et f : [a; b]! R;alors on a :

1.D�I�f (x) = f (x) ; � > 0

2.D�I�f (x) = D���f (x) ; � < 0; � > 0

3.DnI�f (x) = Dn+�f (x) ; n 2 N; � > 0

4.I�D�f (x) 6= f (x)

5.D�D�f (x) 6= D�D�f (x)

6.D�D�f (x) 6= D�+�f (x)
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1.2.3 Dérivée au sens de Caputo :

Dé�nition 1.2.4 [6] :

Soit h 2 Cn ([a; b]) :On dé�nit la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction h

par :

cD�
ah (t) =

1

� (n� �)

tZ
a

(t� s)n���1 h(n) (s) ds

= In��a Dnh (t)

telle que n = [�] + 1:

Cas particuliers :

� (0 < � < 1) :

cD�
ah (t) =

1

� (1� �)

tZ
a

(t� s)�� h0 (s) ds

= I1��a D1h (t)

� (1 < � < 2) :

cD�
ah (t) =

1

� (2� �)

tZ
a

(t� s)1�� h00 (s) ds

= I2��a D2h (t)

Propriétés

1.cD�
a c = 0; c est une constante.

2.cD�
a t
� =

(
�(�+1)

�(��+�+1)t
��� ; � > �� 1

0 ; � � �� 1

1.2.4 Lien entre Riemann �Liouville et Caputo :

Pour tout t > 0; n� 1 < � < n ; n 2 N�on a :

D�
ah (t) =

c D�
ah (t) +

n�1X
k=0

h(k) (0)
tk��

� (k � �+ 1)
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preuve :

on a :

D�h (t) =
dn

dtn

0@ 1

� (n� �)

tZ
0

(t� s)n���1 h (s) ds

1A
On intégre par partie, on obtient :

D�h (t) =
dn

dtn� (n� �)

 
(t� s)n��

n� � h (0) +
(t� s)n��+1

n� � h(1) (0)

+::::+

tZ
0

(t� s)n��+n�1 h(n) (s) ds)

1A
et donc,

D�h (t) =
n�1X
k=0

h(k) (0)
tk��

� (k � �+ 1) +
dn

dtn

0@ 1

� (n� �)

tZ
0

(t� s)n��+n�1 h(n) (s) ds

1A
=

n�1X
k=0

h(k) (0)
tk��

� (k � �+ 1) +
1

� (n� �)

tZ
0

(t� s)n���1 h(n) (s) ds

Corollaire 1.2.1 : Si cD�
ah et D

�
ah existent, et si l�on suppose que h

(n) (a) = 0 pour tout

n 2 f0; 1; ::::::k � 1g ; alors la dérivée fractionnaire de Caputo coincide avec celle de Riemann-

Liouville, ie.
cD�

ah (t) = D
�
ah (t) ; p,p t 2 [a; b]

La dérivée fractionnaire de Caputo est également l�inverse gauche de l�intégrale fractionnaire

de Riemann-Liouville.

Dé�nition 1.2.5 :

On dit que A est un ensemble équicontinu si pour tout " > 0, il existe � > 0 tel que 8g 2 A

et 8x1; x2 2 [a; b] ; jx1 � x2j < �, on a

jg (x1)� g (x2)j < " :

Dé�nition 1.2.6 :

Soit X un espace de Banach de norme k:k, et f : X ! X:

On dit que f est lipshitzienne s�il existe k � 0 tel que

jf (x)� f (y)j � k jx� yj ; 8x; y 2 X .
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1.2.5 Théorème d�Ascoli-Arzila :

Soient X et Y deux espaces de Banach. Si X est compact, alors les assertions suivantes sont

équivalentes :

1.L�ensemple A est relativement compact dans C (X; Y ) :

2.
�

� L�ensemble A est équicontinu en tout point x de X
� A (x) := ff (x) ; f 2 Ag est borné.

1.3 Quelques théorèmes du Point Fixe :

Les théorèmes du point �xe sont très utiles en mathématique et particulièrement dans la

résolution des équations di¤érentielles et intégrales.

En e¤et, ces théorèmes fournissent des conditions su¢ santes pour lesquelles une fonction

donnée admet un point �xe, ainsi on assure l�existence de la solution d�un problème donné

en le transformant en un problème de point �xe, et on détermine éventuellement ces points

�xes qui sont les solutions du problème posé.

1.3.1 Théorèmes du Point Fixe de Banach [5] :

Théorème 1.3.1 :

Soient (E; k:k) un espace de Banach et f : X � E ! X (telle que :X est un fermé de E )

est une application contractante. Alors f admet un point �xe unique ie :

9!x0 2 X : f (x0) = x0

1.3.2 Théorèmes du Point Fixe de Schaefer [5] :

Théorème 1.3.2 :

Soient X un espace de Banach et P : X ! X une appllication continue et compact sur X. Si

l�ensemble A = fx 2 X;x = �P; 0 < � < 1g est borné, alors l�application P admet au moins

un point �xe.



Chapitre 2

Existence et unicité des solutions :

Ce chapitre présente quelques résultas d�existence et d�unicité des solutions du problème aux

limites concernant des équations di¤érentielles fractionnaires avec des conditions non locales.

2.0.3 Problème aux limites avec des conditions non locales :

Soit � un réel positif véri�ant 1 < � � 2:

On considère le problème suivant :�
cD�y (t) = f (t; y (t)) ; t 2 J = [0; T ] ; 1 < � � 2

y (0) = g (y) ; y (T ) = yT ;
(2.0.1)

où cD� est la dérivée fractionnaire de Caputo f : [0; T ] � R ! R et g : J ! R sont des

fonctions continues et yT 2 R

Dé�nition 2.0.1 :

La fonction y 2 C2 ([0; T ] ;R) avec sa dérivée � existe et intégrable sur [0; T ] est dite solution

de (2.0.1) si y satisfaite les équations cD�y (t) = f (t; y (t)) sur J , et les conditions y (0) = g (y)

et y (T ) = yT :

Pour l�existence de solutions pour le problème (2.0.1), nous avons besoin des lemmes suivants :

Lemme 2.0.1 [8] :

Soit � > 0; alors l�équation di¤érentielle fractionnaire suivante :

cD�h (t) = 0
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admet comme solution :

h (t) = c0 + c1t+ c2t
2 + : : :+ cn�1t

n�1

Lemme 2.0.2 [8] :

Soit � > 0; alors :

I�cD�h (t) = h (t) + c0 + c1t+ c2t
2 + : : :+ cn�1t

n�1

où n = [�] + 1

Lemme 2.0.3 :

Soit 1 < � � 2; et soit h : [0; T ] ! R continue, la fonction y est une solution de l�intégrale

fractionnaire

y (t) =
1

� (�)

tZ
0

(t� s)��1 h (s) ds� t

T� (�)

TZ
0

(t� s)��1 h (s) ds�
�
t

T
� 1
�
g (y) +

t

T
yT

(2.0.2)

si et seulment si y est une solution du problèmes aux limites fractionnaires suivant ;�
cD�y (t) = h (t) , t 2 [0; T ]
y (0) = g (y) , y (T ) = yT

(2.0.3)

Preuve. : Soit 1 < � � 2; et soit h : [0; T ]! R : �
On suppose que :

y (t) = c0 + c1t+
1

� (�)

tZ
0

(t� s)��1 h (s) ds

on trouve c0; c1

y (0) = c0 + c1:0 +
1

� (�)

0Z
0

(0� s)��1 h (s) ds

) c0 = g (y)
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y (T ) = c0 + c1:T +
1

� (�)

TZ
0

(T � s)��1 h (s) ds

= yT

par conséquent :

g (y) = c0

yT = c0 + c1:T +
1

� (�)

TZ
0

(T � s)��1 h (s) ds

on remplace c0 par g (y), et on obtient :

yT = g (y) + c1:T +
1

� (�)

TZ
0

(T � s)��1 h (s) ds

Donc

c1 =
1

T

24� 1

� (�)

TZ
0

(T � s)��1 h (s) ds� g (y) + yT

35
on remplace c0; c1 par ses valeurs, on trouve :

y (t) = g (y) +
t

T

24� 1

� (�)

TZ
0

(T � s)��1 h (s) ds� g (y) + yT

35+ 1

� (�)

tZ
0

(t� s)��1 h (s) ds

=
1

� (�)

tZ
0

(t� s)��1 h (s) ds� t

T� (�)

TZ
0

(T � s)��1 h (s) ds�
�
t

T
� 1
�
g (y) +

t

T
yT

Notre premier résultat est basé sur le théorème du point �xe de Banach.

2.0.4 Le premier résultat :

Théorème 2.0.3 :

On suppose que :

(H1) : Il existe une constante k > 0 telle que :���f (t; u)� f �t; �u���� � k ���u� �
u
��� ; u; �u 2 R; t 2 J
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(H2) : Il existe une constante k� > 0 telle que :���g (u)� g ��u���� � k� ���u� �
u
��� ; u; �u 2 C ([0; T ] ;R) ; t 2 J

si
2kT�

� (�+ 1)
+ k� < 1 (2.0.4)

Alors le problème aux limites (2.0.1) admet une unique solution dans [0; T ] :

Preuve. : �
On transforme le problème (2.0.1) au un problème de point �xe. Considérons l�opérateur

F : C ([0; T ] ;R)! C ([0; T ] ;R) dé�nie par :

F (y)(t) =
1

� (�)

tZ
0

(t� s)��1 f (s; y (s)) ds� t

T� (�)

TZ
0

(T � s)��1 f (s; y (s)) ds

�
�
t

T
� 1
�
g (y) +

t

T
yT

clairement, les points �xes de l�opérateur F sont solutions du problème (2.0.1). On utilise le

théorème de Banach pour montrer que F admet un point �xe unique.

Soient x; y 2 C ([o; T ] ;R) :Alors, pour tout t 2 J on a :
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jF (x)(t)� F (y)(t)j =

������
24 1

� (�)

tZ
0

(t� s)��1 f (s; x (s)) ds� t

T� (�)

TZ
0

(T � s)��1 f (s; x (s)) ds

�
�
t

T
� 1
�
g (x) +

t

T
yT

�

+

24 1

� (�)

tZ
0

(t� s)��1 f (s; y (s)) ds� t

T� (�)

TZ
0

(T � s)��1 f (s; y (s)) ds

�
�
t

T
� 1
�
g (y) +

t

T
yT

�����
� 1

� (�)

tZ
0

(t� s)��1 jf (s; x (s))� f (s; y (s))j ds

+
t

T� (�)

TZ
0

(T � s)��1 jf (s; x (s))� f (s; y (s))j ds+ jg (x)� g (y)j

� k kx� yk1
� (�)

tZ
0

(t� s)��1 ds+ k kx� yk1
� (�)

TZ
0

(T � s)��1 ds+ k� kx� yk1

<
2kT�

�� (�)
kx� yk1 + k� kx� yk1

Donc

kF (x)� F (y)k1 �
�
2kT�

�� (�)
+ k�

�
kx� yk1

puisque, F est une contraction et d�aprés le théorème de Banach, F admet un seul point �xe

qui l�unique solution du problème (2.0.1).

2.0.5 Le deuxième résultat :

Théorème 2.0.4 :

Supposons que :

(H3) : f : [0; T ]� R! R est une fonction continue.

(H4) : Il existe une constante M > 0 telle que :

jf (t; u)j �M ; t 2 [0; T ] ; u 2 R:
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(H5) : Il existe une constante M1 > 0 telle que :

jg (y)j �M1 ; y 2 C ([0; T ] ;R) :

alors le problème aux limites (2.0.1) admet au moins une solution sur [0; T ] :

Preuve. : On utilise le théorème de point �xe de Schaefer pour démontrer que F dé�nie

dans le premier résultat admet un point �xe. Il faut passer par 4 étapes. �
Étape 1 : "F est continue".

Soit (yn)n2N est une suite telle que yn ! y dans C ([0; T ] ;R) :

Alors, 8t 2 [0; T ] on a :

jF (yn)(t)� F (y)(t)j =

������
24 1

� (�)

tZ
0

(t� s)��1 f (s; yn (s)) ds�
t

T� (�)

TZ
0

(T � s)��1 f (s; yn (s)) ds

�
�
t

T
� 1
�
g (yn) +

t

T
yT

�

+

24 1

� (�)

tZ
0

(t� s)��1 f (s; y (s)) ds� t

T� (�)

TZ
0

(T � s)��1 f (s; y (s)) ds

�
�
t

T
� 1
�
g (y) +

t

T
yT

�����
� 1

� (�)

tZ
0

(t� s)��1 jf (s; yn (s))� f (s; y (s))j ds

+
1

� (�)

TZ
0

(T � 1)��1 jf (s; yn (s))� f (s; y (s))j ds+ jg (yn)� g (y)j

� 1

� (�)

tZ
0

(t� 1)��1 sup
s2[0;T ]

jf (s; yn (s))� f (s; y (s))j ds

+
1

� (�)

TZ
0

(T � 1)��1 sup
s2[0;T ]

jf (s; yn (s))� f (s; y (s))j ds+ jg (yn)� g (y)j

Comme f et g sont des fonctions continues,alors on a :

kF (yn)(t)� F (y)(t)k ! 0 quand n!1

Étape 2 : "F transforme un ensemble borné en un ensemble borné dans C ([0; T ] ;R)".
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En e¤et, C�est assez pour montrer que 8�� > 0 ;9l > 0 telle que y 2 B���fy 2 C ([0; T ] ;R) : kyk1 � ��g ;

alors il faut montrer que kF (y)k1 � l; par (H4) et (H5) on a 8t 2 [0; T ] :

jF (y)(t)j =

������ 1

� (�)

tZ
0

(t� s)��1 f (s; y (s)) ds� t

T� (�)

TZ
0

(T � s)��1 f (s; y (s)) ds

�
�
t

T
� 1
�
g (y) +

t

T
yT

����
� 1

� (�)

tZ
0

(t� s)��1 jf (s; y (s))j ds+ 1

� (�)

TZ
0

(T � s)��1 jf (s; y (s))j ds

+2 jg (y)j+ jyT j

� M

� (�)

tZ
0

(t� s)��1 ds� M

� (�)

TZ
0

(T � s)��1 ds+ 2M1 + jyT j

� M

�� (�)
T� +

M

�� (�)
T� + 2M1 + jyT j :

Donc

kF (y)(t)k � 2MT�

� (�+ 1)
+ 2M1 + jyT j := l:

Étape 3 : "F transforme un ensemble borné en un ensemble équicontinue dans C ([0; T ] ;R)".

Soient t1; t2 2 [0; T ] ; t1 < t2; B�� est un ensemble borné de C ([0; T ] ;R) comme dans étape
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2, et soit y 2 B�� : Alors :

jF (y)(t2)� F (y)(t1)j =

������ 1

� (�)

t1Z
0

�
(t2 � s)��1 � (t1 � s)��1

�
f (s; y (s)) ds

+
1

� (�)

t2Z
t1

(t2 � s)��1 f (s; y (s)) ds

������
+
t2 � t1
T� (�)

TZ
0

(T � s)��1 jf (s; y (s))j+ t2 � t1
T

jg (y)j+ t2 � t1
T

jyT j

� M

� (�)

t1Z
0

�
(t2 � s)��1 � (t1 � s)��1

�
ds+

M

� (�)

t1Z
0

(t2 � s)��1 ds

+M
t2 � t1
T� (�)

TZ
0

(T � s)��1 ds+ t2 � t1
T

M1 +
t2 � t1
T

jyT j

� M

� (�+ 1)
[(t2 � t1)� + t�1 � t�2 ] +

M

� (�+ 1)
(t2 � t1)�

+M
t2 � t1
T� (�)

T� +
t2 � t1
T

M1 +
t2 � t1
T

jyT j :

Quand t1 ! t2; le second membre de cette dernière inégalit tend vers zéro, Ainsi les étapes 1

à 3 et d�aprés le théorème d�Ascoli-Arzila, d�où F : C ([0; T ] ;R)! C ([0; T ] ;R) est complè-

tement continue.

Étape 4 : "Les limites à priori".

Maintenant il reste montrer que l�ensemble

" = fy 2 C (J;R) : y = �F (y) 0 < � < 1g

est borné.

F (y) (t) =
�

� (�)

tZ
0

(t� s)��1 f (s; y (s))� �t

T� (�)

TZ
0

(T � s)��1 f (s; y (s))��
�
t

T
� 1
�
g (y)+�

t

T
yT :
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Cela implique par (H4) et (H5) qui pour chaque t 2 J; on a :

jF (y) (t)j = �

� (�)

tZ
0

(t� s)��1 f (s; y (s))� �t

T� (�)

TZ
0

(T � s)��1 f (s; y (s))

��
�
t

T
� 1
�
g (y) + �

t

T
yT

� M

� (�)

tZ
0

(t� s)��1 + M

� (�)

TZ
0

(T � s)��1 + 2M1 + jyT j

� M

�� (�)
T� +

M

�� (�)
T� + 2M1 + jyT j :

Donc pour chaque t 2 [0; T ] ; on a :

kF (y)k1 �
2M

� (�+ 1)
T� + 2M1 + jyT j := R:

Cela montre que l�ensemble " est borné. par suite théorème du point �xe de scheafer. nous

déduisons ce F a un point �xe qui est une solution du problème (2.0.1).

2.0.6 Exemple :

On considère le problème aux limites fractionnaire suivant :

cD�y (t) =
exp (�t) jy (t)j

(9 + exp (t)) (1 + jy (t)j) ; t 2 J := [0; 1] ; 1 < � � 2 (2.0.5)

y (0) =

nX
i=1

ciy (ti) ; y (1) = 0

où 0 < t1 < t2 < ::::: < tn < 1; ci; i = 1:::::n est donné des constantes positives avec
nP
i=1

ci <
4
5
:L�ensemble

f (t; x) =
exp (�t)x

(9 + exp (t)) (1 + x)
; (t; x) 2 J � [0;1);

et

g (y) =
nX
i=1

ciy (ti) :
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Soit x; y 2 [0;1) et t 2 J: Alors on a :

jf (t; x)� f (t; y)j = exp (�t)
(9 + exp (t))

���� x

1 + x
� y

1 + y

����
=

exp (�t) jx� yj
(9 + exp (t)) (1 + x) (1 + y)

� exp (�t)
(9 + exp (t))

jx� yj

� 1

10
jx� yj

D�où la condition (H1) avec k = 1
10
; et on a :

jg (x)� g (y)j �
nX
i=1

ci jx� yj

Donc (H1) est satisfait avec k� =
nP
i=1

ci: nous véri�erons cette condition (2.0.4) est satisfaite

avec T = 1: En e¤et

2kT�

� (�+ 1)
+ k� =

1

5� (�+ 1)
+

nX
i=1

ci < 1() � (�+ 1) > 1;

qui conviendrait pour tout � 2 (1; 2]: Alors par le théorème 1 le problème (2.0.5) a une

solution unique sur [0; 1] :



CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons présenté quelques résultats d�existence et d�unicité des solu-

tions du problème aux limites concernant les équations di¤érentielles fractionnaires avec des

conditions non locales.

Les résultats obtenus sont basés sur l�argument du piont �xe, en particulier nous avons utilisé

le théorème du point �xe de Banach [8], et de Scheafer [8] :

Nous pourrons dans le future utiliser l�alternative non linéaire de Leray-Schauder pour

montres l�existence des solutions de ce problème où les conditions sont plus faibles.
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