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RESUME

Ce travail est consacré a I’étude de la surface minimale réglée dans ’espace de Heisenberg H3
Ce mémoire est réparti en trois chapitres

Le premier chapitre est réservé aux préliminaires des éléments mathématiques de base en géo-
meétrie. Nous commencerons par rappeler les notions de base dans les variétés différentiables :
il s’agit de la définition des variétés topologiques et différentielles, espaces tangents, champ de
vecteurs. Nous présenterons succintement une des métriques riemanniennes et la connexion
de Levi-Civita. Nous donnerons aussi la définition d’un groupe de Lie et d’un algebre de Lie
ainsi que le groupe de Carnot,et enfin groupes nilpotentes.

Dans le deuxiéme chapitre nous rappelerons les notations sur ’espace de Heisenberg Hs. Le
but de ce chapitre est d’introduire le groupe Heisenberg Hj : le groupe matriciel modéle de
Hj3, courbure et connexion de Levi-Civita, géodésiques de Hs.

Le troisieme chapitre constitue la partie propre de notre travail. Elle sera consacrée a I’etude
des surfaces minimales réglées dans 1’éspace de Heisenberg Hs. Nous comencerons par les
surfaces minimales réglées par des droites géodésiques dans Hs.Nous donnerons aussi les

surface minimale réglées par des droites.




INTRODUCTION

Ce mémoire présente les résultats de monsieur M.Bekkar [I], sur I’étude des surfaces mini-
males dans I'espace de Heisenberg noté Hj.Cet espace homogeéne intéresse les géomeétres par
le fait qu’il admet une assez grande mobilité (car son groupe d’isométries est de dimension
quatre) et qu’il admet un sous groupe simplement transitif d’isométries qui est nilpotent.

Certaines surfaces minimales de ’espace Euclidien restent encore minimales dans 1’espace
Hj, par exemple les plans de ’espace Euclidien sont minimaux dans 1’espace de Heisenberg.
L’espace de Heisenberg qu’on note Hs est I’espace numérique R? muni de la métrique Rie-

mannienne (qui est une métrique invariante & gauche sur le groupe de Lie H3)
2 2 1 2
g, = dz” + dy* + (dz + 5 (ydx — xdy))”.

C’est un espace homogeéne qui jouit de la plus grande mobilité aprés I'espace Euclidien. Son
groupe d’isométries est de dimension quatre.
La composante connexe de l'identité, qu’on notera G'; est le groupe des transformations

affines de R?

T cos —cosf O T a
y | = | sinf cosf O y |+ 0
z A B 0 z c

ou 0, a, b, ¢ sont des réels et
1 1
Azﬁ(asiHG—bcosﬁ), B:§(asin9+bcose)

Ce mémoire est réparti en trois chapitres, le premier chapitre est consacré & donnés quelques
bases sur les variétés différentiables, Variétés Riemanniennes, et Groupes de Carnot.

Dans le deuxiéme chapitre, nous étudierons les nappes géométriques (paramétrées, réglées et
de révolutions).

Dans le dernier chapitre, nous procéderons a I’étude des surfaces minimales dans I'espace de
Heisenberg Hs. Nous présenterons deux cas : le premier étant les surface minimale réglées
par des droites géodésiques dans Hj, et le deuxiéme, les surfaces minimales réglées par des

droites.




Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Variétés différentiables, généralités
1.1.1 Définitions des Variétés

La notion de variété différentiable essaie de généraliser le calcul différentiel qu’on sait définir

sur R".

Définition 1.1.1 (Variétés topologiques) [4 Une variété topologique est un espace topo-
logique M séparé et a chaque point p € M, il existe un ouvert U de M contenant p, et un

homéomorphisme

¢:U— W CR"

Ou W est un ouvert de R"

Définition 1.1.2 [9 Soit un ensemble non vide M. Une topologie sur M est une famille v
de sous-ensembles de M telle que les conditions suivantes sont vérifiées

A @ed et X €, (O est 'ensemble vide),

Ay V1.V, ed =N,V e,

As V..V, €= ULV, €.

* Le couple (M, V) est dit espace topologieique, les V' € 1 sont appelés les ouverts de la
topologieque.
* Le couple (M, ) est dit espace de Hausdorff (espace séparé), si de plus, 'axiome

Ay :Vp,q € M avec p # q, il existe V,,,V, € J telsquep € V,,g e Vet V,NV, = .
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Définition 1.1.3 [J Une carte de dimension n sur M est un couple (U, @) tel que
i U ouvert de M
ii p:U — ¢(U) C R" homéomorphisme

Remarque 1.1.1 f: E — F homéomorphisme si f est continue, bijective et son inverse est

continue.

Définition 1.1.4 [9 Soient (Uy, ¢,) et (Us, py) deux cartes de M on dit que (Uy, @) et
(Us, py) sont compatibles si Uy NUs = & ot @, 0 @, ' est un difféomorphisme de oo (U N Uy)
dans ¢, (U1 NUy) .

Rappel f: E — F application. On dit que [ est difféomorphisme si et seulement si f est

continue, bijective et de classe C™°, et son inverse f~'de classe C™

Définition 1.1.5 [9 Un atlas de dimension n sur M est un ensemble de cartes {(U;, ;) }icr

tel que la réunion des U; soit M et toutes les cartes sont compatibles deuzr a deux.
Définition 1.1.6 [9) M est une variété différentiable de classe C"(r > 1) si
i M est une variété topologique
ii Il existe un atlas {(U;, ;) }ier de M tel que pour tous i, j tels que U; NU; # &,
pjow; 1 e(UiNT;) — ¢;(U: N U;)
est diffeomorphisme.

Exemple 1.1.1 La sphére S? = {(z, y, z) € R3/a? + y*> + 22 = 1} est une variété différen-
tiable de dimension 2, telle que Uy = S* —{(0, 0, 1)}, Uy = S* —{(0, 0, —1)} et on définit

les difféomorphismes o, et p, comme

T Uy — R?
(2,y.2) = ¢i(x,y.2) = (15, 1%)
et
Py Us — R?
(2,y.2) = ¢(x,y.2) = (15, 155)
Exemple 1.1.2 Le Tore de révolution : T? = St x S' est une variété différentiable de

dimension 2. telle que S* = {(z, y) € R?/z* + y? = 1} le cercle unité de R?.
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1.1.2 Espaces tangents

Soit M une variété différentiable de classe C°.

Définition 1.1.7 [9 On définit un courbe différentiable sur M de classe C>° comme une
application

yi]-e, el CR—-M

est de classe C.

Définition 1.1.8 [9 On appelle vecteur tangent a v en m si vy : |—e,e[ C R — M une
courbe sur M tel que y(0) = m et la fonction v (0) : D C F(m) — R définit par

Jon =120,

ov F(m) =A{f: v, — R f € C>®} lalgébre des fonction différentiables sur le voisinage vy,

d’un point m.

Définition 1.1.9 [9) Sur les courbes différentiables v : |—c,e[ C R — M, on définit une

relation d’équivalence

71~ 72 &= 1(0)(f) = 72(0)(f) pour tout f deD < F(m).

Cette relation signifie qu’on considére deux courbes v, et vy, comme équivalentes si elles ont

le méme vecteur tangent en 0 dans R™, sur nimporte quelle carte locale.

Définition 1.1.10 [J] L’espace tangent en p & M, que l'on note T,M, est l’ensemble des

classes d’équivalences dans l’ensemble des courbes vy pour cette relation.

1.1.3 Champs de vecteurs

Définition 1.1.11 [9] Soit U un ouvert de M ; on appelle champ de vecteur de classe C?

sur U toute application
X:U—->TU =UpeyTU pour tout m € U

On note I'P(M) ’ensemble des champs de vecteurs CP sur U.



1.2 Variétés Riemanniennes 5

Définition 1.1.12 [9 On définit la somme de deux champs de vecteurs comme étant le

champ de vecteur

(X +Y)(m)=X(m)+Y(m)

Et la multiplication par une fonction f: M — R comme
(f-X)(m) = f(m)X(m).

Remarque 1.1.2 Le produit de deux champs de vecteurs X et Y n’est pas un champ de

vecteur.

Exemple 1.1.3 Dans R?, si X = 2 et Y = a% alors XY = 82_211'

1.2 Variétés Riemanniennes
1.2.1 Meétrique Riemannienne

Définition 1.2.1 [J Une métrique Riemannienne sur M est une application qui & chaque
couple de vecteur (X,Y) € T,,M donnée un scalaire g,,(X,Y) € R tel que les conditions

sutvantes sont vérifiées

1 Pour tout m € M l’application

Im LM <XT,M — R
(X.Y) = oga(X)Y),

est une forme bilinéaire symétrique et définie positive.

2 Les coefficients g;; dans chaque représentation locale
i,
Sont des fonctions différentiables.

Définition 1.2.2 [J On appelle variété Riemanniennes tout variété différentiables munit

d’une métrique Riemannienne. Noté (M, g).

Notation
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* Si X et Y sont deux champs de vecteurs sur M tel que X = ZX’H%@- et Y = ZY}%
( J
alors ona :g(X,Y) = ngXin
‘7j

* Etant donnée une variété Riemannienne (M, g) on définit

a) La longer d'un vecteur X € T,,M est définit par
X1, = Vg(X, X)

b) L’angle entre les deux champs de vecteurs X et Y est donnée comme

9(X,Y)

e TRl X, Y non nuls.
XY

cos =

Remarque 1.2.1 Soit (2, ¢,) est une autre carte de M au voisinage de m avec o, =
(Y1, Y2, .-, Yn) alors on a

(20 O dm 0 0
Roy: 0y~ S oy oy~ oy,

Exemple 1.2.1 (Métrique euclidienne)

1 Ona M =R*et g = g ou la métrique ( go);; = d;; (matrice identité).

o o0 0 8)

Soit R™ munit des coordonnées (, y, z, t), on choisit le repére orthonormé est (-, 50 D20 B

pour la métrique euclidienne :

g11 912 G913 Y14
g= 921 G22 G23 G24 | _
931 g32 g33 g34

941 G42 G43 Gaa

S O O
o O = O
o = OO
_ o O O

avec gi1 = (%a %)7912 = (%7 %)7 w5 g22 = (%7 %)7 s g24 = (%7 %)7 5 a4 = (%a %)

2 Le demi plan supérieur de Poincaré {(z, y) € R?/y > 0} avec la métrique :

( )—i 10
gljx7y_y2 0 1

est une variété riemannienne.
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1.2.2 Connexion de Levi-Civita

Définition 1.2.3 [9 Soit M une variété différentiable est une application V tel que

V . T(M)xD(M) — T(M)
(XaY) = VXY7

on dit que V est un connexion si elle vérifie les conditions suivantes :
1 V est R-bilinéaire.

2 Pour tout f € C*(R);on a

foy = vaY et Vx(fY) = fVXY + X(f)Y

Exemple 1.2.2 Soient X et Y deux champs de vecteurs tel que : X = ZXZ-% et Y =

7
E Y}%, on définit une connexion linéaire V sur R™ comme
J
J

SN) ¢

1,j=1

Notons que cette connexion vérifie aussi

VyY = VYV =) <Xi% - Y-%) e; = [X,Y],

=1 81‘1 ! 8xz
et
- 0X; 0X;
Z.gpn(X,Y) = Z (Zia—x_]Yj - Zina_mj) = grn(V2X,Y) + grn (X, V2Y).

ij=1
Théoréme 1.2.1 [9 Sur tout variété Riemannienne (M", g), il existe une unique connezion
linéaire V telle que pour tout (X,Y,Z) € T(M)? on a

VyY — VyX = [X,Y].

V et appelée connexion de Levi-Civita de la métrique g.

Symboles de Christoffel Soit (€2, ¢) une carte locale de M. On définit sur U = ¢(2) des

fonction

1« dgi;  Ogui  0Ogy
kot kh j _ 0Gij

=1
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ot les coefficients g;; sont les coefficients de métrique g dans la carte et les coefficients

g“sont ceux de la matrice (gij)_l, on a alors

Bzz axl Z ”83:’ Vi

Les fonction Ffj sont appelées les symboles de Christoffel de la métrique g dans la carte

(2, »).

Exemple 1.2.3 57 X = ZXZ-% ety = Z Yj£ sont deux champs de vecteur alors
1 J

Y; 8 <
VxY = ZXaxzaxj ZXYPUa

3,j=1 1,7=1

Remarque 1.2.2 Pour tout (i, j, k) on a T}, =T%, car

] - :
= Vol -V.,

Ba; 81‘] 6901

= Z Fl] Oz Z F]Z Ozy

k

Exemple 1.2.4 Dans la carte (R3, Idgs) on a

o = O
— o O

1
gij=0i;=1| 0
0
les symboles de Christoffel I'}; = 0 pour tout (¢, j, k).
Définition 1.2.4 [9) Soit (M, g) un variété riemannienne muni d’un connexion de Levi-

Chvita.

Le tenseur de courbure R est un tenseur de type (3,1), définie par
R(X, Y)Z = (VxVy —VyVx — Vixy)) Z.

Le tenseur de courbure s’exprime en fonction des Symboles de Christoffel

l n

I L

im*t jk m~ ik
ox; Oz, kT
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Remarque 1.2.3 Si M =R" alors R(X, Y)Z =0

Proposition 1.2.1 Le tenseur R est bilinéaire. soit X;, Xo € T'(M)? VY, Z € T'(M);
Va, eR:

1) R(aX; + 8X5,Y)Z = aR(X1,Y)Z + BR(X,,Y)Z
2) R(X,aY) + fY2)Z = aR(X,Y1)Z + BR(X,Y2)Z
3) R(X,Y)(aZi + BZ) = aR(X,Y)Z, + BR(X,Y) Zo.

Proposition 1.2.2 Soit (M, g) un variété riemannienne. On pose (R(X, Y)Z; T) = g(R(X, Y)Z; T),
VX, Y, T € D(M):

=
Is
~

Z: TY = —(R(Y, X)Z: T)

Is
~

) )

)Z; T) = —(R(X, Y)T; Z)
)Z; T) = —(R(Z, T)X; Y)
) )

N/
== 5=
lallls
< X

Z, T)=(R(Y, 2)X; T)+ (R(Z, X)Y; T)=0.

Définition 1.2.5 [9] Soit (M, g) une variété riemannienne, pour tout p € M et tout couple
(X, Y)eI'(M)=1T,M, de vecteurs linéairement indépendants, on définissants

(R(X, Y)Y X)
X IY)° = (x, v)*

K(X,Y)=

On appelle courbure séctionnelle de M.

1.3 Groupes de Carnot

1.3.1 Groupes de Lie

Définition 1.3.1 [9 Un groupe de Lie est une variété différentiables de classe C muni

d’une structure de groupe, telle que [’application produit

w: GxGE — (G
(g:h) — gh,

et dont linverse
v - G — G

sont de classe C°.
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Proposition 1.3.1

1 Le produit direct de deux groupes de Lie est un groupe de Lie.

2 Tout sous groupe fermé d’un groupe de Lie est un groupe de Lie

Exemple 1.3.1

1) Le goupe R*est une groupe de Lie réel de dim =1

2) Le goupe C" est une groupe de Lie complexe de dimonsion n.
Lemme 1.3.1 Dans un group de Lie G,les translations a gauche :
Ly:G—G

T — gx

et a droite

R,:G—G
:c—>xg_1

L, et R, sont des difféomorphisme de classe C*

1.3.2 Algebre de Lie

Définition 1.3.2 [J Crochet de Lie Soient X etY deux champs de vecteurs sur U et pour
toute fonction f € C*(U), on définit le champs de vecteur, note [X,Y] par :

(X, YT(f) = X(Y (/) = Y(X(f)).

et pour les coordonnés locales (x;) sur U :
Z Z (‘9Y of
8x 8% Oz,

Proposition 1.3.2 Soient X,Y, Z des champs de vecteurs, soit a, f € R et soit f, g : M —

R des fonctions différentiables alors
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1 [aX+8Y,Z]=a[X,Z|+BY, Z].

2 [X,Y]=—[v,7].

3 [fX,gY]=fg[X, Y]+ f(Xg)Y —g(Y)X.

4 (X, [V, Z]|+|Y,[Z,X]]+[Z,[X,Y]] = 0.
Démonstration Les Propositoins 1 et 2 sont évidentes

- De la troisiéme formule de la proposition précédent on a

Soit ¥ € C*(U),

[FXgY1(0) = fX((¢Y)V) — gY ((FX)V)
= J(Xg)(YV) + fgX (V) — g(Y [)(XV) — gfY(XV).

= (fglX,)Y]) + f(Xg)Y —g(Y [)X)T.
- La quatriéme formule de la Propositoin

On a par définition pour une telle fonction ¢ définie sur un voisinage d’un point de U, On a

X, Y, Z|+ [V, [Z.X|+ Z,[X,Y] = XYZ—-XZY -YZIX+ZYX+YZX-YXZ
—ZXY +XZY +ZXY —ZYX -~ XYZ+YXZ
_ 0

Définition 1.3.3 [9 On définit Algébre de Lie, l’éspace vectoriel des champs de vecteurs

mvariants a gauche muni de [’operateur crochet de Lie.

1.3.3 Le groupe de Carnot

Définition 1.3.4 [7 Un groupe de Carnot est la donnée d’un groupe de Lie nilpotent sim-
plement connexe N et d’une dérivation o sur l’algébre de Lie X. Ayant la propriété suivant :

le sous espace Vi = ker(a — 1) engendre [’algébre de Lie N.

Définition 1.3.5 (Gradution d’un algébre de Lie) [7 Soit G une algébre de Lie de di-
monsion finie surk = R ou C. si A et B sont deux sous-espaces vectoriels de G on not [A, B|

le sous-espace de G engendré par les crochets [ X, Y] (X € A et Y € B) on pose

D(G) =G, q.
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C’est un idéal de G appelé idéal dérive. La suite centrale descendante C* (G) est définie par
récurrence

CH(G)=g; C* = [C"1(@), G

On note aussi C*(G) = G*. Remarquons que C*(G) = D(G).

Définition 1.3.6 [7] L’algébre de Lie G est dit nilpotente s’il existe un entier n > 1 tel que
cm(G) = {0}

Exemple 1.3.2 L’algébre de Lie de Heisenberg est une algébre de Lie G de dimension 3. De
base { X1, Xo, X3}, telle que

010 00 1 00 0
Xi=lo0o0o0]|, X,={000]|,X3=([001
000 000 000

vérifiant

[XlaXQ] - X37 [X17X3] = 07 [X27X3] =0

Ainsi C?(G) = kX3, qui est le centre de G et C*(G) = {0}, Donc G est nilpotente.



Chapitre 2

L’espace de Heisenberg Hj5

2.1 Groupe de Heisenberg H;
2.1.1 Le groupe matriciel modéle de H;

Définition 2.1.1 (groupe de Heisenberg) [5] Nous appelons groupe de Heisenbery, est le
groupe de Lie réel de dimension 3. C’est le sous-groupe de GL3(R); ces éléments sont des

matrices de la forme :

o O =
O~ ®

t
T ; s, r,t €R,
1

Alors

H3: eM;»,(R), S,T,tER

o O =
S = »
_ 3 <+

On note H3(R) ou simplement Hs.

Proposition 2.1.1 [3] Soient A et B deuz matrices de Hj telle que

1 a; ay 1 b1 by
A= 0 1 as B= 0 1 b3
0 0 1 0 0 1
alors on a :
1 a; + bl as + b2+a1b3
AB = 0 1 ai + b3
0 0 1

1 —a; ajas —as 1
A= 0 1 —as Blt=10 1 —bs
0 0 1 0
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La bigection :

o R? — Hs
1 =y
O(z,y,2) 01 =
0 01

induit une structure d’une groupe non commutatif sur R3. On peut le voir comme R3 muni

d’un loi de groupe (*) qui le rend non commutatif. cette loi est défini par
(w1, 22, 23) * (Y1,Y2,y3) = (21 + Y1, T2 + Y2, T3 + Y3 + %(33192 —xo11)) V(x1, 22, 73), (Y1,92,¥3) € R
2.1.2 Courbure et connexion de Levi-Civita de H;

Proposition 2.1.2 [8] L’espace de Heisenberg Hy est l’espace numérique R3*muni de la mé-
trique rimannienne

ds? = dz® + dy* + (%dm - gdy +dz)?

— Tenseur métrique associ¢ donné par la matrice g;;

2 X
L+5 =%, 3
gii= | -2 1+2Z -2 |;  det(gy) =1
3 -3 1

— De plus, on peut donner {ej, s, €3} une base orthonormé de l'espace tangent de Hj tel

que :
0 yo 0 n x 0 0
e =——Z—;6=—+——;e3=—.
Yo 2020 7 dy 202" 0 0z
— De cette maniére, on obtient la relation [e1, e3] = e3 et les autres commutatifs sont nuls

[61, 63] = 0; [62763] = 0.

— Les Symboles de Christoffel sont :

1 _ 1 _y 1 _ 1 _ —z 1 _ 1 1 _
1—;11_()’ F%Q_ga I;13_017 F?g_ P F%3_27 Fi;;?)_oa

J— R [ — _ _
Fll_ 2 F12 _2472 I_\13 2 1—\22_07 F23_07 I_\33_ )
3 _ —xy 3 _ r°—y 3 _ - 3 _ wy 3 _ Y 1
F11_ 4 I_‘12_ ] F13_T7 F22_Ia F23_T7 1_‘33_0'

Alors connexion de Levi-Civita de Hj est :

—e —e

v6161 - 07 vezel - 237 ve3€1 — 2
e e

V61€2 = _3’ v62€2 = 07 V6362 = 17

2 2
—E€: (5] —
Vele?r - 727 V€2€3 ?17 V63€3 - 0
— Le tenseur de courbure
Rl -3 Rl 1 R? -1
212 4 0 1ts13 = > flazs 1
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2.1.3 Géodésiques de H;

Notations Les géodésiques sont des courbes particuliéres dans un espace riemannien qui

réalisent le minimum de distance entre deux points.

Définition 2.1.2 [g Soit (M, g) une variété riemannienne, on dit que v est un géodésique

de (M, g) si et seulement si vy est C? vérifie

D
—A(t)=0
7 (®)
— Les équations des géodésique
Soit
v ICR — M

= () = (e (85w (1)

— v est géodésique de (M, g) si et seulement si

d?zy, N ,?dxi%
dt? Yodt dt

=0 Vi, gk

Définition 2.1.3 [§ Une courbe 7y est une géodésique si et seulement si :
Vimy () =0

Exemple 2.1.1

1 Dans une spheére les grands cercles sont des géodésiques..

2 Les droites génératrices paralléles, les cercles horizontaux et les hélices sont les géodésiques

de cylindre droit.

Définition 2.1.4 [§ Soit v (s) = (x (s), y(s), z(s)) une courbe dans Hs paramétrais par

la longueur d’arc, L’accélération du champ de vecteur est donnée par :

Viy = (@" +w @) y) e+ ' +w (i) 2)es + (w(9)) es. (2.1.1)

ol w est la forme de contact de Hz définie par w = dt + % (ydx — xdy).
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Démonstration On a

i(s) = () Ly () L+ ()4
_ $,(8)61+y(s);(8)%+y/(3)6 ()2y(8)8 —|—t’()
_ J}/(S)€1+y/(8)62+ (t/<8)+1(5)y()2y(5) ())63

et de plus, on a

(%) = dt 9 Ly 9 vl +d AN Wy (VAT
AR e P A T v\, ya at) 2\ T or TV oy T o

Alors, par un calcul simple on obtient

Ainsi
Y(s)=2"(s)er +y (s)es +w () es.
D’autre part

Vie¥(s) = Vi (s)est/ (s)eati)es) (2 (s)er +y (s)ea +w(¥)es)
Var()e, ' (5) €1+ Viy(e)ea (5) €1 4 Vigyes 2 ()
Vo s)ely, ( ) €2 + V (8)62y, (5) €2 + V 3y, (5)
\Y% '( w (%)

(
x’(s)el (7) €3 + v 8)62w (’Y) €3 + V 7)53 (/y

+ + |l

1
2
3
ce qui implique que

Vi (s) (s )Ve1€1 + 2" (s)er + 2" (s) ' (5) Veyea + 2 (s)w () Ve, 3

b Y () Ve + i) Veea o (5) e 11/ () (3) Ve
© ()W (3) Verer +w (1) ¥ (5) Veyer + (@ () Veyes + (@ (3))' es.

En utilisant la connection de Levi-Civita, on obtient alors
Vied (s) = (@ (s) +w ($) ¥ (s)) ex + (" (s) —w () 2’ (5)) e2 + (w (7)) es.
Dot le résultat.

Remarque 2.1.1 L’équation V¥ (t) = 0 implique que les équations des géodésiques sont...........

de l’espace de Heisenberg Hz soit données par
2 +w((¥)y =0.

Yy +w(§)z’ =0. (2.1.2)
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(w(%)) =0. (2.1.3)

implique que w (¥) est constant le long de la courbe v. On note par A cette constante.

Alors, les équations de la géodésique deviennent
2 = —Ay’

y" = Ax'. (2.1.4)

Avec les conditions v (0) = (zo, Yo, 20) , ¥ (0) = (uo, vo,wo) -

Proposition 2.1.3 [§] Soit v une géodésique paramétrée par longueur d’arc, issue du point
(%0, Y0, 20) €t de vitesse initiale (ug,vowo) dans Hs. Alors, la constante A est déterminée
par A = wg — %(azovo — youo) - La géodésique ~ est donnée explicitement par les formules

suivantes :

1 Si A =0, alors v est une ligne horizontale. plus précisément 7 est la ligne issue du point
(20, Yo, 20) et de vitesse initiale (ug,vowo), wo = % (xovo — YouUo)
2 Si A#0et A# +1, alors v est donnée par

z(s) = % (upsin (As) + vo cos (As)) + zo
y (s) = & (—up cos (As) + vgsin (As)) + yo
z(s) = As+ %s — 5 (Tovo — Youo) cos (As) + 55 (wovo — Youo) sin (As) + 2,

3 Si A = =41 alors v est une ligne verticale. C’est a dire

T To 0
yl=|v |+s]| 0
z 20 %



Chapitre 3

Les surfaces minimales réglées dans
I’espace de Heisenberg Hj

Dans ce chapitre on caractérisera les surfaces minimales réglées par des droites géodésiques

et par des droites dans 'espace de Heisenberg Hj, d’aprés M.Bekkar [I]

1.1. Le groupe d’isométrie de ’espace de Heisenberg Hs est de dimension quatre, la com-

posante connexe de lidentité est le groupe qu’on note G les transformations affines

R 3suivantes :

T cosf) —cosf 0 T a
y | — | sinf cosf O y |+ 0
z A B 0 z c

ou #,a,b, c sont des réels et
1, . .
A=§(CLSlIl9—bCOSH), B:§(asm9+bc088)

Dans la suite, les éléments de G seront notés par (6; a, b, c).

1.2. Nous obtenons dans cette note les deux résultats suivants :

- Les seules surfaces minimales de Hj réglées par des droites géodésiques verticales sont des
morceaux de plans verticaux.

- Les seules surface minimales de Hj réglées par des droites géodésiques de contact sont a
isométries pres de Hs, des morceaux de plans , des morceaux d’hélicoides z = v arctg

(%) avec 7y réel, ou des morceaux du paraboloide hyperboliques z = . Ce résultat a

été annoncé dans la note [2] dans laquelle est établie I’équation des surface minimales

de Hj qui sont des graphes de fonction z = f (z, y).
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3.1 Les surfaces minimales réglées par des droites géo-
désiques dans H;

2.1. Considérons la surface ¥ de H3 définie par 'application
(t, 8) = m(t, s) =U(t) + sV (t) avec U(t) € R® et V(t) € R*\ {0}

Cette surface ¥ est réglée par la droite L;, passant par le point U(t) et de vecteur direct V (¢).
On appelle la directrice de ¥ est la courbe t — U(t).
Moyennant une isométrie de Hs et un choix approprié de la directrice U(t) on peut se ramener

localement & I'un des deux cas suivants :
U(t) = (t, 0, a(t)) et v(t) = (u(t), 1, v(t))
Ou bien
U(t) = (t, a(t), 0) et V(t)=(0, 0, 1)

En effet le premier cas correspond & une surface 3 dont la trace sur au moins un plan vertical
est le graphe d’une fonction sur le plan y = 0 dans le deuxiéme paramétrisation, la directrice
de Y est sa trace sur le plan z = 0.

Nous commencon par ’étude de ce deuxiéme cas.

2.2. La surface ) est paramétrisée localement par :

z(t, s) =
(t,s) = vt s) = a(t)
z(t, s) = s

Equation des surfaeces minimales dans Hj

Le premiére et le deuxiéme forme fondamentale de cette surface est donne par :

I = Edt?+2Fdtds + Gds?
I = Ldt? + 2Mdtds + Nds?

Nous allons déterminer ces coefficients :

On a

Xi= (L, d(t), 0= Z+d ()5 = eatdet+ila—d(t)es
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X,= (0,0, )= Z= ¢

Soit donc

E=(Xy, X;)=1+d*+{(a—a't)
F=(X,, X;)=1%(a—d't)

G=(X,, X;)=1

Le vecteur normal unitaire

€1 €2 €3
— XunXs 1 o N o 1 . oy

N = X AXS] - Vil (deg—ex)ou Xy NXy=| 1 a 5(a—at) |=de +e
0 0 1

et on a

VXSXS — v63€3 = 0

_ _i,
vXtXS - V(€1+a’€2+%(a—a/t)e3)63 =362 2 €1

donc n=g(Vx,X,,n)=0, m=g(Vx,X,,n) =3Va?+1,
l=9(Vx,Xi,n) = [—a"+ 5 (a—d't)(1+a?)] o

La condition minimale En + Gl — 2F'm = 0. Construit a I’équation a” = 0, c’est a dire

a(t) = At + u; A, pu réels. Nous avons démontré le

Théoréme 3.1.1 Les seules surfaces minimales de Hz réglées par des droites verticales sont

des morceaux de plans verticaux.

2.3. Revenons au premier cas. On a v(t) = £ et la surface ¥ est parmétrisée localement par

la
x(t,s) = t+ s.u(t)
(ts)— 4 ylts) = s
z(t,s) = a(t)+%s

L’équation z(t, s) = t + yu(t) définit implicitement ¢t = t(x, y) en fonction de z et y. Par
conséquent la surface ¥ est localement le graphe d’une fonction z = f(z, y) avec

flx, y) =a(t(z, y)) + M

La courbure moyenne dans Hj

Les coefficients de le premiére forme fondamentale

On a

Xm = (17 O, f:}c) =e1 + (f:]c + g)ei’)
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x
Xy = (07 L, fy) =ey+ (fy - 5)63
soit donc
E = g(X,, X,)
R AYE
— (1,0, f2) i 1 ":T —£ 0
— 1+ (ft
F = g(X,, X))
AV
= (1,0, f2) i 1 +;F — 1
o 1 Ty
= f;t - §
G = g(X,, Xx)
2 X
AV
= OLf)| % 1+% -3 1
S-S A Fy
= 1+ (fy - %)
Les coefficients de deuxiéme forme fondamentale
l=g(Vx, X, n), m = g(Vx,Xz,n), et n=g(Vx,X;,n).
Le vecteur normal unitaire N : On pose A = (f, + %) et v= (f, — 3)
X N X, 1
N=_"1 = (=A, =7, 1)
[Xe AXGl /A2 44241
et on a
Vx, Xz = Viei4aes) (€1 + Aeg) = —Aeg + fm€3
VXJ;X v(el-l—)\eg) (62 + ’763) - Ae1 62 + fxyei’)
vX X v(eer'ves (62 + 763) = e + fyye3
_ _ 1 -
donc [ = )\2—2_H(fm:+)\7) m—m(?"i_%"i_fry),
et n = =X
Dron IG+nE—2F
o = 2(EG—F?)
_ 1 fscw(1+’72)_Qfxyk7+fyy(1+>\2)
V249241 2(1+792) (14A%) -2y
On sait que cette surface est minimale si la fonction f vérifie I’équation
z Y T )
fzx(l + (fy - 5)2) - 2fmy(fz + 5)(fy - 5) + fyy(l + (fa: + 5)2) =0 (3'1'1)

Permit des définitions des fonctions f(x, y) et t(z, y) = x — yu(t(z, y)) on obtient

te=1—yt, = t,=—
ty=u-+yt,u = t,=% =—ut,
fo=(d"+ %)t fy=(d + %)ty‘i‘%
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En dérivant de le deuxiéme fois par rapport a x et y on obtient :

f:cac = a”t?g + (CL/ + %)txz’

foy = %tx +a"tyty 4 (o' + )ty (3.1.2)
fow =ty +d"t 4 (d + 5y,
avec
1
toe = m’ toy = —U't; — Uy, tyy = 20'ut] + Wty
En tenant compte de la relation f, — 5 = —u ( fot %) , ’équation des surfaces minimale
devient

Y\ 2
fzx + fyy + <fx + 5) [UQfxa: + Qfoy + fyy] = 0
D’ou I'équation des surfaces minimales z = f(x, y) de H3 s’écrit

car

1+yu’

1 a’u / 1 2 U
+2u (2 T (ga)® (" +3) - (1+yU’) N (1+yu’)3>

2 2
—u 1 2 1
1+yu’ +a” (1+yu’> + (a/ + %) (2ulu <1+yu’) +u (1+yu’)3

2
W oo + 2ufay + fry = (a” (%yu’) +(a’ + )(—)5)

Par conséquent nous avons établit le

Théoréme 3.1.2 Les surfaces minimales de Hz réglées par des droites géodésiques de contact
sont localement des graphes de fonctions harmoniques (sauf au voisinage des points ou elles

contiennent une droite verticale).

2.4. Déterminons maintenant les fonctions u et a pour que I’équation [3.1.3] soit satisfaite.
On a:
Jaw + fyy , 0 ,
= a’ (ﬁ) + (a’ + g)myu,)g + - ta (1;52/)
+a' +Y) (2u’u (Hlyu) +u2(l+;u/)3> _

= =3y L+ )] +yu (@ (1+u?) + 2u'u +u) —u” (1 +u?) a]
+ [a” (1 + u?) + 2u'ua’ + u] = 0.
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Ce qui équivaut au systéme de deux équations

u”" =0
{ a” (1 + u?) + 2u'ua’ +u =0 (3.1.4)
Le premiére équation donne u(t) = at + 3 avec «, 3 réels.
Le deuxiéme équation s’écrit (a’ (1 +u?))" = u, soit donc :

[(a(1 —|—u2)), = [(at + B)dt

=d (1+u?) =sat* + St +v avec v € R

Finalement on obtient les solution suivantes

a(t) = & +yArctg(at + ) +0 sia#0
a(t)zﬁﬁ—l—yt—ké sia=0

D’ott les fonctions f correspondantes

filz,y) =558 4 ’yArctg(zzif) +6 sia#0

f2($ay)=%+7(x—ﬁy)+5 sia=0

Considérons I'isométrie (0; g, é, —5) , elle transforme la surface z = fi(z,y) en la surface

z = ~yArctg(®) qui est un plan si v = 0 et un hélicoide si v # 0. Cet hélicoide peut étre

z
Y

globalement paramétrais par

x(t,s) = ssint
y(t,s) = scost
2(t,s) = ~t.

Par conséquent les surfaces minimales représentées localement par z = fi(x, y) sont & isomé-
trie preés de Hsz des morceaux de plans ot morceaux d’hélicoides.

En ce qui concerne les surfaces minimales représentées localement par z = fi(x,y), 'isomé-
trie (Arctg(ﬁ ; 0, 7\/?52 , —5)) permet de les transformer en un morceaux du paraboloide

hyperbolique z = %’. Par conséquent nous avons démontré le

Théoréme 3.1.3 Les seules surfaces minimales de Hz réglées par des droites géodésiques de
contact sont, a isométrie prés de Hsz , des morceaux de plans, des morceauxr d’hélicoides ot

des morceaux du paraboloide hyperbolique.
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3.2 Les surfaces minimales réglées par des droites.

3.1. Le cas des surfaces réglées par des droites quelconques est plus délicat car il y a trois
fonctions inconnues a(t), u(t) et v(t) a déterminer pour que la surface ¥ parametrisée

localement par
=t + su(t)

<
—~
\?ﬁ-
»
~— — —
I
VA

= a(t) + sv(t)

soit minimale.

Comme dans le paragraphe précédent on voit que la surface ¥ est

localement le graphe d’une fonction z = f(z,y) avec

f(x,y) = a(t(x,y) +yv(t(z,y)).

En dérivant par rapport aux variables x et y on obtient

fo= (' +yv)t,, fy=(d +yv)t, +v.
fxx = (CLH + yvll) ti + (a/ + yvl) Lo
fog = Vit + (" H+y")tit, + (d+yv)ty
fow = 20, + (a" +y")t2 +  (d +y)ty,

Ces expressions portées dans ’équation conduisent & un trindme du second degré en y

dont I'annulation des coéfficients conduit au systéme de trois équations

Pu/v" —u"") — QR = 0
(Pu" —2Ru)u’ + P —u"d) — QR(20'+1) = 0 (3.2.1)
Pa” — 2R(u+Qd) = 0

N _ 2 2 _ t o 1,/
OuP=1+u"+Q Q=v—5et R=0v —au
Multiplions la premiére équation par v” — u”a’, la deuxiéme équation par v'u” — u'v” et la
troisiéme équation par v’ (u'v” — v'u”) et faisons la somme.

Nous obtenons alors I’équation

QR[u" — 2(uv" —v'u")] = 0. (3.2.2)

Trois cas sont & considérer : Q =0, R =0, ou v’ = 2(u/v" — v'u").

3.2. Supposons que ) = 0, c’est & dire v = % C’est le cas des surfaces réglées par les droites
géodeésiques de contact qui a été étudié aux paragraphes 2.3. et 2.4. (voir Théoréme

(3.1.3)).
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3.3. Supposons que R = 0, le systéme s’écrit

v — WY =0
a'v/ + V" — w'd = 0 (3.2.3)
a = 0

Sachant que v' = a’u’ le systéme [3.2.3¢quivaut alors a a” = 0 c’est a dire a(t) = M+ p
et v(t) = Au(t) + ¢ avec A, u,e des réels et u une fonction quelconque. La solution

correspondante s’écrit

x(t,s) = t + su(t)
y(t,s) = s
2(t,s) = M+ p+ Asu(t)+es

c’est & dire z = A\x + €y + i qui représente un plan.

"_

3.4. Supposons que v’ = 2(u'v" —v'u"). Cette équation équivaut & 2u'v” = u” (20" + 1) dont
les solutions sont

u" =0 et v quelconque (3.2.4)

ou bien

t
u quelconque v(t) = X\t 4+ p — 5 avec A, o réels. (3.2.5)

Le systeme s’écrit maintenant

Pu’ —  20RW = 0
Py — QR((2V+1) = 0 (3.2.6)
Pa" — 2R(u+Qd) = 0

Dans le premier cas ol u est constant, une rotation autour de ’axe (Oz) permet de se

resteindre au cas u = 0. Le systémd3.2.6| devient

Py — Qv (2v+1) = 0
{ Pd" — 2Qa'v’ =0 (3.2.7)
Le premier équation m admet la solution particuliére v’ = _71 c’est a dire v = %t +K
ot k € R, pour laquelle la deuxiéme équation devient
(1+(t—r)?)a" —(t—r)d=0 (3.2.8)

dont les solutions sont

a(t):g[Tm—Hog(Tanﬂ +p

avec T =1t — K, A et i des réels.
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La surface minimale correspondante admet comme paramétrisation

<
—~
\.N
VA
~— — —
I

s
= at) + s(3+k).
Cette surface est le graphe de la fonction z = a(x) + (k — ) §.

L’isométrie (0; —k, 0, —u) permet de ramener cette surface au graphe de la fonction
A xy
i=g [a:\/1+:1:2—|—10g <$+\/1+x2>} +7.

On retrouve donc les surfaces annoncées dans [2].

Considérons maintenant la solution générale v de la premiére équation avec v’ # 71
On vérifie facilement que

a(t) = A (v () + %) + 1 avec A et p réels est la solution générale de la deuxieme équation
car cette équation est linéaire en a et la solution proposée dépend de deux constantes

arbitraires. La surface

minimale correspondante admet comme paramétrisation

z(t,s) =

y(t,s) = s

2(t,s) = Av(t)+ L)+ p+ sv(t).
Cette surface est le graphe de la fonction z = (A 4+ y)v(z) + A5 + p.

L’isométrie (0;0, A, —p) permet de ramener cette surface au graphe de la fonction z = yv(x),

ou la fonction v est une solution de la premiére équation [3.2.7] c’est a dire vérifie

(1+(=3)) = (v-3) @'+ =0

r(z)+x
2

Le changement de variable v(z) = transforme cette équation en

(441 =2r(r' +1) (" +2) = 0.
On retrouve donc les surfaces minimales dans [2].

3.5. Il reste a considérer maintenant le cas donné par la relation [3.2.5]

Le systerne s’écrit

{ Py + (14+2u (o) = N)) Qu
y(t,s) = (1+2u (¢’ =N)(Qa'+u) = 0

I
o



avec P=1+ 124+ Mu+pu—t)>et Q=\+pu—t.

La surface minimale correspondante admet comme paramétrisation

= t + su(t)

<
—~
\.PF
Va)
~— — —
Il

s
= a(t) + s(Mu(t)+p—1L). avec A, p réels

L’isométrie (0; 2\, —24, 0) permet de se ramener au cas A = p = 0. En regroupant les résultats

précédents, on énonce le

Théoréme 3.2.1 Les surfaces minimales de Hsz réglées par les droites sont & isométrie prés

de H3 J

I Les morceaux de plans
IT Les morceaux du paraboloide hyperbolique d’équation z = %.

IIT Les morceaux d’hélicoides paramétrés par
x(t,s) = ssint, y(t,s) = scost, z(t,s) =~t; -y réel non nul.

IV Les morceaux de surfaces d’équation z = z = % [x\/l + 22 + log (m +vV1+ :):2)] — 3, A

réel non nul.

V' Les morceaux de surfaces qui sont localement des graphes de fonction z = %y(’r(m) + )
ou r est une solution de 'équation 7" (4 + r?) — 2r (r' + 1) (' +2) = 0.

VI Les morceaus de surfaces qui sont paramétrisées localement par

w(t,s) =t + su(t), y(t,s) = s, 2(t,s) = a(t) - SEt

avec u et a solutions du systérne

1+ +*)u" — (14 2u'd") tu’ =0

1+u*+t3)d — (1+2dd)(td —u) = 0
3.6. Remarquons que les morceaux d’hélicoides ne sont réglés que par des droites géodé-
siques, tandis que les morceaux de plans et les morceaux du paraboloide hyperbolique
peuvent étre réglés par des droites géodésiques et par des droites qui ne sont pas des

géodésiques.
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