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INTRODUCTION

Dans de nombreux systémes physiques les variables sont par nature positives, or les
modeles usuels en particulier linéaires n’intégrent en général par cette contrainte.
Des modeles particuliers ont été développés par nombreux scientifiques, les modeéles a com-
partiments pour la médecine et la biologie, les modeéles électrique (circuits R.L.C), et d’autres
modeéles apparaissent dans les sciences de la communication et I'information.
Un systéme dynamique contien un certain nombre de grandeurs : x(¢) dénote 1’état du sys-

téme, u(t) dénote les entrées du systéme, y(t) dénote les sorties du systéme, Dans ce mémoire,
it = Ax+ BU
y=Cx+ DU
Dans les systémes continu-discrets, la variable du temps continue et la variable discret inter-

nous interese nous nous interessons aux systéemes de type{

agissent et ces composantes ne peuvent pas étre séparées. de tels systémes sont appelés les
systemes hybride.

Ce mémoire est dévolue a 1’étude des positivité et stabilité des systéme dynamique standard
linéaire et scalaire de type 2D discret- continu.

Pour ce faire, on couvre ce travail sur tois chapitres.

Le premier chapitre est un rappel introductif sur les systémes linéaires et leurs développe-
ment dans la théorie de commande, et nous exposons une synthése de la transformée Laplace
et la transformée en Z comme outil servant a répondre a notre problématique.

Le deuxiéme chapitre présent la positivité d'un systémes linéaires continu-discret de type
2D et quelque exemple applicable

Le troisiéme chapitre traite les nouvelles condition pour stabilité asymtotique des systémes
linéaires continu-discret de type 2D scalare et 'efficacité de la procédure est démontrée sur

les exemples.



Notation :

R : ensemble des nombres réels.

R, : ensemble des nombres réels positifs ou nuls.
N : ensemble des entiers naturels.

Z : ensemble des entiers.

7T : L’ensemble des entiers positif.

C : ensemble des nombres complexes.

Re z : partie réelle du nombres complexes z

Im 2 : partie imaginaire du nombre complexes z
A : Les valeures propres d’'une matrice carée.
Tr(A) : La trace d’'une matrice carrée A tq : Tr(A) =D " ai =D 0 N .
||: Valeur absolue dans R, ou module dans C.

R™™ . L’espace des matrices de n lignes et m colonnes a entrée dans R.
R™™ . L’espace des matrices carrées de dimension n & entrées dans R.
R7?*™ : L’espace des matrices de n lignes et m colonnes a entrée dans R
n,m : L’ensemble des n premiers entiers natureles non nuls.

Al : transposée d’une matrice A.

com(A) : commatrice d'une matrice A.

exp A, e : L’exponnentielle d’une matrice A.

det(A) : Le déterminant d’une matrice A.

P\(A) : Le polynome caractiristique d’une matrice carrée A .




Chapitre 1

Generalites et notions de base

1.1 Introduction

Le but de cette section est d’anticiper et de définir des notions qui vont étre en relation avec
le sujet qui nous a été confié.
Dans un premier temps, nous introduisons dans ce qui suit, quelques notions utiliseés ulté-

rieurement dans notre développement :

1.2 Exponentielle d’une matrice

Définition 1.2.1 L’exponnentielle de la matrice A € R™ ™ est la matrice de R™™ notée e

ou exp(A) est définie par la relation :

=1
exp(A) =) EA’“. (1.1)
k=0
Propriétés Soit A € R"*" et B € R™*"
o ATB =l B si AB = BA. (1.2)
o VAcR™": ¢! est inversible et (e?) ' =e"1. (1.3)

o det(e?) = "™, (1.4)
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1.3 Matrices non-négatives, positives et de Metzler

Soient A = (a;;);; € R™™ et B = (b;;);; € R™™ des matrices a coefficients réels. Par la

suite, nous notons I,,, la matrice identité d’ordre n ou plus brievement I.
Définition 1.3.1 Soit la matrice A € R™*™

e A est une matrice non — négative si Vi € n, Vj € m : a;; > 0, autrement dit toute

ses entrées sont non-négatives.Nous noterons une telle matrice par : A > 0 ou encore,
AeRY™.
e A est une matrice positive si A est non-négative et Ik € n, Al € m : ay > 0, c’est a dire
toutes ses entrées sont non négatives avec au moins une entrée strictement positive. Nous
noterons une telle matrice par : A > 0.
o A est une matrice strictement positive si Vi € n, Vj € m : a;; > 0,ie.toutes ses entrées
sont (strictement) positives. Nous noterons une telle matrice par : A >> 0.
Ces défnitions et notations seront également valables pour des vecteurs de dimension n, n > 2.
Cependant, pour les scalaires, la propriété strictement positif o >> 0 coincide avec a > 0.
o A est une matrice de Metzler siVi € n, Vj € m, i # j : a;; > 0 i.e toutes ses entrées hors

diagonales sont non négatives.

Exemple 1.3.1 La matrice A suivante est une matrice de Metzler,

W= oo
o |~
&
© O

1.4 Le polynéme caractéristique

Soit A € R™™ et A € k(R ou C), le polyndome caractéristique de A est noté Py(A) et définit
par :

Py(A) = det(\ — A). (1.5)
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1.5 La transformée de Laplace

La transformée de Laplace est un outil important et trés puissant pour résoudre les équations

et les systémes différentiels linéaires en temps continu-

Définition 1.5.1 Soit f : R — R, on dit que f est causale si f est nulle pour tout t < 0

_J 5 20
ro={ 40 120 (1.6
Exemple 1.5.1 Soit les fonctions H et f définit par :
1 5 t>0
H(t) = { 0 . t<0

f(t):{oe ) tt2<00

I

sont des fonctions causales.

Définition 1.5.2 Soit f(t) une fonction causale. La transformée de Laplace de f (t) notée
L(f(t)) ou F(s), est définie par :
L) =)= [ flape s (17)
0

ot s € C.

Exemple 1.5.2 Soit f(t) = e etk eR



1.6 Propriétés de la transformée de Laplace

Alor :

400
L) = / eMe st dt
0

= lim ek=s)t gt
r—-+o0o Jq

1

= rirfrlook — S(e(k_s)r —1), avec s=ux+iy
on a
lim ‘ e(kf:pfiy)r ‘: lim | e(kfx)r H efiyr ‘
r—>+00 r—+00

= lim e*™" car e |=1et |* " |e RY

r—s400

= 0s k—2<0

= 0 si k<Re(s)

1
dou : LM = p si k < Re(s)
S j—
En particulier
Si k = 0 etsi u(t)=1 est une fonction unité alors :

L) = 1 pour Re(s) > 0

S

1.6 Propriétés de la transformée de Laplace

liniéarité : Soit o et § sont constantes quelconques et f(t), g(¢) sont des fonctions dont les

transformées de laplace sont respectivement F'(s) et G(s), alors
Llaf(t)+Bg(1)] = aL[f{)]+LLIg(?)]
= aF(s)+ BG(s).

Dérivation :

e[ T2 =) - s,

Dans le cas générale on a :

L(f™) = s"F(s) =" f(0) =" f 1 (0) = . = fO7D(0).

Intégration :
j c [/Otf(u)du] _F) ) =0

S

(1.8)

(1.9)

(1.10)

(1.11)
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Retard temporel :
LIf({t—1)] =exp(—sT)F(s) (1.12)
Convolution :
L[f{t)*g(t)] =F(s)-G(s) (1.13)
Théoréme de la valeur initiale :
li%f(t) = f(0%) = lim sf(s). (1.14)
t— §—00
Théoréme de la valeur finale :
tlim f(t) = hII(l)Sf(S). (1.15)
La transformé de Laplace de t“ :
n n!
L(t") = el neN (1.16)

Table de quelques transformée de laplace :

Les fonction | ¢a trasformée de laplace
a s

at =

e—at SJFLG

te—t ﬁ

sin(wt) PR

sh(wt) pe

cos(wt) pem

e~ sin(wt) T
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1.7 Transformation de Laplace inverse

Définition 1.7.1 La transformée de Laplace étant un opérateur bijectif, sa bijection inverse

existe. Elle est unique et on appelle originale de F, elle est définie par :
LTHF(s)=[(1). (1.17)

1.7.1 Propriétés :

Linéarité : Si C; et Cy sont des constantes quelconques et F'(s), G(s) les transformées de

Laplace de f(t) et g(t), respectivement alors :

L7HCLF(s) + CyG(s)} = C1f (t) + Cag () (1.18)

Changement d’échelle :

Si
L(F () = (1) (L.7.1)
alors,
LY (F(s—a))=exp(at) f(t). (1.19)
avec a € R.

Transformée inverse de dérivées :

a/Si

Alors,
LH(FM(s) = £ {—F (3)} (1.20)

et n entier positif.



1.8 La transformée en 7

b/ Si f(0) = 0 alors,

LY (sF(s)=f (1). (1.21)

1.8 La transformée en 7

Définition 1.8.1 La transformée en Z est une application qui transforme une suite définie

sur les entiers en une fonction S d’une variable complexe noté Z telle que :

X(2) = Z(x(n)) = > a(n)z™" (1.22)
z € {z eC| Z x(n)z™" converge}

La variable n représente en général le temps discrétisé.

Exemple 1.8.1 On note que les valeurs n = 0 sont notées par "N\";

={1,2,5,7,0,1}

z1(n)

+o0o

Z x1(n)z™"

n=—oo

1x224+2x27!

X1(2>

+5x 224+ Tx2240xz2 441 x27°

-5

14227 4522472342

1.8.1 Propriétés de la transformée en 7 :

La transformée en Z posséde les proprietés formelles présentées dans le tableau ci dessous et

qu’on détaillera par la suite.

opération sur les suites | opération sur la transformée en 2
ax(n) + by(n) aZ(x(n)) +bZ(y(n))

Z(x(n — k)) 2 *Z(x(n)) |
Z(x(n + k)) 2 (x(n)) — Yy (i)
Z(x(n) * y(n)) Z(x(n))Z(y(n))

Z(a"z(n)) Z(x(n))(z/a)

Z(nx(n)) —24:Z(x(n))

Z(n*z(n)) (—2 )" Z(x(n))




1.8 La transformée en 7

Linéarité :

La transformée en Z d’une combinaison linéaire de deux signaux est la combinaison linéaire

des transformées en Z de chaque signal :

VA1 et Yo Z(A1 z1(n) + Ay xa(n)) = M Z(x1(n)) + AaZ(x2(n)) .

Théoréme du retard :

Cas de la transformée en 7 bilatérale

Z(x(n)) = X(2) = Z(z,p) = 2 "X (2)

Cas de la transformée en 7 monolatérale

X(2) = Zm(n)z_"

Z(tnp) = 27" X(2) + (Zx_nzn_k)

Théoréme de convolution :

Soit z, la suite obtenue par convolution de deux suites :

n

Tn et y, : Zp = Tp * Yp = Za:iyn_i
i=0
Donc Z(z,) = Z(xn* Yn)

= Y(2)X(z)

Avec X(z) = Z(xy,) et Y(2) = Z(yn).

Théoréme de la valeur initiale :

(1.23)

(1.8.1)

(1.24)

(1.25)

(1.26)
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lir%x(n) = lim X(2).
Théoréme de la valeur finale :
lirf z(n) = lirr%(l — 2 HX(2). (1.27)
Multiplication par e *"T :
Z(e ™ Tx(n)) = X (ze™). (1.28)
Dérivation :
Comme
+oo
X(z) = Z x(n)z " (1.29)
et on a aussi :
dX('Z) = —n—1
o, = nzzoo —nz(n)z (1.30)
iX(z) o=
—E = nz_oona:(n)z

i . dx .
de ce fait il apparait que —z% est la transformée de nxz(n).
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1.8.2 Table des transformées en 7 usuelles

suite transformée en Z | domaine de convergence

=1 u,=0 sin>0 1 C
up =1 u,=0 sin#k P C*

1 = | Z|>1

n (Z_Z1)2 | Z > 1

a” 5 | Z |>a

na” (=0 | Z |>a

cos(wn) % | Z |>1

sin(wn % | Z|>1

Foosfur) | e 21>

a” Sin(wn) Z272aaZZS(i:I(;£EUu)7)+a2 | Z |> a

1.9 Systéme d’état

Soit le systéme linéaire définit par :

©(t) = Ax(t)+ Bul(t), x(0) = xg (1.31)

y(t) = Ca(t)+ Dult),

ou z(t) € R™ dénote 'état du systéme, u(t) € R™ dénote les entrées du systéme, y(t) € RP
dénote les sorties du systeme, A € R"*" B € R™™ (C € RP*" et D € RP*™ est matrices de

d"fi(:) dénote le dérivé de x(t) par rapport au temp.

dimentions appropriées, et &(t) =

1.10 La fonction de transfert

En appliquant la transformée de Laplace a I’équation d’état ou la condition initiale est sup-

posée nulle : z(0) = 0.

L(z(t)) = Ax(t)+ Bu(t)) = sX(s) = Ax(s) + Bu(s)
—  X(s) = (s, — A) ' Bu(s),

La matrice (s, — A) est inversible pour quelque s € C
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En appliquant la transformée de Laplace & ’équation de sortie :

L(y(t)) = Cx(t)+ Du(t)) = Y (s) = Cx(s) + Du(s) (1.32)
y(s) = (C(sl, — A)'B+ D)U(s)
H(s) = C(sl,—A)™'B+D

C(com(sI, — A))'B

det(sl, — A) D

1.11 Systéme positif

Dans ce qui suit nous allons nous intresser a la notion de positivité et de stabilité concernant

un systéme défini :

&t = Az + Bu (1.33)

y = Czx+ Du

Définition 1.11.1 Un systéme est dit positif si pour toute entrée positive et condition initiale

positive correspond un état positif et une sortie positive.

Le systéme (1.33) est par définition dit positif si et seulement si :

Vrg € Ry, Yu € R, alors z(t) € Ry et y(t) € R, (1.34)

1.12 Stabilité asymptotique

Définition 1.12.1 Le systéme (1.33) est dit aysmptotiquement stable si et seulement si

la solution a [’équation homogéne

t=Ax , x(ty) = zo,

tend vers zéro quant t — oo quelque soit x( arbitraire.

Théoréme 1.12.1 Le sytéme (1.33) est asymptotiquement stable si et seulement si les va-

leurs propres de la matrice A sont a partie réelle strictement négatives.



Chapitre 2

La Positivité

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous introduirons une nouvelle classe de systémes hybrides positifs. Des
conditions nécessaires et suffisantes seront établies pour qu’'un tel systéme soit positif. Pour

cela, nous rappelons quelques définitions et résultats sur la positivité.

2.2 Formulation du probléme

Considérons le nouveau modele 2D de systéme linéaire continu-discret scalaire

(pour i € Zy et t € Ry ) défini :

j,'l (t, Z) = allxl(t, Z) + &12$2(t, Z) -+ bl’lL(t, Z) (21&)
$2<t, 1+ 1) = aglﬂfl(f, Z) -+ a22$2<t, Z) + bgU(t, ’l) (21b)
y(t,i) = croq(t, i) + cowa(t, i) + dul(t, i) (2.1.c)

ou .I'l(t,l) = 8$1<t,2)/8t > .I'l(t,l) GR, Z'Q(t,l) eR
u(t,i) € R, y(t,7) € R et air, a1z, a1, a2, b, be, c1, 2

et d sont des coeflicients constants.
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Les conditions aux limites pour (2.1.a) et (2.1.b) sont sous la forme :

21(0,3) = x41(i), i € Zy, (2.2)

zo(t,0) = wo(t), t € R,.
Le modele (2.1) peut étre écrit sous la forme matricielle :
jﬂ'l(t, ’l) . ai; a2 T1 (t, Z) bl .
|: ZL’Q(t,l' + 1) :| - |: 91 A22 :| |: ]Jg(t,l) + bg u(t72)7 (23&)

N (L’l(t,l) .
y(t,i) =la [ 2o(t 1) } + du(t, ). (2.3.b)
Le modeéle général (2.1)(ou (2.3) ) sera appelé le nouveau modele générale standard linéaire

bidimentionnel continu-discret scalaire.

2.3 La solution du probleme

D’apré [3] la solution de systéme (2.4) défini

‘fl(t, Z) = Auxl(t, Z) + A12$2(t, Z) -+ 31U(t, Z) (24&)
l’g(t, 1+ 1) = A21I1(t, ’l) —+ AQQ.CL’Q(t, Z) -+ BQ’U(f, ’l) (24b)
y(t,i) = Cra1(t, 1) + Cama(t, i) + Du(t, 1) (2.4.¢)

ou Il(t,l) = 8:1:1(15,@)/615 s l’l(t,'L> GR, I‘Q(t,l) eR
u(t,i) € R, y(t,i) eR

et Aq1, Aia, Ao, Aao, By, By, C1,C5 et D sont des matrices a entrées constantes.

est donnée sous la forme :
¢(t)x1(0) + FPaa(t) + Qru(t, 0) pour ¢ =0
i—1
z1(t, i) =< o(t)z1 (i) + kZPt(AﬂPt + Ag) TR [Ag d(t) 11 (k) + (A21Qs + Bo)u(t, k)]
—0

+Py(Ax P + Ago) o (t) + Quu(t, 1) pour i = 1.2...
(2.5)

—_

To(t, i) = Y (A Py + Ag) ™ [And(t)z1 (k) + (AnQ: + Ba)u(t, k)]

B
I
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+(Ag1 P + Agg) a9 (t) pour ¢ = 1.2...
oll ¢, = e 11! et les opérateurs P, et Q; sont définis par :

t

Px = / o(t — 1) Arpz(T)dT,
0
t

Qir = / o(t — 7)Brx(T)dT.
0

Dans le cas particulier si on pose : A1 = air, Ao = @12, Agss = a99, As1 = aoy.
On obtien le systéme (2.1).

Alors la solution de systéme (2.1) est de la forme :

o(t)x1(0) + Prxa(t) + Qrul(t,0) pour i =0
i—1
z1(t,1) = ¢ o)1 (i) + kZ_OPt(amPt + ag) " ag () w1 (k) + (a0 Qs + ba)u(t, k)] (2.6)
—|—Pt(a_21Pt + age)'wo(t) + Quu(t, 1) pour ¢ = 1.2...
i1
To(t,i) = Z(ampt + a22) " ag1o(t)z1 (k) + (a21Q: + ba)u(t, k)]
k=0
+ (aglpt —+ &Qg)i.l’g(t) pour 1=1.2... (231)

ou ¢, = ™1t et les opérateurs P; et (; sont définis par :
t
Py — / 6(t — T)arpz(r)dr,
0

Qix = /Ot o(t — 7)byx(7)dT.

2.4 Conditions sur la positivité

Définition 2.4.1 Le modéle général (2.1) est dit positif (intérieurement) si xq(t,i) > 0 et
xo(t, i) > 0 pour toutes conditions auz limites x1(i) > 0, i € Zy et xo(t) > 0, t € Ry, et

toutes les entrées u(t,i) >0, t e Ry, i € Z,.
Exemple 2.4.1 Pour ai;o =1, as; = 1, ass = 0.5, et a3 = —1

p(t) = e ">0
¢
-Pt = - d Oa
x /Ogb(t T)z(T)dT >

Qir = /Ot o(t — 7)byx(7)dT > 0.
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e tx1(0 —|—f0 t—TCL’Q T)dT + Quu(t,0) >0 pour i =0
1 (t,1) = e (1) + Zpt(Pt +0.5) 7 eTtwy (k) 4+ (Qr + ba)ult, k)]
+Pt(Pt+05) ‘wo(t) + Quu(t,i) >0 pour i = 1.2...
xo(t, i) = Z_:(Pt +0.5) 7" e w (k) + (Qr + b2)ult, k)] >0

Donc le systéme est positif.
Théoréme 2.4.1 Le modéle général (2.1)est positif (intéreurement) si et seulement si :
a;;1 € N, a2, a21,a22 >0 (2.7)
bi,b5 >0, ¢, co >0, d>0.

Preuve. La démonstration repose sur la preuve etablie par [3] prenant les matrice A;; ou
i,j=1.2 comme étant des matrices scalaire aux dimention appropriées.
La fonction caractéristique du modele (1.1) (et(1.3)) est un polynéome de deux variables

indépendantes s et z, de la forme :

S —a — Q12

w(s,z) = det oy 2 g

= Sz — Sag — zay + (a11a92 — a12a91).



Chapitre 3

Stabilité

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons étudier les nouvelles condition nécessaires et suffisantes pour la
stabilité asymptotique des systémes linéaires continu-discret de type 2D. Une procédure pour
vérifier la stabilité asymptotique est proposée. L’efficacité de la procédure est démontrée sur

les exemples.

3.2 Stabilité asymptotique

Définition 3.2.1 [1]Le modéle général (2.1) est dit asymptotiquement stable (ou Hurwitz-
Shur stable) si pour U(t,i) =0 et des conditions auz limites bornées (2.2) l’état z(t,i) — 0

pour t,1 — o0.
Théoréme 3.2.1 [1]Le modéle général (2.1) est dit asymptotiquement stable ssi :
w(s,z) #0, Res>0, |z|>1 s,z€C. (3.1)

ou w(s, z) la fonction caractéristique

3.3 conditions pour stabilité

Théoréme 3.3.1 Le modéle général (2.1) est dit asymmptotiquement stable si et seulement

si les deux conditions vérifient :
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w(s,exp(jw)) #0, Res>0, Yw €]0,2n], (3.2)
w(jy,z) #0, |z[>1, Vy€[0,00). (3.3)
tel que
w(s,exp(jw)) = sexp(jw) — sax — exp(jw)arr + (@11022 — A12a21),
w(jy,z) = Jyz — jyas — za11 + (11022 — a12G21).

Preuve. [2]La relation (3.1) est equivalente aux conditions :

w(s,z) #0, Res>0, |z|=1, (3.4)

w(s,z) 20, Res=0, |z]|>1. (3.5)

C’est facile de verifier que les conditions (3.4) et (3.5) peut veut étre écrites sous les formes
(3.2) et (3.3) respectivement.

Résoudre I'équation w(s, z) = 0 pour z = exp(jw), ou w(s, z) de la forme (2.8), on obtient :

w(s,z) = 0 et z=-exp(jw)=
sexp(jw) — sage — exp(jw)ay; + (ajra2s — a12a91) =0

= s(exp(jw) — ag) = exp(jw)ar; — (a11a99 — a12as1)

Y

s(exp(jw) — agz) = ar1(exp(Jw) — ag) + a12a2
5( 'w) _ au(exp(jw) - CL22) + aq2a91
/ (exp(jw) — azs)

12021
exp(jw) — ag

de (3.6) il s’en suit que s(jw) est une fonction discontinue aux points w = 0 et w = 7

s(jw) = an + (3.6)

pour ass = 1 et ass = —1, respectivement Par conséquent. pour exclure la discontinuité nous
supposerons que ags 7# +1. La remplagant w = 0 et w = 7 dans (3.6)

nous obtenons, respectivement,

Sp — S(]O) = a1 + ]_amﬂ, (37)
— G22
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Q12021
1 + 929

Posons s(jw) = u(w) + ju(w), ot u(w) = Re s(jw), v(w) = Im s(jw),il facile de vérifier que

Sp = s(ym) = ay; — (3.8)

[u(w) — so)* + v(w)? = 72, ou s, = 0.5(sg + 5x), 7 =| 5o — 5c |=| 5 — sc | . Cela veut dire
que la tragectoire de s(jw), w € [0,27], est un cercle de centre s. et de rayon r. D’ou, la

condition Re s(jw) < 0 verefier pour tout w € [0, 27| ssi :

12021 (12021
- - <0 3.9
max {(111 oy — 1 ,a11 1 n o } ( )
O
Lemme 3.3.1 Pour le modéle général (2.1) la condition (3.2) est équivalent a (3.9)
Lemme 3.3.2 Pour le modéle général (2.1) la condition (3.3) est équivalent a
—1<apn<l et a%l — (a11a22 — a12a21)2 >0 (310)

Preuve. On pose w(jy,z) =0et|z|<1

w(jy,z) = 0 =
JYz — jyasy — zai + (11022 — a12a21) = 0
2(jy — an) — jyaz + (an1as2 — arazn) = 0
2(jy —an) = jyas — (a11022 — a12091)

\ Jyaz — (anaz — a12a1)
2(jy) = pr—— -

|2l =2y <1

| Jyags — (a11a22 - @12(121) |

- <1
JY — a1
| Jyags — (911(122 - a12a21) | < 1
| JY —an |
\/(3/@2)2 + (a11a22 — a12a91)? < 1
V y? + a%l
2 . 2
(yage)? + (a11a2e — araas;) < 1

2 2
Y= +af;
2

(yag)? + (aprag — appasn)®* —y* —aj; < 0
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y2(1 — CL§2> + a%l — (&11&22 — a12a21)2 >0

2 2 2 2
Yy (1 — CL22) > 0 et aj; — (a11a22 — CL126L21) >0
= 1 - GSQ >0 et afl — (a11a22 — &12&21)2 >0
—1 < agp <1 etad — (a1a2 — ajpas)? >0
11 110022 12021

d’ou le résultat.

g

Théoréme 3.3.2 Le modéle général (2.1) est dit asymptotiquement stable si et seulement
8% :

—l<ap<l1 (3.11)
et la relation (3.9) est satisfaite,
ou par équivalence , une des conditions suivantes est vérifiée :

12021

12091 > O, an < . (312)
929 — 1
a12a21

<0 < . 3.13

Q12021 ) a11 1+ as ( )

Preuve. Pour ajpas; > 0

du lemme (3.3.2) ona: —1<axp<1

—2 < ap—1<0 et 0<1l+agpn<?2

1 < 1 ; 1 S 1
_— e —
99 — 1 2 1+ ag2 2
a12a21 < 12021 ot 12021 a12a21
a9o — 1 2 1 =+ ago 2
Q12021 > a12021 ot 12021 < a120a21
92 — 1 2 1+ a2 2
12021 a12a21
99 — 1 1 + 929
a 12021 >a 12021
- 11 — 11— 77— -
99 — 1 1 + 929
d’apré (3.9) :
12021 12021 . 12021
max4 a1 — 1 11—1 = a1 — 1 0
Qog — + a9 Q22 —
Q12021
— a <
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d’ou le résultat.
pour ajsas < 0

dulemme (3.32) ona: —1<agp<1

—2 < Ay — 1 <0 et O0<1l+agp <2

1 < 1 ¢ 1 < 1
—_ e —
a9 — 1 2 1 =+ ago 2
12021 Q12021 Q12021 12021
> — et
a9y — 1 2 1+ ago 2
12021 a12a21 a12a21 a12a21
— < et — > —
A99 — 1 2 1+ a9 2
12021 12021
= - _—
aze — 1 1+ a9
Q12021 a120a21
— a1 — ayp — ——.
99 — 1 1 + 929
d’apré (3.9) :
12021 a12a21 a12a21
max 4 aj; — , 11 — = a1 — <0
CL22—1 1+CL22 1+CL22
a a12a21
11
1 + 9292
d’ou le résultat. O

Exemple 3.3.1 Considérons le modéle (2.1) avec ayjz =1 et az; = 1.

Vérifions la positivité et la stabilité du modéle pour ase = —0.5 et a1 = —3
onaa;=—-3<0,apan =1>0ea;=-3< —31222(1_2:{ = _§7

Donc le modele est non positif mais il est stable car il vérifie la condition (3.12)

Exemple 3.3.2 Considérons le modéle (2.1) avec ajo = —1 et ag = 1.
Vérifions la positivité et la stabilité du modéle pour ass = 0.5 et aqy = —1,
0naa11:—3<0, appa9 = —1 <0 eta11:—1<%:—§,

Donc le modéle est stable mais non positif.
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Théoréme 3.3.3 Le modéle scalaire positif (2.1) est dit asmptotiquement stable si et seule-

ment st :

ajpaz; > 0, 0<axp<l,

a12a21

a1y .
929 — 1

Preuve. Pour ajqas; > 0

on a d’aprés le théoréme (3.2.2) —1 < agy < 1

— O<agp<l1

= —1<ap—-1<0 e 1<l+agpn<?2
1 1 1

< -1 et =<
a9 — 1 2 1 + Q92

A12021 Q12021 (12021
< — Q12091 et < < Q12091
agy — 1 2 1+ ag
—@12021 12021 12021
_— > a120921 et — —
az — 1 2 1+ ag
A12021 a120a21
Q929 — 1 1 + 929

a12a21 12021

> —a12021

!

d’aprés (3.9) :

d’oul le résultat.

(3.14)

O

Exemple 3.3.3 Nous considérons la modéle positif (2.1) avec a1 = as = 1 et a;3 =

—3.vérifiez la stabilité du modéle pour ass = 0.5.

On aajpag =12>0,0<axn=05<1ea;=—-3<22% =2

age—1

Donc le modéle est stable.



Conclusion

Dans ce travail, des conditions analytiques simples pour la stabilité d’un nouveau modéle
de systéme bidimensionnels linéaire hybride continu-discret scalaire, ont été données. Ces
conditions sont exprimées par rapport aux coefficients du modéle.

En particulier il a été montré que :

Le modele général (2.1) est asymptotiquement stable si et seulement si les conditions de
théoreme (3.3.2) sont vérifiées.

Le modeéle général (2.1) est dit positif et asymptotiquement stable si et seulement si les

conditions de théoreme (3.3.3) sont vérifiées.
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