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INTRODUCTION

On sait que les équations différentielles linéaires constituent une partie trés intéressante en
mathématique, elles apparaissent dans présque tous les domaines de science et de la technique
mathématiques, physique , chimie, biologie ,ingénierie, économie, mécanique ,I’astronomie,
I’électricité et d’autres. D’autre part, I’analyse complexe a été introduite pour résoudre cer-
tains problémes épineux en mathématiques, a savoir le fameux théoréme de Cauchy et la
méthode d’intégration des résidus.

Depuis environ trois décennies la théorie de la distribution des valeurs des fonctions méro-
morphes fondée par le célébre mathématicien Rolph Nevanlinna est devenu un outil indis-
pensable dans I’étude de certaines propriétés des solutions des équations différentielles dans
le domaine complexe.

Soit I’équation différentielle

"+ AR f+Bz)f=0, (0.0.1)

ou A(z), B(z) sont des fonctions entiéres.

Gundersen a démontré dans [1] que si 0 (B) < o (A) < 1/2, alors toute solution f (# 0) de
(0.0.1) est d’ordre infini.

Dans [11] Hellerstein, Miles et Rossi ont donné des conditions suffisantes qui assurent que

toute solution f (£ 0) de (0.0.1) soit d’ordre infini.



Plus tard, dans [12] ils ont également considéré I’équation différentielle linéaire
FO 4 A D 4 4 Agf = F, (0.0.2)

ou Ag, A1, ..., Ap_1, F sont des fonctions entiéres sous certaines conditions sur les coefficients,
ils ont montré que chaque solution de (0.0.2) est un polynéme ou une fonction entiére trans-
cendante d’ordre infini. La question qui se pose ici, qu’en est -il lorsque Ay, A1, .., Ax_1, F' sont
des fonctions méromorphes ? Plusieurs auteurs ont étudié ’équation différentielle (0.0.2) et
cherchaient des conditions sur les coefficients A; (j =0, ...,k — 1) pour garantie que chaque
solution de (0.0.2) est d’ordre infini.

Plusieurs auteurs se sont intéressés a la distribution des valeurs des solutions de (0.0.2) et

son équation différentielle homogéne correspondante
FO 4 Ay f* D 4 Agf =0, (0.0.3)

ou Ag, Aq, ..., Ax_1 sont de fonctions méromorphes et ont obtenu que chaque solution de
(0.0.3) est d’ordre infini.

Ce mémoire contient deux chapitres, le premier est consacré a quelques éléments de la théorie
de R.Nevanlinna , la théorie de la distribution des valeurs des fonctions méromorphes, des
lemmes préliminaires qu’on aura besoin pour la démonstration des théorémes du chapitre 2.
Dans le deuscieme chapitre, on étudie la croissance des solutions méromorphes de ’équation

différentielle (0.0.2) et d’autres qui sont liées.




Chapitre 1

Quelques éléments de la théorie de R.
Nevanlinna

Dans ce chapitre, nous allons citer des définitions indispensables. On en distingue essen-
tiellement les éléments de la théorie de R. Nevanlinna ainsi que ceux de la théorie de Wi-

man. Valiron.

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Soit f une fonction méromorphe non constante. Pour tout nombre complexe a, on désigne
par n (t,a, f) le nombre de racines de 1’équation f(z) = a dans le disque |z| < ¢, chaque
racine étant compté avec son ordre de multiplicité, par 7 (¢, a, f) les racines distinctes dans
|z| < t.

On désigne par n (t, 00, f) le nombres de poles de f dans |z| < t, chaque pole étant compté
avec son ordre de multiplicité, par 7 (¢, 0o, f) le nombre de poles distincts de f dans |z| < t.

Notons par

T

N( ! ) =N (r,a,f) :/n(t’a’f)_n(o’a’f)dt+n(0,a,f)lnr sif#aeC

T?
f—a t

n(t,oo,f)—n((),oo,f)

. dt +n (0,00, f)Inr,

=
=
3
=
=
=
o
o —,
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et
m(rL) raf——/ dp, (a # o)
T-a Pt —a"
m (.00, f) =m (r.f) = 5 / I’ | (roxp (i) dg
ou
In" z = max (Inx,0) = Iz ’ v>1
: 0 , 0<a<l1

N (r,a, f) est appelée fonction a-points de la fonction f dans le disque |z| < t.

m (r,a, f) est dite fonction de proximité de la fonction f au point a.

Définition 1.1.1 Soit f une fonction méromorphe on définit la fonction caractéristique de

Nevanlinna par

T(r f)=N(@rf)+m(rf)

Cette fonction joue un role trés important dans la théorie de la distribution des valeurs des

fonctions méromorphes.
Exemple 1.1.1 Pour la fonction f(z) =exp(z), On a

N(r,f)=0



1.2 Premier théoréme fondamental de R. Nevanlinna

et
m(r,oo, ) = TTL(T,f)

27
1
— 2—/1n+ lexp (1 (cosp +isinp))|dp
T
0

2m
1
= %/hﬁ lexp (7 cos )| dyp

r cos pdp

= f/cosmpalgp
T

0

[sin )

Il
[\
INE] | = | .
w\:i\“‘:' e

=331

D’ou

r

T (r,exp(2)) = -

1.2 Premier théoréme fondamental de R. Nevanlinna

Théoréme 1.2.1 Soit f une fonction méromorphe avec son développement de Laurant

+0o0
f(z)—a:chzj,cm#O,aE(C

j=m

T (r ity ) =T ) =T ) ~nleal + o (r0).

—a

ou

lo (r,a)] <In"|a| +1n2
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et

27
In|e,| = %/lrﬂf(Texp(igo))|d90—|—N(7“,f) - N (7“, %) )
0

1.3 Ordre d’une fonction méromorphe

Définition 1.3.1 Soit f(z) une fonction méromorphe. Alors lordre de f noté o (f) est
défini par

logT
o (f)=lim sup—og (r, f)
00 logr

Exemple 1.3.1 La fonction f (z) = 1e*" est d’ordre o (f) = n.

Exemple 1.3.2 Soit f (z) = ¢, alors

T(r, f)~ ¢ -, (quand r — o).
(2m3r)2
Dot o (f) = oc.
Exemple 1.3.3 La fonction g (z) = -5 exp (exp 2") est d’ordre o (g) = co.

Définition 1.3.2 [3] Soit f (z) une fonction méromorphe non constante dans le plan com-

plexe. Alors Uhyper-ordre de [ est défini par

, log™ log™ T (r,
ag(f):hmiup 8 ligr( f)

Exemple 1.3.4 La fonction f(z) = 1e*" est d’hyper-ordre o5 (f) = 0.

L_exp (exp 2") est d’hyper-ordre o4 (g) = n.

Exemple 1.3.5 La fonction g(z) = 5

Définition 1.3.3 Soit f (2) une fonction méromorphe non constante dans le plan compleze.

Alors Uordre inférieur de f noté u(f) est défini par

w(f) zliminfw.

r—+o0  logr

Exemple 1.3.6 La fonction f(z) = 1e*" est d’ordre inférieur p(f) = n.

+o00o
Définition 1.3.4 Soit f (z) = > a,z" une fonction entiére et soit 0 < r < +oo.
n=0
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Notons par u(r, f) = max{|a,|r™;n =0,1,...} . Alors l'indice central de la fonction f est

défini par v (r, f) = max {m; u (r, f) = |a,|r™}.

Exemple 1.3.7 Soit le polynéme P(z) = a,2" + ap_12"" 1 + ... + ag, (a, #0,n > 1), on a

u(r, P) = lay|r", r — 00
et donc
v(r, P) = n.
+o00
Exemple 1.3.8 Soit f(z) = e*. Donc le développement de f est f(z) = Z#z” Posons
n=0
a, = % On a
n 1 n
ulr, f) = max|an| r" = max —r".

Posons U,, = |a,| ™ = ™. Etudions la monotonie de la suite U, .On a
n!

Un+1 o T

U, n+1

Donc U, est décroissante si Ug—:l < 1, c’est-a-dire n > [r] — 1, ou le crochet [.] désigne la

partie entiére. La suite U, est croissante si =+ > 1, c’est-a-dire n < [r] — 1, d’ou

et par suite

Théoréme 1.3.1 Soit f (z) une fonction entiére d’ordre infini et d’hyper- ordre oo (f) = 0.

Alors
: log" log" v (r, f)
lim sup
00 log r

:0‘)

ot v (r, f) est lindice central de la fonction f.
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1.4 Exposant de convergence des zéros d’une fonction
méromorphe

Définition 1.4.1 [3] Soit f (z) une fonction méromorphe non constante dans le plan com-
pleze. Alors lexposant de convergence des zéros et des zéros distincts de f (z) sont respecti-

vement définis par

A(f) zlimsupM A(f) zlimsup%.

oo logr ' oo logr

Exemple 1.4.1 Soit f(z) =e*—a, a#0,00.

Onae*=a< z=1loga =1logla| +i(arga + 2kn) , k € Z.

lz] < t= \/(log a)’ + (arga + 2km)* < t

—/t2 — (loga)? — arga 2 _ 2 _
N (loga) g << t2 — (loga)? — arga
2 2
t2 — (log a) ¢

= n(t,—>~ ~ —,1— 400

2
= N ! —T+O(1)

T’f =

= AP =1

Définition 1.4.2 [3] Soit f (z) une fonction méromorphe non constante dans le plan com-
plexe. Alors l'hyper-exposant de convergence des zéros et des zéros distincts de f(z) sont

respectivement définis par

logt log™ N _ log™ logt N
o () = limsup %8O8 NUS) 5, () i 087108 V()
r—+00 ogr 00 ogr

Exemple 1.4.2 L’exposant et l’hyper exposant de convergence des zéros distincts de la fonc-

tion f(z) = e + 2 sont égaux respectivement ¢ oo et 1.

Exemple 1.4.3 L’exposant et I’hyper exposant de convergence des zéros distincts de la fonc-

tion f(z) = e + e* sont égauz respectivement 0o et 1.
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Définition 1.4.3 On définit la mesure linéaire d’un ensemble E C [0,+00) par

+oo

m (E) = / xi (1) dt,

0

ol X g est la fonction caractéristique de l’ensemble E. Et Les densités supérieure et inférieure

de l’ensemble E sont respectivement définies par

S E
densFE = lim supM

r—-+00

et
densFE = lim infM

r——400 T

Exemple 1.4.4 La mesure linéaire de ’ensemble E = [a,b] C [1,4o00[ est

m(E)zTXE(t)dt:]dt:b—a

Exemple 1.4.5 La mesure linéaire d’un ensemble fini E est nulle m(E) = 0.

Définition 1.4.4 La mesure logarithmique d’un ensemble H C [1,400) est définie par

“+o00

Im (H) = / X (1) gy

t

1

ol X est la fonction caractéristique de l’ensemble H

Les densités logarithmiques supérieure et inférieure de ’ensemble H sont respectivement

définies par

- HnN|l
log densH = lim supM
r—-+00 lOg r
et
HnNl
log densH = lim infM.
——  roto logr

Exemple 1.4.6 La mesure logarithmique de l'ensemble E = [b,e] C [1,+o0] est

“+oo e

zm(E):/XE—(t)dt:/%:l—lnb.

t
1 b
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1.5 Dérivée logarithmique

Théoréme 1.5.1 Soit f une fonction méromorphe transcendante. Alors

n(n L) =sten)

ou

S(r,f) =0T (r,f)+Inr)

a Uextérieur d'un ensemble E C (0,4+00) de mesure linéaire finie. Si f est d’ordre fini, alors

(1) =0t

1.6 Produit canonique

Théoréme 1.6.1 [3] Soit (a,),  une suite dont les zéros n'est pas des nombres complezes

et d’exposant de convergence fini \ et soit k un nombre entier non-négatif > X\ — 1. Alors le

11 E, (i> ,
n=1 A,

Ey(2):=1—2
E,(z) :=(1—2z)exp <Z+§+...+%>,WEN

définit une fonction entiére des zéros exactement aux points a,, chaque zéro étant compté

produit canonique

ol

avec son ordre de multiplicité.

1.7 Théoréme de factorisation d’Hadamard

Théoréme 1.7.1 [3] Soit f une fonction entiére ayant un zéro de multiplicité m > 0 en
z = 0. Soit ay,as, ..., les autres zéros de f Chaque zéro étant compté avec son ordre de

multiplicité. Alors

P =epl ()= B, () (7.1

ol g est une fonction entiére et m,, des nombres entiérs. Si ’exposant de convergence de

(an) ey A est fini, alors m,, peut étre pris comme K = [A] — 1.
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1. Si f est une fonction entiére d’exposant de convergence fini A (f), alors nous écrivons

(1.7.1) sous la forme

Ou @ est une fonction entiére.

2. Si dans le Théoréme (1.7.1) f est une fonction entiére d’ordre fini o, alors g est un

polynome de degré < o.

1.8 Lemmes préliminaires

Dans cette partie du chapitre 1, nous présentons des lemmes nécessaires pour la démonstration

des Théorémes du chapitre 2.

Lemme 1.8.1 ([2])Soit f une fonction méromorphe transcendante, et soit T = {(k1, j1) , .., (km, jm) }
un ensemble fini de distinctes paires de nombres entiers vérifiant k; > j; > 0 (i =1,...,m).

Soit a > 1 une constante donnée. Alors il existe un ensemble E C (1,+00) de mesure loga-
rithmique finie, et une constante B > 0 dépendant seulement de o et ', tel que pour tout z
vérifiant |z| =r € [0,1]U E et (k,j) € ', nous avons

'f““) (=)
7 (2)

k—j
<B <Mloga r.logT (ar, f)) . (1.8.2)

r

Lemme 1.8.2 ([2]) Soit f une fonction méromorphe transcendante avec o (f) = p < co. Soit
I'={(ki,71), -, (km,jm)} un ensemble fini de distinctes paires de nombres entiers vérifiant

ki>ji >0 @G=1,..,m), soit e >0 une constante donnée. Alors il existe un sous -ensemble
+o0o

Ey C (1,400) de mesure logarithmique finie lm (E;) = / (XE%“)) dt |, o xp, (t) est la

0
onction caractéristique de I tel que pour tout z vérifiant |z| =1r A UEB, et (k,g) €l
ti téristi de E tel tout Srifiant 0,11UFEy, et (k,j) el
on a
f®(2)
79 (2)

Lemme 1.8.3 ([15]) Soit f (z) = 28 une fonction méromorphe, ot g (z) et d(z) sont des

< oD m1e) (1.8.3)

fonctions entiéres, telles que

u<g>—u<f>—u<o<g>—a<f><+oo,A<d>—o—<d>—A(§) _Ben (L84)
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Alors il existe un ensemble E C (1,+00) de mesure logarithmique finie, tel que pour z vérifiant

|z| =r & [0,1]UEFE et |g(z)| = M (r,g), nous avons

F™¢) (v gL, .
f@)._< - ) (1+0(1), (n>1), (1.8.5)

o vy (r) est l'indice central de g (z).

Preuve. En utilisant 'induction mathématique , on peut facilement voir que

) ( ~g¥) A\ (AN
f — +Z D i (E) (7) , (1.8.6)

(J1,+,dn)

ou ¢jj, ...;, sont des constantes, et j+ j1 + 2j2 + ... + nj, = n. D’ou,

f" g gV (d)ﬁ ($m>”
= — Ciioinl = | — ) 1.8.7
g Z; g Z Jg1.--J d d ( )
D’apres la théorie de Wiman-Valiron, on a

g(J ( ) (1+o(1) (=1, .n), (1.8.8)

ou |z| =r,|g(z)| = ( ) ¢ Ey,ImEy < oo.Equations (1.8.7) et (1.8.8) conduire a

2 - () o 2 o

J

> G (%)ﬁ <¥>h]. (1.8.9)

D’apres le Lemme 1.8.2 et 0 (d) = (3, pour tout ¢ > 0 donné (0 <2 <pu—pf)etm=1,...,n
il existe un sous-ensemble F; C (1,00) avec ImFE; < oo telle que pour tout z vérifiant

|z| =7 ¢ [0,1] U Ey, on a

dm)
’ ()] | mis-1t9 (1.8.10)

d(z)

D’ou,

4 jl jn
n—j i @ < |Z|(n*j)+(n*j)(ﬁfl+6
d d -

D’aprés 11 (g) = p > (3, il s’ensuit que v, (r) > r#7¢ pour r suffisamment grand. Ainsi,

() () ()

Posons Fy = [0,1) U Ey U E;. Alors ImE, < oo, on peut choisir z vérifiant |z| = r & Fs,
lg (2)] = M (r,g), dou 1.8.5. .

E || (BT (1.8.11)

< T(n*j)(/@*llﬂFZE) — O (fr' — OO) . (1812)
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Lemme 1.8.4 ([15]) Soit f(z) = 5(((2)) une fonction méromorphe, ot g(z) et d(z) sont des

fonctions entiéres telles que
1

wlg) =p(f)=p<o(g)=0(f) <+o0, A(d) =0(d) =A (?> < pe (1.8.13)

Alors il existe un ensemble E C (1,+00) de mesure logarithmique ImE < oo, on peut choisir

z vérifiant |z| =r € [0.1JUE et |g(2)| = M (r,g), on a

<r? (1.8.14)

f(2)
fO (2)
ol s est un entier positif.

Preuve. D’aprés le Lemme 1.8.3 il existe un ensemble F; C (1, +00) de mesure logarith-

mique ImFE < oo, tel que pour tout z vérifiant |z| = r & [0,1] U E; et |g(2)] = M (r,g), on

a
) (v
= 1 1)). 1.8.15
o= (22 (o) (1815)
On a p(g) = liminf, bg;%(r. Pour tout £ > 0 donné, il existe R > 0 tel que

v, (r) > rH9=¢ (1.8.16)

est vérifie pour r > R. Si p1(g) = oo, alors on remplace p (g) — € par une constante positive
M suffisamment grande. Soit £ = E; U1, R], alors E un ensemble de mesure logarithmique

ImE < oo, et d’apres (1.8.15) et (1.8.16) on obtient le résultat du Lemme 1.8.4. O

Lemme 1.8.5 ([8,p21]) Supposons que Q (z) est le produit canonique formé avec des zéros
{zn;in=1,2,..} (2, #0) et A (Q) = B < 00. Posons Q,, = {z; |z — zn| < |2,] "} (@ > 3 est une constante

Alors pour tout € > 0 donné,

1Q (2)| > exp {— |z|’3+5} (1.8.17)

oo
est vérifiée pour tout z & UQ"‘

n=1
Lemme 1.8.6 ([8,16]) Soit g (z) une fonction méromorphe avec o (g) = 8 < oo. Alors pour
tout € > 0,il existe un ensemble E3 C (1,400) de mesure logarithmique finie, tel que pour

tout z vérifiant |z| = r & [0,1] U E3, nous avons

l9(2)| < exp {r79¥e} . (1.8.18)
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Preuve. Si g(z) a un nombre fini de poles, alors le Lemme 1.8.6 est trivial. Maintenant

supposons que ¢ (z) a une infinité de poles. Posons ¢(z) = %, ol m est un entier non-

négatif, h(z) est une fonction entiére et ) (2) est le produit canonique qui n’est pas poles de

9g(2){z:7=12,.5]z]=r;,+0<r; <ry < ..} . Don, o (h) <o (g9) =5,0(Q) =1 (Q) <

B. Pour tout € > 0 donné, posons Q); = {z Hr =z < TJ-_(B+(2))} (j=1,2,...)et O = UOJ"
j=1

Posons

J

By = G (rj _ T-_(ﬁ+(%))77“j n rj‘(“(?))) . (1.8.19)

=1

Et .
Zr;(‘”(%)) < o0, (1.8.20)

nous savons que la mesure linéaire de Ej est finie. Pour |z| = r ¢ [0, 1]U Es, d’apres le Lemme
1.8.5, on a

|Q (2)] > exp {—TQJF(%)} : (1.8.21)
Il s’ensuit que

exp {27"'6+(%)}

o <exp {7t} (1.8.22)

l9(2)| <
pour |z| = r ¢ [0,1] U E3, 7 — 0o. Maintenant nous prouvons que la mesure logarithmique

de Ej3 est encore finie. On a

ImEs = i {log (rj + T’;<B+(%>> — log (rj - rj_<ﬁ+(2))>} (1.8.23)
. oy (4(5)
- jzllog 1+ o ) )
et, pour r; suffisamment grand,
-(8+(5)) -(5+(5))
o 2r, 27, -(8+(5))
il e e e ) R
donc ImFE3 < 0. OJ

Lemme 1.8.7 ([7,6]) Soit g(z) une fonction entiére avec 0 < u(g) < 1. Alors pour tout

a € (u(g),1), il existe un ensemble E C [0,00) tel que

logdensE > 1 — M, (1.8.25)

«
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ot B ={r €[0,00);m(r) > M (r) cosma},m(r) = inf|, =, log |g(2)| , M (r) = sup,,_, log |g(z)]

Lemme 1.8.8 ([3]) Soit g : (0,00) — R et h: (0,00) — R deux fonctions croisssantes telles
que g (r) < h(r) en dehors d’un ensemble H de mesure logarithmique ImE < co. Alors pour

tout o > 1, 1l existe o > 0 tel que g (r) < h(ar) pour tout r > rq.

Lemme 1.8.9 Soit f (z) une fonction méromorphe telle que A (%) < p(f) < 3. Alors pour

tout € donné <0 <2 <pu(f)—A <%>> , il existe un ensemble E C (1,+00) avec log densE >

0, tel que pour tout z vérifiant |z| = r € E, nous avons
1f(2)] > exp {(1—o(1))r*=1. (1.8.26)

Preuve. D’apreés le Théoréeme de factorisation d’Hadamard, on a

f(z) = %, (1.8.27)

ol g (z) est une fonction entiére, d (z) est le produit canonique de f (z) formé avec ses poles
telle que

Ad)=0(d) =\ (%) <pu(f). (1.8.28)

D’aprés (1.8.27) nous obtenons T (r,g) < T'(r, f) + T (r,d). Alors en combinant (1.8.28),

nous obtenons y (g) < p (f). D’autre part, en choisissant la suite {r,} telle que

. logT (r,,
lim M = (9),
Ty — 00 Og Tn
d’otll on a
log T'(ry,
lim inf 08 LU S) o ey (1.8.29)

rm—oo  logTy,
D’aprés (1.8.28) et (1.8.29), pour tout € donné(0 < 2 < u (f) — o (d)), il existe une sous-
suite de {r,}, pour plus de commodité, on la note aussi comme {r,}, telle que pour r,

suffisamment grand, nous avons
T (rn, f) > b= T (ry, d) < rg( @, (1.8.30)

Plus en combinant avec T' (1, f) < T (r,g)+T (r,d)+0O (1), nous obtenons 4 (f) < u(g) .D’ou
on a

(1.8.31)
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1 -
D’apres le Lemme 1.8.7, soit ag = %”(g), alors il existe un ensemble F; avec logdensF, >
1— %g), tel que pour tout z vérifiant |z| = r € Ey, nous avons

log|g (2)] > cos (way) log M (1, g) . (1.8.32)

D’apreés la définition de 1 (g), pour tout £ donné (O <2< pu(f)—A ( )) , il existe r{ > 0

1
f
tel que

log M (r,g) > 92 (1.8.33)

est vérifiée pour r > r;. Comme

cos (mayg) r9) =3
rﬂ(g)*e

— +o00, (r — +00), (1.8.34)

d’apres (1.8.32) —(1.8.34), il existe (r2 > 1) tel que pour tout z vérifiant |z| = r € E1N\ [0, 73],
on a

9(2)| > exp {cos (ray) r“(g)_%} > exp {r“(g)_a} : (1.8.35)

D’autre part, il existe R > 0 tel que pour r > R, nous avons
|d(2)| < exp {r7D*e}, (1.8.36)

Posons £ = FE; N [R,+o0] N [re, +00], alors logdensE > 0, d’apres (1.8.27),(1.8.35) et
(1.8.36) ,on obtient que

| (2)] > exp {r#@)= —p7@DFL = oxp {(1 — 0 (1)) 7D} (1.8.37)

est vérifiee pour |z| =r € E. O



Chapitre 2

Croissance des solutions méromorphes
des équations différentielles linéaires
d’ordre supérieur

Soit
O+ Ay fED 4 L+ Agf =0,

fE L A f* D 4+ Agf = F,

ou A;, F(j=0,...,k — 1) sont des fonctions méromorphes.

2.1 Introduction et résultats

Dans ce Chapitre, on s’intéresse a étudier la croissance des solutions des équations différen-

tielles linéaires avec coefficients fonctions entiéres et méromorphes.

Théoréme 2.1.1 [12] Supposons que Ag, Ay, ..., Ax_1, F sont des fonctions entiéres. S’il
existe un certain s € {0,1,...,k — 1} tel que max{o (F),0(A4;):j# s} < o(4y) < 1/2.
Alors chaque solution f de (0.0.2) est soit un polynéme ou une fonction entiére transcen-

dante d’ordre infini.

Théoréme 2.1.2 [9,10,15,16,13,6] Supposons que Ay, A1, ..., Ax_1, F sont des fonctions

méromorphes. S’il existe un certain As (0 < s < k — 1) satisfaisant

maX{O(Aj) G #5),A <Ai)} < 1(A) <o (A,) < 1/2. (2.1.1)
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Alors chaque solution méromorphe transcendante f de (0.0.3) dont les péles sont de multi-
plicité uniformément bornée satisfait oo (f) = o (As), et chaque solution méromorphe non

transcendante f est un polynome avec degré deg f < s — 1.

Théoréme 2.1.3 [13] Supposons que Ag, Ay, , Ax_1, F sont des fonctions méromorphes d’ordre

fini. Sl existe un certain As (0 < s <k —1) tel que

- maX{J(F) o (A) (£ 5), A (Ai>} < n(A) <1/2. (2.1.2)

Alors

i Chaque solution méromorphe transcendante f de (0.0.2) dont les poles sont de multiplicité
uniformément bornée satisfait p (As) < 02 (f) < 0 (As). De plus, si F' # 0, alors on a
p(As) <X (f) = Ao (f) = 02 (f) < o (4y).

ii Si s > 2, alors chaque solution méromorphe non transcendante f de (0.0.2) est un polynome
de degré deg f < s — 1. Si s = 0 ou 1, alors chaque solution non constante de (0.0.2)

est transcendante.

Théoréme 2.1.4 [13] Supposons que Ag, Ay, ..., Ax_1, Q (Z 0) sont des fonctions méromorphes

d’ordre fini. P est une fonction entiére transcendante, telle que

1 1
maX{U(P) 0(Q),0(A)(1<j<k—-1),A (A_>} < u(4p) < 3 (2.1.3)
0
Alors chaque solution f de l’équation
f® A, 5D 4 Af = Qer (2.1.4)

est transcendante, et chaque solution méromorphe transcendante f de (2.1.4) dont les pdles
sont de multiplicité uniformément bornée satisfait 1 (Ag) < Mo (f) = X (f) = o2(f) <
o (Ao) .

Corollaire 2.1.1 Supposons que Ay, Ay, ..., Ax_1, F' (£ 0) sont des fonctions méromorphes.

S’il existe un certain As (0 < s <k —1) tel que

1
wax{o (P (4) G #9)A (5) < na) = o) <172
alors chaque solution méromorphe transcendante f de (0.0.2) dont les poles sont de multipli-

citié uniformément bornée satisfait Xy (f) = Mo (f) = 02 (f) = 0 (A,).
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Corollaire 2.1.2 Supposons que Ag, A1, ..., Ax_1, F' (Z 0) sont de fonctions entiéres. S’il existe

un certain As (0 < s <k —1) tel que

max {0 (F), 0 (4;) (j # )} < u(A,) = 0 (4) < 1/2,

alors chaque solution transcendante f de (0.0.2) satisfait Ay (f) = Ao (f) = 02 (f) = 0 (A,),

et chaque solution non transcendante f est un polynome de degré deg f < s — 1.

Remarque 2.1.1 A partir du Corollaire 2.1.1 nous obtenons Uestimation précise de la crois-

sance des solutions transcendantes dans le Théoréeme 2.1.1.

Corollaire 2.1.3 Supposons que Ay, A1, ..., Ax_1,Q (£ 0) sont des fonctions entiéres d’ordre

fini, P est une fonction entiére transcendante, telle que

max {0 (P),0(Q),0(A;)(1<j<k—1)} <p(A) <

N —

Alors chaque solution f de (2.1.4) satisfait j1(Ag) < Ao (f) = Ao (f) = 02 (f) < 0 (4y).

Corollaire 2.1.4 Supposons que Ay, A1, ..., Ax_1, Q (£ 0) sont des fonctions entiéres d’ordre

fini, P est une fonction entiére transcendante, telle que

max {0 (P),0(Q),0(4;) (1 <j <k —1)} <p(d) =0 (A) <

DN | —

Alors chaque solution f de (2.1.4) satisfait Mo (f) = Ao (f) = 02 (f) = 0 (Ao).

Dans la suite, nous utilisons les symboles E et E; pour désigner tout ensemble de mesure
logarithmique finie et tout ensemble de mesure linéaire finie, pas nécessairement le méme a
chaque apparition. On utilise également M pour désigner toute constante positive , et pas

nécessairement la méme dans chaque cas.

2.2 Preuve du Théoréme 2.1.3

Preuve. Supposons que f(z) est une solution méromorphe transcendante de (0.0.2) dont

les poles sont de multiplicité uniformément bornée. D’aprés (0.0.2), nous savons que les poles
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de f (z) se déduisent seulement des poles de Ag, Ay, ..., Ax_1, F'. Notons que la multiplicitié

des poles de f est uniformément bornée, et donc nous avons

n(r, f) SO{%%(T,AQ%—%(T,F)}. (2.2.1)
=0
Alors d’apres (2.1.2) et (2.2.1) on obtien]t
A (%) <. (2.2.2)
D’apres (0.0.2) on obtient
— A= ;ik; +ot ASH.% + [As_l.f(}l) +ot Ao] % - §f{5). (2.2.3)

D’apres le Lemme de la dérivée logarithmique et (2.2.3), on obtient

T(r,A) < N(r,A)+ Y m(r,A;)+m (r, ?) + 2m (r, %) + O (log 7T (1, f))
i#s

N(T,AS)—l—ZT(r,Aj)—l—T(r,F)—i-T(r,%)

J#s

IA

LON (1, £99) + 2N ('r, %) +0 (logrT (1, f)

N(T,As)—i—ZT(r,Aj)+T(r,F)—|—2(s+1)N(T,f)
J#s
+37T (r, f) + O (logrT (r, f))
N(r,A)+> T(r,A)+T(r,F)+2(s+1)N(r, f)
J#s
+AT (r, ), (r € Ey). (2.2.4)

IN

IN

D’aprés (2.1.2), (2.2.2),(2.2.4) et le Lemmel.8.8 on obtient

1(A) < (). (2.2.5)

D’aprés le Théoréme de factorisation d’Hadamard, on obtient

9(2)
= 2.2.6
o g(z) est une fonction entiére, d(z) est le produit canonique de f(z) formé avec ses poles

telle que A (d) = o (d) = A (%) D’aprés (2.1.2),(2.2.2) et (2.2.5), on obtient

Md) = o (d) = A (%) <u(f). (2.2.7)
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D’apres la définition de I'ordre, pour tout € donné (0 < 2 < o (f) — o (d)), il existe une suite

{r,} tel que pour r, suffisamment grand, nous avons

T (1, f) > 7597 T (1, d) < ro@+=, (2.2.8)
D’apres (2.2.6) , on obtient

T(r,f)<T(r,g)+ T (r,d)+0(1). (2.2.9)

D’ou d’apres (2.2.8) et (2.2.9), on obtient o (f) < o (g). D’autre part, d’apres (2.2.6) on
obtient 7' (r,g) < T (r, f)+T (r,d) . Alors en combinant avec (2.2.7) , on obtient o (¢) < o (f).
D’ott nous avons

o(g)=0a(f). (2.2.10)

En Utilisant une preuve semblable a celle du Lemme 1.8.9 on obtient

p(g)=p(f). (2.2.11)

Donc par (2.2.7),(2.2.10),(2.2.11) et le Lemme 1.8.4, il existe un ensemble £ C (1,+00)
de mesure logarithmique finie, tel que pour tout z vérifiant |z| = r ¢ [0,1] U E et |g(2)| =

M (r,g), nous avons
f(2)
f&)(2)

D’aprés le Lemme 1.8.1 , il existe un ensemble F C (1,400) de mesure logarithmique finie

< 7%, (2.2.12)

et B > 0, tel que pour tout z vérifiant |z| = r ¢ [0, 1] U £, nous avons

f(J) (Z) Jj—s+1 .

‘f(s) ) < Br[T(2r, f)] , (G=s+1,k), (2.2.13)
i (2) it o .

‘ oy | SBTen Ol U=l s 1) (2.2.14)

D’apres (2.1.2),(2.2.2),(2.2.7) et le Lemme 1.8.6, pour tout € donné (0 < 2¢ < p(A;) — b) ,il
existe un ensemble F C (1, +00) de mesure logarithmique finie, tel que pour tout z vérifiant

|z| =7 ¢ [0,1] U E, nous avons

45 () Sexp (P (G £5), [F()] exp {r9/2},  |d(2)] < exp P2} (2.2.15)
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D’ou pour tout z tel que |z| =7 & [0,1] U E et |g(z)| = M (r,g), nous avons
’F(Z)
f(2)

D’aprés le Lemme 1.8.9, il existe un ensemble Hy C (1,+00) avec logdensHy > 0, tel que

_ P (z)d(2)]
M (r,g)

<exp {r'*c}. (2.2.16)

pour tout z vérifiant |z| = r € Hy, nous avons
|As (2)] > exp {(1—0(1)) T“(AS)_E} . (2.2.17)

Soit H = Hy—([0,1] U E)), alors nous avons log densH > 0, et pour tout z tel que |z| =r € H
et |g(z)| = M (r,g), d’apres (2.2.3),(2.2.12) , (2.2.17), nous avons

exp {(1 —o(1)) r“(AS)’E}

IN

|As (2)]
< (k—s).exp {r*™} Br.[T (2r, /)] + s exp {rP*¢}

xBr.[T (2r, f)]" .r* + exp {r"T<} r?

IN

(k+ 1) Br.exp {r"*} . [T (2r, f)]*F 0% (2.2.18)

D’ou d’apres (2.2.18), on obtient o (f) > p(As). Maintenant nous prouvons que oy (f) <
o (As). Dapres (2.2.7),(2.2.10),(2.2.11) et le Lemme 1.8.3, il existe un ensemble E C
(1,+00) de mesure logarithmique finie, tel que pour tout z vérifiant |z| = r ¢ [0,1]] U E

et |g(z)] = M (r,g) ,nous avons

() (4 v (1) \?
f9() _ ( o )) 1+01),(=1,..k). (2.2.19)

z

D’apres le Lemme 1.8.6, pour tout € > 0 donné , il existe un ensemble E C (1,400) de

mesure logarithmique finie, tel que pour tout z vérifiant |z| = r ¢ [0,1] U E, nous avons
|As (2)] < exp {roAd=1 (2.2.20)

Alors d’apres (0.0.2),(2.2.16) , (2.2.19) et (2.2.20), pour tout z tel que |z| =7 ¢ [0,1]U E et

lg (2)| = M (r,g) , nous avons
vy (r) < Mrexp {ro4)*e} (2.2.21)

d’ou d’apres (2.2.10),(2.2.21) et le Lemme 1.8.8, on obtient o5 (f) < o (Ay) .
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Soit F' # 0.Ensuite nous prouvons que g (f) = X (f) = 02 (f) . D’aprés (2.1.2) on obtient
1 1 <f(k) fl=1)

FE\T e

Supposons que 2 est un zéro de f d’ordre o (> k), si zp n’est pasun podlede 4; (j =0,...,k — 1),

Fo+ A0> . (2.2.22)

alors zy doit étre un zéro de f d’ordre o — k. D’oul

N (r, %) < kN (r, %) + N (r, %) + %N (r, 4;). (2.2.23)

=0
D’apres (2.2.22) on obtient
k-1
m (7‘, %) <m (r, %) + Zm (r,A;) + O (logrT (r, f)),(r € Ey). (2.2.24)

J=0

En Combinant (2.2.23) et (2.2.24), on obtient

k-1
T(r,f) <kN (T’, %) +T(r,F)+ ZT (r,A;) + O (logrT (1, f)), (r & En). (2.2.25)

. / . . . . loglog T’ :'uf
Soit {rn} une suite satisfaisant lim M

’
T —00 log ),

= o9 (f), soit Ey = ¢, alors il existe
T € [l + 6+ 1] telle que

loglog T loglog T (7,
lim inf—2-%8 (rn, 1) > lim 0808 (Tn f>

= . 2.2.2
'm0 IOg Tn o r;—>oo 10g (T;L + ) + 1) 72 (f> ( 6>

D’ou d’apres (2.1.2),(2.2.26) et o2 (f) > u(As), pour 7, suffisamment grand, nous avons
T(rn, F)=0(T (rn, f)), T(rn,A;) =0T (rn,f)), 0<j<k—-1). (2.2.27)

Alors d’aprés (2.2.25) et (2.2.27), on obtient o3 (f) < Ay (f). Or Ay (f) < 02 (f), on obtient
1(As) <X (f) =X (f) =02 (f) <o (A).

supposons que f est une solution rationalle non constante de (0.0.2). Si s > 2, et 2z est un
pole de f d’ ordre (m > 1), or f est un polynéme de degré plus que s — 1, alors f(*) # 0.
D’ou d’apres (0.0.2),(2.2.15) et (2.2.17), pour tout z vérifiant |z| = r € Hy — ([0,1] U E),
nous avons

exp { (1 — o (1) A7) b < |4, (2)] < rMexp {r"°}.

C’est impossible. Donc chaque solution non transcendante f de (0.0.2) est un polynéme avec
degré deg f < s — 1. Par un raisonnement semblable, on obtient que chaque solution de

(0.0.2) est transcendante si s = 0 ou 1. O



2.3 Preuve de Théoréme 2.1.4 23

2.3 Preuve de Théoréme 2.1.4

Preuve. D’apres les hypothéses nous savons que chaque solution méromorphe de (2.1.4)
est d’ordre infini. Donc chaque solution méromorphe de (2.1.4) est transcendante. Supposons
que f(z) est une solution méromorphe transcendante dont les poles sont de multiplicitié

uniformément bornée. Soit f = ge’alors nous avons

A2 (g) =X (f), Aalg) =A(f). (2.3.28)

En Substituant f = ge?’ dans (2.1.4), on obtient

g + By_1g% Y 4 .+ Byg = Q, (2.3.29)

ou

By = Ay + kP (2.3.30)

J
X ’ m AN /
Br_; = Apj+ (k—j+1) Ap—j P + ,,;Ak_jm {(k it m) (P) + D1 (P )} ,
Jo= 23,k Ay =1 (2.3.31)
ici Dy, 4 (P') est un polynome différentiel en P’ de degré m—1, ses coefficients sont constantes.

D’apres (2.1.3),(2.3.30) et (2.3.31), on obtient

1 .
p(Bo) = n(4o), X (E)) <p(Ao), o(B)) <p(A),(1<j<k-1). (2332
D’ou d’apres (2.1.3),(2.3.29) , (2.3.32) et le Théoréme 2.1.3, on obtient

1 (Ao) X2 (g9) = X2 (g9) = 02 (g9) < o (Ao). (2.3.33)

Or o5 (eF) = 0 (P) < pu(Ag) < 72 (g) , on obtient o5 (f) = 02 (g) . Puis en combinant (2.3.28)
et (2.3.33), on obtient  (Ag) < Ao (f) = A2 (f) = 02 (f) < 0 (4y). O



CONCLUSION

Le sujet de notre travail a été consacré sur la croissance des solutions méromorphes des
équations différentielles linéaires d’ordre supérieur dont les cas ou les fonctions coefficients
Ag, Ay, ..., Ap_1, F sont des fonctions méromorphes, et cela ouvre la porte pour plusieurs
perspectives. Les questions suivantes se posent : Conserve-t-on ces mémes conditions sur les
fonctions coefficients ? Peut-on généraliser les résultats obtenus si on change les conditions sur
les fonctions coefficients Ag, Ay, ..., Ar_1, F'? Et sous quelles conditions cette généralisation
serait possible ? Et il possible de enlever la conditions de multiplicité des poles 7 En effet, les
résultats obtenus peuvent étre généralisés sous certaines conditions posées sur ’ordre, 1’ordre

inférieur et ’exposent de convergence dont la condition

max{o (P (4) G #9) A (1) | <t < 4

Pour I’équation différentielle
O+ A f* D+ L+ Af = F,

cela nous ameénera aussi 4 réfléchir sur d’autres conditions sur les fonctions coeflicients et me

donne sans doute un avant -gout de ce que réserve la recherche scientifique.
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