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INTRODUCTION

On sait que les équations di¤érentielles linéaires constituent une partie très intéressante en

mathématique, elles apparaissent dans prèsque tous les domaines de science et de la technique

mathématiques, physique , chimie, biologie ,ingénierie, économie, mécanique ,l�astronomie,

l�électricité et d�autres. D�autre part, l�analyse complexe a été introduite pour résoudre cer-

tains problèmes épineux en mathématiques, à savoir le fameux théorème de Cauchy et la

méthode d�intégration des résidus.

Depuis environ trois décennies la théorie de la distribution des valeurs des fonctions méro-

morphes fondée par le célèbre mathématicien Rolph Nevanlinna est devenu un outil indis-

pensable dans l�étude de certaines propriétés des solutions des équations di¤érentielles dans

le domaine complexe.

Soit l�équation di¤érentielle

f
00
+ A (z) f

0
+B (z) f = 0; (0.0.1)

où A (z) ; B (z) sont des fonctions entières.

Gundersen a démontré dans [1] que si � (B) < � (A) < 1=2; alors toute solution f (6� 0) de

(0:0:1) est d�ordre in�ni.

Dans [11] Hellerstein, Miles et Rossi ont donné des conditions su¢ santes qui assurent que

toute solution f (6� 0) de (0:0:1) soit d�ordre in�ni.



Plus tard, dans [12] ils ont également considéré l�équation di¤érentielle linéaire

f (k) + Ak�1f
(k�1) + :::+ A0f = F; (0.0.2)

où A0; A1; :::; Ak�1; F sont des fonctions entières sous certaines conditions sur les coe¢ cients,

ils ont montré que chaque solution de (0:0:2) est un polynôme ou une fonction entière trans-

cendante d�ordre in�ni. La question qui se pose ici, qu�en est -il lorsque A0; A1; ::; Ak�1; F sont

des fonctions méromorphes ? Plusieurs auteurs ont étudié l�équation di¤érentielle (0:0:2) et

cherchaient des conditions sur les coe¢ cients Aj (j = 0; :::; k � 1) pour garantie que chaque

solution de (0:0:2) est d�ordre in�ni.

Plusieurs auteurs se sont intéressés à la distribution des valeurs des solutions de (0:0:2) et

son équation di¤érentielle homogène correspondante

f (k) + Ak�1f
(k�1) + :::+ A0f = 0; (0.0.3)

où A0; A1; :::; Ak�1 sont de fonctions méromorphes et ont obtenu que chaque solution de

(0:0:3) est d�ordre in�ni.

Ce mémoire contient deux chapitres, le premier est consacré à quelques éléments de la théorie

de R.Nevanlinna , la théorie de la distribution des valeurs des fonctions méromorphes, des

lemmes préliminaires qu�on aura besoin pour la démonstration des théorèmes du chapitre 2.

Dans le deuscième chapitre, on étudie la croissance des solutions méromorphes de l�équation

di¤érentielle (0:0:2) et d�autres qui sont liées.



Chapitre 1

Quelques éléments de la théorie de R.
Nevanlinna

Dans ce chapitre, nous allons citer des dé�nitions indispensables. On en distingue essen-

tiellement les éléments de la théorie de R. Nevanlinna ainsi que ceux de la théorie de Wi-

man.Valiron.

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Soit f une fonction méromorphe non constante. Pour tout nombre complexe a; on désigne

par n (t; a; f) le nombre de racines de l�équation f (z) = a dans le disque jzj � t; chaque

racine étant compté avec son ordre de multiplicité, par n (t; a; f) les racines distinctes dans

jzj � t.

On désigne par n (t;1; f) le nombres de pôles de f dans jzj � t, chaque pôle étant compté

avec son ordre de multiplicité, par n (t;1; f) le nombre de pôles distincts de f dans jzj � t:

Notons par

N

�
r;

1

f � a

�
= N (r; a; f) =

rZ
0

n (t; a; f)� n (0; a; f)
t

dt+ n (0; a; f) ln r si f 6� a 2 C

N (r;1; f) = N (r; f) =
rZ
0

n (t;1; f)� n (0;1; f)
t

dt+ n (0;1; f) ln r;
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et

m

�
r;

1

f � a

�
= m (r; a; f) =

1

2�

2�Z
0

ln+
1

jf (r exp (i'))� ajd'; (a 6=1)

m (r;1; f) = m (r; f) = 1

2�

2�Z
0

ln+ jf (r exp (i'))j d'

où

ln+ x = max (ln x; 0) =

�
lnx ; x > 1
0 ; 0 < x � 1

N (r; a; f) est appelée fonction a-points de la fonction f dans le disque jzj � t:

m (r; a; f) est dite fonction de proximité de la fonction f au point a:

Dé�nition 1.1.1 Soit f une fonction méromorphe on dé�nit la fonction caractéristique de

Nevanlinna par

T (r; f) = N (r; f) +m (r; f)

Cette fonction joue un rôle très important dans la théorie de la distribution des valeurs des

fonctions méromorphes.

Exemple 1.1.1 Pour la fonction f (z) = exp (z) ; On a

N (r; f) � 0
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et

m (r;1; f) = m (r; f)

=
1

2�

2�Z
0

ln+ jexp (r (cos'+ i sin'))j d'

=
1

2�

2�Z
0

ln+ jexp (r cos')j d'

=
1

2�

�
2Z
��
2

r cos'd'

=
r

�

�
2Z
0

cos'd'

=
r

�
[sin']

�
2
0

=
r

�

D�où

T (r; exp (z)) =
r

�

1.2 Premier théorème fondamental de R. Nevanlinna

Théorème 1.2.1 Soit f une fonction méromorphe avec son développement de Laurant

f (z)� a =
+1X
j=m

cjz
j; cm 6= 0; a 2 C

On a

T

�
r;

1

f � a

�
= T (r; a; f) = T (r; f)� ln jcmj+ ' (r; a) ;

où

j' (r; a)j � ln+ jaj+ ln 2
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et

ln jcmj =
1

2�

2�Z
0

ln jf (r exp (i'))j d'+N (r; f)�N
�
r;
1

f

�
:

1.3 Ordre d�une fonction méromorphe

Dé�nition 1.3.1 Soit f (z) une fonction méromorphe. Alors l�ordre de f noté � (f) est

dé�ni par

� (f) = lim sup
r!+1

log T (r; f)

log r

Exemple 1.3.1 La fonction f (z) = 1
z
ez

n
est d�ordre � (f) = n:

Exemple 1.3.2 Soit f (z) = eez , alors

T (r; f) � er

(2�3r)
1
2

; (quand r !1) :

D�où � (f) =1:

Exemple 1.3.3 La fonction g (z) = 1
z+1

exp (exp zn) est d�ordre � (g) =1:

Dé�nition 1.3.2 [3] Soit f (z) une fonction méromorphe non constante dans le plan com-

plexe. Alors l�hyper-ordre de f est dé�ni par

�2 (f) = lim sup
r!+1

log+ log+ T (r; f)

log r
:

Exemple 1.3.4 La fonction f (z) = 1
z
ez

n
est d�hyper-ordre �2 (f) = 0:

Exemple 1.3.5 La fonction g (z) = 1
z+1

exp (exp zn) est d�hyper-ordre �2 (g) = n:

Dé�nition 1.3.3 Soit f (z) une fonction méromorphe non constante dans le plan complexe.

Alors l�ordre inférieur de f noté � (f) est dé�ni par

� (f) = lim inf
r!+1

log T (r; f)

log r
:

Exemple 1.3.6 La fonction f (z) = 1
z
ez

n
est d�ordre inférieur � (f) = n.

Dé�nition 1.3.4 Soit f (z) =
+1P
n=0

anz
n une fonction entière et soit 0 � r < +1:
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Notons par � (r; f) = max fjanj rn;n = 0; 1; :::g : Alors l�indice central de la fonction f est

dé�ni par � (r; f) = max fm;� (r; f) = jamj rmg :

Exemple 1.3.7 Soit le polynôme P (z) = anzn + an�1zn�1 + :::+ a0; (an 6= 0; n � 1) ; on a

�(r; P ) = janj rn; r !1

et donc

v(r; P ) = n:

Exemple 1.3.8 Soit f(z) = ez: Donc le développement de f est f(z) =
+1X
n=0

1
n!
zn: Posons

an =
1
n!
: On a

�(r; f) = max
n�0

janj rn = max
n�0

1

n!
rn:

Posons Un = janj rn = 1
n!
rn: Etudions la monotonie de la suite Un .On a

Un+1
Un

=
r

n+ 1
:

Donc Un est décroissante si
Un+1
Un

< 1; c�est-à-dire n > [r] � 1; où le crochet [:] désigne la

partie entière. La suite Un est croissante si
Un+1
Un

> 1; c�est-à-dire n < [r]� 1; d�où

�(r; f) =
1

[r!]
r[r]

et par suite

v (r; f) = [r] :

Théorème 1.3.1 Soit f (z) une fonction entière d�ordre in�ni et d�hyper- ordre �2 (f) = �:

Alors

lim sup
r!+1

log+ log+ v (r; f)

log r
= �;

où v (r; f) est l�indice central de la fonction f:
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1.4 Exposant de convergence des zéros d�une fonction
méromorphe

Dé�nition 1.4.1 [3] Soit f (z) une fonction méromorphe non constante dans le plan com-

plexe. Alors l�exposant de convergence des zéros et des zéros distincts de f (z) sont respecti-

vement dé�nis par

� (f) = lim sup
r!+1

logN
�
r; 1
f

�
log r

; � (f) = lim sup
r!+1

logN
�
r; 1
f

�
log r

:

Exemple 1.4.1 Soit f (z) = ez � a; a 6= 0;1:

On a ez = a, z = log a = log jaj+ i (arg a+ 2k�) ; k 2 Z:

jzj � t)
q
(log a)2 + (arg a+ 2k�)2 � t

)
�
q
t2 � (log a)2 � arg a

2�
� k �

p
t2 � (log a)2 � arg a

2�

) n

�
t;
1

f

�
�

q
t2 � (log a)2

2�
� t

�
; t! +1

) N

�
r;
1

f

�
=
r

�
+O (1)

) � (f) = 1:

Dé�nition 1.4.2 [3] Soit f (z) une fonction méromorphe non constante dans le plan com-

plexe. Alors l�hyper-exposant de convergence des zéros et des zéros distincts de f (z) sont

respectivement dé�nis par

�2 (f) = lim sup
r!+1

log+ log+N (r; f)

log r
; �2 (f) = lim sup

r!+1

log+ log+N (r; f)

log r
.

Exemple 1.4.2 L�exposant et l�hyper exposant de convergence des zéros distincts de la fonc-

tion f(z) = ee
z
+ 2 sont égaux respectivement à 1 et 1:

Exemple 1.4.3 L�exposant et l�hyper exposant de convergence des zéros distincts de la fonc-

tion f(z) = ee
z
+ ez sont égaux respectivement à 1 et 1:
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Dé�nition 1.4.3 On dé�nit la mesure linéaire d�un ensemble E � [0;+1) par

m (E) =

+1Z
0

�E (t) dt;

où �E est la fonction caractéristique de l�ensemble E: Et Les densités supérieure et inférieure

de l�ensemble E sont respectivement dé�nies par

densE = lim sup
r!+1

m (E \ [0; r])
r

et

densE = lim inf
r!+1

m (E \ [0; r])
r

Exemple 1.4.4 La mesure linéaire de l�ensemble E = [a; b] � [1;+1[ est

m (E) =

+1Z
1

�E (t) dt =

bZ
a

dt = b� a

Exemple 1.4.5 La mesure linéaire d�un ensemble �ni E est nulle m(E) = 0:

Dé�nition 1.4.4 La mesure logarithmique d�un ensemble H � [1;+1) est dé�nie par

lm (H) =

+1Z
1

�H (t)

t
dt;

où �H est la fonction caractéristique de l�ensemble H

Les densités logarithmiques supérieure et inférieure de l�ensemble H sont respectivement

dé�nies par

log densH = lim sup
r!+1

m (H \ [1; r])
log r

et

log densH = lim inf
r!+1

m (H \ [1; r])
log r

:

Exemple 1.4.6 La mesure logarithmique de l�ensemble E = [b; e] � [1;+1[ est

lm (E) =

+1Z
1

�E(t)

t
dt =

eZ
b

dt

t
= 1� ln b:
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1.5 Dérivée logarithmique

Théorème 1.5.1 Soit f une fonction méromorphe transcendante. Alors

m

�
r;
f
0

f

�
= S (r; f) ;

où

S (r; f) = O (lnT (r; f) + ln r)

à l�extérieur d�un ensemble E � (0;+1) de mesure linéaire �nie. Si f est d�ordre �ni, alors

m

�
r;
f
0

f

�
= O (ln r) :

1.6 Produit canonique

Théorème 1.6.1 [3] Soit (an)n�N une suite dont les zéros n�est pas des nombres complexes

et d�exposant de convergence �ni � et soit k un nombre entier non-négatif > �� 1: Alors le

produit canonique
1
�
n=1
Ek

�
z

an

�
;

où (
E0 (z) := 1� z

Em (z) := (1� z) exp
�
z + z2

2
+ :::+ zm

m

�
;m�N

dé�nit une fonction entière des zéros exactement aux points an; chaque zéro étant compté

avec son ordre de multiplicité.

1.7 Théorème de factorisation d�Hadamard

Théorème 1.7.1 [3] Soit f une fonction entière ayant un zéro de multiplicité m � 0 en

z = 0: Soit a1; a2; :::; les autres zéros de f Chaque zéro étant compté avec son ordre de

multiplicité. Alors

f (z) = exp (g (z)) zm
1
�
n=1
Emn

�
z

an

�
; (1.7.1)

où g est une fonction entière et mn des nombres entièrs: Si l�exposant de convergence de

(an)n�N � est �ni; alors mn peut être pris comme K = [�]� 1.
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1. Si f est une fonction entière d�exposant de convergence �ni � (f) ; alors nous écrivons

(1:7:1) sous la forme

f (z) = Q (z) exp (g (z)) :

Où Q est une fonction entière.

2. Si dans le Théorème (1:7:1) f est une fonction entière d�ordre �ni �; alors g est un

polynôme de degré � �:

1.8 Lemmes préliminaires

Dans cette partie du chapitre 1, nous présentons des lemmes nécessaires pour la démonstration

des Théorèmes du chapitre 2.

Lemme 1.8.1 ([2])Soit f une fonction méromorphe transcendante, et soit � = f(k1; j1) ; :::; (km; jm)g

un ensemble �ni de distinctes paires de nombres entiers véri�ant ki > ji � 0 (i = 1; :::;m) :

Soit � > 1 une constante donnée. Alors il existe un ensemble E � (1;+1) de mesure loga-

rithmique �nie, et une constante B > 0 dépendant seulement de � et �; tel que pour tout z

véri�ant jzj = r 62 [0; 1] [ E et (k; j) 2 �; nous avons����f (k) (z)f (j) (z)

���� � B�T (�r; f)r
log� r: log T (�r; f)

�k�j
: (1.8.2)

Lemme 1.8.2 ([2]) Soit f une fonction méromorphe transcendante avec � (f) = � <1: Soit

� = f(k1; j1) ; :::; (km; jm)g un ensemble �ni de distinctes paires de nombres entiers véri�ant

ki > ji � 0 (i = 1; :::;m) ; soit " > 0 une constante donnée: Alors il existe un sous -ensemble

E1 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie lm (E1) =

0@+1Z
0

�
�E1 (t)

t

�
dt

1A ; où �E1 (t) est la
fonction caractéristique de E1 tel que pour tout z véri�ant jzj = r 62 [0; 1][E1; et (k; j) 2 �;

on a ����f (k) (z)f (j) (z)

���� � jzj(k�j)(��1+") : (1.8.3)

Lemme 1.8.3 ([15]) Soit f (z) = g(z)
d(z)

une fonction méromorphe, où g (z) et d (z) sont des

fonctions entières, telles que

� (g) = � (f) = � < � (g) = � (f) < +1; � (d) = � (d) = �
�
1

f

�
= � < �: (1.8.4)
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Alors il existe un ensemble E � (1;+1) de mesure logarithmique �nie, tel que pour z véri�ant

jzj = r 62 [0; 1] [ E et jg(z)j =M (r; g) ; nous avons

f (n)(z)

f(z)
=

�
�g(r)

z

�n
(1 + o (1)) ; (n � 1) ; (1.8.5)

où �g (r) est l�indice central de g (z) :

Preuve. En utilisant l�induction mathématique , on peut facilement voir que

f (n) (z) =
g(n)

d
+

n�1X
j=0

g(j)

d
:
X

(j1;::;jn)

cjj1:::jn

�
d
0

d

�j1
:::

�
d(n)

d

�jn
; (1.8.6)

où cjj1 :::jn sont des constantes, et j+ j1 + 2j2 + :::+ njn = n: D�où,

f (n)

f
=
g(n)

g
+

n�1X
j=0

g(j)

g
:
X

(j1;:::;jn)

cjj1:::jn

�
d
0

d

�j1
:::

�
d(n)

d

�jn
: (1.8.7)

D�après la théorie de Wiman-Valiron, on a

g(j) (z)

g (z)
=

�
�g (r)

z

�j
(1 + o (1)) (j = 1; :::; n) ; (1.8.8)

où jzj = r; jg(z)j =M (r; g) ; r 62 E0; lmE0 <1:Equations (1:8:7) et (1:8:8) conduire à

f (n) (z)

f (z)
=

�
vg(r)

z

�n
[(1 + o (1)) +

n�1X
j=0

�
vg (r)

z

�j�n
(1 + o (1)) :

X
(j1:::jn)

cjj1:::jn

�
d
0

d

�j1
:::

�
d(n)

d

�jn
]: (1.8.9)

D�après le Lemme 1.8.2 et � (d) = �; pour tout " > 0 donné (0 < 2" < �� �) et m = 1; :::; n;

il existe un sous-ensemble E1 � (1;1) avec lmE1 < 1 telle que pour tout z véri�ant

jzj = r 62 [0; 1] [ E1; on a ����d(m) (z)d (z)

���� � jzjm(��1+") : (1.8.10)

D�où,

jzjn�j
�����
�
d
0

d

�j1
:::

�
d(n)

d

�jn����� � jzj(n�j)+(n�j)(��1+") = jzj(n�j)(�+") : (1.8.11)

D�après � (g) = � > �, il s�ensuit que vg (r) > r��" pour r su¢ samment grand. Ainsi,�����
�
vg (r)

z

�j�n�
d
0

d

�j1
:::

�
d(n)

d

�jn����� � r(n�j)(���+2") ! 0 (r !1) : (1.8.12)

Posons E2 = [0; 1] [ E0 [ E1. Alors lmE2 < 1; on peut choisir z véri�ant jzj = r 62 E2;

jg (z)j =M (r; g) ; d�où 1.8.5. �
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Lemme 1.8.4 ([15]) Soit f(z) = g(z)
d((z)

une fonction méromorphe, où g(z) et d(z) sont des

fonctions entières telles que

�(g) = � (f) = � � � (g) = � (f) � +1, � (d) = � (d) = �
�
1

f

�
< �: (1.8.13)

Alors il existe un ensemble E � (1;+1) de mesure logarithmique lmE <1, on peut choisir

z véri�ant jzj = r 62 [0:1] [ E et jg(z)j =M (r; g) ; on a���� f (z)f (s) (z)

���� � r2s; (1.8.14)

où s est un entier positif.

Preuve. D�après le Lemme 1:8:3 il existe un ensemble E1 � (1;+1) de mesure logarith-

mique lmE < 1, tel que pour tout z véri�ant jzj = r 62 [0; 1] [ E1 et jg(z)j = M (r; g) ; on

a
f (s) (z)

f (z)
=

�
�g (r)

z

�s
(1 + o (1)) : (1.8.15)

On a � (g) = lim infr!1
log+ vg(r)

log r
: Pour tout " > 0 donné, il existe R > 0 tel que

�g (r) > r
�(g)�" (1.8.16)

est véri�ée pour r > R: Si � (g) =1; alors on remplace � (g)� " par une constante positive

M su¢ samment grande. Soit E = E1 [ [1; R] ; alors E un ensemble de mesure logarithmique

lmE <1; et d�après (1:8:15) et (1:8:16) on obtient le résultat du Lemme 1.8.4. �

Lemme 1.8.5 ([8; p21]) Supposons que Q (z) est le produit canonique formé avec des zéros

fzn;n = 1; 2; :::g (zn 6= 0) et � (Q) = � <1: Posons Qn =
�
z; jz � znj < jznj��

	
(� > � est une constante ).

Alors pour tout " > 0 donné,

jQ (z)j � exp
n
� jzj�+"

o
(1.8.17)

est véri�ée pour tout z 62
1[
n=1

Qn:

Lemme 1.8.6 ([8; 16]) Soit g (z) une fonction méromorphe avec � (g) = � <1. Alors pour

tout " > 0;il existe un ensemble E3 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie, tel que pour

tout z véri�ant jzj = r 62 [0; 1] [ E3; nous avons

jg(z)j � exp
�
r�(g)+"

	
: (1.8.18)
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Preuve. Si g (z) a un nombre �ni de pôles, alors le Lemme 1.8.6 est trivial. Maintenant

supposons que g (z) a une in�nité de pôles. Posons g(z) = h(z)
[zmQ(z)]

; où m est un entier non-

négatif, h(z) est une fonction entière et Q (z) est le produit canonique qui n�est pas pôles de

g(z) fzj : j = 1; 2; :::; jzjj = rj;+0 < r1 � r2 � :::g : D�où, � (h) � � (g) = �; � (Q) = � (Q) �

�: Pour tout " > 0 donné, posons Qj =
�
z : jz � zjj � r

�(�+( "2))
j

�
(j = 1; 2; :::) et O =

1[
j=1

Oj:

Posons

E3 =
1[
j=1

�
rj � r

�(�+( "2))
j ; rj + r

�(�+( "2))
j

�
: (1.8.19)

Et
1X
j=1

r
�(�+( "2))
j <1; (1.8.20)

nous savons que la mesure linéaire de E3 est �nie. Pour jzj = r 62 [0; 1][E3; d�après le Lemme

1.8.5, on a

jQ (z)j � exp
n
�r�+(

"
2)
o
: (1.8.21)

Il s�ensuit que

jg (z)j �
exp

n
2r�+(

"
2)
o

rm
� exp

�
r�+"

	
(1.8.22)

pour jzj = r 62 [0; 1] [ E3; r ! 1: Maintenant nous prouvons que la mesure logarithmique

de E3 est encore �nie. On a

lmE3 =

1X
j=1

�
log

�
rj + r

�(�+( "2))
j

�
� log

�
rj � r

�(�+( "2))
j

��
(1.8.23)

=
1X
j=1

log

0@1 + 2r
�(�+( "2))
j

rj � r
�(�+( "2))
j

1A ;
et, pour rj su¢ samment grand,

log

0@1 + 2r
�(�+( "2))
j

rj � r
�(�+( "2))
j

1A �
2r
�(�+( "2))
j

rj � r
�(�+( "2))
j

� 2r�(�+(
"
2))

j ; (1.8.24)

donc lmE3 <1: �

Lemme 1.8.7 ([7; 6]) Soit g(z) une fonction entière avec 0 � � (g) < 1: Alors pour tout

� 2 (�(g); 1) ; il existe un ensemble E � [0;1) tel que

log densE � 1� � (g)
�
; (1.8.25)
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où E = fr 2 [0;1) ;m (r) > M (r) cos ��g ; m (r) = inf jzj=r log jg(z)j ; M (r) = supjzj=r log jg(z)j

Lemme 1.8.8 ([3]) Soit g : (0;1)! R et h : (0;1)! R deux fonctions croisssantes telles

que g (r) � h (r) en dehors d�un ensemble H de mesure logarithmique lmE <1: Alors pour

tout � > 1; il existe r0 > 0 tel que g (r) � h (�r) pour tout r > r0.

Lemme 1.8.9 Soit f (z) une fonction méromorphe telle que �
�
1
f

�
< � (f) < 1

2
: Alors pour

tout " donné
�
0 < 2" < � (f)� �

�
1
f

��
; il existe un ensemble E � (1;+1) avec log densE >

0; tel que pour tout z véri�ant jzj = r 2 E; nous avons

jf(z)j � exp
�
(1� o (1)) r�(f)�"

	
: (1.8.26)

Preuve. D�après le Théorème de factorisation d�Hadamard, on a

f(z) =
g(z)

d(z)
; (1.8.27)

où g (z) est une fonction entière, d (z) est le produit canonique de f (z) formé avec ses pôles

telle que

� (d) = � (d) = �

�
1

f

�
< � (f) : (1.8.28)

D�après (1:8:27) nous obtenons T (r; g) � T (r; f) + T (r; d) : Alors en combinant (1:8:28),

nous obtenons � (g) � � (f) : D�autre part, en choisissant la suite frng telle que

lim
rn!1

log T (rn; g)

log rn
= � (g) ;

d�où on a

lim inf
rn!1

log T (rn; f)

log rn
� �(f): (1.8.29)

D�après (1:8:28) et (1:8:29), pour tout " donné(0 < 2" < � (f)� � (d)) ; il existe une sous-

suite de frng ; pour plus de commodité, on la note aussi comme frng ; telle que pour rn
su¢ samment grand, nous avons

T (rn; f) > r
�(f)�"
n ; T (rn; d) < r

�(d)+"
n : (1.8.30)

Plus en combinant avec T (r; f) � T (r; g)+T (r; d)+O (1) ; nous obtenons � (f) � � (g) :D�où

on a

� (g) = � (f) <
1

2
: (1.8.31)
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D�après le Lemme 1:8:7; soit �0 =
1
2
+�(g)

2
; alors il existe un ensemble E1 avec log densE1 �

1� �(g)
�0
; tel que pour tout z véri�ant jzj = r 2 E1; nous avons

log jg (z)j � cos (��0) logM (r; g) : (1.8.32)

D�après la dé�nition de � (g) ; pour tout " donné
�
0 < 2" < � (f)� �

�
1
f

��
; il existe r1 > 0

tel que

logM (r; g) � r�(g)� "
2 (1.8.33)

est véri�ée pour r > r1: Comme

cos (��0) r
�(g)� "

2

r�(g)�"
! +1; (r ! +1) ; (1.8.34)

d�après (1:8:32)�(1:8:34), il existe (r2 � r1) tel que pour tout z véri�ant jzj = r 2 E1� [0; r2] ;

on a

jg(z)j � exp
�
cos (��0) r

�(g)� "
2

	
� exp

�
r�(g)�"

	
: (1.8.35)

D�autre part, il existe R > 0 tel que pour r > R; nous avons

jd(z)j � exp
�
r�(d)+"

	
: (1.8.36)

Posons E = E1 \ [R;+1] \ [r2;+1] ; alors log densE > 0; d�après (1:8:27) ; (1:8:35) et

(1:8:36) ;on obtient que

jf (z)j � exp
�
r�(g)�" � r�(d)+"

	
= exp

�
(1� o (1)) r�(f)�"

	
(1.8.37)

est véri�ée pour jzj = r 2 E: �



Chapitre 2

Croissance des solutions méromorphes
des équations di¤érentielles linéaires
d�ordre supérieur

Soit

f (k) + Ak�1f
(k�1) + :::+ A0f = 0;

f (k) + Ak�1f
(k�1) + :::+ A0f = F;

où Aj; F (j = 0; :::; k � 1) sont des fonctions méromorphes.

2.1 Introduction et résultats

Dans ce Chapitre, on s�intéresse à étudier la croissance des solutions des équations di¤éren-

tielles linéaires avec coe¢ cients fonctions entières et méromorphes.

Théorème 2.1.1 [12] Supposons que A0; A1; :::; Ak�1; F sont des fonctions entières. S�il

existe un certain s 2 f0; 1; :::; k � 1g tel que max f� (F ) ; � (Aj) : j 6= sg < � (As) � 1=2:

Alors chaque solution f de (0:0:2) est soit un polynôme ou une fonction entière transcen-

dante d�ordre in�ni.

Théorème 2.1.2 [9; 10; 15; 16; 13; 6] Supposons que A0; A1; :::; Ak�1; F sont des fonctions

méromorphes. S�il existe un certain As (0 � s � k � 1) satisfaisant

max

�
� (Aj) (j 6= s) ; �

�
1

As

��
< � (As) � � (As) < 1=2: (2.1.1)
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Alors chaque solution méromorphe transcendante f de (0:0:3) dont les pôles sont de multi-

plicité uniformément bornée satisfait �2 (f) = � (As) ; et chaque solution méromorphe non

transcendante f est un polynôme avec degré deg f � s� 1:

Théorème 2.1.3 [13] Supposons que A0; A1; ; Ak�1; F sont des fonctions méromorphes d�ordre

�ni. S�il existe un certain As (0 � s � k � 1) tel que

b = max

�
� (F ) ; � (Aj) (j 6= s) ; �

�
1

As

��
< � (As) < 1=2: (2.1.2)

Alors

i Chaque solution méromorphe transcendante f de (0:0:2) dont les pôles sont de multiplicité

uniformément bornée satisfait � (As) � �2 (f) � � (As) : De plus, si F 6� 0; alors on a

� (As) � �2 (f) = �2 (f) = �2 (f) � � (As) :

ii Si s � 2; alors chaque solution méromorphe non transcendante f de (0:0:2) est un polynôme

de degré deg f � s � 1: Si s = 0 ou 1, alors chaque solution non constante de (0:0:2)

est transcendante.

Théorème 2.1.4 [13] Supposons que A0; A1; :::; Ak�1; Q (6� 0) sont des fonctions méromorphes

d�ordre �ni. P est une fonction entière transcendante, telle que

max

�
� (P ) ; � (Q) ; � (Aj) (1 � j � k � 1) ; �

�
1

A0

��
< � (A0) <

1

2
: (2.1.3)

Alors chaque solution f de l�équation

f (k) + Ak�1f
(k�1) + :::+ A0f = Qe

P (2.1.4)

est transcendante, et chaque solution méromorphe transcendante f de (2:1:4) dont les pôles

sont de multiplicité uniformément bornée satisfait � (A0) � �2 (f) = �2 (f) = �2 (f) �

� (A0) :

Corollaire 2.1.1 Supposons que A0; A1; :::; Ak�1; F (6� 0) sont des fonctions méromorphes.

S�il existe un certain As (0 � s � k � 1) tel que

max

�
� (F ) ; � (Aj) (j 6= s) ; �

�
1

As

��
< � (As) = � (As) < 1=2;

alors chaque solution méromorphe transcendante f de (0:0:2) dont les pôles sont de multipli-

citié uniformément bornée satisfait �2 (f) = �2 (f) = �2 (f) = � (As) :
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Corollaire 2.1.2 Supposons que A0; A1; :::; Ak�1; F (6� 0) sont de fonctions entières. S�il existe

un certain As (0 � s � k � 1) tel que

max f� (F ) ; � (Aj) (j 6= s)g < � (As) = � (As) < 1=2;

alors chaque solution transcendante f de (0:0:2) satisfait �2 (f) = �2 (f) = �2 (f) = � (As),

et chaque solution non transcendante f est un polynôme de degré deg f � s� 1:

Remarque 2.1.1 À partir du Corollaire 2.1.1 nous obtenons l�estimation précise de la crois-

sance des solutions transcendantes dans le Théorème 2.1.1.

Corollaire 2.1.3 Supposons que A0; A1; :::; Ak�1; Q (6� 0) sont des fonctions entières d�ordre

�ni, P est une fonction entière transcendante, telle que

max f� (P ) ; � (Q) ; � (Aj) (1 � j � k � 1)g < � (A0) <
1

2
:

Alors chaque solution f de (2:1:4) satisfait � (A0) � �2 (f) = �2 (f) = �2 (f) � � (A0) :

Corollaire 2.1.4 Supposons que A0; A1; :::; Ak�1; Q (6� 0) sont des fonctions entières d�ordre

�ni, P est une fonction entière transcendante, telle que

max f� (P ) ; � (Q) ; � (Aj) (1 � j � k � 1)g < � (A0) = � (A0) <
1

2
:

Alors chaque solution f de (2:1:4) satisfait �2 (f) = �2 (f) = �2 (f) = � (A0) :

Dans la suite, nous utilisons les symboles E et E1 pour désigner tout ensemble de mesure

logarithmique �nie et tout ensemble de mesure linéaire �nie, pas nécessairement le même à

chaque apparition. On utilise également M pour désigner toute constante positive , et pas

nécessairement la même dans chaque cas.

2.2 Preuve du Théorème 2.1.3

Preuve. Supposons que f (z) est une solution méromorphe transcendante de (0:0:2) dont

les pôles sont de multiplicité uniformément bornée. D�après (0:0:2), nous savons que les pôles
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de f (z) se déduisent seulement des pôles de A0; A1; :::; Ak�1; F . Notons que la multiplicitié

des pôles de f est uniformément bornée, et donc nous avons

n (r; f) � O
(
k�1X
j=0

n (r; Aj) + n (r; F )

)
: (2.2.1)

Alors d�après (2:1:2) et (2:2:1) on obtient

�

�
1

f

�
� b: (2.2.2)

D�après (0:0:2) on obtient

� As =
f (k)

f (s)
+ :::+ As+1:

f (s+1)

f (s)
+

�
As�1:

f (s�1)

f
+ :::+ A0

�
:
f

f (s)
� F
f

f

f (s)
: (2.2.3)

D�après le Lemme de la dérivée logarithmique et (2:2:3), on obtient

T (r; As) � N (r; As) +
X
j 6=s

m (r; Aj) +m

�
r;
F

f

�
+ 2m

�
r;
f

f (s)

�
+O (log rT (r; f))

� N (r; As) +
X
j 6=s

T (r; Aj) + T (r; F ) + T

�
r;
1

f

�
+2N

�
r; f (s)

�
+ 2N

�
r;
1

f

�
+O (log rT (r; f))

� N (r; As) +
X
j 6=s

T (r; Aj) + T (r; F ) + 2 (s+ 1)N (r; f)

+3T (r; f) +O (log rT (r; f))

� N (r; As) +
X
j 6=s

T (r; Aj) + T (r; F ) + 2 (s+ 1)N (r; f)

+4T (r; f) ; (r 62 E1) : (2.2.4)

D�après (2:1:2) ; (2:2:2) ; (2:2:4) et le Lemme1.8.8 on obtient

� (As) � � (f) : (2.2.5)

D�après le Théorème de factorisation d�Hadamard, on obtient

f(z) =
g(z)

d(z)
; (2.2.6)

où g(z) est une fonction entière, d(z) est le produit canonique de f(z) formé avec ses pôles

telle que � (d) = � (d) = �
�
1
f

�
:D�après (2:1:2) ; (2:2:2) et (2:2:5) ; on obtient

� (d) = � (d) = �

�
1

f

�
< � (f) : (2.2.7)
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D�après la dé�nition de l�ordre, pour tout " donné (0 < 2" < � (f)� � (d)) ; il existe une suite

frng tel que pour rn su¢ samment grand, nous avons

T (rn; f) > r
�(f)�"
n ; T (rn; d) < r

�(d)+"
n : (2.2.8)

D�après (2:2:6) ; on obtient

T (r; f) � T (r; g) + T (r; d) +O (1) : (2.2.9)

D�où d�après (2:2:8) et (2:2:9) ; on obtient � (f) � � (g) : D�autre part, d�après (2:2:6) on

obtient T (r; g) < T (r; f)+T (r; d) :Alors en combinant avec (2:2:7) ; on obtient � (g) � � (f) :

D�où nous avons

� (g) = � (f) : (2.2.10)

En Utilisant une preuve semblable à celle du Lemme 1:8:9 on obtient

� (g) = � (f) : (2.2.11)

Donc par (2:2:7) ; (2:2:10) ; (2:2:11) et le Lemme 1:8:4; il existe un ensemble E � (1;+1)

de mesure logarithmique �nie, tel que pour tout z véri�ant jzj = r 62 [0; 1] [ E et jg(z)j =

M (r; g) ; nous avons ���� f (z)f (s) (z)

���� < r2s: (2.2.12)

D�après le Lemme 1.8.1 , il existe un ensemble E � (1;+1) de mesure logarithmique �nie

et B > 0; tel que pour tout z véri�ant jzj = r 62 [0; 1] [ E; nous avons����f (j) (z)f (s) (z)

���� � Br [T (2r; f)]j�s+1 ; (j = s+ 1; :::; k) ; (2.2.13)

����f (j) (z)f (z)

���� � Br [T (2r; f)]j+1 ; (j = 1; :::; s� 1) : (2.2.14)

D�après (2:1:2) ; (2:2:2) ; (2:2:7) et le Lemme 1.8.6, pour tout " donné (0 < 2" < � (As)� b) ;il

existe un ensemble E � (1;+1) de mesure logarithmique �nie, tel que pour tout z véri�ant

jzj = r 62 [0; 1] [ E; nous avons

jAj (z)j � exp
�
rb+"

	
(j 6= s) ; jF (z)j � exp

�
rb+"=2

	
; jd(z)j � exp

�
rb+"=2

	
: (2.2.15)
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D�où pour tout z tel que jzj = r 62 [0; 1] [ E et jg(z)j =M (r; g) ; nous avons����F (z)f(z)

���� = jF (z) d (z)j
M (r; g)

� exp
�
rb+"

	
: (2.2.16)

D�après le Lemme 1.8.9, il existe un ensemble H0 � (1;+1) avec log densH0 > 0; tel que

pour tout z véri�ant jzj = r 2 H0; nous avons

jAs (z)j � exp
�
(1� o (1)) r�(As)�"

	
: (2.2.17)

SoitH = H0�([0; 1] [ E) ; alors nous avons log densH > 0; et pour tout z tel que jzj = r 2 H

et jg(z)j =M (r; g) ; d�après (2:2:3) ; (2:2:12) ; (2:2:17), nous avons

exp
�
(1� o(1)) r�(As)�"

	
� jAs (z)j

� (k � s) : exp
�
rb+"

	
Br: [T (2r; f)]k�s+1 + s: exp

�
rb+"

	
�Br: [T (2r; f)]s :r2s + exp

�
rb+"

	
:r2s

� (k + 1)Br: exp
�
rb+"

	
: [T (2r; f)]k+1 :r2s: (2.2.18)

D�où d�après (2:2:18), on obtient �2 (f) � � (As) : Maintenant nous prouvons que �2 (f) �

� (As) : D�après (2:2:7) ; (2:2:10) ; (2:2:11) et le Lemme 1.8.3, il existe un ensemble E �

(1;+1) de mesure logarithmique �nie, tel que pour tout z véri�ant jzj = r 62 [0; 1] [ E

et jg (z)j =M (r; g) ;nous avons

f (j) (z)

f (z)
=

�
vg (r)

z

�j
(1 + o (1)) ; (j = 1; :::; k) : (2.2.19)

D�après le Lemme 1.8.6, pour tout " > 0 donné , il existe un ensemble E � (1;+1) de

mesure logarithmique �nie, tel que pour tout z véri�ant jzj = r 62 [0; 1] [ E; nous avons

jAs (z)j � exp
�
r�(As)+"

	
: (2.2.20)

Alors d�après (0:0:2),(2:2:16) ; (2:2:19) et (2:2:20) ; pour tout z tel que jzj = r 62 [0; 1][ E et

jg (z)j =M (r; g) ; nous avons

vg (r) �Mr exp
�
r�(As)+"

	
: (2.2.21)

d�où d�après (2:2:10) ; (2:2:21) et le Lemme 1.8.8, on obtient �2 (f) � � (As) :
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Soit F 6� 0:Ensuite nous prouvons que �2 (f) = �2 (f) = �2 (f) : D�après (2:1:2) on obtient

1

f
=
1

F

�
f (k)

f
+ Ak�1

f (k�1)

f
+ :::+ A0

�
: (2.2.22)

Supposons que z0 est un zéro de f d�ordre � (> k) ; si z0 n�est pas un pôle deAj (j = 0; :::; k � 1) ;

alors z0 doit être un zéro de f d�ordre �� k. D�où

N

�
r;
1

f

�
� kN

�
r;
1

f

�
+N

�
r;
1

F

�
+

k�1X
j=0

N (r; Aj) : (2.2.23)

D�après (2:2:22) on obtient

m

�
r;
1

f

�
� m

�
r;
1

F

�
+

k�1X
j=0

m (r; Aj) +O (log rT (r; f)) ; (r 62 E1) : (2.2.24)

En Combinant (2:2:23) et (2:2:24), on obtient

T (r; f) � kN
�
r;
1

f

�
+ T (r; F ) +

k�1X
j=0

T (r; Aj) +O (log rT (r; f)) ; (r 62 E1): (2.2.25)

Soit
�
r
0
n

	
une suite satisfaisant limr0n!1

log log T
�
r
0
n;f

�
log r0n

= �2 (f) ; soit E1 = �; alors il existe

rn 2
�
r
0
n; r

0
n + � + 1

�
telle que

lim inf
rn!1

log log T (rn; f)

log rn
� lim

r0n!1

log log T
�
r
0
n; f
�

log (r0n + � + 1)
= �2 (f) : (2.2.26)

D�où d�après (2:1:2) ; (2:2:26) et �2 (f) � � (As) ; pour rn su¢ samment grand, nous avons

T (rn; F ) = o (T (rn; f)) ; T (rn; Aj) = o (T (rn; f)) ; (0 � j � k � 1) : (2.2.27)

Alors d�après (2:2:25) et (2:2:27) ; on obtient �2 (f) � �2 (f) : Or �2 (f) � �2 (f) ; on obtient

� (As) � �2 (f) = �2 (f) = �2 (f) � � (As) :

supposons que f est une solution rationalle non constante de (0:0:2) : Si s � 2, et z0 est un

pôle de f d�ordre (m � 1), or f est un polynôme de degré plus que s � 1; alors f (s) 6� 0:

D�où d�après (0:0:2),(2:2:15) et (2:2:17) ; pour tout z véri�ant jzj = r 2 H0 � ([0; 1] [ E) ;

nous avons

exp
��
1� o (1) r�(As)�"

�	
< jAs (z)j < rM exp

�
rb+"

	
:

C�est impossible. Donc chaque solution non transcendante f de (0:0:2) est un polynôme avec

degré deg f � s � 1: Par un raisonnement semblable, on obtient que chaque solution de

(0:0:2) est transcendante si s = 0 ou 1: �
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2.3 Preuve de Théorème 2.1.4

Preuve. D�après les hypothèses nous savons que chaque solution méromorphe de (2:1:4)

est d�ordre in�ni. Donc chaque solution méromorphe de (2:1:4) est transcendante. Supposons

que f (z) est une solution méromorphe transcendante dont les pôles sont de multiplicitié

uniformément bornée. Soit f = gePalors nous avons

�2 (g) = �2 (f) ; �2 (g) = �2 (f) : (2.3.28)

En Substituant f = geP dans (2:1:4) ; on obtient

g(k) +Bk�1g
(k�1) + :::+B0g = Q; (2.3.29)

où

Bk�1 = Ak�1 + kP
0
: (2.3.30)

Bk�j = Ak�j + (k � j + 1)Ak�j+1P
0
+

jX
m=2

Ak�j+m

��
m

k � j +m

��
P

0
�m
+Dm�1

�
P

0
��
;

j = 2; 3; :::; k; Ak � 1: (2.3.31)

iciDm�1
�
P

0�
est un polynôme di¤érentiel en P

0
de degrém�1; ses coe¢ cients sont constantes.

D�après (2:1:3) ; (2:3:30) et (2:3:31) ; on obtient

� (B0) = � (A0) ; �

�
1

B0

�
< � (A0) ; � (Bj) < � (A0) ; (1 � j � k � 1) : (2.3.32)

D�où d�après (2:1:3) ; (2:3:29) ; (2:3:32) et le Théorème 2.1.3, on obtient

� (A0) � �2 (g) = �2 (g) = �2 (g) � � (A0) : (2.3.33)

Or �2
�
eP
�
= � (P ) < � (A0) � �2 (g) ; on obtient �2 (f) = �2 (g) : Puis en combinant (2:3:28)

et (2:3:33) ; on obtient � (A0) � �2 (f) = �2 (f) = �2 (f) � � (A0) : �



CONCLUSION

Le sujet de notre travail a été consacré sur la croissance des solutions méromorphes des

équations di¤érentielles linéaires d�ordre supérieur dont les cas ou les fonctions coe¢ cients

A0; A1; :::; Ak�1; F sont des fonctions méromorphes, et cela ouvre la porte pour plusieurs

perspectives. Les questions suivantes se posent : Conserve-t-on ces mêmes conditions sur les

fonctions coe¢ cients ? Peut-on généraliser les résultats obtenus si on change les conditions sur

les fonctions coe¢ cients A0; A1; :::; Ak�1; F ? Et sous quelles conditions cette généralisation

serait possible ? Et il possible de enlever la conditions de multiplicité des pôles ? En e¤et, les

résultats obtenus peuvent être généralisés sous certaines conditions posées sur l�ordre, l�ordre

inférieur et l�exposent de convergence dont la condition

max

�
� (F ) ; � (Aj) (j 6= s) ; �

�
1

As

��
� � (As) <

1

2
:

Pour l�équation di¤érentielle

f (k) + Ak�1f
(k�1) + :::+ A0f = F;

cela nous amènera aussi à ré�échir sur d�autres conditions sur les fonctions coe¢ cients et me

donne sans doute un avant -gout de ce que réserve la recherche scienti�que.
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