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RESUME

Si A est un opérateur non borné dans un espace de Hilbert il un important de savoire la
fermeture de I'image de A. Si on veut obtenir la stabilité des solutions de 'equation y = Ax.
Dans ce mémoire, on va donner certaines caractérisations de la fermuteure de 'image des
opérateurs non bornés et on donne les conditions suffisantes pour les quelles la fermeture de

I’image est invariant sous ’addition, la composition et les limites.




INTRODUCTION

Le sujet presenté dans ce memoire étudie la stabilité de la fermeteur des images des opérateurs

fermés (C'(H)) par rapport aux opérateurs usuelles : la somme, le produit et la limite au sens

des normes d’une suite d’opérateurs a image fermé. On rappelle que la fermeture de I'image

d’un opérateur est directement liée & la résolution de ’equation y = Ax pour A un opérateur

fermé de H dans H.

La manuscrit presenté est divisé en trois chapitres .

— Le premier chapitre est un rappel des différentes notions mathématiques dont on a besoin :
espace de Hilbert, projection orthogonale, opérateur non borné, opérateur fermé .

— Le deuxiéme chapitre est consacré aux differente stricture topologique de ’espace des opé-
rateurs fermés (C'(H)).

— Le dernier chapitre nous donne les théorémes obtenus pour la stabilité des images fermés
par rapport & l'addition, le produit et le passage a la limite d’une suite d’opérateurs a

images fermés.




Chapitre 1

Rappels et notations

1.1 Espace de Hilbert

Définition 1.1.1 "Espace pré-hilbertien” Est un espace vectoriel E muni d’une applica-

tion bilinéaire de E x E dans C notée (x,y) telle que :

z,y) = (y,x)Vo, y € I,

ry) = (z,y) +(2,y) Vo, y € E,

{
{
3. {azy) =al{zy)Ve,y € EVa € C,
(xy) >0 Ve € E,

{

Définition 1.1.2 "Espace de Hilbert" Est un espace pré-hilbertien complet.
Définition 1.1.3 "Suite de cauchy " On dit que (x,,) est un suite de cauchy si
Ve >0, IN, Vn, m > N, ||z, — z,| < e.
Définition 1.1.4 "Suite converge” On dit que (x,) converge vers x € E si :
Ve >0, 3dng e N/VneN, n>ny= |z, —z| <e.

Définition 1.1.5 "Espace complet” Espace vectoreil normé complet est un espace dans

lequel toute suite de cauchy converge.
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1.2 Opérateur borné et opérateur non borné
Soient F et F' deux espaces de Hilbert.
Définition 1.2.1 L(E,F) L’ensemble des opérateurs linéaires de E dans F .

Définition 1.2.2 Un opérateur linéaire A défini de H dans H est dit borné si et seulement
8% :

de >0, ||Az|| < c¢||z||, Yz € H

On note par B(H) l’ensemble des opérateurs bornés sur H et muni de la norme définie par :

A
= sup 122

vett, w20 [|2]

est un espace de Banach.

Définition 1.2.3 Un operateur linéaire A non borné dans un espace de Hilbert H est défini

par :

a) Son domaine d’aplication D(A), est un sous -espace vectoriel de H ; (ou D(A) désigne le

domaine de définition de A).

b) L’application v € D(A) — Au € H. On supposera de plus que D(A) est dense dans H
{tout élément de H est limite d’une suit d’éléments de D(A) }.

Définition 1.2.4 Soient E et F' deux espaces de Hilbert. et A € L(E,F). l’eunique applica-

tion linéaire A* € L(E,F) telle que pour tous x € E, y € F' on ait
(A@).9) = (2,47 ()) (1.2.1)
est appelée adjoint de A.

1. Un opérateur A est dit auto-adjoint si D(A) = D(A*) et Au = A*u, Yu € D(A)

2. Un opérateur A est dit normal si : D(A) = D(A*) et si A*Au = AA*u pour tout
u € D(A) avec Au € D(A).

Définition 1.2.5 Soit A un opérateur linéaire défini sur D(A) C H dans H ot D(A) désigne

le domaine de définition de A.
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On appelle noyau de A 'ensemble N(A) = {u € D(A) ; Au=0}et R(A) = {Au; u € D(A)} est
image de A

Définition 1.2.6 Soient X,Y, Z trois sous-espaces de H et A, B deux opérateurs défini par :

A XY,
B Y —>Z

on appelle produit de A par B ['opérateur

AB: X — Z
r +— (AB)(x) = A[Bx]

1.3 Projéction orthogonale

Définition 1.3.1 Soit H un espace de Hilbert complexe, une projection orthogonal sur H est
un opérateur P € B(H) telle que
P =P*=Pp?

1.4 Opérateur fermé
Soient F et F' deux espaces de Banach et soit 7' : D(T') C E — F une application,

Définition 1.4.1 Le graphe de T est le sous espace vectoriel de E x F noté G(T) définie
par :

G(T) = {(x.Tz) ; x € D(T)}

Définition 1.4.2 On dit que Uopérateur T : D(T) C E — F est fermé si sellement si
G(T) est fermé dans E x F.

Remarque 1.4.1 Pour montrer qu’un opérateur soit fermé , on pocéde de la maniére suivant
On considere une suite (x,) € D(R) tel que :

lim z, =x
n—-+o0o

lim Tz, =y

n—-+o0o

Et on montre que v € D(T') ety = Tx.
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Théoréme 1.4.1 " graphe fermé" Soit E et F' deux espace de Banach et soit
T:EF—F
Une application linéaire fermé alors T est continue.

Définition 1.4.3 On appelle conorme d’un opérateur A € C(H) le nombre :
V(A) = inf{[|Az|| ; z € C(A4), |z| =1} (1.4.1)
Ou C(A) = D(A)N N(A)*L.
Définition 1.4.4 Soit A € C(H), alors il existe un unique opérateur A™ € C(H) défini sur
H de domaine D(AT) = R(A) + R(A)* telle que :
1. AAty = Py, Yy € D(A")

R(A)

2. AATx = Py, Vo € D(A)
3. N(AT) = R(A)*.

Cet opérateur est appelé l'inverse de Moore-Penrose de A.

Définition 1.4.5 On dit qu’un opérateure A € C(H) posséde la propriété Hyers-Ulam Sta-

bilité sl existe une constante K > 0 telle qu’on ait :
(Ve >0,Vz e H, ||Az|| <¢), Jzg € H telle que : Azg =0 et ||z — x| < Ke.  (1.4.2)

On appelle K 4 le minimum des constantes K réalisant la propriété de Hyers-Ulam Stabilité

de A.



Chapitre 2

Topologies sur les opérateurs fermés

Dans ce chapitre, on présente I'espace C'(H) des opérateurs fermés a domaine dense sur un
espace de Hilbert H. Nous définissons sur cet espace des structures topologiques qui nous
seront trés utiles pour la suit. On associé aussi a tout opérateur A € C(H) des opérateurs

bornés R4 et S4 qui caractériseront d’une maniére nouvelle la fermeture de 'image de A.

2.1 Opérateurs associés a un opérateur fermé

Dans cette partie on associerée a tout opérateur A € C'(H), des opérateurs bornés R, et Sa
sur H. Ce lien on permette par la suit de caractériser d’'une facon nouvelle la fermeture de
I'image de A a I’aide de ces opérateurs bornés.

Soit A € C'(H), alors 'opérateur (I + A*A)~! est bijectif, auto-adjoint et positif de domaine
dense dans H. On définit alors les opérateurs Ry = (I + A*A)~ et Sy = /R4.

Proposition 2.1.1 [5/V A€ C(H), on a :

1. Siue D(A), Ry« Au = ARAu.

2. (ARA)* = A*Ry-.
3. ||[Raul|® + [[ARsu|]® = (u,Rau), Yu € H.
4 AR qul* + (I = Ra)u|l* = |[ul® = (u,Rau), Yu € H.

D’ou Ry et AR4 sont bornés sur H et on a : ||Ral| <1, ||AR4l < 3.

5. N(AR,) = N(A).
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6. Siu e D(A), Sy« Au = ASu.
7. (ASa)* = A*Sa-.
8. ||Saul® + || ASaul® = ||ul®, Yu € H.
D’ou, Sy et AS4 sont bornés dans H et on a : ||Sa|| <1, ||ASall < 1.
9. R(Sa) = D(A).
10. N(AS4) = N(A).

2.2 Ecartement des sous-ensembles fermés

Soint M et N deux sous-espaces fermés de H, on définit §, g et € comme suit :

O(M,N) = (1 - Py)Pull (2.2.1)
g(M,N) = [Py — Py
e(M,N) = 6(M,N)OuM = Mo (Mn N

Proposition 2.2.1 g est une métrique sur l’ensemble des sous-espaces fermés de H.

Preuve :
1. g(M,N)>0.
2. g(M,N)=g(N,M).
3. g(M,N)=0<«<= M = N.
Les proprietées sont évidentes, il suffit de montrer 4.

4. g(M,N) < g(M,D)+g(D,N) /D est un sous espace de H.

g(M,N) = ||Py — Pyl
= ||PM+PD—PD—PN||
< ||Py — Ppl| + [|Pp — Pyl

= g(M,D)+ g(D,N).

On énonce maintenant quelques propriétés caractérisant §, ¢ et
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Proposition 2.2.2 1. §(M,N) = §(N+,M*);

2. 5(M,N)<1= MNNt={0} = e(M,N)=46(M,N).
3. g(M,N) =max(5(M,N),0(N,M)).
4. e(M,N)=¢e(N,M) =e(M*+,N*).
5. «(M,N) < §(M.N) < g(M.N).
6. MANt = M*AN = {0} = (M,N) = 5(M,N) = §(N,M) = g(M,N).
7. g(M,N)<1& M+ Nt =M*+nN ={0}.
8. e=¢e(M,N) <1< M+ N+ est fermé dans H < M+ + N est fermé dans H.
9. 0(M,N)=0<= M C N.
Preuve
1. On a:
S(M,N) = [[(1 = Pyx)Pyll = [[Pye(1 = Py
= [| (1= Pyr)Pye|| = 5(NL=ML>

2. (=) Supposons que M N N+ # {0}, il existe alors : u # 0; || u [|=1:u € M NN+

D’ou Py Pyu = 0, il s’ensuit :

| (1 = Pxn)Puyu [|=[] (Paw — Py Pagu ||=| Py [|=|| w ]

Ce qui contredit I'hypothése §(M,N) < 1.

(=) On a: e(M,N) = 5(]/\/[\,N) on M = Mo (M N Nt) donc d’aprés I'hypothése

M=M et

e(M,N) = [[(1 = Py) Py [|=|l (1 = Px)Py ||= 6(M,N)

3. On a:

O(M,N) = [ (1= Px)Py =l (Py— Pn)Py ||

< | Py = Py [l= g(M,N).
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De méme §(N,M) < g(M,N) et par conséquent :
max(0(M,N),6(N,M)) < g(M,N).
Inversement, si w € H, on a :

| (Pu — Py)u|’=| (1 = Py)Pyu— Py(1— Pyu) ||?

= | (1= Py)Pyu |* + || Px(1 = Par)ul®

IN

max(8*(M,N),6*(N,M)) [[| P || + || (1 = Par)ul’]

< [max(8(M,N),8(N,M))]* || u |?

D’ou le résultat voulu.

4. 1l est clair que :
6(M,N) =|| Pay = PvPy || < [| Py — Py [|= g(M,N).
De méme pour §(N, M) < g(M, N). D’autre part,
VYne N Ju, € D(A); || u, [|=1

et :
1
| (Py — Pn)ug 7> g*(M,N) — -

Or, 1 =|| u, ||*>=]| Pyun ||> + || (1 — Py)u, ||*et on a :
| (Par = Px)un |P=|| (P — Py)Pagun ||* + || Pu(1 = Pag)un ||* + || Pa(1— Pu)|?

Comme g(N,M) = g(M*+,N*+) (propriété 3 et 1) alors,

| Py(L = PaJuy [P< 8*(M=NT) || (1 = Par)uy ||

IN

G(MENY) | (1= Pa)uy, |?

1
< | @ = Py) Py ||> + || Px(1 = Pag)ug, || + | (L = Par)un 12
Donc :

[l Pr(X = Par)un * + 1 (1= Prv) Parun 7] 11 Paru |1®

1
< (0= Py)Parn [+ [ (1= Par)un [
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d’ou
1
Q%NLN)HPMMAVSHﬂf—HﬂPM%JF+;

En échangeant les roles de M et N , on a aussi.
2 2 2 1
g (MN) || Py [P<]| (1 = Par) Prun [I° +-—

Supposons qu'il existe € > 0, tel que Vn € N, on ait || Pyu,| > . Alors de I'inégalité

précédente on déduit qu'il existe w,, € M, || w, ||=1;
1
92(Ma N) - n <|| Pywy, — Pyw, H2
D’ou
1
g*(M,N) = = < 5(M,N)
n
Ce qui implique que
g(M.N) < 5(M.N)
5. Comme M C M alors d’aprés la propriété 4) on a :
< | (L= Pyn)Py [|= 6(M,N) < g(M,N).
6. Comme
MAN*+=M"nN = {0},
Alors
M=MetN=N,
On retrouve directement le résultat escompté en utilisant les propriétés (3) et ( 4)

7. On a:
g(M,N) = max(6(M,N),6(N,M)) <1= §(M,N) <1

En utilisant la propriété (2), on a aussi M N N+ = {0}, de méme pour M+ NN = {0}.

8. a) = b) Soit {u,} une suite d’élément de M + N+ convergente vers u. On peut écrire :

Up = Ty + Yn + T, avec :

T, € Mo (MNNY), y, € NFo(MNN*Y), t,e MN N+
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On remarquera que z,, ¥,, et t,, sont déterminés de maniére unique .

Ona:
| un > = , | xntyn ||2+|2|tn 12
= |l zn I+ [ g [I* + [| ta [ +2| Re (zn,yn) |
D’ou
@ 1P+ [y 1124 I o IP<Il un [|* +2Re (20,yn)
Donc

e 12+ lyal 1] 2all?
< Nlun | +2Re (@n,yn)
= | unll® + 2| (Paran, (1 — Pr)yn) |

<l P +2ellzallllyn | -
Par conséquent

It I2<]l un |2

I P< @ =) 7" | un |2

Comme{u,} est une suit de Cauchy dans H, on en déduit que {x,}, {y.} et {t,} le

sont aussi et on a :

T, — v€Moc(MnNN?T)
Y, — yE€N-O(MNNH)

t, — teMNN*

Dou:u, - u=x+y+tc M+ Nt ce qui montre bine que M + N~ est fermé

b) = ¢) Soit u € M + N-+. comme on peut écrire u sous la forme u = z + y + ¢, alors
onpose + = Ru, y = Su, et t = Tu. Siz € H, 2z =w+u, w€ M++ N. On
pose alors, w = Qz, x = Rz, y = Sz et t = Tz, Ou @ et T sont évidemment des
projections orthogonales et on remarque aussi que R? = R, S? = S . Par définition, on
abien I —@Q —T = R+ S. 1l reste donc seulement a montrer (en utilisant le théoréme

du graphe fermé ) que R et S sont continus. Montrons le pour R par exemple. Soit
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{zn} une suit dans H telle que 2z, — z et Rz, — x. Alors, z, = w, + U, w, —
w, U, — u € M + N* est fermé et si u, = =, + yn + tn, tn, — t, T, = Rz, — x. Donc
Yp — y € NT© (Nt N M). Finalement 2 = w +x +y+t et Rz = .

¢) = a)SiN = NLto(NLtnM) = {0}, on voit que e(M,N) = 0.Si N # 0, posons Ry =
R5. Evidemment | Ry ||<|| R| et une projection de N sur M = MS(MNN2L). En effet
uEN,RNu:0:Ru:O,Tu:O,Qu:O.Doncu:SuGNLéueNlﬁNd’uo
u = 0, ce qui montre que Ry est injectif et que || Ry ||# 0. Soit maintenant v € M. Alors
v = U1 + vy, avec v1 = Py et vo(I — Pg)v et comme Nt = Nt 4 (N 4+ ML) et
v=R, =Ry, + R,,, on a:v= Ryv; car R,, =0 puisque (S + T + Q)vy = vs ce qui

montre que Ry est surjectif et par conséquent bijectif. Or :

Foll® =l on [I* + [ oz IP=] By'o " + 1| (T = Pg)v |I*

D’ou
I (I = Py)Pyv =]l v |* = || By'v |I*
Car
(I = Py)Pyv = (I — Pyn)Pyv
Et comme
lo P=[l By Ry'o IP<I| By [P By |2
On trouve
I = Pw)Po s o 17
| B |
D’ou :
9 1
ee<1-— <1

I Rl
Ce qui établit a).
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9. Soit x € M et si §(M,N)=0:

O(M,N) = [[(I = Px)Pu| =0
= (I — Pn(2))Py(z) =0
= Py(x) — PxPy(xz) =0
= x = Py(z)
= zeN
= M CN.

2.3 Ecartement des opérateurs fermés

Dans cette section nous présentons une extension de la définition de la métrique g sur C'(H) et

nous y définissons aussi d’autres équivalences utiles dans la pratique.
Définition 2.3.1 Soient A, B € C(H), on pose :
9(A,B) = ||Paay — Pa|| (2.3.1)

Ou G(A) et G(B) sont respectivement le graphe de A et B.

p(A,B) = {||Ra — Rg||*+ |Rar — Rp-||> + ||AR4 — BRg|?+ |A*Ra- — B*Rp-||?}2 (2.3.2)
d(A,B) = ||[Fa — Fpl| (2.3.3)
o :
_( Rg— Py DB*Rp-
Fg = < BR, |- R (2.3.4)

Proposition 2.3.1 Pour tout opérateur A € C(H), on a :
Preuve : Soit v € D(A*). Posons u = (u,v) € H & H, alors :

PG(A)ﬁ € G(A) = Pg(A)ﬁ = ($,Al‘), WS D(A)
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2.3 Ecartement des opérateurs fermés

Comme (G(A))*+ = V(G(A*)) avec V I'isométrie définie par :
Ve HbH — H®H

(U,U) = (—U,’LL)
Alors tout w € H & H = G(A) ® V(G(A*)) se décompose d’une manique comme suit :

u € (uw) = (v,Az) + (—A"y,y); y € D(A*), z € D(A)

C’est a dire x et y sont solutions du systéme :
{ u=x— A%y
v=Ar+vy
On prend z = Ryu + RaA*v = Ryu + A*R v
Vu que AA*R +v = (I — Ry+)v, alors
(x, Az) = (Rau + A*Rav, AR u + AA*R4+0)

RA A*RA* u *
(ARA 1_RA*)(U>,VUGD(A)

On a donc le résultat pour tout v € D(A*) et en passant a la fermeture on obtient le résultat

Pg(A)a -

voulu.

Proposition 2.3.2 g, p et d sont des métrique équivalentes sur C(H). En effet :

g(A,B) < V2p(A,B) < 2v/2g(A,B) (2.3.6)
9(A,B) < d(A,B) < 2g(A,B) (2.3.7)

De plus,
(2.3.8)

g(A,B) = 9<A*7B*>

G(B) & A = B et d’aprés la remarque [2.2.1] en prenant

Preuve : Comme G(A) =

M = G(A), N = G(B),

On déduit que g est une métrique sur C'(H ).

Pour montrer que p et d sont des métriques, nous remarquons que :

Ra- = Ry« = Spe = Spe = D(A*) = D(BY)
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Et
A*RA* = B*RB* = A*SA* = B*SB* = A* = B*, Yov c D(A*)

D’ou

p(A,B) = 0<—= A=DB
d(A,B) = 0«<—= A=21B

Pour les inégalités triangulaires, elles découlent des relations (2.3.6)) et (2.3.7). Démontrons

donc la relation (2.3.6)) , on a :

[9(A,B)]* = ||Paga) — Pow)l®
|| Ri—Rs ARy — B*Rp
o AR4 — BRp Rp« — R+

2 [|Ra — Ryll* + | Ra- — Ry

2

IN

? +||A*Ra- — B*Rp-||” + ||ARA — BR3|’]

< 2[p(A,B)]
D’ou
9(A,B) < V2p(A,B)

Comme (AR4)* = A*R 4+, alors :
|A*Rs« — B*Rp-|| = ||AR4 — BR3||
D’ou pour u = (u,0) et v = (v,0), on a :

~]12
l9(A, B) [vll* = ||(Poa) — Pa)d||
= [[(A"Ra+ — B*Rp-)v|* + ||(Ra — Rp)v]|”
[9(AB) |[ull® > || (Paay — Pawy)a||” = 1|(Ra — Re)ul® + [|(AR4 — BRg)ul”

Ce qui inplique que p(A,B) < 2¢(A, B).
Finalement

9(A,B) < V2p(A, B) < 2v29(A,B)

La relation (2.3.7]) est démontrée de la méme maniére.
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D’autre part : Pour la relation (2.3.8)) , on a

Gl T HeBn) = A* R g Ry — RA

= g(A,B) = g(A*,B*) Nous établissons mainte-

Dot || Poga) = Paw)|| = || Pawr) = Paw
nant des relations fondamentales entre la métrique g définie sur les sous-espaces fermés et

son extension sur C(H).

Proposition 2.3.3 VA, B € C(H), tel que R(A) est fermé on a :

[SIES

S(N(B).N(A)) < (1+72(A))35(B.A) (2.3.9)

preuve : Soit 6(N(B),N(A)) = 0, alors pour tout € > 0, il existe v = v(e) € N(B) telle que
[o]] = 1 et
(L= Py)o]| > 0.

Soit maintenant vy = Py4)v, v2 = v — vy. Alors Rqv; = vy, AR vy = 0 et Ryv; € N(A)*.
De la propriété 3) proposition(2.1.1]), on a :

(L+72(A) [Ravel® < [|Raval® + [ AR 4w

= (v2,Rv2) < [Jva]| [[Rava|

D’ou,

1
S —
1 Raal € 1y el

utilisons encore une fois la propriété (3) ,on obtinet :

(6(B,A)? > (1~ Pam(v.0)|
> (v,0) = (vi + Rava, ARvs) ||
> [lvg = Rava||* + [[AR avo|?
> ||vz||2—<vz,RAv2>
2( )
> | 2|| -

D'ou , 6(B,A) > (14+772(A))"2(0—¢) et puisque ceci est vrai pour tout & > 0, la proposition

est démontrée.
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Proposition 2.3.4 Soite >0 et A, B € C(H) telles que min(vy(A),y(B)) > ¢, alors,

g(N(A),N(B)) < (1 + 5_12> 4(A, B) (2.3.10)
1\ 2
g(N(A*),N(B*)) < (1 + ;> g(A,B) (2.3.11)

Preuve : En vertu de la propsition [2.3.3] on a :

2

S(N(A),N(B)) < (Hé) 5(A,B)

Et

2

S(N(A"),N(B¥)) < <1+€i2) §(A*,B*)

De la propriété 3) de la proposition [2.2.2) et de I'équation (2.3.8) ,on déduit le résultat.

2.4 Fermeture de 'image d’un opérateur non borné

On présente dans ce section tout les caractérisations qualitative de I'image d’un opérateure
non borné A € C(H). En fait on donne des conditions nécessaires et suffisantes pour que

R(A) soit fermé.

Théoréme 2.4.1 VA € C(H), alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. R(A) est fermé.
2. R(A*) est fermé.
3. Ao = A\ca) @ un inverse borné.
4. R(A) est fermée ||Az|| > m ||z||, pour tout x € C(A) avec m > 0.
5. v(A) > 0.
6. AT est borné.
7 4(A) = (A7),
8. R(A*A) est fermé.
9. R(AA*) est fermé.

10. R(ARA) est fermé.
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11. R(A*Ra-) est fermé.

12. A a la propriété Hyers-Ulam stabilité.
18. Aqg a la propriété Hyers-Ulam stabilité.
14. H= N(A*) @ R(A).

15. R(AS,) est fermé.

16. R(A*Sy+) est fermé.



Chapitre 3

Stabilité de la fermetur de ’image
d’un opérateur fermé

Ce chapitre est consacré a létude de la stabilité de la fermeture de 'image d’un opérateur
A € C(H) par les opérations algébriques. Nous remarquons qu’en vertu des propriétés (1) et
(2) du théoréme que le passage a ’adjoint conserve la propriété de la fermeture, de
méme d’une fagon naturelle pour le produit par un scalaire, c’est a dire R(AA) est fermé si
et seulement si R(A) est fermé .

Etudions en premier lieu dans quel cas a-t-on stabilité de la fermeture de I'image par passage a
la limite. Cette stabilité sera ensuite étudiée pour les opérations d’addition et de composition

des opérateurs non-bornés.

3.1 Stabilité par passage a la limite

On établit dans cette partie que la limite au sens de la métrique du gap g d’une suite
d’opérateurs (A,) € C(H) a images fermées qui converge vers A € C'(H) nous donne un

opérateur & image fermée dans H.

Théoréme 3.1.1 Soit (A,) € C(H) une suite d’opérateurs qui converge vers un opérateur
A de C(H) au sens de la métrique g et soit € > 0 independant de n, telle que v(A,) > & pour
tout n € N. Alors y(A) > € (ce qui équivaut & R(A) fermé dans H ).

Pour cela, 11 suffit de trouver une topologie sur C'(H) telle que la restriction de la fonction
v : C(H) — R définie par v : A — v(A) alespace C.(H) ={B € C(H) : y(B) > ¢} soit

continue.
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En effet, pour B € C(H) on pose :

. RB — PN(B) B*RB*
Fp= ( Brs " 1 R (3.1.1)

En vertu de la proposition 2.1.7] il apparait facilement que Fp est un projecteur orthogonal
sur B(H @ H) et que d(B1,By) = ||Fs, — Fp,|| est une métrique sur C'(H) vérifiant pour By,
B, e C(H):

d(By,B2) < g(B1,B2) + g(N(B1),N(Bz)) (3.1.2)

9(B1,By) < d(B1,Bs) + g(N(B1),N(B3)) (3.1.3)

Lemme 3.1.1 Soient By, By € C(H), alors :

[V(B1) = v(B2)| < v/ (1+~2(B1)(1 + 72(Bs))d(B1,Bs) (3.1.4)

Comme d est symétrique, il est suffitsant de montrer que :

Y(Bz) < V(1 +72(B1))(1 +v2(Bz))d(B1,B2) + v(B1)

Preuve : Soit u € C(By) = D(B;) N N(By)*, alors Fp, (u,Byu) = (u,Biu).
En posant (v,Byv) = Fg,(u,Bju). Donc, v € C(By) = D(By) N N(Bs)*. On suppse que
7(Bg) > 0 (pour le cas ou v(By) = 0 'inégalité est évidente), alors :

V(B ull < A(Ba) llu— vl +~(Bs) o] (3.1.5)
< 3(B2) |lu—v]| + | Byu — Byol| + | Byul
< A+ 2B) lu—vl® + | Bru— Bov|> + | Byul
= /(1 +72(B2))V/ Fp, (u,Biu) — Fp,(u,Biu) + || Bul
< d(Bu B+ 2B [l + | Buull® + || Buu|

Comme l'estimation est vraie pour tout u € C'(By), on obtient le résultat volou.

Lemme 3.1.2 Soit (A,,), € C(H) une suit convergente vers un élément A de C(H) au sens
de la métrique g, et € > 0 (independant de n ), telle que v(A,) > & pour tout n € N. Alors
la suite (N(A,))n converge vers N(A) au sens de la métréque g . Précisement on a :

9IN(AL), N(A) < (1+ 5)g(A,, A) (3.16)
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Preuve : De la Proposition ,on a:

L1
9N (An),N(Am) < (14 55)29(An,Am) (3.1.7)
Il s’ensuit que la suite (N(A,)), est une suit de Cauchy dans ’espace métrique de tous les
sou-espaces fermés de H par rapport & la métrique induite par g. On déduit que la suit

(N(A,,))n converge vers un sous-espace fermé A de H. Prenons m — +oo dans la fermule

[3.1.7], on trouve :

JN(A)A) < (1+ 5)dg(An,A)

Veérifions que A = N(A). On remarque que :
6(N(A),A) < O(N(A), N(A4,)) + g(N(An), A)

Puisque les deux membres 6(N(A),N(A,)) et g(N(A,), A) tendend vers zero quand n tend
vers +00, on conclut que 6(N(A),A) = 0 ou bien N(A) C A.
Supposons maintenant qu’il existe un vecteur normalisé u € A tel que u soit orthogonal &

N(A). Alors

||ARAU|| S ||ARA(1 — PN(An)u” + H(ARA — AnRAn)PN(An)UH (318)
< ||ARA||6(N(Ay),A) + p(A,A,)

Comme les termes de droite de la formule tendent vers zero quand n tend vers —+o0,
on déduit que AR u = 0 et alors u € N(AR4) = N(A) (voir la propriéte 5 de la propo-
sition , d’ou v = 0 d’ou la contradiction. Maintenanant on sait que u existe et on a
d(A,N(A)) < 1 et d’aprés la propriété (2) de la proposition , 0(A,N(A)) = 0 clest a
dire. A = N(A).

Maintenant demontrir le théoréme 3.1 :

Preuve : (du théoréme

Des lemmes [3.1.7] et et de l'estimation , on déduit que la fonction 7 est continue
sur C.(H) muni de la topologie induite par la métrique d. Alors g(N(A,),N(A)) — 0 et
puisque g(4,,A) — 0, on déduit de la formule [3.1.2] que d(A,, A) — 0. Finallement, on a
e < lim y(4,) < v(A).

n—-+o0o
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3.2 Stabilité de la somme

Nous donnons dans cette partie des condition suffisantes pour la fermeture de l'image de
la somme de deux opérateurs fermées. Nous remaquons que le théoréme |3.2.4] généralise le

résultat obtenu par Moslehiane et Sadeghi [4]pour le cas ou B est un opérateur borné et

R(A+ B) = R(A) + R(B).

Théoréme 3.2.1 Soient A,B € C(H) avec R(A) et R(B) fermés dans H. Si R(A)+R(B) =
R(A+ B) et
e (R(A),R(B)") <1 oue (R(A)*",R(B)) <1 (3.2.1)

Alors A+ B a une image fermée dans H.

Preuve : Le théoréme est une conséquence directe de 8) de la proposition m

Ona:

e (R(A),R(B)") < 1= (R(A)+ (R(B)")") est fermé
et comme R(A) + R(B) = R(A+ B) alors R(A + B) est fermé.

On sait qu’en général la condition R(A) + R(B) = R(A + B) n’est pas réalisée, donc on
énnonce des résultats dans le cas fréquent R(A) + R(B) & R(A + B),
Avant cela, nous rappellons un théoréme de Fillmore-Williams pour le cas des opérateurs

positifs.

Théoréme 3.2.2 [2] Soient A et B deux opérateurs positifs sur H & images fermées R(A) et
R(B) dans H. Alors A+ B a une image fermée si et seulement si R(A) + R(B) est fermé
dans H.

Donnons maintenant un théoréme plus général :

Théoréme 3.2.3 Soint A, B € C(H), B a une image fermée et N(B) = {0}. Alors si

v(B)
V(1 +7%(A)(1 +%(B))

p(A,B) < (3.2.2)

R(A+ B) est fermée dans H.

Preuve : Le théoréme découle directement du lemme suivant
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Lemme 3.2.1 Soient A, B € C(H) telle que B a image fermée et N(B) = {0} . Alors si

V(B)
On a :
[V(B) = 7(A)| < V(1 +72(A)(1 +~2(B))p(A,B) (3.2.4)

Théoréme 3.2.4 Soit A € C(H) a image fermée dans H et B € B(H).
1. Si||B|| < v(A) et C(A+ B) C C(A) N C(B) alors R(A+ B) est fermée dans H.
2. Sil|]ATB]|| <1 et R(B) C R(A) alors R(A+ B) est fermée dans H.

Preuve

1. Puisque R(A) est fermée dans H, on a :
[Az] = ~(A) [lz]|, Vo € C(A)

En utilisant le fait que C(A + B) C ¢(A) N C(B) et que B est un opérateur borné, on
obtient pour tout = € C(A + B),

I(A+ B)z|| = [Az| — || Bz

(v(A) = 1B [l«]

AV

Comme (v(A) — [|B]|) > 0, on déduit alors que v(A + B) > 0, ce qui implique que
R(A + B) est fermée dans H et cela d’apré le théoréme

2. Puisque AA"T = Pp(a) est le projecteur orthogonal sur R(A), on a AA*B = Pray B =
B si et seulement si R(B) C R(A) : Il s’ensuit que A+ B = A+ AATB = A(I+ A™B),
d’ou R(A+ B) C R(A). Comme |[|[ATB|| < 1 alors (I + A" B) est inversible d’inverse
dans H. Ce qui montre que R(A + B) = R(A).

3.3 Stabilité du produit

Dans cette section, nous donnons une condition suffisante pour que le produit de deux opé-
rateurs de C'(H) a images fermées soit un opérateur fermées a image fermé. En effet, on

a



Théoréme 3.3.1 Soient A,B € C(H) telle que R(A) et R(B) sont fermées dans H ; N(AB) =
N(B), N(BA) = N(A), R(B) C N(A)tet R(A) C N(B)*. Alors si, g(A,B*) < 1, AB €
C(H), BA € C(H) et R(AB), R(BA) sont fermées dans H.

Preuve : Dans [3] les auteurs ont prouvé que si g(A,B*) < 1, alors AB et BA sont des
opérateurs fermés densement définis sur H.

Comme R(A) et R(B) sont des sous-espaces fermée de H et en vertu du théoréme[2.4.1] alors
onad(A)>0,86DB)>0et

o(A) [[z]] < [|Az]]
0(B) [l«] < [|Bx]]

Puisque N(AB) = N(B) et R(B) C N(A)*, il s’ensuit que :
|ABz||

reC(AB) ||$H

| ABz||
z€D(AB)NN(B)+ ||93||

| Bz ||
2eD(ABNN(B)L ||zl

> §(A) inf M:
zcC(B) ||zl

J(AB) =

v

5(A)
5(A)5(B) > 0

On déduit que R(AB) est fermée dans H.
En utilisant les hypothéses N(BA) = N(A) et R(B) C N(A)L, on obtient de la méme
maniére que §(BA) > 6(B)d(A) > 0 (i.e)

| BAz||
veC(BA) |||
[ABz|
2eD(BANN(A)L ||z
[ Az
zeD(BANN(A)L ||z

A
it 142
zeC(A) x|

§(BA) =

v

5(B)

\%
=
S

= 5(A)5(B) > 0

Donc R(BA) est fermée dans H.
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CONCLUSION

Dans ce memoire, on ennonce des théorémes donnant des conditions suffisantes garantissant
la stabilité des images fermées par rapport aux opérations d’additon, de multiplication et de

passage a la limite d’une suite d’operateur fermé.
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