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Introduction Générale

L’analyse par ondelettes est apparue sous ses formes modernes, au début des années 80,
dans un remarquable article d’Alex Grossmann et Jean Morlet.

Graces aux traveaux de M. Razzaghi et Yousefi, on peut résoudre les équations dif-
férentielles en utilisant les ondelettes de Legendre en une dimension (1D) et la matrice
d’intégration P.

Les travaux de Persian[5] permettent de généraliser cette résolution en deux dimension
(2D) graces a l'intervention des matrices P, et P,.(Voir Fukang Yin , Jungiang Song et
Imran Aziz,Siraj-ul-Islam, Bozidan Sarler)[1].

Beaucoup de phénomeénes chimiques sont décrits par des systémes de réaction-diffusion
[6] modélisés par :

( %—div(d,Va) = —k,ab,
S—div (d, V) = —k,ab — kabc,

9 —div (d,Vc) = kyab — kabe,

94— div (d,Vq) = kybe.

\

ces réactions chimiques ont lieu généralement dans un domaine de R3.

Afin de généraliser les différentes méthodes sus citées pour résoudre les problémes posés
dans R3, on propose de déterminer les ondelettes de Legendre en (3D) et leur matrices
d’intégration.

Ce travail est organisé de la fagon suivante :

Dans le premier chapitre on donne une description générale des polynomes de Legendre.Le
deuxiéme chapitre aborde la méthode de décomposition en ondelettes de Legendre en une
dimension(1D) et un résumé en deux dimensions (2D) des traveaux de Persian. Le dernier
chapitre est consacré aux calculs explicites des matrices d’intégration en (3D).

A la fin de ce document on donne des perspectives .



Chapitre 1

Introduction aux ondelettes de
Legendre

1.1 Les Polynomes de Legendre

Les polynémes de Legendre sont les solutions de 1’équation différentielle de Legendre,

(1 =) §=2mj+m(m+ 1)y = - [(1—2) ] +m(m+ 1y =0,

Définition 1.1 Iis sont définis sur [—1, 1] par la relation de récurrence

Piio(z) = (%) T Pri1(z)— (i-ié) Py(z),k e N

Py(z)=1 et Pi(z)==x

et par I’expression qui est connue sous le nom "Formule de Rodriguez",

1 dam m
Définition 1.2 L’expression
1
p(z,h) = h| <1

\/1—2xh—i-h27

est appelée fonction génératrice des polynomes de Legendre, et on a :

o0

p(z,h) = Po(x)+hP(z) +h°Py(x) +--- =Y h"Py(x).

m=0
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Proposition 1.1 Il est utile de disposer de quelques valeurs particuliéres qui suivent, prises
par les polynémes de Legendre

Po(1) = (1)"=1,YmeN

m 1 Si m est paire
P = (-1 ={ ’

-1 Si m est impaire

Remarque 1.1 les six premiers polynomes de Legendre sont :

( Po(l'):]_

Py(x) =224 —22432

_63,5_ 170,315
| Ps(z) =% v°—Sa’+3w

Proposition 1.2 Les polynémes de Legendre vérifient la relation de récurrence suivante

/

P, (@)= P, ()= (2m+1)P, (x)

Preuve. Pour démontrer cette relation on utilise [’égalité vérifiée par la fonction génératrice

10p  Op dp
h Ox h@x 2h8h o=

En remplagant dans cette derniére par o(z, h)=3 " h™ P, (z), g_i(l’a h)=3%""% hmPT/n(x)I
et 22 (x, h) = 3%  mh™ 1P, (x), on obteint :

Y (Pl (@) = Pl (@) = (2m + 1) Py () A= 0

m=0

Donc

’ ’

BPpya() = Py () = (2m + 1) P(z)

Proposition 1.3 Les polynomes de Legendre constituent une suite de polyndémes orthogo-
naux c’est-a-dire :
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1 0,Si m # n;
/_ Po(2)Pa(x)d = {

2 Co
SpTe DL = M.

Preuve. On démontre que les polynome de Legendre sont orthogonaux par rapport au
produit scalaire (P,,(x), P, (z)) :f_ll P,(x)P,(x)dx
c’est-a-dire :

/_1 Po(2) Pa(2)dz = 0,Si m #n (1.1)

1
Pour montrer (1.1) on écrit I’équation de Legendre

(1—2°)§—227+m(m+1)y=0 poury=P,, (z),

sous la forme

% [(1 — 2?) P,’n<x)] +m(m+ 1P, (x) =0 (1.2)
En écrivant (1.2) pour P, (z) :
d

- [(1 —2?) P;L(a;)] +n(n+1)P, (z)=0 (1.3)

En multipliant(1.2) par P,(z) et (1.3) par P,,(z) puis en soustrayant on obtient :

LT P )] Baa) 4 i+ B0 Pa)
LT 22) @) Pule) 4 DPa@IB )
=0
=
% (1= 22) P ()] Pule) - % (1= 22) P (@)] Pu(@)+ [m(m + 1)=n(n + D] Py(e) Pa(z) =0
Comme
d ) / /
%((1 ) [Pn(x)Pm(x) — Py(z)P,(2)|)
- %(Pn(x)(l —?)P, () — Pu(2)(1 — )P, ()
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En intégrant on a

1

[(1 — xQ)(Pn(x)Pm(x) — Pm(:v)Pn(x))]l_ = m(m+1)—n(n+1)] / P.(z) P, (x)dx

-1
1

0 = [m(m—i—l)—n(n—kl)}/ P,(x)P,(x)dx

-1

/_ P, (z)Py(x)dx =0, si m#n

Et pour démontrer

cela revient a
2
2m+1

1Pu(@)II” =

En effet : pour m > 1, on peut utiliser la relation de la proposition (1.2), dont on déduit
(en utilisant le fait que, pour tout l{;,P,;_l est de degré k — 2 < k donc est orthogonal a P,
et en affectuant une intégration par partie) :

(P, (2m +1)B,) = <Pm,P;n+1 - P;H> - <Pm, P;H1> car <Pm,P;n,1> —0
- [Pum+1]1_1 - <P7/n7Pm+1>
= {Pmpm—&-l]l—l: Pm(l)Pm-i-l(l) _Pm(_l)Pm+1(_1)

= 14+1=2

on obtient

et par suite
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1.2 Les ondelettes

Définition 1.3 Les ondelettes forment une famille de fonctions construites a partir de la
dilatation et translation d’une fonction unique ¥ dans l’espace L?(R) appelée ondelette mére.

1

U,(z) = ‘a%

W)
a,be R, a#0
Remarque 1.2 Lorsque le paramétre de dilatation a et de translation b varie de fagon conti-

nue, on a une famille d’ondelettes continue. On parle d’une famille d’ondelettes discrétes, si
les parameétres a et b prennent des valeurs discrétes

a = ap,ay > 1

b =nboa,™, by > 1,

pour n et m des entiers positifs.

La famille d’ondelettes discrétes la plus utilisée est

Upm(z) = lag|? U(al'z — nby).



Chapitre 2

La matrice opérationelle d’Intégration
d’ondelettes de Legendre en une
dimension (1D)

2.1 Les ondelettes de Legendre en (1D)

Définition 2.1 Les ondelettes de Legendre en une dimension, notées V,, ,,(x) = ¥(n,m, k,x) |
sont définies sur l'intervalle [0, 1] par :

(m4+1)25 P, (z); P, (x) = P, (2%z —2n 4+ 1) Silt<a <z,

U, m(x) = (2.1)

0 Sinon
ol pour tout entier fixé, k >0, n=1,...,2" ! représente le nombre de niveaux de la
décomposition de I'intervalle [0, 1] et m = 0, ..., M — 1 est le degré du polyndme de Legendre.

Proposition 2.1 La famille {V,,,,},<,<or-1 forme une base de ’espace L*([0,1]).
m>0
Preuve. On doit démontrer que tout élément U € L*(|0,1]) peut étre décomposé en :

ok—1

= Y ) C LTl
n=1 m>0
ol
1
C.n = < U(x),\I!n7m>:/ Ulx)¥,  (z)dx
0

0 atlleurs
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on a d'une part U,(z) € L?([0,1]) car

/01 U(x)dr = /I U?(x)dx </01 U?(x)dr < oo

D’autre part, en posant

T = 2% —9on+1et Un(T) = Un/ln($)7

on a : U,€ L*([~1,1]) par rapport a la variable T
en effet :

1 1
/ UX(r)dr = [, U, (2)2%de = Qk/ U?(z)dr < oo
-1 0

Ainsi et comme les polynomes de Legendre { Py, ()}, forment une base de L*([—1,1]) =|

Un(7) = C,,.Pu(7)
m>0
ol
(P.0,) 1 v
cC. = —T=_(2m+1 / P, (T)U, (7)dT
) H.Pm||2 2( ) L ( ) ( )
1
- 5(2m+ 1)/ P2z —2n + 1)U, /1, (z)2"dx
I'n,
1 1
= (m+ 5)2’“/ Upn(2) P (282 — 2n + 1)dx
0
Ainsi
oo 1 1
Upr,(z) = > ( +§X/lh@ﬁﬂfx—%ﬁ&ﬂ@ﬂﬁ?w—%+n
m>0 0
o] i 1 N 1 E 1 A
= ) 2 mt P2 =20 +1). [ Un(@)2%4/m+ S P2 — 20 + 1)da
m>0 0
=
2k=1 oo

U) = Y ) C, Vym(z)

n=1 m>0



2.2. APPROXIMATION D'UNE FONCTION DE L3([0,1]) 11

2.2 Approximation d’une fonction de L*([0, 1))

D’aprés la proposition(2.1), toute fonction U de cet espace peut s’écrire de la fagon

suivante :
2k—1 “+o00

U@)=Y_> C, . Vyu(x), (2.2)

n=1 m=0

avec C, =<UV,  >= fl U(z)V,, . (x)dz, tel que <.,.> désigne le produit scalaire

n,m 0

dans L%([0,1]).

Pour des raisons techniques on tronque la série (2.2), on obtient

2k=1 pr—q

U=y Y C, V()

n=1 m=0

ott C et ¥(x) sont des vecteurs de dimension 2¥~*M donnés par :

Y

T
C _= [0170, ey Ol,M*l’ 0270, ceey OQ,M*I’ ceey C2k—170, ceey C2k—1’M71j|

U(z) = [\1;170(;5), e 1 (@), W (@), o Uy (), ey Uit (), o \Ilzk_17M1(x)}T,
(2.3)

A titre d’exemple, on peut écrire la fonction U(z) = 1 dans la base d’ondelette de Le-
gendre (2.1).

En effet,
2k=1 p—1
1~ Z Z C,Vnm(z) = T (2),
n=1 m=0
alors,

1
C,.=< 1,\I!n,m>—/ U, m(x)de
0

Pour illustration, on prend k£ = 2; M = 3; on trouve
‘Ijl,o(w) :\/§
Uy (z) =v/6(4r — 1) sur lo,— { (2.4)
Uy o(2) =V10(3 (42 — 1)* = 3)
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Vo 0(2) =2
1
WUy (z) =V6(4x — 3) sur {5, 1 [, (2.5)

Wya(x) =V10(3 (42 — 3)* — )

et

2.3 La Matrice Opérationnelle d’intégration

On inteégre sur l'intervale [0, z| la fonction vectorielle W(x) définie en (2.3), on trouve

/0 "W (r)dr—P, U (z)

ol P, est la matrice opérationnelle d’intégration de dimension (2°7'M) x (28-1M1).

Pour le calcul de cette matrice, on prend M =3 et k =2c’estadiren =1,2etm =0,1,2
on intégre (2.4)-(2.5) sur [0, z| on trouve
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\/§xsi0§w<%

/\Ill’()(T)dT =
/s
' P sig<a <1
1 V2 1
= Vot—F=V 1 +-¥
1010 G L1t 5 %20
T
1 vV2 1
= |-,—=,0,=,0,0| Y(x).
[4 446 2 (z)
z 2v62% — 6z si 0 <z <3
/\Ifl’l(T)dT =
’ 0sii<z<l
By,
= ‘I’lo—i‘ Uy o
12v5
T
= \/_,0, V3 0,0,0] W(x).
12v/5
T
* 5
/ Uio(r)dr = — Vo Vi1 =10,— V5 0,0,0,0| WY(z).
0 20v/3 201/3’
/\IJQ’Q(T)dT = /\/§P0(47'—1)d7'
0 0
1 V2 1 V2
= —Uyo+—=V91=10,0,0,-,——=,0| Y(z
42,04\/62,1 RN (x)
. N V3, 8
Voi(r)dr = ——=Vyot—7=Vy,=10,0,0,— ,0,——
/0 2,1(7) 1o Y20 125 12\/—
x \/g \/5 T
/ Uoo(r)dr ~ — Uy,=10,0,0,0,——=,0 ()
0 20V/3 20V/3

Alors,
/ U(7)dT = Psys¥(x),
0
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avec
_ /3 -
1 NG \()[ 2 0 0
3 3
-5 0 3VE 0 0 0
. 1| 0o -2 0 0 0 0
6x6 — V2 )
4 0 0 0 1\[ V6 \O[
3 3
0 0 0 -5 (3[ 3E
5
i 0 0 0 0 ~53 0 |
L3><3 F3><3
P _
0% |:03><3 L3><3
ou
V2
1 NG 0
L3ys = -0 %
V5
et
2 00
Fs.3 = 0 00
0 0O

En généralisant, on obtient

L F F F F
0O L F F F
1 O 0o L F ... F
= %l00 0L F F
i 0O 0 0 0 0 L |
avec,
[ 1 L 0 0 0 i
_ 1 \65 _1 0 0
V3 V3v5
0 __1 0 _1 0
I — V35 . VBT
0 0 T 0 0
: 1 .. 1
. T V2M —5+2M—3 1 M —3v/2M—1
| 0 0 0 T V2M—3v2M—1 0 i




2.4. LES MATRICES OPERATIONELLES D’INTEGRATION D’'ONDELETTES DE

LEGENDRE EN DEUX DIMENSIONS (2D) 15
et
2 -0
F = :
0 -0

Avec L et F' sont deux matrices carrées de dimension (M x M).

Razzaghi M. et Yousefi S[4]. sont les premiers qui ont établi la matrice opérationnelle
d’intégration en une dimension (1D), puis Persian[5] généralise ce travail en deux dimensions
(2D), ces résultats sont résumés dans la section qui suit .

2.4 Les matrices opérationelles d’intégration d’onde-
lettes de Legendre en deux dimensions (2D)

Définition 2.2 Les ondelettes de Legendre en deux dimensions, notées
U oam@y) =Y(n,m,n,m,k k x,y), sont définies sur le carré [0,1] x [0,1] par :

n—1 n_ n—1 i)
e <gr-1 Py <y <2;;_1

3
_|_
[N
3
+
N | =
]
i
=
i
-
<A

[N~}

\Dn,m,h,r‘n (fL’, y) =

ou P,(x) = Pm(Qkx —2n+1),P, (y) = Pm(zky_zh +1)

2.4.1 La matrice opérationelle de la variable z

Comme dans le cas monodimensionnel, cette matrice notée P, est obtenue par intégration
par rapport a la premiére variable de la fonction vectorielle ¥(z,y) sur [0, z|.

On obtient la martice de dimension (2’“_12’\“_1]\/[]\\4) X (2k_12k_1MM> donnée par :

L F F F

O L F F
p - 1loo 1L F
X 2k .

S F

_OOO L_

telle que O et O sont les matrices zéro de dimension (2’“*1M M ) X <2k*1M M )
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et (ZkflM ) X (2’“*1M ) respectivement. F, L sont des matrices carrées de dimension

(2’“*1MM> X (2’“*1MM> définies comme suit :

[ 2] O O O
O O O O
F o= O O O O |:G=2"'M
: O
L O 0 O O |
. 0 0
1 1
L = O Tagle ¢ Ve ;
O O _\/g\ﬁIG O PR O
1 . -1
..\. ..\. ; —Wmlc;’ . mmIG
O O @) ) NGIT; 31 ! 0
L - -1 @

2.4.2 La matrice opérationelle de la variable y

cette matrice notée P, est obtenue par intégration par rapport a la deuxiéme variable de
la fonction vectorielle ¥ (z,y) sur [0, y].

On obtient la martice de dimension (Qk_IZk_lMM> X (Qk_12k_1MM> donnée par :

D O O --- O]

OD O --- 0

p - loobp o0
ok | ..

: . 0

0 0 0 -+ D|

telle que O est la matrice zéro de dimension <2k’1M M ) X <2k_1M M ) , et D est la
matrice carrée de dimension (2’;*1]\4 M ) X <2k*1M M ) définie comme suit :
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e}
O

]
o

o

O/ Q,ﬁl’—‘ —

@Y%

0 0 ]
0 0
L F 0 ;dimL:MxM
: 0
0 L]
0 --- 0]
0 -0
0 -0 ;dimF:MxM
: .0
0 - 0
500
L
V5T
. _2M—\512M—3
O O O




Chapitre 3

Les matrices opérationelles
d’intégration d’ondelettes de
Legendre en trois dimensions (3D)

Dans ce chapitre nous allons généraliser les résultats obtenus en (1D) et ceux obtenus en
(2D) a la troisiéme dimension(3D) .

3.1 Les ondelettes de Legendre en (3D)

Définition 3.1 Les ondelettes de Legendre en trois dimensions, notées
U mimam (T, Y, 2) = U(n,m,n,m,n,m,k, bk, x,y, z) sont définies sur le domaine
I =[0,1] x [0,1] x [0, 1] par :

k+k+k

(
V4D 1) (025 ()P (5) P (2)
Si
an,m,h,ﬁz,ﬁ,ﬁl(xa Y, Z) = ] . - (31)
2’C 1<J]<2k 172k 1= y<2k 199k—1 < 212—17
0 Sinon
\
ou k, k‘ k sont 3 entiers strictement positifs fixés,n = 1,...,2"1 n=1,. Zk_let n=1,... ,2]_“’1 I
représentent les niveaux de décomposition de [ suivant z, y et 2z, m=0,..., M — 1,

m=0,...,M—1letin=0,...,M —1,sont les degrés de polynome de Legendre (ou M, M M EI
N * sont le nombre de points de collocatlon de la discrétisation).

18
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ou

Po(z) = P2z —2n+1),
Puly) = Pu(@y—20+1),

Pu(z) = Pn(2%2—2a+1).

sont les polyndéme de Legendre d’ordre m,m,m respectivement sur l'intervalle [—1,1].

Proposition 3.1 (l'orthonormalité d’ondelettes de Legendre en 3D)

Les ondelettes de Legendre en 3D forment un ensemble orthonormé sur I = [0, 1] x [0, 1] x [0, 1]}
c’est a dire :

1 1 1
/ / / Um0, 2O, (g, 2)dadydz= GG Oy Do, O B
0 0 0

On commence par remarquer que si

n# ny ou N # Ny ou 1 # Ny, Ym,m, m, my, myq, mq

alors
1 1 pl
/ / / \Pn,m,h,m,ﬁ,fn ('/”U7 y7 Z)\I[nl,ml,hl,ml,ﬁl,ﬁll <x7 y7 Z)dxdyd’z: 07
o Jo Jo
Car
Suqun,m,h,mﬁm N Suqunl’mlyhhml,ﬁhml = b
avec mes(E) = 0

Soient donc

n=nietn=n;etn=nmn
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1 1 1
Ey = / / / Vo mamam (T, Y, 2) ¥, LA ml(:p, y, 2)dxdydz
0 0 0

_n
ok—1 ok—1 ok—1
- Am,m,mAml,ml,ml
n—1 1 n—1

n—
2k—1 ok—1 ok—1

x P2z —2m+1)P, (2y—2n+1)P_(2" 2 — 27+ 1)

X Pp(@w—2m+1)P, (2'y—2m+1)P, (2" — 28+ 1)dedyd=

Tel que
A \/ 1., 1. 12k+k+E
P f— — — —_ 2
mnn = (4 5) () e+ )
1 R 1., 1. k+k+k
AM1,ml,m1 = (m1+§)(m1+§)(ml+§)2 2

En considérant le changement de variables suivant :
X=2%z—-2n+1 Y=20%y—2h+1 Z=2Fz—2n+1
dz :%dX dy :2ide dz zzi,-ch

I’expression de E; devient

111/ttt _ _ _ _ _
By = AmaunAmin i 35 o7 o7 / 1 / 1 / Pu(X)P, (V)P (2P, (X)P,, (V)P (Z)AXdYdZ

111 ['_ _ 1 _ _ _ _
— Am,m,mAml,ml,mlﬁz—kﬁ / 1 Pu(X)P, (X)dX / le(Y)Pml(Y)dY / le(Z)PmI(Z)dZ

En tenant compte de I'orthogonalité des polynomes de Legendre

E=0, Sim # my ou m # my ou M F My
111 ' _ L. _ L _
E, = Am:m:mAmlvml’mlﬁz_k?/ Pm(X)Pml(X)dX/ Pm(Y)Pml(Y)dY/ Pa(Z)P, (Z2)dZ
—1 —1 -1
o111 2 2 2

( mmm> 2k ok 2k 2m +12m +12m + 1

= 1, Sim:mletfnzmletm:ml
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3.2 Approximation d’une fonction L*(I)

On peut généraliser le résultat de la proposition(2.1) a la dimension trois (3D) c’est a
dire la famille d’ondelettes(3.1) forme une base de L?(I), alors toute fonction U de cet espace
peut s’écrire de la facon suivante :

2k—1 400 2]\6‘—1 400 215—1 400

Ulr,y,z Z Z Z Z Z Z o Y (2, Y, 2) (3.2)

n=1 m=0 n=1 m=0 n=1 m=0

Avec C, oo =< UV, s i > = fol fol fol Uz, y, 2)Ynmamam(T,y, 2)dedydz,
tel que < .,. > désigne le produit scalaire dans L?(T).

Pour I’approximation de la fonction U on tronque la série (3.2) , on obtient

Q

U(x7 y’ Z) Z nmnmnmqlnvmvh’ m(x y’ )

2k=1 pr—1 2k=1 Ny—1 2F=1 Nf—1
1 m=0 n=1 m=

n=1 m=0 n=

~ CTe¥(z,y,2)

N N k-1 _
ot C et ¥(xz,y, z) sont des vecteurs de dimension 2*~1M x 28=1M %2 M donnés par :

C= 01,0,1,0,1,0> ) 01,0,1,0,1,1\’4717 C'1,0,1,0,2,0> ) 01,0,1,0,2,1\’471’ C’1,0,1,0,2’5*1,07 B C’1,0,1,0,2’5*1,1\2171v
: Ol,O,l,M—l,l,O? e C(1,0,1,1\‘4—1,1,1\’4—1= C(1,0,1,1\‘4—1,2,07 ey 01,0,1,1\‘4—1,2'5*1,1\’4—17
- C10,2,0,1,0, -5 01,0,2,1\‘/[—1,215*1,1\71—17 R 01,0,2’%71,0,1,07 S 01,0,21%*1,1\‘471,215*1,1\’471 )
~C111,0,1,00 - -+ 01’1,2;;71’]\‘4,1,2;;71,]\*4,1, Sl Ol,Mfl,Zkfl,Mfl,Z’Efl,Mfl7

..0270,170,170, ciey 0270’2;;_17]\‘471’2;;_17]\*471, ciey 021@717071707170, ciey C2k_17M71’2]\c—17M71’2E—17M71.

U= ‘1’1,0,1,0,1,07 ey ‘1’1,0,1,0,1,1\71—17 ‘1’1,0,1,0,2,07 ) \Ijl,O,l,O,2,J\7[—17 ‘1’1,0,1,0,2’5—1,07 ) \111,0,1,0,2’5—1,1\‘4—17

: \Ijl,O,l,M—l,l,O? e @17071,1\‘4—1,1,1\‘4—1’ ‘11170,1,1\‘4—1,2,0’ ) \Ij170,17]\7[—1,2’5—17]\7[—1>
. @1,0,2,0,170’ e ‘P1,0,2,M71,2’5—1,M717 T \111,0,21%—1,0,1,0’ e \pl,o,zk—l,M—l,zﬁ—l,M—l )
~VY111,0,0,00 -+ \Dl,l,zkfl,M—l,zﬁfl,M—p a3 \Ijl,M—l,QkflJ\‘/f—l,QEfl,M—l7
..@2’071,071’07 ceey \112,072,;,17]\‘4_172,;,1’]\—4_1, ceey \1121@71’071’071’0, ceey \112’“*17M—1,2k*17]\\4—1,2’_€*17]\_4—1'

(3.3)
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3.3 Les formules théoriques d’intégration

Dans cette section on va développer les calculs formels nécessaires & la détermination des
3 matrices

3.3.1 Formule d’intégration par rapport a la variable x

Proposition 3.2 L’intégrale sur lintervalle [0, z] de la fonction vectorielle ¥(x,y, z) , est
donnée par :

Sim =0,

x
/ \IJn,O,h,m,ﬁ,ﬁ’L(Tv Y, Z)dT
0
( I i n=1 _n [.
V3 n,l,n,m,n,m('xa Y, Z) + n,O,h,m,ﬁ,ﬁ’L(m’ Y, Z) T € [2]“—1 2k—1 [ ’

~ ok 0, xe[%,%[pourﬁzl,'--,n—l, ()

n—1 _n

L 2W5 0,0,mmm (2,9, 2) s @ € [F,F[pour n=n+1,..-, 281

Sil<m<M-2

T
/ an,m,h,ﬁm,ﬁ,ﬁl(T’ Y, Z)dT
0

1 1 1 n—1 n .
2k /2m 1 |:\/2m+3 ‘I’n,m+1,h,m,ﬁ,m(l’> Y, Z)_ m‘l’n,mq,h,m,ﬁ,m(% Y, Z):| y L € |:2k—1 ygk—1 [ 3

- (Bz)

0, ailleurs

Sim=M -1

x
/ ‘I’n,MA,h,m,ﬁ,m(Ta Y, Z)dT
0

1 1 n=1 n .
_2’9’\/2M71 V2M—3 \Dn,M—Q,h,m,ﬁ,m(Ia Y, Z)a S [Qkfl s ok—1 [a

12

(vz)

0, ailleurs
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Ou y e |:2k 172k 1 [et z E |:2k 172kﬁ1 [
Preuve. On intégre ¥(x,y, z) sur l'intervalle [0, z]

. n
Pour m = 0, on obtient
/ \IjnOnmﬁﬁz(T Y, )d
0
([ Py(r)dr, z €[5k, 501 5
ok—1
= Ao,m,mPM(y)Pm(Z) < 07 VS [;k 11721;1[]701/”"77/_ 1 7n_17;
kalPO( )dr, v € [, g [ pour i=n+1,--- 281

\ 2k-1

5 .

7

1y 1 k+k+k @ n-1 n
VD)2 Pa(y)Pa(a) [y, @ € [0 [s
= 0, xe[znkllq,;l[pourn—l con—1;
1/ .8 1 l 2k+i€+kP\ P 2];’11 fA—1 A P 1 o
L 2(m+2)( +2) 2 m(y) m(z) [T] 7};11 ) VIS |:2k 1y 9k— 1|: pou/r n n+ ’
=
( L [Tn dngm L Lo ot 1 =n
27\/§(m+§)(m+§)2 2 Pm(y)Pm( z) X (2 r—2n+1+1), x [Qk Tr9k—1 [;
= 0, xe[;ll,z,;l[pourn—l con—1;
1 1/ 1 k+k+k: A .
| s+ D427 Puy)Py(2) x 1, w € [B2h, o[ poura=n+ 1,
(
[\/ig\lfn,m,m,ﬁ,m(x,y, z) + \Iln,(),h,m,ﬁ,m(‘r7 Y, z)] T € [2k L [;
_ n—1 n _ .
9k 07 7m€[2k Ty 9k— 1{]70“7"”—1 7')’L—1,,
\ 2\Ilfz,0,h,m,ﬁ,ﬁl(‘ra Y, Z) T € [Qk i) gkﬁ T [ pour n=n + 17 e a2k71'

Pour 1< m < M — 2 on obtient

k—1
2k,

k—1
., 2k1,
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T
/ \Ijn,mﬁ,fn,ﬁ,ﬁl (7—7 Y, Z)dT
0

[ Jazs Pu(r)dr, v €[5, o [
= Ammum(y)Pm(Z) 0’ T € [;’“;—1172’?;—1[ pourﬁ: 17"' ,n—l;
[25" Po(r)dr, x €[5, s [pour A =n+1,--- 271,
\ 2k-1
x
/ \I/n,m,h,m,ﬁ,ﬁz(7—7 Y, Z)dT
0
( 2]“(2;1%»1) [Pm+1<7-) - Pm_l(T)}zT;cill ) WS [273@;—117 QIYcL—l[?
= Ammmpm<y>Pm<Z) 07 x € [%7 %[ pour n = 1’ ceen — 1;

n

1

On a d’aprés la proposition(1.1)

[Perl(T) - mel(T)] L = perl(_l) - pmq(_l) =0,
[Pm+1(7—) - Pm—l(T>] 21%1 - Pm—i—l( 1) - pm_1( 1) =0.

Alors on aura

x
/ \anmvhzmzﬁ7m (T7 y’ Z)dT
0

n—1 n

1 1 1 .
il [\/2m+3 ‘I’n,m+1,h,m,ﬁ,m($> Y, 2)— o1 \I]n,m—l,h,m,ﬁ,ﬁz(xv Y, Z)} y T E [21@71 ) h—1 [ ;

0, ailleurs

ey [Fm1(T) = Pm—l(T)}zZ;}l T €[5, o [pour i =n+1,-
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Pour Si m = M — 1, on obtient

T
/ an,M—l,h,M,ﬁ,rﬁ(T? Y, Z)dT
0

1 1 1 n—1 n .
2F M1 [¢2M+1\D"7Mvhvf”vﬁ:m(x’y’z)_\/manvM*M:mﬁ:m(%y>z)} b= =1k

0, ailleurs

Comme ¥y, ps5.m.5.m (7, ¥, 2) ne figure pas dans le vecteur {¥(x,y, 2)}, on approche alors
cette intégrale par :

x
/ ‘I’n,MA,h,m,ﬁ,m(Ta y, z)dt
0

1 1 n—-1 _n .
_2’@\/2M71 \/2M73\I[n,M—27h,7h,ﬁ,ﬁz(xv Y, Z)a YIS [21971 ) ok—1 [ )

12

0, ailleurs

3.3.2 Formule d’intégration par rapport a la variable y

Proposition 3.3 On intégre sur l'intervalle [0, y] la fonction vectorielle V(z,y, z), on trouve

Sim =0,

Y
/ \Ijn,m,h,o,ﬁ,m (.I’, T, Z)dT
0

[%gqln,m,h,l,ﬁ,m(x, Ys Z) + \I!n,m,h,o,ﬁ,m(xv Y, Z)] » Y S [;k__ll 12;‘:\1_1 [;

=1 7

= — 0, >y€[2k 1721;71[130“7"71': 1,---,n—1; (Ozy)

=1 7

2\Iln,m,ﬁ/,0,ﬁ,m(xa Y, Z) Y S |:2;},17 gk—1 |:pO'LL7" ﬁ, =n+ 17 )

\

Si 2<m< M—2, on obtient
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Yy
/ \I/n,m,h,’r‘rb,ﬁ,’n_z (ZL’, T, Z)dT
0

2km [ﬁqjﬂ,m,h,fn+l,ﬁ,m<x7y7 Z)_\/an;_lan,m,h,mfl,ﬁ,ﬁ“L(x?y?Z):| y e |:2k 19 2kn1 |:? (6 )
= Y

0, ailleurs

Sim=M-— 1, on obtient

)
/ \IJnmnM lnm(xTZ)d
0

L 1 . a .
_Qk\/QM—l \/2M_3\I/n,m,h,M—2,ﬁ,m<x7 Y,z ) Yy e [2]C 179k—1 |:7
- (7y)

0, ailleurs

n .
ou € [Qk = 1[et z € [Qk T3k 1[,

Preuve. on suit les mémes étapes de la preuve de la proposition(3.2). m
3.3.3 Formule d’intégration par rapport a la variable z

Proposition 3.4 On intégre sur l'intervalle [0, z| la fonction vectorielle V(z,y, z), on trouve

Si m = 0, on obtient

z
/ \I[n,m,h,fn,ﬁ,(] (ZL’, Y, T)dT
0

(

1 1 _n_|.
ok [qu]n,m,h,m,ﬁ,l(xaya Z) + Wn7m7h7m7ﬁ70(x7y7 Z)] S [Qk 1r9k—1 [a
_ ~—__ N n_—1 n— |.
= 0, n —17"‘>”—1726[2E7172;§71[7 (az)
1 ~— k—1 n_—1 n—
L Q_EQ\I/n,m,h,mﬁ’,O(m?iyaz) T =n41- 20 0 2z e |:2k 1ogk—1 [

Si 2<m < M — 2, on obtient
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z
/ \Ijn,m,h,fn,ﬁ,m (:E7 y,T)dT
0

1 1 1 n—1 .
2];\/2fn+1 |:\/2m+3 \Iln,m,h,mﬁ,m—H(x? Y, Z)_\/ﬁ‘ljn,m,EM,ﬁ,m—l (I’, Y, Z)i| X € |:27LI§—1 72EL—1 |: )
— (82)

0, ailleurs

Si m = M — 1, on obtient

z
/ \Ijn,m,h,m,ﬁ,]\zfl(x7 Y, T)dT
0

_2k\/;]\—4 1 \/211\7[ qun,m,h,m,ﬁ,M—2(xayvz)7Z € [;E;}n% |:;

N _ _

- (v2)
0, ailleurs

N n—1 n n—1 n .
ou z & [2k—172k—1 [et ye |:2k7172k71 [a

Preuve. on suit les mémes étapes de la preuve de la proposition(3.2). m

3.4 Les matrices opérationnelles d’intégration

3.4.1 Détermination de La matrice d’intégration P,

Les formules d’intégration (), (6z) et (yx) s’expriment comme :

/\I/(T,y,z)dT = PY(z,y,2)
0

ou P, est la matrice opérationnelle d’intégration de dimension
<2k—12’5—12’5—1MMA7[) x <2k—12’5—12’5—1MMM> .

Pour le calcul de cette matrice, on prend M = M=DM=3etk="k=Fk=2cest a dire
n=1,2etm,m,m=0,1,2. P, est de dimension (216) x (216) définie comme suit :
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[ I \/% I36 036 2\[ 36 Q36 QBG |
- \{% I36 OF% ﬁgl 36 936 936 936
p - L 936 - ﬁg I36 Qsﬁ OF% O3 QS6
2k 936 (?36 936 I36 \/% I36 O3
936 QSG Qgﬁ - \{%I 36 O3 ﬁg I36
| Ose Ose O3z Os6 - ﬁgl 36 Oz |

En généralisant, on obtient

L F F ... F
O L F ... F
p - *loorL .- F
X 2k .
A 2
O O O L

telles que O et O sont les matrices zéro de dimensions (Qk_12k_1MMM) X (Zk_12’5_1MMM)I
et (2’\“_12’5_1]\\4]\74) X (2’%_12’5_1MM> respectivement. I, L sont des matrices carrées de di-
mension <2k_12’5_1]\/[]\\/[]\_4> X <2k_12E_IMMM> définies comme suit :

[ 2y O O O]
O 00 O
F o= O 0 O O | ;H =221
P 0]
5 00 .. 0
Iy Jln O 0 0
1 1
_7\§[H 10 \[3—\/5[}[ 10 O
Lo | 9 @l 9 vl ©
0 0 _\/ExﬁIH 0 0
1 1
\ Vo=l . Nl
| ¢ 0 0 0 ~ Vsl y o
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3.4.2 Détermination de La matrice d’intégration P,

Les formules d’intégration (ay), (Sy) et (vy) s’expriment comme :

Yy
/\IJ(:U,T,z)dT = Py¥(x,y,z2)
0

ou P, est la matrice opérationnelle d’intégration de dimension
(24128125 T NEAT ) x (25 12k 1R LM AT )

Pour le calcul de cette matrice, on prend M = M = 3,M=4etk= k =k =2 cest adire
n=12et mm=0,1,2,m=0,1,2,3. P, est de dimension (288) x (288) définie comme
suit :

D 0 0 0 0 0
O D 0O 0 0 O
s _ 1[0 0D o000
v = %ilo o o0 Do ol
0O 0 0 0 D 0
000 00 0 D|
Y 0 05 2I; O 06 0 ]
_\/Lg]G 016 ﬁg—fﬁ 016 O6 O6 06 06
Og \/5\/?;[6 Og NV Og Og Og Og
D — 06 O6 ﬁﬁk Os Oe 106 06 06 7
Og Og Og Og I Tg]@ Og Og
06 O6 O 06 —%[6 016 \/5;\/516 106
Os O6 O6 O6 O6 NG 016 Zle
i Og Og Og Og Og Og —WIG Og ]
dim D = dim 0= 48 x 48
En généralisant, on obtient
D O O - O]
O D O - 0
p _ 1loobp .. o0
Y L
: . 0
(000 - D
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telle que O la matrice zéro et D est la matrice carrée de dimension (2k_12’5_1M M ) X (2’\“_12’5_1]\\4 M ) ,I

définies comme suit :

L FF - F
0 L F - F
D= |00L - F ;dimD=<2k—12ff—1MM>x<2k—12k—1MM)
. . F
(00 0 - L
2Iy O O 0]
O O O O
F=10 00 O ;dimN,O:(Q%*1M>x(2E*1M>
: O
0 O O O |
A o
_7§IN O f3—\<gIN O O
L = O O~ ) O
! I ! In
2M—5\ 2M -3 N 2M—-3v/2M—1
O O O O SR )
L 2M—-3+/2M—1 J

3.4.3 Détermination de La matrice d’intégration P,

Les formules d’intégration («z), (5z) et (7yz) s’expriment comme :

/@(m,y,T)dT = PZ\I](ZC,y,Z)
0

ou P, est la matrice opérationnelle d’intégration de dimension

<2k‘12k‘12’5—1MMM) X (2k—12k—12’5—1MMM) .

Pour le calcul de cette matrice, on prend M = M = 3, M=4et k= k=k=2cest a
diren =1,2etm,m =0,1,2,m = 0,1,2,3. P, est de dimension (288) x (288) définie comme
suit :

telle que 0 est la matrice zéro de dimension <2E*1M ) X <2E*1M ) , et L est la matrice
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carrée de dimension <2E_1M > X <2E_1M > définie comme suit
(L 0 0 0 0 O]
0O L 0 0 0 0
bo_ 1|00z o000
= 9k 0O 0 0 L 0 0]’
0O 0 0 0 L 0
00000 L|
_ ) i}
11 7 (1) 0 2 0 0 0
5 0 Az 00 0 0 0
o T _ L% 0 o o o
g _\/5\/? M 1 g
L 0 0 0 0 1 \/Lg 0 0 ;dim L =8 x 8
1 1
0 0 0 0 ~7 01 NN (1)
0 0 0 0 0 VN 01 VN
i 0 0 0 0 0 0 ~ 7 0 |

En généralisant, on obtient
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D F F F ]
0 D F F
= 0 0 D Fl.et dimF=dimD=Mx M
Do F
i 0O 0 O D |
(2 00 -~ 0]
0 0O -0
: .0
i 0 0 0 -0 ]
— 1 —
1 7 0 0 0
-5 0 e 0 0
1 > 1 0
I ¥ N
= 0 0 — T 0 0
1 1
2M —54/2M—3 2M—3+/2M—1
0 0 0 0 L 0
L QM —34/2M—1 i




Perspectives

1- Pour les problémes stationnaires en (3D), on pense pouvoir généraliser la méthode de
Imran Aziz, Siraj-ul-Islam, Bozidan Sarler [2] et de Fukang Yin and Jungiang Song [1] .

2- Pour les problémes d’évolution, on peut combiner entre la méthode des différences
finies (pour approcher la dérivée temporelle) et la méthod sus citée pour I'espace.
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