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INTRODUCTION

L’objectif de ce mémoire est I’étude de la fermeture de la somme de deux

opérateurs fermés. On résoud aussi le probléeme de Cauchy :

{ ; {(;)(ti‘g Af(t)=g9(1); te€]o, 7] (0.0.1)

dans l'espace a valeurs vectorielles dans E ou (—A) est le générateur infinitésimal d’un
semi-groupe analytique borné sur F.

Tout ses résultats proviennent de ’article de Nikolaos Roidos"Preserving closedness of
operators under summation" Journal of Functional Analysis 266 (2014) 6938-6953.

Nous donnons une condition suffisante pour que la somme de deux opérateurs fermés soit
fermée. En particulier, nous étudions la somme de deux opérateurs sectoriels fermés dont
la somme de leurs angles sectoriels est supérieure a 7.

DA PRATO-GRISVARD, DORE -VENNI et NIKOLAOS-ROIDOS ont étudié le
probléme et donné une condition suffisante pour que la somme soit fermée.

DA PRATO-GRISVARD :

Considérent deux opérateurs sectoriels, le resultat est : la somme de deux opérateurs
fermés est fermable.

DORE -VENNTI :

Si les deux opérateurs sont sectoriels et BIP dans le cas des espaces UM D, le resultat est :
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la somme est fermée.

NIKOLAOS-ROIDOS :

Si 'un des deux opérateurs sectoriels admet un H*°-calcul et 'autre vérifie une condition
similaire & la sectorialité classique (c’est le T-sectoriel qui est plus faible que la propriété
BIP dans les espaces UMD ), alors la somme est fermée.

Ce mémoire est composé d’une introduction et de trois chapitres.

Dans le premier chapitre; on expose les notions principales utilisées : le H*-calcul,
les espaces UM D et les opérateurs : bornés, sectoriels et les opérateurs BIP. On énonce
les resultats abstraits de DA PRATO-GRISVARD, DORE -VENNI et
NIKOLAOS-ROIDOS.

Dans le deuxiéme chapitre; on étudie la fermeture de la somme de deux opérateurs
sectoriels fermés. On obtient le resultat de NIKOLAOS-ROIDOS

suivant :

Soit F/ un espace de Banach, A et B deux opérateurs sectoriels de résolvantes
commutatives avec la somme de leurs angles sectoriels est supérieure a .

Si un des opérateurs est T'—sectoriel et 'autre admet un H°—calcul borné, alors A + B
de domaine D (A) N D (B) est fermé et 0 € p (A + B).

Ce dernier résultat généralise le résultat du méme auteur cité dans le premier chapitre.
Dans le troisiéme chapitre; on applique le resultat abstrait du deuxiéme chapitre au

probléme (0.0.1]) pour obtenir la L¥-régularité maximale ie : A vérifie la LY —régularité
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maximale si pour un p (et donc pour tout), on a pour tout g € L” (0, 7; E) la solution

unique de
{ fr@)+Af(#)=g()
£(0)=0

vérifie

f)= /e(z_t)Ag (z)de € WHP (0, 75 E) .
0



Chapitre 1

Rappel et outils

Dans ce chapitre, on donne quelques notions de base utilisées pour réaliser ce travail.

1.1 Les espaces
1.1.1 L’espace H™

Définition 1.1.1 Soit E un espace de Banach et A € P (), 6 € |0,x[. On définit H® (6)

par l'espace de toutes les fonctions holomorphes bornées
f : C\Ag — C,

avec

Ag={z€C: |argz| <0},

FOl<e (%)

pour tout A € C\Ay et pour quelque ¢ > 0, n > 0 dépend de f.

telles que :
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1.1.2 L’espace UMD

Transformation de Hilbert

Soit £ €10, 1[, p € |1, o0]

vaLP()IHf—hmH(f )= lim fa:—s

e—0
e<|s |<—

Définition 1.1.2 Soit X un espace de Banach. Si la transformation de Hilbert est continue
de LY (R, X) dans L* (R, X) alors on dit que X posséde la propriété UM D

(Unconditionality of Martingale Difference).

Définition 1.1.3 Un espace de Banach X est dit (—convexe s’il existe une fonction

(: X x X — R vérifiant :

1. ¢ est symétrique et biconvexe.
2. ¢(0,0) > 0.

3. ((z,y) <|lz+vyl. Vr, ye X avec|z|]=]|y| =1

Théoréme 1.1.1 Toute espace (—convexe est UM D.

Exemple 1.1.1 1. Les espaces construit sur L¥ (R, X) avec 1 < p < oo, telque X est
UMD, sont des espaces UM D.

2. Les espaces de Hilbert sont des espaces UM D.

Remarque 1.1.1 Les espaes C', C“... ne sont pas UMD.
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1.2 Les opérateurs
1.2.1 les opérateurs fermés

Soit A un opérateur linéaire de domaine D (A), inclus dans un espace de Banach complexe X
a valeurs dans X.
Définition 1.2.1 On dit que A est un opérateur linéaire fermé si et seulement si pour toute

suite
{’In}nGN C D (A)7

telle que

Tn 2T, x € D(A)
Az, — vy Az =y.

Définition 1.2.2 On dit que A est un opérateur linéaire fermable si et seulement s’il admet

une extension fermée i.e pour tout suite

{Zn}peny € D(A),

telle que la suite x,, tend vers 0 lorsque n tend vers oo et Az, tend vers y, alors y = 0.

1.2.2 L’opérateur sectoriel

Soit E un espace de Banach, K > 1 et 0 € [0, m[, Soit Py () la classe des opérateurs

linéaires & domaine dense dans F tel que si A € Py (0) alors

Ag={z€C: |argz| <O} U{0} C p(—A) et|(A+ z)le < , Vz € Ay.

K
1+ 2|

Aussi, soit P (0) = U Py (0).
k

Les éléments de P () sont appelés opérateurs sectoriels de ’angle 6.



1.2 Les opérateurs viii

Si A € P, (0), alors en utilisant argument d’extension sectoriel, on a :

. L+ Al Ly 2K+ 1

Pour tout p > 0 et 0 € |0, [, soit I', 4 est la courbe orienté positive
{pei‘z’EC:9§¢§27T—0}U{Teii9€@:r2p}.

Si p=0, noté I', y par I'y.

1.2.3 Calcul fonctionnel

Le but du calcul fonctionnel est de construire f (7') quand 7T est un opérateur sectoriel et f
est une fonction holomorphe complexe.
Pour tout f € HS® (0) on peut étendre des valeurs dans Ay, et définir

un élément dans L (F) par :

f(=A) = 1 FO) (A4 N ""d

27 Jp,

1.2.4 L’opérateur BIP

Le puissance complexe d’un opérateur A € P () dans un espace de Banach E est définie
par l'intégrale de Dunford.

Pour Re (z) < 0 et p > 0 assez petit, on a :

1 z —1
AP = — =A)(A+ X)) " dA.
— [ N7+
Tpe

les puissances imaginaires sont définies par la fermeture de :

sin (4

it

mt) / NP(A+M\)2Ad\  dans D (A).
0
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S’il existe quelques € > 0 et o > 0 telque :

At e L(E) et ||A"| <6, Vte[—¢,¢g].

Alors

A" e L(E), VteR;

et il existe quelques constantes M > 1 et ¢ > 0 telque :
| A% < Me?M, teR.
Dans ce cas, on dit que A admet une puissance imaginaire bornée (BI P : Bounded Imaginary

Powers) avec angle de puissance ¢.

1.2.5 H™-calcul pour les opérateurs sectoriels
Définition 1.2.3 On dit que l'opératreur A admet un H— calcul borné si :

[f(=A)<Ca sup [f(N)|, VfeHT(®);
AEC\Ag

ot C'y > 0 depend seulement de A.

Remarque 1.2.1 Tout opérateur qui admet un H*—calcul est un opérateur BIP.

1.3 Les semi-groupes d’opérateurs linéaires
1.3.1 Semi-groupe fortement continu

Définition 1.3.1 Soit {G (t)}, -, une famille d’opérateurs linéaires dans X . On dit que cette
famille forme un semi-groupe fortement continu (Cy semi-groupe) dans X si elle vérifie

les propriétés suivantes
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1. G(0)=1.
2. Vs, teRT: G(t+s)=G(t) -G (s).
3. Vo € Xlimy o+ [|G(t)z — 2| =0

(G (t)z : Rt — X est fortement continu en 0).

Remarque 1.3.1 Sit € R, {G(t)} est dit groupe.

Exemple 1.3.1 Soit A€ L(X). Alorst — G (t) = e est un groupe sur X .

1.3.2 Semi-groupe analytique

Définition 1.3.2 Soit A = {z €C :py<arg z2<pyetp <0< 4,02}.

La famille {T"(2)},., C L (X) construit un semi-groupe holomorphe dans A, si

1. z — T (z) est analytique dans A.
22.T00)=T1etlim, 0T (z)z =2, VeelX,zeA.

3. T (z1+ 20) =T (z1).T (22) pour z1, 25 € A.
Remarque 1.3.2 Tout semi-groupe qui se prolonge en un semi-groupe

holomorphe dans D est dit analytique.

1.4 Somme des opérateurs

1.4.1 Approche de DAPRATO-GRISVARD

Définition 1.4.1 On dit qu’un opérateur P vérifie I’hypotése (HOp) si et seulement si
p(P)D Sy={z€C" :|argz| <7 —6}
telque 0 € [0,m) et lexistence d’une fonction paire convexe

Cp:|l-n+60, 1—0[—R
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telque :
- Cp (0)
H(P+z[) 1HL(X)§ 7] ,Vz € Sp. argz # .
Considérons I’équation abstraite :
Au+ Bu = f;

supposons que :

(DG1) : 3 R>0,3 04, 0p € [0,7) telque :
1. A vérifie (H0,) et B vérifie (HOp)
2. QA + (93 < T.

(DG2) : La commutativité au sens des résolvantes :
VAep(A),Vuep(B):
A+ XD (B+pl) ' =B+pl)  (A+ 27",
Le resultat principal de 'approche de DAPRATO-GRISVARD est le théoréme suivant

Théoréme 1.4.1 Si (DG1), (DG2) sont vérifient et f € Dg (0, 4+ o0) alors il existe une

unique solution u vérifient :

Au€ Dy (0,+00), Bu € Dg (0, + ).
1.4.2 Approche de DORE-VENNI
Soit X un espace de Banach complexe et A: D (A) — X, B: D (B) — X sont des opérateurs
linéaires fermés & domaines denses dans X. considérons I’équation abstraite :

Au+ Bu = f;

on suppose que :
(DV1) : R-U{0} Cp(A)Np(B) et il existe M > 1 telque :

max {||(A+ 07", B0} < % vt € R* U {0}
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(DV2) :Sixep(A), p€ p(B) alors :
DA =By = (- B (- A
(DV3) : VseR. A B e L(X). Les groupes s — A*, s — B sont fortement continue,

et on a :

| A% < Ke4, || B*|| < Ke’Fl avec 04 + 05 < .

Théoréme 1.4.2 Supposons que X est (—conveze et que (DV'1), (DV2), (DV3) sont véri-
fiées alors

(A+B) ' e L(X).

et
—zRz—1
(A+B)" = /A—de.

sinmz
)

1.4.3 L’approche de NIKOLAOS ROIDOS

Le resultat principal de I’approche de NIKOLAOS ROIDOS est le théoréme suivant :
Théoréme 1.4.3 Soit E un espace de Banach, A € P (04), B € P(0p) et commutant

aux sens des résoulvantes avec 04 > 0g et 04 + 0 > w. Alors A 4+ B avec

D(A+ B) =D (A)N D (B) est fermable et I’équation suivante :

(A+ B)x =y, Vye E
admet un unique solution
v € () (E, Da)y, N (E, Dp),, . Vg € [1, 00),
o<1
donnée par
1
T=o (A—2)"(B+2)"y d

FgB
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Si
y€|_|<E7 DA)Q,pU<Eﬂ DB)Q,pa er[lv 00)7
0>1
alors x € D (A) N D (B).
De plus, Si A admet un Hj\7) (64) —calcul borné, alors z € D (A)N D (B), Vy€E

et A+ B=A+ B.

1.5 Commentaire

La différence entre les trois approches :
L’approche de DA PRATO-GRISVARD s’applique sur un espace de Banach quelconque

et utilise les opérateurs fermés. Le resultat de ’approche de DA PRATO-GRISVARD

est :

la somme de deux opérateurs sectoriels fermés est fermable.

L’approche de DORE-VENNI s’applique sur les espaces UMD et utilise les opérateurs
BIP. Le resultat de 'approche de DORE-VENNI est :

la somme de deux opérateurs BIP est fermée.

L’approche de NIKOLAOS ROIDOS s’applique sur les espaces UM D et utilise les
opérateurs sectoriels et le H°°—calcul pour les opérateurs sectoriels. Le resultat de I’approche
de NIKOLAOS ROIDOS est :

La somme de deux opérateurs sectoriels, telque I'un admet un H*—calcul et 'autre est

T —sectoriel,est fermée.



Chapitre 2

La fermeture de A + B

2.1 L’opérateur T-sectoriel et ’opérateur 7*-sectoriel

Définition 2.1.1 Soit E un espace de Banach et 0 € [0, x|, soit T (0) un sous ensemble

de P (0) telque : si A € T (0) alors
1
Vo e [-0,0],r¢e {—, 1] et xg,...,x, € B, Vn € N,
e
Il existe une collection ag (),..., a, (t) € {f € L= (0, 2m) /|| f|l, < 1} dépendante de

A, n, ¢, r et xg,..., T, telque :

n

Z ar (t) Tk

k=0

Z et (I+ reik”QSA) s

k=0

S 02751)

Y

LP(0, 27; E) LP(0, 27; E)

avec 1 < p < o0, Ci’d) > ( une constante qui dépend de A, p et ¢.
T* (0) est un sous-ensemble de T (0) telque aq (t),..., a, (t) sont indépendantes de xq,...,x,,.
Les éléments de T'(0) et T (0) sont appelés opérateur T-sectoriel et opérateur T*-sectoriel

d’angle 0 respectivement.
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2.2 Reésultat principal :

On ale

Théoréme 2.2.1 Soit E un espace de Banach, A € P (04), B € P(0p) de résolvantes

commutatives avec

9A+93>7T.

Si un des opérateurs est T'—sectoriel et 'autre admet un H*—calcul borné, alors A + B
de domaine D (A) N D (B) est fermé et 0 € p (A + B).
Pour démontrer ce théoréme, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 2.2.1 Soit E un espace de Banach, A€ P(0),0 >0 etz € D (A“b) pour quelque

¢ € (0, 1), alors pour tout 6 € [0, 0) et n € [0, ¢), Z"A(A+ Z)~' = est borné dans Ay .

Preuve. 1l existe un y € E telque :

1
r=A"0y=— N7 (A+ Ny d
y=5— (=) (A+A) Ty
—0+4Ty
Pour quelque ¢ > 0 assez petit, ol on utilise I'argument d’extension sectoriel,

donc pour tout z € Ay et d’aprés le théoréme de Cauhy, on a

Z"AA+2) e = Z”A(A+Z)‘1i/ (=N (A+ Ny dr

21
—5+F9
_ —6 -1 -1
—5—|—F9
— Z" - 1 -1 -1
= 27”,,4/ (=) /\_Z[(A+Z) (A+ )" ]y dx

754»1—‘9
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(D’aprés 'identité de la résolvante de Hilbert )

_ 2 (A4+2)7! /ﬂyd)\—ﬁfl / ﬂ(A+A)—1yau.

271 AN—Z 211 AN— 27

—0+Ty —0+Ty

D’aprés le Théoréme de Cauchy, on a

Z1 o[ (=N

—A(A+Z =0;

A+ 2) / oz Y IA=0;
—0+Ty

(on a A = Z est un pole simple et la fonction :

(=N~

A—) )\—Zy’

est holomorphe sur une courbe simplement connexe et entourant un ouvert alors, d’aprés le

théoréme de Cauchy l'intégrale d’une fonction analytique sur un fermé —¢d + I'y égal & zéro

e
¢
/ %W =0
75+F9
4 =N
= —A(A+2) / YA =0).
—6+Ty
Donc
0 _\\?
Z"AA+2) 'z = —%A / %(AJr/\)_lyd/\
754»1“9
VA —A)7? _
= 5= (A_>Z (A+X=XN(A+ Ny dr
—0+4+Ty
Z" (=N~° Z" A=A -
-z Z A
2m'/ )\—Zyd)\Jer'/ =z ANy d
—5+T —6+Ty
zZn A(=A)"? _
= o | oz aen e
—6+Ty

(Car / (j\’i);y d\ = 0 d’aprés le théoreme de Cauchy).

7§+F9



2.2 Reésultat principal : xvii

Le resultat est donné par la relation suivante :

1 Z\ (=N
75+F9

En remplagant A\ par (—\), on obtient

_ ~1 Z1(=\) (\)7? _
ZAA+2) e = — %(A—)\) Ly (—d))
S

Lz

“ ] S

6-Ty

(A—XN)""ydA

1 VAD N 1
= — A-—
211 1+ 2 (A=) ydA
§—Tp

1 (%)’7 A~ (=) .
= — A2 (A— )\ d\
/ 1+ 2 ( )Y

D’ou
) 1 (%)77/\—(@3—77) )
ZAA+2Z)  e=— [ AL (A Ny dA
v te= o [ a0y
5Ty

Cette intégrale est convergente, alors
Z"A(A+2) '

est borné dans Ay O

Preuve. [Preuve du théoréme] Soit

K = (A+B) : E-D(ANDB)=E

£ — K¢
tel que :
1 ~1 ~1
K= — A-7 B+ Z .
t=or [ A= B2 e
Ty

B

Il existe une condition suffisante pour la fermeture de A + B c’est : si K raméne dans D (A)
ou D (B) alors
A+ B



2.2 Reésultat principal : xviii

est fermé. ( voir le théoréme(1.4.3) chapitre 01).

Il s’agit de montrer que :

¢ € E:Kt¢eD(A) (ouD(B))

i.e [J[AKE|| < oo (ou ||BKE| < 00).

D’aprés I'argument d’extension sectoriel et le théoréeme de Cauchy, on peut remplager la

courbe I'p, dans la définition de K par +6 + I'y,_. pour quelque § > 0 et € > 0 suffisament

proche de zéro.

On prend w € C avec Re (w) < 0, p > 0 assez petit, on a

KA®

% A-2)"'B+2)" % / (=N (A+ X" dX | dz
—6+Ty Tpo,
(2%)2 / / (A=2)7 A+ ) (B+2) (=N dXdz
—64TgTp 0,
(%)2 / / [(A=2)"—(A+ N (Z+N) " (B+2) (=N dhdz
—6+T9T 0 ,

(D’aprés 'identité de la résolvante de Hilbert ).

= (%)2 / /(A—Z)_I(B+Z)_1(Z+)\)_1(—>\)“ d\ dz

i (QL)/ [ 527 o o
- () //<A 2 B2 N Z N (N dhds

_ (%)6// A+ B+ 27 (Z+ N7 (=N dz dA
e

7Fp70A
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implique que

AKA® = QL AA=NT(B+N)IdN
e
_Fp,ﬂA
1
= 5= (A=XA+XN)A=XN)""(B+N"I\dA
m
*Fp,GA
1 1w 1 -1 -1y 14w
= — (B4+X) "'\ d\+ — (A= XN (B+ N g)
211 211
—Tpo4 Ty,
1
= — (A= (B+ NN 4,
2
7FP79A

(Car 5= / (B+X\) "\ dX\ = 0 d’aprés le théoréme de Cauchy).

Lo,

Comme l'intégrale / (B4 X\) " AM 4\ est absolument convergente alors AKA“ est

—Tpo,
borné.
Donc
KA e D(A).
De méme, on a
KB - L / A-2) B+ | L / (=N (B+A\)""dA | dz
271 211
5+F93 —€ FP,9B

_ (27”) / /A )7 (B+2Z2) (BN (=N dhdz

6+FOB —e pQB

_ (m) / /A 27 (B2 — (BN (A= 2) (<N d\ de

5+F03 € p0B
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(D’aprés 'identité de la résolvante de Hilbert ).
A-2)'"B+2)"A-2Z A dhd
(2m)// PO -2 A s
6+PHB —e pGB
(A-2)""(B Z “
(27”) / / AT A= 2)H (=N dA dz
5+FHB —e PGB
( ) / / (A= 2y (B+2) (A= 2) (=N dA de
2me
6+FGB —& pGB
_ (Q—Z) / / (A= Z) (B4 N (A= 2) (=N dz d)
T
Ppogd+log—c
= L sy BT e @
271 '
Tyop
implique que
1
AKBY = — AA=XN)"(B+XN (=N dx
i
Thop
1
= 5o | A=A+ (A= N (B+XN (=N dr
T
Tyop
1 1 w 1 —1 -1 1+w
= — B+ A - d\N — — A=XN)"(B+X) (=X dA
o [ BTN - [ AT BT (Y
FﬂﬁB FP,(’B
1 -1 -1 14w
= BY - — A—=XN) " (B+ A —A dA.
— [ AN BTN
Tyop
On a
FGA FpGAa
pour p =0 et

A:{reiwe(C:|)\|§1};

avec r = e¥, k=0,1,...n — 1.
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La courbe I'y, est décomposée en trois parties, on a :

O = {ZeTly, N1}
D = {ZeTly,:1<|N <€}

Q3 = {ZeTy,:|N\>e"}
D’aprés ¢a on a la subdivision suivante de l'intervalle [1, "], telque si on pose

w=—(0+9¢)+it;

on a
AKA—(9+¢)+it _ 2LZ (A _ )\)71 (B + )\)71 /\17(9+¢)+it d\
s
-T,
— AKAOF — 2L /A¢ (A— )\)—1 (B + )\)—1 AL+t gy
™
_F/)

1 4
= o= / A? (A= NN (B4 X)) A EFE gy
e

NS
+2%. / A? (A= N (B4 Nt OFFE gy
T
—Tpi<iai<en
1 .
+— / A? (A= XN (B4 NP A OFoF gy
2
a PRUEIIN

L’intégrale
/ A? (A= N (B4 N)E A0t gy
_Fp

est absolument convergente d’aprés le lemme précédent.
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De méme, pour p = 0, on obtient :

—0+it 1

AKA— it — B N % (A . /\)—1 BY (B + )\)—1 (_/\)1—(9+¢)+it d\
FGB—E
Sy 1 ~ ~ - ,
— B9+ _2_m / (A—/\) 1B¢(B—|—>\) 1(_/\)1 (6+¢)+it d\
Lop—e,AI<1

_ B70+it o QL / (A . )\)—1 B¢ (B + /\)—l (_)\)1—(9+¢>)+it d\
YY)
Pop—ci1<ir<en
_ B—0+it o 2L / (A i )\>_1 Bd) (B + /\)—1 (_)\)1—(9+¢)+it d\.
T
Pop—cen<|n|

On applique B~% dans :

5= / (A= X)"1B? (B4 A) (=N 0T gy
T
Typ—cen<in

et on écrit la norme dans L, on obtient :

(2m)7 ||AK B~ <

(2#)% HB_euH

1 , .
+5= B / (A= X)B? (B4 A) " (=A)0DF gx
e

F53.|A\§1 LP(0,27;E)
—|—< sup HB””) X
te(0,27)
1 .
I .
21
L5 1<ia<en LP(0,27:E)
1 : ‘
v
F53.|A\Ze” LP(0,2m;E)

Quand n — oo, il existe une constante Cy p > 0 indépendante de 0 telque :

|AKB™%u|| < Caplul|-
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ce qui implique que :
[AKul| < Capllull, Vu € D(A);

quand 6 tend vers zéro.

D’ou le resultat. O

Remarque 2.2.1

1. Ce théoréme peut étre généralisé si p = 1 et on remplace e** par ¢/** dans la définition

de T'—sectoriel.

2. La méme approche peut étre utilisée pour le cas général du calcul fonctionel(voir [6]).
Théoréme 2.2.2 Soit ' un espace de Banach UMD, A un opérateur sectoriel BIP dans

E d’angle de puissance ¢. Alors A est T—sectoriel d’angle ¢ pour tout § < 7w — ¢.

Preuve. Si A est BIP( d’angle ¢), alors on écrit sa résolvante en fonction de sa puissance

imaginaire), on a

1 ; T 1
I+M) " 'z=_—P ANA) P —————xds + - E; p, A > 0.
(T+A4) "= 270 V/< ) sin h(ﬂs)x8+2x’ vz € B p

R

et
7r (695 — 1)

sin h (7s) ds,

] - - 1 —15
(I + pe A) g (I +pA)~" + 2—m/(pA)
R

telque PV : est la valeur principale de Cauchy pour tout p € [1, oo, 6 € |¢p — 7, T — @],

s [l 1} et xg,...,cxy € E, Vn € N.

e’

On a
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oikt ([ + rekariOA)*l zh
K=0 LP(0,2m;E)
< 't (I + re_kA)_l Tk
K=0 LP (0,27 ;E)
1 ikt kg —is T (" 1)
— ! A —a d
* 27m'/ Z e (re™4) sin h (7s) T 49
R K=0 LP (0,27 :E)
1 N T X (s)
— ’ A — d
2m'/ Z_: e (re™'4) (Sin h(ms) s )R
R K=0 LP (0,27 :E)
1 - it (. —k g\ —is X (8)
+ %PV/ Z e (Te A) Txk ds
R K=0 LF(0,27;E)
" ikt
+ Z T
K=0 LP(0,27;E)
1 ikt kg —is T (" 1)
— ! A —x d
* 27m'/ Z e (re74) sin h (7s) T 49 ’
R K=0 LP (0,2 :E)
Ou X (s) est la fonction caractéristique sur U'intervale [—m, 7].
On a les estimations suivants :
L/ Zn: ikt (re’kA) —is m . X (s) 2 ds
2mi | 4= sin h (7s) s
R K=0 LP(0,27:E)
1 , T X (s) SN
< Als . ik(s+t) d
- 27?/ 4] sin h (7s) s Z ‘ T °
R K=0 LP(0,27;E)
1 . T X (s N etk(s+t)
o /”A“H sin h(ms) - fj )‘ (14 lsl)ds } oup 1+ |5|xk ’
R <R Jl k=0 LP(0,27;E)
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XXV

et
1 " i o _is T0 668 —1
2_7m/ e (re ) Sil(l h (71'8)) T ds
r K=0 LP(0,2m E)
i s ik( s+t
= 27r/ HA H sin h LP(02 B ds
R 275
' bs _ 1 " pik(s+t)
< L 4% M (1+]s]) ds | sup .
27 sin h(ms) 1+ |s]
R <R k=0 LP(0,27;E)

Finalement, pour cette estimation on utilise la propriété UM D de 1’espace E ( la bornitude

de la transformation de Hilbert).

%PV/ Zemt re’kA
27i PV / Z
(rAY (rA)" —pv / Z

A —PV/
(oo 1) |55

2 n
(w1
te[—m, 7

zk:t

E ezkt

K=0

De ces inégalités, on obtient qu’il existe une constante C' qui depend de A, n, ¢, r et xg, ...

telque :

Z ekt (I + 7“6_’“”'014)_1 x

k=0

st()

Ty ds
LFP(0,2m;E)

S

et A)

Ty ds

LP(—mm;E)

kA)is ) ds

LP(—mm;E)

(rA)i(s_t) xy, ds

Z

LP(—m,m;E)

T

LP(0,2m;E)

n

§ ezk:tl,]C

k=0

<C

k

LP(0,2m;E) LP(0,2m;E)

avec a = e'* € L (0,27) et ||| =1 < 1.

D’ou A est T'—sectoriel.

g

Remarque 2.2.2 La propriété BIP est plus forte que la T — sectorialité dans un espace UM D.



Chapitre 3

LP—régularité maximale

Soit £ un espace de Banach et soit 'opérateur B défini dans L (0, 7; F) par

B D(B)={f(t)e W""(0,7; E)/f(0)=0,Vp €1, o[, V7 >0}
B = 4.

On calcule la résolvante de B
Pour calculer la résolvante de B, il suffit de résoudre 1’équation spectrale suivante
Bf()+Af(t)=g(t),

ou bien le probleme de Cauchy :

{ Bf(@)+Af(t) =g(t)

f(0)=0
=
{f’(t)+Af(t)=g(t)-
f(0)=0
= t
f(t):/e’\(xt)g(a:)dx, VA e C.
0
=
YAeC, 3(B-X)"'=p(B)=C = o (B)=¢.
On a "
— Re(A\)T
[(B+X)7" < L-c YA€ C

Re(\) 7
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Donc

BeP(g), Ve [og[

Si F un espace UM D alors B admet un H* —calcul borné, pour
f(t)=e"n(t), ceR,;
dans (0:0.1).

On peut considere A € P (0) avec 0 > 7 et A un générateur infinitisimal d’un

semi-groupe analytique.
Théoréme 3.0.3 Soit E un espace de Banach UMD et A un opérateur sectoriel dans

E d’angle supérieur a 7. Si pour quelque p € |1, oo[ et 7 > 0 finit, I'extension de A dans

LY (0,7; E) est T—sectoriel d’angle supérieur a 5, alors A admet une LP —régularité maxi-

male.

Remarque 3.0.3 Si A est T*—sectoriel dans E, alors l’extension de A est T*—sectoriel dans
L”(0,7; E) avec
(Af) () = Af(t) .

Corollaire 3.0.1 Dans un espace de Banach UMD, tout opérateur T*—sectoriel d’angle

supérieur a 5 admet une LY —régularité mazimale.

Corollaire 3.0.2 Si E un espace de Banach UMD et A un opérateur sectoriel BIP dans

™

E d’angle de puissance ¢ < 7,

alors Uextension de A dans LY (0,7; E) admet une autre
puissance imaginaire borné avec la méme angle de puissance ¢. Donc les théorémes (2.2.2)et

(3.0.3) précédent implique que A admet une LY —réqularité mazimale.

Corollaire 3.0.3 Soit E un espace de Hilbert. Pour p = 2 la T*—sectorielité équivalente a

la sectorielité standard (il suffit de choisir ay, (t) = e** pour toute k).

Dans 'espace de Hilbert, tout générateur infinitisimal d’un semi groupe analytique borné

admet une L¥ —régularité maximale.



Bibliographie

[1] H.Amann, Linear and Quasilinear parabolic problems, Springer Monogr.Math., vol.89,

Birkh&user Verlag, 1995.

[2] M.Cowling, I. Doust, A.McIntosg, A.Yagi, Banach space operators with a bounded
H*>functional calculus, Austral. Math.Soc.Lect. Ser.60 (1) (1996) 51-89.

[3] G.Da Prato,P.Grisvard, Sommes d’opérateurs linéaires et équations différentielles opé-

rationnelles, J. Math. Pures Appl. (9) 54 (3) (1975) 305-387.

[4] G.Dore, A.Venni, On the closedness of the sum of two closed operators, Math. Z. 196
(1987) 189-201.

[5] M.Hasse, The Functional calculus for sectorial operators, Oper. Theory Adv. Appl., vol.
169, Birkh&user, 2006.

[6] N.Kalton, L.Weis, The H>-calculus and sums of closed operators, Math. Ann. 321 (2)
(2001) 319-345.

[7] Nikolaos Roidos, On the inverse of the sum of two sectorial operators,

J.Funct.Ann. 265 (2) (2013) 208-222.

[8] Nikolaos Roidos"Preserving closedness of operators under summation" Journal of

Functional Analysis 266 (2014) 6938-6953.



	Introduction
	Rappel et outils
	Les espaces
	L'espace H
	L'espace UMD

	Les opérateurs
	les opérateurs fermés
	L'opérateur sectoriel
	Calcul fonctionnel
	L'opérateur BIP
	H-calcul pour les opérateurs sectoriels

	Les semi-groupes d'opérateurs linéaires
	Semi-groupe fortement continu
	Semi-groupe analytique

	Somme des opérateurs
	Approche de DAPRATO-GRISVARD
	Approche de DORE-VENNI 
	L'approche de NIKOLAOS ROIDOS

	Commentaire

	La fermeture de A+B
	L'opérateur T-sectoriel et l'opérateur T-sectoriel
	Résultat principal:

	Lp-régularité maximale

