Université de Abdelhamid Ibn Badis de Mostaganem
Faculté des Sciences Exactes et d’Informatique

Département de Mathématiques et d’Informatique

Mémoire de Master

Théme

Sur la construction d’une extension autoadjointe d’un opérateur symétrique

MAKHELOUF SOUMIA

Soutenu le /05/2015

Année Universitaire 2014 -2015



Table des matiéres

[_Remercimentsl

| Résumé

L__Introductionl

I

Opérateurs non bornés dans un espace de Hilbert|

ii

(1.1 Définitions des opérateurs non bornés| . . . . . . . .. . ... Lo L.

(1.2 Opérateurs fermés|. . . . . . . . . . . . . e

(1.3 Adjoint d’un opérateur non-borné.| . . . . . ... ...

(1.4 Spectre et résolvante| . . . . . .. ... ... L.

[1.4.1 Spectre et résolvante d’opérateur auto-adjoint| . . . .

2

Extension d’un opérateur symétrique|

2.1 Espaces de détauts d’un opérateur symétrique] . . . . . . . .

[2.2.1 Domaine de définition d'un opérateur adjoint| . . . .

[2.2.2  Construction de |'extension d’opérateurs symétriques|

L_Conclusion

Bibliographie|

17
18

20
20
21
26
33

37

38



Remerciements




RESUME

Dans ce mémoire on d’écrit les extensions fermées d’un opérateur symétrique arbitraire,et
en particulier ses extensions auto adjointes. Ce probléme se raméne a la déscription des

extensions d’une isometrie par la transformation de Cayley.




INTRODUCTION

En mécanique quantique, les observables physiques sont associées & des opérateurs auto-
adjoints. Cependant lorsque ’espace de configuration est borné, et donc par extension éga-
lement lorsque I'espace de configuration n’est pas borné, des opérateurs symétriques ne sont
pas nécessairement auto-adjoints. Au travers d’une identification précise de I’espace des fonc-
tions sur lesquels ces opérateurs agissent, par exemple au travers d’'un choix particulier de
conditions aux bords, des extensions auto-adjointes peuvent étre construites. Il existe une ap-
proche générale & ce probléme basée sur la théorie des indices de déficience de von Neumann.
Cependant dans un article récent ces questions sont discutées d’une maniére intuitivement
et physiquement plus transparente, au travers d’exemples sur un intervalle fini.

Dans ce mémoire on s’intéresse aux extensions fermés d’un opérateur symétrique et en par-
ticulier les extensions auto adjointes.

Ce mémoire est divisé en deux chapitres.

Dans le premier, on rappellera les notions et définition de base sur les opérateurs non bornés
dans un espace de Hilbert, une étude détaillée sur les propriétés des opérateurs fermés,
fermables, symétriques et on remarque tout d’abord que :

-Tout opérateur fermé est fermable mais I'invers est faux.

-Les opérateurs auto-adojoints sont une classe d’opérateur de symétrique étant un opérateur
T de domaine D vérifiant V z,y € D (T) (Tz,y) = (x,Ty) .

-si T' symérique, T' est fermable.

Dans le deuxiéme chapitre quant & lui il est consacré au probléme de construction d’une
extension d’un opérateur symétrique, ce probléme est équivalent au probléme de I’extension
d’un opérateur isométrique qui est sa transformation de CAYLEY, et on sait que cette ex-
tension est auto-adjointe si les indices de défaut Ry, Ry de I'opérateur symétrique 7' sont
égaux.

On termine par la bibliographie.




Chapitre 1

Opérateurs non bornés dans un espace
de Hilbert

1.1 Définitions des opérateurs non bornés

Définition 1.1.1 Un opérateur linéaire T défini de H dans H est dit borné si et seulement
S% :

de = 0; ||Tx|| < cllz||, Ve € H

Définition 1.1.2 Soit un espace de Hilbert et T' un opérateur dans H c’est & dire une appli-
cation linéaire défini sur un espace vectoriel D (T) C H et dont I’'mage R (T) est contenue
dans H. Dans la suite, on suppose que D (T') est dense dans H, alors T est un opérateur

non borné avec une domaine de définition est dense.

Exemple 1.1.1 On considére dans L* (R) l'opérateur T qui défini par I'équation

df
TFf=_—j—L
f=—ig

tel que

D(T)={feLl*R)/Tf € L*R)}
Montrons que l’opérateur T’ n’est pas borné :
Soit

0 ailleurs.

£ (2) = { sinnz si [0,27],
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Alors

—+00

Ifa@)ll; = fo () da

—00

2m 2m
1
= / sin® na d:c:—/ {1 —cos2nz} dx =m,
0 2 Jo

done || fn (2)|, = /7 pour tout n € N.

Alors on a
ncosnx si ]0,2mw],
fi(z) =< n'est pas défini si x € {0,27},
0 ailleurs.
Alors
2 Y 2
ITrly = =i @)
400 , 2m
= / —if, (x) dx:/ n?cos? nx dr = n’m = n? || f. |3,
—00 0

donce || T fully = n || fully ,ce qui montre que T' n’est pas borné.

Définition 1.1.3 Un opérateur T € L (H) est appelé isométrie si pour tout x € H
[Tl = =]l

ou bienV x, ye H (Tx,Ty) = (z,y) .

Définition 1.1.4 Un opérateur T' € L (H) est dite unitaire si T' est une isométrie surjective

Définition 1.1.5 Le noyau N(T') d’un opérateur T' dans H est défini par :
N (T) ={x € D(T) tel que: Tx =0} .

Définition 1.1.6 Le graphe G(T) d’un opérateur T dans H est un sous-espace de H x H
défini par :
G(T) = {(x, Tz)/ v € D(T)}.
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Définition 1.1.7 Deuz opérateurs T et S sont dits égaux, et on note T = S, si D(T) =
D(S)etTz = Sx (i.e.) G(T) =G (S5).

L’opérateur S est une extension de lopérateur T si D(T) C D(S) et Tx = Sz, V z €

D(T) (i.e.) G(T)C G(S), et on écrit : T C S.

Opérations algébriques :

— La somme
(S+T)(z) = Sz + Tx avec
D(S+T)=D(S)nD(T).

— Le produit :
(S.T)(x) = S(T(x))avec

D(S.T)={x € D(T) tel que: T'(z) € D(S)}.
— Les lois usuelles d’associativité

(R+S)+T =R+ (S+T), (RS)T = R(ST)
— Les lois de distributivité :

(R+S)T'=RT+ ST, T(R+S) DTR+TS.

Car il se peut que(R + S)z € D(T') méme si Rx ou Sz n’est pas dansD(T).
—Multiplication par scalaire :

Sia=0 Alors D(aT) = H et oT = 0.

Si aw # 0 Alors D(aT) = D(T) et (aT)x = a(T'x) pour z € D(T).

1.2 Opérateurs fermés

Définition 1.2.1 1. Un opérateur T définit dans un espace de Hilbert H est dit fermé si,

et seulement si, son graphe G (T') est un sous-espace fermé de H x H, c’est a dire :

G (T) = G ().

2. Lopérateur T est dit fermable si G (T) représente le graphe d’un opérateur.



1.2 Opérateurs fermés 5

Remarque 1.2.1 Si Test un opérateur fermable, alors il existe d’aprés 2.de la définition

un opérateur T tel que G (T) = G (T), ce dernier est unique et il est évident que T est

fermé. Comme G (T) C G(T) = G (T), on voit que T est une extension de T, c’est méme

la plus petite extension de T qu’on appelle "fermeture de T'"

Proposition 1.2.1 1. On dit que T est fermé si et seulement si pour toute suite (x,), de
D (T') convergente vers x telle que la suite des images (T'x,,), converge versy dans H,
alors

reD(T) et y="Tux.
2. Un opérateur T est fermable, si pour chaque suite : (x,), C D(T) telle que

lim z, =0,
n—-+00

et la suite des images (T'x,), soit convergente, alors

lim Tz, = 0.

n—-+00

Proposition 1.2.2 Si l'opérateur T est fermé, alors tout opérateur (T — \I) est fermé pour

X\ € C. De plus, si Uopérateur T est fermé et T~ 'existe, alors T—1 est fermé .

Preuve. (T — \I) fermé (évident ).

Supposons que T~ ! existe, alors

G(T™) = {(g, 7! (g)) tel que : g € D(T_l)} ,

or
g€ D) =R(T),
alors
Af e D(T):T(f) =y,
d’out

G ={(Tf, f)/feDD)}.

Comme T est fermé,alors il découle que G(T~!) lest aussi. O
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1.3 Adjoint d’un opérateur non-borné.

Définition 1.3.1 Soit T' un opérateur linéaire défini sur D(T) tel que D(T) = H. On

définit l'opérateur adjoint T* : H — H comme suit, on pose
D(T*)={9eH /3FheH: (Tf, g)=(f h),VfeDT)}.

Comme (T'f, 0) =0=(f, 0), alors 0 € D(T*) et D(T*) # 0.De plus h est déterminé d’une

maniere unique, en effet si ’'on suppose

<Tf7 f>:<f7 h’l>:<f7 h2>7 hl €th2€H

alors
(f, hi —hg) =0, Vf € D(T)
c’est a dire
(hy — hy) L D(T) = H = (hy — hy) € {0} = H*

ce qui implique que

La relation T*g = h définit ainst un opérateur comme suit
(T'f, g9)=(fT"g), Vf € D(T), Vg € D(T").
On appelle T* 'opérateur adjoint de T'.

Théoréme 1.3.1 Soient S et T deux opérateurs non bornés densément définits. Alors :
1. si TS est densement défini alors on a S*T* C (T'S)";

2. si S est borné alors S*T* = (T'S)".1. T'S et S*T* sont formables.

Preuve. Soient f € D(S*T™) et g € D(T'S). Alors,
feDT), T*f e D(S), ge D(S) et Sg € D(T)
Donc d’aprés la définition de ’adjoint d’un opérateur on a

(ST f, g) =(T"f, Sg) = (f, T'Sg)
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2. On a d’aprés 1. S*T* C (T'S)", alors il reste a montrer que
S*T* > (TS)*

Soit f € D((T'S)*). Comme S est borné, pour tout g € D(T'S) = D(S5),
On a,
(TS)" f, 9) = {f, TSg) =(T"f Sg)

D’aprés la définition de I’adjoint d’un opérateur on a,

T*f e D(S*) (ie) feD(ST)

Théoréme 1.3.2 Soint S et T deux opérateurs de Hidans H,
1. Si T est densement défini, alors on a (aT)* =aT*,a étant le conjugué de a € C*.
2. Si T+ S est densement défini, alors T*+ S * C (T + S)*

3. Si S est borné et T dense dans H, alors on a T* + S* = (T + S)"

Preuve. 1-Evident

2-Soit f € D(T*+ S *) = D(T*) N D (S*), alors pour tout f € D (T*+ S *) et pour tout

g€ D(T+S)=D(T)Nn D(S) on a d’aprés la définition de 1’adjoint d’un opérateur :
(T*+57")f 9) =T"f, 9)+(5f, 9)

= (f, Tg)+(f, Sg)
=(f, (T+9)g)

ie. feD(T+S)") donc T*+S*cC(T+29)"
3-On a d’aprés 2.du théoreme T*+S*C(T+S)", alors il reste a montrer que

D(T+S))cD(T*+S8*)=D(T"
Soit f € D((T + S )*) ,alors pour tout g € D ((T'+S) ) = D(T) on a

((TH+S) =8"f,9)=(f,(T+S)g)—(f,Sg)=(f,Tg)

donc f € D (T%) O



1.3 Adjoint d’un opérateur non-borné. 8

Définition 1.3.2 On dit qu’un opérateur T a domaine dense est auto-adjoint si T* = T,

(i.e.): D(T) = D(T*) et Tx = T*x, Yx € D(T).
Proposition 1.3.1 Soient T, S deux opérateur auto-adjoints tels que T' C S,alors T' = S.

Preuve. 1l suffit de montrer que S C T, or T C S=S=5"CT*=T. O

Corollaire 1.3.1 T est un opérateur linéaire tel que : D (T) = H et T~ emiste tel que D (T—1) =
H. Alors,
(T—l)* — (T*)fl

Preuve. D (T)densedans H. Alors : T* existe et D (T~') dense dans H. Alors : (T—!)" existe ;
montrons que : (T~ = (T*)~". Pour f € D(T) et g€ D ((T))".
Alors :
(f, 9) =(T7'Tf, g)=(Tf, (T"")"g).
Cette équation montre que :

(T geD(T*) et T (T') g=g.

Pour f € D(T ') et h e D(T*). Alors :
(f, by =TT, h) = (T7'f, T*h).
Cette équation montre que :
T*he D ((T1)") et (T T*h = h.
Donc: (T71)" = (T%).
0

Théoréme 1.3.3 Pour chaque opérateur T & domaine D(T) dense dans H, le complément

orthogonal de l'image est le noyau de l’adjoint (i.e.) :
R(T)* = N(T*) et R(T)= N(T*)*
Et de plus : si R(T) est fermé alors,
R(T) = N(T*)*

(i.e.) L’équation Tx = f admet une solution x si et seulement si, f € N(T*)*.
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Preuve. Soit z € R(T)*, alors
(2, Tu) =0Vu € D(T)
Et on a,
(Tu, z) = (u,T*z )y = 0Vu € D(T)

D’ou,

T*2 =0 cest adire z € N(T™).
Soit z € N(T*). Alors T*z = 0 et,
(u,T"z ) = OVu € D(T)
Et on a
(u,T*z ) = (Tu, z) = 0Vu € D(T)

Ce qui implique que

z€ R(T)*
Si R(T) est fermé : R(T) = R(T)**+ = N(T*)*. O
Graphes et opérateur symétrique

Si H est un espace de Hilbert, alors H x H peut étre muni d’une structure d’espace de

Hilbert en définissant le produit scalaire suivant, pour (a, b), (¢, d) € H x H par :

((a, ), (¢; d))y = (a, ¢)+ (b, d)

En particulier la norme dans H x H donné par :
2 2 2
1(a, B)IIy = llall™ + [|b]

A patir de ce dernier, on définit le produit scalaire suivant sur D(7') comme suit, pour tout

f,g€ D(T):

{(fs Doy =f, T(N), (9, T(g)) = (f, 99 +(T'f, Tg)
I3, = LFIZ+ 1T £
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On définit J (a, b) = (—b, a) tel que a, b € H

Alors J est un opérateur unitaire sur H x H et;
J*(a, b) = J.J (a, b) = J (=b, a) = — (a, b)

Donc J? = —1
Si M est un sous-espace quel quonque de H x H. Alors J2M = M.

Théoréme 1.3.4 T est fermé si est seulement si (D(T) , () o) ) est un espace de Hilbert.

Preuve. D(T) étant préhilbertien, il suffit de montrer qu’il est complet (D(T') est un sous
espace muni d’un produit scalaire).
Supposons que T' soit fermé et soit ( f,,), une suite de Cauchy suivant (D(T) » oy ) . Alors

comme Vn, m € N :

= |fm = fall® + 1T fon = Tfull?

On déduit que (f),cn €t (T'fn),cn sont des suites de Cauchy dans H qui est Hilbertien, donc

convergentes. D ’ou il existe f, g € H :

lim f,=f et lérmTfn:g

n—-+00
et comme T fermé, on déduit que f € D(T) et g=Tf
Enfin,

1w = Pl = VL — F12 + 1T = gl — 0

n—-+o00

(fn)pen est convergente dans <D(T) , (o) )
Supposons a présent que (D(T) » (o) ) soit complet et soient (fy),cy 5 (T'fn),ey deux
suites de D(T') vérifiants

lim f,=/f et liTTfn:g

Alors (fr),en €t (T fn),en sont de Cauchy dans H.
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De (|1.3.1)), on déduit que (f5,),, o est aussi de Cauchy dans (D(T) » oy ) qui est complet

et alors (fy),cn est convergente suivant (D(T) , ) oy > Don,

1o = flowy, = A= FF+ITF =TI =0
= M= fI* =0 e Th=Tf =0

C’est a dire,
— t|\Tf,—T

o= Il =0 et|Th ~Tf] =0
Et

) pum— ) T :T pr—

Jam fn foolimTh=Tf=g

= feD(T)

T est fermé. 0

Théoréme 1.3.5 Tout opérateur borné est fermable. Un opérateur borné T’ est fermé si est
seulement si D (T') est fermé. Si T est borné alors D (T) = D (T); T est une

extension (d’opérateur borné) de T' sur D (T).

Preuve. 1-On veut montrer que T est fermable. Soit (f,), .y une suite de D (T) telle que

fn— 0et Tf, — g. 1l faut et il suffit de montrer que g = 0.

Or,
T full < ITIN S
d’ou,
li T = lim T < Ui T =T || l2 =
i (T4 = | tim T8 < i AL =T i g =0
li Tt =
= lim [T =0
= 12'711 Tf,=0=g (unicité de la limite)
2- On a,
1y = I +HITAP < @+ 1) 171

= Wfllpay </ (HITI) I
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D’autre part, il est évident que
LA < W fllpery
D’ou
11 < 1oy < (L ITID 1]

Il est évident que (fy),, oy est convergente dans (D(T ) (o) ) si est seulement si (fy,),, o est

convergente dans (D(T) , (,)) c’est a dire,

(D(T), (,) ) complet < <D(T) . oy ) complet

Mais alors,
D(T) fermé dans H < (D(T), (,) ) Hilbert (complet)

& (D(T) . {)pgm ) (complet)
< T fermé (Théoreme précédent)
3-On a déja vu que D (T) = m et que T est une extension de 7T .
Il reste & vérifier que T' est borné .
Soit f € D (T) = m . Alors par définition HQTOOT fn = f ot (fn),cy est une suite de
D (T). Or par la définition de T'

T f= lim Tf,, et comme T est borné, il vient que :
n——+00

IT 71 = | tim 70 = s Nl < i 1= 00 | i | = 0
c’est a dire
de=0: HTfH <clf]
donc T est borné. Il

Théoréme 1.3.6 Un opérateur T est fermable si est seulement s’il admet une extension

fermé.

Preuve. Supposons que T est fermable, alors T C T, T est la plus petite extension fermé
de T. Supposons & présent que S soit une extension fermé de 7' . Alors G (T') C G (S) =
G(T)CcG(S)=G(9).

G (S) qui est le graphe d’un opérateur. Or, tout sous-espace d’un graphe d’opérateur est lui

méme un graphe d’opérateur. D’out G (T') est un graphe et T est fermable. Il
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Théoréme 1.3.7 Si T est un opérateur a domaine dense dans H, alors :
G(T") = [JG(T)]*

Le supplémentaire orthogonal de JG(T') dans H x H. (Si G(T*) est connu, il est de méme
pour D(T™*) et T ).

Preuve. On a,

(y, 2) €eGT*) <= [lyeDT*)etT'y =z |
= [(z,T"y ) = (z, 2)]
< (Tx, y) = (z, z) pour tout x € D(T)
— [<J{Iv Tz}, {y, 2}) = O}
< (y, 2) € [JG(D)*

U

Théoréme 1.3.8 Si T est un opérateur a domaine dense dans H, Alors T est un opérateur

fermé. En particulier les opérateurs auto-adjoints sont fermés.
Preuve. Pour tout M C H x H, M~ est fermé et d’aprés le théoréme précédent ;
G(T*) = [JG(D)*
Donc D(T*) est fermé dans H x H et T* est un opérateur fermé. i
Théoréme 1.3.9 Si T est un opérateur fermé a domaine dense dans H, alors :
Hx H=JG(T)® G(T").
Preuve. On sait que si M est un sous espace fermé de H ; alors;
H=Mea&M"

Appliquons ce théoréme pour M = J(G(T)). T est fermé, alors G(T') est fermé, et puisque

J est unitaire alors J(G(A)) est aussi fermé et on a;
G(T") = [[JG(T)]*

Donc,

Hx H=J(G(T)) & [J(GT)]" = J(G(T)) & G(T*).
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Théoréme 1.3.10 Si T un opérateur & domaine dense dans H, alors : D(T™*) est dense dans

HetT™=T.

Preuve. Puisque J est unitaire et J2 = —I,on a,

(x, Tz €)G(T) < (x,T*y) = (Tx,y) pour tout y € D(T*)
< {=T*y, y},{x, Tz }) =0 pour tout y € D(T*).
& {2, Tz} € [JG(TH)]*
On peut écrire,

Hx H = JG(T) ® G(T*)

Donc

[JG(TH)]* = G(T).

Montrons que :D(T™*) est dense dans H :
Soit z L D(T™). Alors;
(y, z) =0 pour tout y € D(T™).

Donc,

(0, =T*y) + (2, y) = 0 pour tout y € D(T™).
Et,

((0, 2),(=T"y, y)) = 0 pour tout y € D(T™)
D’ou,

ce qui implique que,

D(T*) est dense dans H et T** est défini.

Pour S un opérateur fermé a domaine dense,

Hx H = J(G(S)) @ G(S*)
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pour S =T* on aura;

H x H=J(G(T") ® G(T*)
Donc; G(T**) = [JG(T*)|* = G(T) de sorte que T** = T. O
Définition 1.3.3 Un opérateur T' o domaine dense est dit symétrique si T* C T, i.e. :
D(T)cC D(T*) et Tx=T"z;Yx e D(T)

Autrement dit,

Ve € D(T),Vy € D(T) (Txz;y) = (x;Ty) .

Exemple 1.3.1 On considére lopérateur T qui défini par [’équation :
Tf =if telque: H = Cy[0,1] et D(T) = {f € Cy[0,1] : f(0) = f(1) = 0}.

Montrons que l'opérateur T est symétrique c’est a dire montrons que

V f,9€ D(T):(Tf,g)=(f,Tg)

on a

(Tf,g) =

(f.9) = i{gMf1) g0 O)} i | f()g )

Donc, T' est un opérateur symétrique.

Théoréme 1.3.11 Soit T' un opérateur défini sur H dans H , si'T est symétrique alors :

1. Le produit scalaire (T'f, f) € R pour toute f € D(T).

2. Les valeurs propres d’un opérateur symétrique T sont réelles.
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3. Les wvecteurs propres f1, fo associés a deux valeurs propres différentes \i, Ao d’un

opérateur symétrique T', sont orthogonaux.

Preuve. 1. pour f € D(T) (Tf, f)={(f,Tf) = (Tf, f) donc,

(T'f, f)eR

pour tout f € D(T')
2. Soit A une valeur propre de T  alors T'f = \f (f # 0) et donc

ME )y = L) =(TF ) = . T = {f. M) =XF, f)

A =\ ce qui implique : A € R .
3. Soient T'fi = A\ f 1 et Tfa = Aof 2 tels que A\ # Ay alors :

AL (f1s fo) = (Afs f2) = (Tf1s fa) = (1, Tha) = (fi, Aafe) = X2 (f1, fa)

Donc :
(A1 = A2) (f1, f2) =0
Bt :
(f1,f2) = 0.

Propriétiés 1.3.1 1. Un opérateur symétrique T est toujours fermable puisque

D(T) C D(T*)est dense .

2. SiT est un opérateur symétrique alors T et T** sont deux extensions fermées de T' avec

TCcT™*CT .
3. SiT est un opérateur symétrique fermé alors T' =T C T.

4. SiT est un opérateur auto-adjoint alors T =T =T*.

Théoréme 1.3.12 Tout opérateur symétrique T est fermable, de plus T est aussi symétrique.
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Preuve. Comme T C T* et T* est fermé. Alors T est fermable et T existe. On montre

que T est symétrique.

Soient f,g € D(T), Alors ils existent deux suites (f,), , (gn), de D(T) telles que

n’

li n — ; li n —
niﬁloof f Jm gn =g

et
Tf= lim Tf,, T g= lim Tg,.

n—-+00 n—-+o00

Alors,

m (T fu,gn )= Um T{fu, Tgn)

li
n—-+4o0o

n—-+o0o

g

Remarque 1.3.1 C’est pourquoi, on peut souvent supposer que T' est un opérateur symé-

trique fermé.

1.4 Spectre et résolvante

Définition 1.4.1 (valeur propre) Un nombre A € C est appelé une valeur propre de ’opé-

rateur linéaire T s’il existe un vecteur f # 0 tel que T f = \f est appelé le sous-espace propre

de l'opérateur T' associé a \.

Définition 1.4.2 Soint T C L(H) et A € C, on appelle spectre de l'opérateur T' [’ensemble :

o(T)=4{N € C: (T — \) n’est pas inversible}
Exemple 1.4.1 Soient Iy l'identité sur H et p € C, alors

o(pl) = {ANeC:(ul —A)I nest pas inversible}
= {AeC: (u— I nest pas inversible}

= {u}
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Remarque 1.4.1 (u— \) I n’est pas inversible<—= \ =

Lemme 1.4.1 Si \ est une valeur propre de T alors A € o(T')

Preuve. Comme ) est une valeur propre deT alors 3 = # 0y tel queTz = Az d’oul
dx#0: (T —MN)x=0

Donc ker(T'— A ) # {0g}, c’est a dire que (T'— AI) n’est pas injectif et donc pas bijectif. [J

Définition 1.4.3 (résolvante) Soit T' un opérateur & domaine dense dans H. L’opérateur
Ry =(T—- M\ )_1qui dépend du paramétre est appelé la résolvante de l'opérateur T, elle est
définie pour tout X pour lequel (T — XI)™" existe et borné et son domaine est R (T — \I) dense
dans H.

Théoréme 1.4.1 Pour chaque deux points réquliers \et o de l'opérateur T ,on a :
§Ru - ‘SR)\ = (M - )‘)%M%/\

Cette équation est appelée la "relation de Hilbert".
On a :
Fah = R,(T — pl)R\h

et ausst

R.h=R,(T — AN)Ry\R
Et par soustraction on obtient :
%“h - %)\h = §RH<T - )\I)%)\h - ?Rlu(T - ,U,I)éR)\h
= R, TR\h — AR, F\h — R, THR\R + uR, KA

= ([L - )\) %M%Ah-

1.4.1 Spectre et résolvante d’opérateur auto-adjoint

Théoréme 1.4.2 Le nombre \ est une valeur propre de lopérateur auto-adjoint T si et

seulement si, R (T — \I) # H.

Corollaire 1.4.1 Le spectre d’un opérateur auto-adjoint o(T') est inclus dans l’ensemble des

points réels.
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Classification des points de spectre d’un opérateur auto-adjoint

Soit T un opérateur auto-adjoint son spectre o(7") admet la décomposition en trois compo-

santes disjointes :

o(T)=0p(T)Uoc(T)Uor(T).

Tel que;
op(T)={A e C:3z#og:Ter =X} ={) € C: R, nexiste pas}

op(T) est le spectre ponctuel, (I’ensemble des valeurs propre d’ordre fini) o (T) = {A € C: D(R)) est dens

le spectre continu.
or(T) = {)\ € C: D(R)) = R(T — M) # H, borné ou pas }

or(T) est le spectre résiduel.



Chapitre 2

Extension d’un opérateur symétrique

Si B est une extension d’un opérateur symétrique 7" alors : 7' C B et donc : B* C T*
mais si B est un opérateur symétrique : B C B* donc :
T C B C B* C T *(ie.) chaque extension symétrique d’un opérateur T" est une restriction

de 'opérateur?™.

2.1 Espaces de défauts d’un opérateur symétrique
Définition 2.1.1 Soit T' un opérateur symétrique et A € C : Im A # 0. On note
R(T — M) = R,

et
R(T — XI) = Ry

Ry et Ry sont deux sous-espaces de H .
Ny = H O Ry, Xy = H © Ry sont les compléments orthogonauzr de Ry et Ry sont appelé les

espaces de défaut del’opérateur T.

Proposition 2.1.1 Les espaces de défauts Ry et Nxsont les espaces de solutions de l'opérateur T

associés aux valeurs propres Aet A respectivement.

Preuve. Si z € R, alors pour chaque vecteur y € D(T), on a :(Ty — Ay;x) = 0, donc :

(Ty,z) = (y,T"x)
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Alors,
(y, T"z) = (y, \x)

Et par la définition de l'opérateur 7™
v € D(T) et T" v = Iz

Si, inversement, 1’équation 7%z = Az est vérifie, alors pour un y € D(T') arbitraire on a :

(y, T*x) = <y,Xx>

Alors
(Ty, ) = (y, M)

Donc :

(Ty — Ay;x) =0 (i.e) x € N,

2.2 Transformation de CAYLEY

Définition 2.2.1 Soit T' un opérateur symétrique et A € C : Im XA # 0. L’opérateur :
V= (T —-X)(T-X)""!
est appelé la transformation de CAYLEY de l'opérateur T .

Cette définition a un sens car : A n’est pas une valeur propre de 7' donc :

(T — \I)~! existe.

Proposition 2.2.1 1. La transformation de CAYLEY'V d’un opérateur symétrique T est
un opérateur isométrique avec D(V') = Ry et R (V) = R,.
2. L’ensemble de Vy —y tel que y € D(V') est dense dans H.

3. Chaque opérateur V qui vérifié la ™ condition est la transformation de CAYLEY
d’un opérateur symétrique T = ()\I — XV) (I — V)f1 :
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Preuve. 1.-a-On montre que D(V) = Ry. On a
V= (T—-X)(T-X)""!

pour chaque y € D(V') on a :
y € R(T — X)) = Ry

Inversement, pour y € Ry on applique 'opérateur (T — A )71, donc;

r = (T=X)"'ye DT —X)=D(T - )
= {zeH:2eDT)NDRI)}
= {xeH:2eDT)NH} =D(T)

On applique l'opérateur (7' — AI) donc;
(T — M)z = (T = X)(T — \I) 'y =Vy,

donc y € D(V) alors Ry = D(V).
-b-On montre & présent que R (V) = Ry. Soit # € D(T) posant :. y = (T — M )x donc
Yy e RX:D(V) et :

Vy= (T —\)(T - X)" (T =Xz = (T — )z,

donc :
R(V) = R,.
Et de plus :
IVyll* = (T = AD) z||* = (T = Az, (T = M)a)
= (Tx,Tx) — Xz, Tz) — XN (Tz, z) + |\ (z,z)
et

> = |(T=XDz||* = (T = XD)a, (T — X)z)

= (Tz,Tx) — Xx, Tx) — MN(Tx,z) + |\ (z,z)
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Et on a

(Tw,x) = (z, T} cest adire |[Vy| = [lyl
donc V' est un opérateur isométrique.
2.0nay=(T—MN)x et Vy= (T — X )z donc

y—Vy= ()\ — X) x

alors : R(I-V)={y—Vy : y€ D(V)} coincide avec D(T) (car y —Vy = (A — X) z et
x e D(T)) .
3. -a-Montrons que 'opérateur (I —V)~! existe.V est un opérateur vérifiant la 2¢™¢ condition
donc ’enslemble des élements y — Vy tels que y € D(V) est dense dans H et V' n’admet pas

A = 1 comme valeur propre (i.e.) y = Vy seulement pour y = 0.

Si ce n’est pas le cas alors pour z € D (V) :

<VZ - Z7y> = <VZ,y> - <Zay> = <VZ, Vy) - <Z7y> =0

donc y # 0 doit étre orthogonal a R(I — V') qui est d’aprés 2 dense dans H et cela impossible.
On conclut que lopérateur (I — V)~ existe.
-b- On pose

T=WN-\)I-V)"

Montronsque T est un opérateur symétrique dont la transformation de CAYLEY est V,

posons :
D(T)=R(I-V)
pour tout z € D(T) : Iy € D(V) :x =y — Vy, alors;
Te = Ty-Vy)=MN-XV)IT-V)"(y-Vy)
= M -\)IT-V)'(I-V)y
= (M—=AV)y

De la 2°"¢ condition D(T') dense dans H et de plus V z1, 2o € D(T) :

<T$1, 962> = (T (yl - V?Jl) y Y2 — Vy2>
= <)‘yl - XVZ/17 Y2 — VZ/2>
= (A X) (Wi.y2) = AV, y2) — Ay, Vo)
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Et
(1, Tra) = (1 =V, T (y2 — V)
= (y1— Vyr, \ya — A\Wya)
= (M) Wi, 2) = AV, y2) — Ay, Vi)
Donc

(Tzy,29) = (T (yr — Vn) 2 — Vy2) = (p1 — Vyr, T (y2 — Vo)) = (w1, T'wy)

C’est a dire que T est un opérateur symétrique.

Pour tout # € D(T) : Tz = Ay — AV, alors

(T—Xf)x: ()\—X)y

Et
(T = M)z =Tz -z =(A=X)Vy.
Donc;
Tx — A x = (/\—X)Vy:V()\—X)y:V(Tx—X:E)
Alors;;
(T —X)z =V (T — )z pour tout z € D(T)

ou bien,

(T —X)=V (T - X)
Alors

V =(T—-X)(T—-\)*
donc V est la transformation de CAYLEY de 'opérateur symétrique 7. g

Proposition 2.2.2 Soit T un opérateur symétrique et V' sa transformation de CAYLEY.

Alors T est autoadjoint si et seulement si V' est unitaire.

Preuve. 7T est autoadjoint si et seulement si ses indices de défaut sont nuls, autrement dit
Ry = R) = H ce qui est équivalent & D(V) = R (V) = H. Il en découle que V' est unitaire.
O
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Théoréme 2.2.1 Soit Ty, T, deux opérateurs symétriques et Vi, Vorespectivement leurs
transformation de CAYLEY. Alors Ty est une extension de Ty si et seulement si Vo est

une extension de V.

Remarque 2.2.1 De ce théoréme, le probléme de [’extension d’un opérateur symétrique T’ se

réduit au probléeme de ’extension d’un opérateur isométrique qui est sa transformation de

CAYLEY.

Théoréme 2.2.2 Un opérateur symétrique T est fermé si et seulement si sa transformation

de CAYLEY V' est une isométrie fermée (c’est le cas si et seulement si Ryet Rysont fermés).
Preuve. On suppose que T est fermé et {y,} une suite définie par;
Yn = (T -\ ) Ty

tel que x, € D(T) et {y,} converge vers y. Et tant que V' est isométrique; la suite {Vy,}

définie par : Vy,, = (T — A\ ) x,, converge vers z. On a

Yn — Vyn =Txy, — A1, — Txp + A1y

donc :

On obtient

Et on a aussi

Donc
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Donc

1 - 1 -
Tz, = ——= Ay, — A —— (Ay— A
T )\_)\( Yn Vyn) n:+oo )\_)\( Yy 2)

Et T est fermé donc
y—2z¢€ D(T)etT(y —2) = Ay — Az.

Par conséquent

_ 1 _
y=(T—M)?(y—z)zm[T(y—z)—A(y—Zﬂ
donc;
yeRy=D(V)
Et
Vy = (T—AD)—— (y—2)
1
= ET(Q—Z)—)\(Q—Z)
1 _
1 _
= E(A—)\)Z:Z,
donc;
Vy==z

Cela montre que V' est un opérateur fermé et aussi 5 est un sous-espace fermé; alors Iy est
I'image par une isométrie du sous-espace fermé Ry, donc R et aussi fermé.
De la méme facon on peut montrer que si 'opérateur V' ( ouRy ) est fermé , alors 'opérateur

T est fermé. O

2.2.1 Domaine de définition d’un opérateur adjoint

Définition 2.2.2 On dit que les sous-espaces My, M, ....... M,, sont linéairement indépen-
dants :

St x1+ 20+ ... +x, =0 pour xp € My, et k =1,n alors :
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(*) Si les sous-espaces My, My, ....... M, sont linéairement indépendants, il est possible de

former leurs somme directe My & My @ ....... ® M,, alors :

chaque x € M1 & My @ ....... @ M, peut représenté d’une fagon unique sous la forme :
=21 +T2+ ....... +x,

tel que x, € My, et k =1, n.
(*) S’il existe une autre représentation T = x} + T + ....... +, tel que 1, € M, et k =

1,n, donc :

avec Tj— x; € My et k=1,n.
Mais My, M, ....... M,, sont linéairement indépendants alors :

(21, — x},) = 0 donc ), = z,, pour k =1, n.

Théoréme 2.2.3 SiT est un opérateur symétrique fermé , alors D(T'), Ny, Ry sont linéaire-

ment indépendants et :

D(T*) = D(T) & Ny @ X,.

Preuve. Montrons l'indépendance linéaire :
Soit x +y+ 2z =0tel que v € D(T), y € Ny, z € V.
Appliquant 1'opérateur (7 — AI) on obtient ;

(T* = M)(z+y+2)=0
Donc :
Te 4+ y+Xz—Ax —dy—Az=0

Alors
(T—X)z+(A=XN)y=0
Mais (T — M)z € Ry, et (A—A)y € R; et on sait que Ry et Ny sont orthogonaux donc
(T — M)z + (A= X) y = 0 est possible seulement si (T — A)z =0et (A—X)y = 0.
Donc x = 0 et y =0 (x = 0 car A est non-réel ne peut pas étre une valeur propre de T qui

est symétrique), et aussi z = 0 car

r4+y+2z=0,2=0et y=0 impliquent z = 0.
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(*) Montrons que

D(T*) = D(T) & Ry & R,

1-On a D(T), Ny, R, sont inclus dans D(T™*) donc D(T) @& 8y & N, C D(T™)

2-Soit u € D(T*). Montrons que u peut étre représenté sous la forme
uU=r+y-+=z

ouz e D(T), ye Ny, z € Ry.
Comme T fermé alors Ry est un sous-espace fermé. Sachant queX, est son complément

orthogonal ; on peut écrire

Ry®Ny=H
Chaque v € H peut alors étre représenté sous la forme
v=0v +v ouv € Ry et Ve Ny
On essaye de représenter v sous forme
v=(T"—\)u

v' € Ry alors;

v = (T—=X)z ou ze D(T).
Posant v" = ()\ — X) y, y € V). On obtient
(T* = X)u= (T - M)z + (A= Ny
Et pour T*y = \y, THz =Tx

(T* —M)u = Tz —dx+Ty— Ny
= (T* = X)z+ (T* = M)y

= (T* =) (z+vy)

Donc

(T* = X)) (u—x—19y) =
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On pose

Z2=Uu—T—Y

alors z € Ny et

U=r+y-+=z

oux € D(T), y €Ny, z €N, ce qui nous donne
T*u=Tx+ \y+ Az
U

Corollaire 2.2.1 Un opérateur symétrique fermé est auto-adjoint si Xy = {0}, Ny = {0}

dans ce cas : D(T') = D(T™).

Formule de Neumann

On a D(T*) = D(T) @& Xy & Ny, pour A = —i on obtient :

D(T*) = D(T) & X; & N_

Donc chaque z € D(T*) a la représentation unique :

r=a"+1 +atouz’ € D(T), v €N;,x €N

Montrons que;

tm () = [~ [} |

Et on I'appelle : "formule de Neumann" .

(T*z,z) = (T2’ —iz” +iz", 2"+ 2~ +a%)

= (T*2°2°%) + (—iz™ 4+ izt 2% + (T2, 2~ + 2) + (ia” + izt 2" +2™)

Eton a:

<Tx0,x_ + x+> = <x0,T* (x_ + x+)> = <x0, —ix_,ix+>
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(T*z,z) = (T*2°2") + (—iz™ +iz¥,2%) + (2°, —iz™ +ia™) —i Hx_HZ +1 Hx+H2
—1 <x+,x_> +1 <:z7+, ZL‘_>

= (Ta%,2%) + 2Re [(a°, —ia~,ixt) + i (a*,07)] + i (ot | = [l |°)

Donc,
tm(r:) = [ | [}
On décompose D(T*) en trois sous-ensembles : e, e, €° tel que :

Im(T*z;2) = 0, <0, = 0 respectivement donc : chaque x € D(T*) est dans e™ ou e ou &°.
Corollaire 2.2.2 D(T) C &%, ®-Cc e~ U{0}, R ; CceTU{0}.
Preuve. Pour x € D(T): 2z~ =" =0 donc :

[l ]* = [l =0

donc x € £°.

Pour 2 # 0 et z € X; donc 2° = 2™ = 0 donc x = ™. Alors :
o =l =l - 0
donc z € eT U{0}. O

Proposition 2.2.3 Si a > 0 et 5 € R alors les espaces de défaut N_; , N; des opérateurs

T et S =aT + (1 ont les mémes dimensions.

Preuve. On a: D(T) = D(S). Et aussi :

(S*r,z)y = {((aT + BI)" z,z)
= (aT"x + Pz, x)
= a(T"z,x) + B (z,z),

et
Bz,x) =B |z|* € R,
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donc

Im($"zi) = a ([Ja** = [~]*)

et a > 0 donc e, £~ sont les mémes pour les deux opérateurs T et S et dim N; et dimN_; est

la méme pour T et S. O
Théoréme 2.2.4 Pour chaque nombre complexe A du demi-plan supérieur :
dim Ny = dim R_; et dim N, = dim N;

Preuve. On pose: A = 0 + i7 et A dans le demi-plan supérieur donc : 7 > 0, on note par

N etX; les deux espaces de défaut de 'opérateur :
S=7r"T -0l
Pour

r € N exeD(S) telque S*x = —ix

& x e D(S) telque 71 (T* —ol)x + iz =0
& 1€ D(TY) telque 7' (TFx — o —iTx) =0
& x e D(TY) telque 71 (T*z — (0 —iT)x) =0
& x e D(TY) telgue 7" (T* = X) 2z =0

& 1€ D(TY) telque 77 'T*r = Az

& x €Ny

Donc : R; = R,. Et de la méme facon on montre que R_; = Ry.
Et de la proposition précédente les opérateurs T' et S = 771 (T —ol) = 77T — 770l o

7>=0et 7 lo € R ont :

dim®; =dim¥; =dimRy et dim®_; = dim® ; = dim Ny,

donc

dim Ry = dim®; et dim¥; = dim R’ .
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Les indices de défauts On pose : m = dim¥N; , n = dimRX_; , m, n sont appelés les indices

de défaut del’opérateurT'.

Du théoréme précédent :m = dim Ny, n = dim Ry si ImA > 0.

Proposition 2.2.4 Un opérateur symétrique fermé est auto-adjoint si et seulement si m = 0

et n =0.

Proposition 2.2.5 Soit T' un opérateur symétrique et V' sa transformation de CAYLEY.

Alors T est autoadjoint si et seulement si V' est unitaire.

Preuve. 7T est autoadjoint si et seulement si ses indices de défaut sont nuls, autrement dit
Ry = Ry = H ce qui est équivalent & D(V) = R(V) = H. Il en découle que V' est unitaire.
O

Théoréme 2.2.5 St T' est un opérateur symétrique fermé et si S est un opérateur borné,
Hermitien et défini sur toute H alors , les deux opérateurs T et T + S ont les mémes indices

de défaut.

Preuve. Ona: (T+S5)" =T*+S donc:
D((T+8)") =D(T"),

et pour z € D (T*) :

(T+98) z,z) = (T"+9)x,x)
= (T"z,x) + (Sz,z)

et tant que (Sz,z) € R alors :
Im (T +5) z,z) = Im (T"z, z) .

Donc et des opérateurs T et T + S coincide et aussi e~ donc de la proposition : T et

T + S ont les méme indices de défaut. O
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2.2.2 Construction de I’extension d’opérateurs symétriques

Soit T' un opérateur symétrique fermé et soit T une extension symétrique fermée de T .On
note par V' et V : les transformations de CAYLEY de T et T respectivement :
Ona:V CV alors :

D(V)c D(V)et R(V)C R(V).

On pose :
P=DWV)eDV)et Q=R(V)sR(V),

donc :

PLD(V)=Rset QL R(V)=R,,

alors : P C H© Ry donc P C Ny et Q C HO Ry donc @ C R,y.

Définissant 1'opérateur U par :
U:x—>Ux:\7xp0urx€P,

tant que V : D(V) — R(V) est une isométrie alors V : P — Q est aussi une isométrie donc
U: P — @ lest aussi.
Inversement

On suppose un opérateur isométrique

U:PC®;—QCRydonné (P=D(V)e D(V)) donc :

D(V)=Pa& D(V)

Si on pose pour y € D(V); z € P; ‘N/(y + z) = Vy + Uz on obtient un opérateur isométrique
1% qui représente une extension de V' et par conséquent V est la transformation de CAYLEY

d’une certaine extension symétrique fermée de 'opérateur 7.
Construction de T (a I’aide de U)

Du théoréme concernant la transformation du CAYLEY (chaque opérateur isométrique V' qui

vérifie la 2°™¢ condition, est la transformation de CAYLEY de certain opérateur symétrique),

T = (AN —X\N/)(I — ‘N/)_1 donc : D(T) = R(I — ‘N/),
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donc pour : y + z € D(V) : ' € D(T), donc

r=W+z2)-Vy+z)=y+z—Vy+Vz)

tel que V=V sur D\V), ye D(V), z€ P.
Posant :

x:y—Vy:()\—X)ftelque: e D(T),

donc D(T) consiste tous les vecteurs de la forme :
g =x+z—UztelquexeD(T), ze P, Uz € Q.
Et tant que : TCT*ouze Ry, Uz € Ny, donc :
Tr =Tz + Az — AUz,
et de la définition de Tv, ces espaces de défauts sont donnés par;
NL=Ryo Pet N, =8, 6Q.
On a donc le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.6 chaque extension symétrique fermé T dun opérateur symétrique fermé T
est déterminée par certain opérateur isométrique U tel que D(U) = P ; un sous espace fermé

de Xy et Q = R(U) est un sous espace fermé de X,. Et
D(T) = {xl: ¢ =x+2—Uz tel que x € D(T), zEP}

-, —
avec Ty =Tx + X z—NUz
Inversement : Pour chaque opérateur U avec ces formules détermine un extension symé-

trique fermé T del ‘opérateur T, ses espaces de défauts sont :
Proposition 2.2.6 Une extension T de T est auto-adjoint si et seulement si,

N = {0}, X} = {0}
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(i.e.) Si et seulement si : P = Ny et () = Rj.
Donc pour que l'opérateur U existe,il est nécessaire et suffisant que Ry, Ry atent la méme

dimension.(i.e.) si et seulement si :
P= NX et Q = N,\

Donc pour que l'opérateur U eziste, il est nécessaire et suffisant que Ry, Ry aient la méme

dimension.

Théoréme 2.2.7 Une extension T est auto-adjoint si et seulement si;
D(U) =Ry et R(U) =N,

Théoréme 2.2.8 Un opérateur T' admet une extension auto-adjointe T si et seulement si :
Ny, N\ ont la méme dimension (i.e.) ces indices de défaut sont égau.

Cas particulier (si dimRy < oo et dim Ny, < oo )

Pour qu.une extension auto-adjointe existe : dim Ny, = dim Ny = n

{e1, ea,...,e,} est une base orthonormée dans Ny,

{ell, Copy ey 6;} est une base orthonormée dans RN.

Donc pour z € Ry : z = ey + Eeg + ... + Eey,, €t chaque opérateur isométrique : U : Ry — Ny

est donné par :

Uz = Z Z (Ujné) e;.

=1 k=1
Ou U = [Uji] est une matrice unitaire alors D(T) est 'ensemble des x' tel que : ' =
r+z2z—-Uz et:
z = x+2€kek — ZZ(Ujkfk) e;» x € D(T)
k=1 J=1 k=1
Tx' =Tz + )\kaek — XZZ (Ujréy) e;.
k=1 J=1 k=1

Proposition 2.2.7 Un opérateur symétrique fermé T est maximal si et seulement si un des

deux espaces de défaut égale {0} (i.e) si et seulement si ses indices de défaut sont (0,n) ou

(n,0).
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Proposition 2.2.8 Une extension T’ est maximale si et seulement st une ou les deux relations

sont vérifés : P = Ny et () = Ny.

Proposition 2.2.9 57 dim Ny < oo et dim R, < oo et dim Ny = dim Ry, alors chaque exten-

ston maximale est auto-adjointe.



CONCLUSION
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