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RÉSUMÉ

On s�intéresse dans ce mémoire à démontrer quelques propriétés des opérateurs positifs not-

tament que tout operateur borné positif possède un opérateur racine et que tout opérateur

borné a une décomposition dite "polaire" analogue à la décomposition polaire des nombres

complexes.



INTRODUCTION

On sait qu�en dimension �nie, une matrice positive réelle symétrique ou complexe hermitienne

est toujours diagonalisable par une matrice orthogonale dans le premier cas ou unitaire dans

le second, et elle possède des valeurs propres positives dont les vecteurs propres associés sont

deux à deux orthogonaux. Ceci permet de montrer entre autre que pour une telle matrice A,

il existe une unique matrice symétrique positive dont le carré soit justement A. Ces dernières

sont associées à des applications linéaires dites "positive". Il est naturel s�essayer d�étendre

ce concept aux opérateurs bornés agissants dans un espace de Hilbert de dimension in�nie et

même au cas des opérateurs non bornés

C�est pourquoi, on s�intéresse dans ce mémoire à dé�nir puis à donner quelques propriétés des

opérateurs positifs bornés dont, l�existance de la racine carrée d�un opérateur positif ainsi que

la décomposition polaire d�un opérateur qui n�est possible que grâce à ce type d�opérateurs.

Ce travail est divisé en deux chapitres ;

Le premier chapitre est consacré l�introduction des di¤érentes notions et dé�nitions de bases

sur les opérateurs dans un espace de Hilbert, nous nous intéresserons en particulier à dé�nir

les opérateurs adjoints et autoadjoints.

Dans le second chapitre, on commence par donner quelques dé�nitions et exemples surs les

opérateurs positifs, ainsi on démontre que le produit de deux opérateurs qui sont commutant

est un opérateur positif. et on montre que le spectre d�un opérateur positif est non néga-

tif c�est-à-dire pour tout opérateur A 2 B (H) positif : � (A) � [0;+1[, puis on montre

l�existence de la racine carrée d�un opérateur positif.

Finalement on démontre que tout opérateur positif borné possède une décomposition dite

"polaire", cette décomposition a¢ rme que pour un opérateur A 2 B (H), qu�il existe une

isométrie partielle U pour laquelle A s�écrit sous la forme A = U jAj où jAj est l�opérateur

racine carrée de l�opérateur positif A�A .



Chapitre 1

Rappel

1.1 Espace de Hilbert

1.1.1 Produit Scalaire

Dé�nition 1.1.1 Soit E un espace vectoriel complexe. On appelle produit scalaire sur E

toute application sesquilinéaire hermitienne, dé�nie positive de E � E dans C que l�on note

par h:; :i.

De même pour un espace vectoriel réel, on appelle produit scalaire sur E toute application

bilinéaire symétriquee, dé�nie positive de E � E dans R que l�on note aussi par h:; :i.

� Tout produit scalaire induit une norme sur E par la relation

kukE =
p
hu; uiE; 8u 2 E. (1.1.1)

1.1.2 Suite de Cauchy

Dé�nition 1.1.2 Soient E un C ou R-espace vectoriel muni d�une norme kukE et (Xn)n2N

une suite de vecteurs dans E. La suite (Xn)n2N est dite de Cauchy si et seulement si :

8" > 0;9 N0 2 N tel que 8 n; m � N0 : kXn �XmkE < ". (1.1.2)

1.1.3 Suite convergente

Dé�nition 1.1.3 On dit que la suite (Xn)n2N est convergente vers X 2 E si,

8" > 0; 9 N0 2 N tel que 8 n 2 N n � N0 : kXn �XkE < ". (1.1.3)
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1.1.4 Espace complet

Dé�nition 1.1.4 Soit E un espace vectoriel normé ; on dit que E est complet si pour toute

suite de Cauchy (xn)n2N � E est convergente dans E.

1.1.5 Espace préhilbertien

Dé�nition 1.1.5 On appelle espace préhilbertien un espace vectoriel muni d�un produit sca-

laire.

Dé�nition 1.1.6 Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien complet pour la norme

induite par le produit scalaire.

1.1.6 Orthogonalité

Dé�nition 1.1.7 Soit H un espace de Hilbert, on dit que deux élèments x et y de H sont

orthogonoux, et on écrit x ?y, si

hx; yi = 0. (1.1.4)

Plus géneralement, on dit que deux sous espace H1 et H2 de H sont orthogonoux, et on écrit

H1 ?H2, si

8x 2 H1;8y 2 H2 hx; yi = 0. (1.1.5)

1.2 Opérateurs dans un espace de Hilbert

Dé�nition 1.2.1 Soit H et H 0 deux espaces de Hilbert. Un opérateur A de H dans H 0 est

une application linéaire A : D(A) � H �! H 0 telle que :

�D(A) est l�ensemble des vecteurs x 2 H pour lesquels il existe une image y 2 H 0.

� On appelle G(A) graphe de l�opérateur A le sous -espace de H �H 0 dé�ni par :

G(A) = f(x;Ax) tel que x 2 D(A)g . (1.2.1)

� On appelle ker(A) noyau de l�opérateur A le sous-espace de H dé�ni par :

ker(A) = fx 2 D(A) tel que Ax = 0g . (1.2.2)
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�On appelle Im(A) image de l�opérateur A le sous-espace de H 0 dé�ni par :

Im(A) = fy 2 H 0 : y = Ax; x 2 D(A)g . (1.2.3)

� On note par L(H;H 0) l�espace vectoriel des opérateurs de H dans H 0. Si H = H 0; on pose

L (H) = L(H;H).

1.2.1 Inverse d�un opérateur

Soient H, H 0 deux espaces de Hilbert et A 2 L(H;H 0).

Dé�nition 1.2.2 On dit que A est inversible s�il existe B 2 L(H 0; H) tel que

AB = IdH0 et BA = IdH

où IdH (respectivement IdH0) est l�opérateur identité de H (respectivement H 0).

Un tel opérateur B (lorsqu�il existe) est unique, on l�appelle opérateur inverse de A ou sim-

plement inverse de A et on le note B = A�1.

1.2.2 Spectre d�un opérateur

Soient E un C-espace vectoriel et A 2 L(E).

Dé�nition 1.2.3 (Spectre d�un opérateur) Le spectre d�un opérateur A est le sous-ensemble

dé�ni par

�p(A) := f� 2 C : (A� �Id) n�est pas inversibleg . (1.2.4)

L�ensemble complémentaire est appelé l�ensemble résolvante.

Dé�nition 1.2.4 (valeur propre d�un opérateur) On appelle valeur propre de A tout

scalaire � 2 | tel que (A� �Id) n�est pas injectif.

1.3 Les opérateurs bornés

Dé�nition 1.3.1 Soient H et H 0 deux espaces de Hilbert, un opérateur A de H dans H 0 est

dit borné si et seulement si

sup kAxkH0 < +1. (1.3.1)
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L�ensemble des opérateurs bornés de H dans H 0 est noté B(H;H 0). Si H = H 0, on pose

B (H) = B(H;H).

Théorème 1.3.1 Si H est un C-espace de Hilbert, A 2 B (H) et

hAx; xi = 0, 8x 2 H. (1.3.2)

Alors

A = 0. (1.3.3)

Preuve. Ona

hA (x+ y) ; x+ yi = 0; 8x; y 2 H,

alors

hA (x+ y) ; x+ yi = hAx; xi+ hAx; yi+ hAy; xi+ hAy; yi

= hA(x); yi+ hA (y) ; xi = 0.

De même

hA (x+ iy) ; x+ iyi = �i hA(x); yi+ i hA (y) ; xi = 0.

D�où

hA(x); yi+ hA (y) ; xi+ i (�i hA(x); yi+ i hA (y) ; xi) = 2 hAx; yi = 0

=) hAx; yi = 0 8x; y 2 H.

En particulier pour y = Ax

hAx;Axi = kAxk2 = 0

=) Ax = 0;8x 2 H.

Donc

A = 0.

�

Remarque 1.3.1 Si H est un Hilbert sur R, alors le théorème précédent n�est pas toujours

véri�é.
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Exemple 1.3.1 Soit

A =

�
0 1
�1 0

�
On a ; hAx; xi = 0 mais :A 6= 0.

Théorème 1.3.2 Si A est auto-adjoint sur R-Hilbert, alors :

hAx; xi = 0 ;8x 2 H =) A = 0. (1.3.4)

En e¤et,

hA (x+ y) ; x+ yi = hAx; yi+ hAy; xi = hAx; yi+ hx;Ayi symétrie (1.3.5)

= hAx; yi+ hAx; yi = 2 hAx; yi = 0 A auto-adjoint

pour y = Ax, on conclut de la même manière que ce théorème est aussi vrai si H est R-

hilbertien.

Corollaire 1.3.1 Si A; B 2 B (H) et 8x 2 H : hAx; xi = hBx; xi. Alors A = B.

Preuve. On Applique le théorème précédent à l�opérateur A�B: �

Lemme 1.3.1 Soient E; F deux C -espaces vectoriels normés et ' : E�F �! C une forme

sesquilinéaire. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) ' est continue.

ii) ' est continue en (0; 0).

iii) sup fj' (x; y)j : (x; y) 2 E � F; kxk � 1; kyk � 1g < +1.

iv) Il existe une constante c � 0 telle que

j' (x; y)j � c kxk kyk 8 (x; y) 2 E � F . (1.3.6)

Preuve. i)=)ii) évident.

ii)=)iii) On suppose que (ii) est véri�ée alors que (iii) ne l�est pas pour aboutir a une

contradiction . Supposons donc qu�il existe (xn)n2N � E; (yn)n2N � F véri�ants

kxnk � 1; kynk � 1;8n 2 N;
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avec

j' (xn; yn)j �! 1
n�!1

.

On peut alors dire que

j' (xn; yn)j � n2 lorsque n �!1.

On pose vn = 1
n
xn et wn = 1

n
yn. On a ;

kvnk =




 1nxn





 � 1

n
kxnk �

1

n
.

Et de même

kwnk �
1

n
;

d�où

lim
n�!1

k(vn; wn)k � lim
n�!1

1

n
= 0,

c�est à dire ;

lim
n�!1

k(vn; wn)k = 0.

Et

lim
n�!1

(vn; wn) = 0.

D�aprés (ii)

lim
n�!1

' (vn; wn) = 0.

D�autre part,

j' (vn; wn)j =
���� 1n2' (xn; yn)

���� = 1

n2
j' (xn; yn)j �

1

n2
n2 � 1.

Contradiction.

iii)=)iv) On suppose que (iii) est véri�ée et on pose

M = sup fj' (x; y)j : (x; y) 2 E � F ; kxk � 1; kyk � 1g < +1

On montre que

j' (x; y)j �M kxk : kyk ;8 (x; y) 2 E � F

Soient (x; y) 2 E � F . Si x = 0E alors

j' (x; y)j = j' (0; y)j =M:0: kyk =M kxk : kyk véri�ée
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De même pour y = 0F .

On suppose que (x; y) 6= (0E; 0F ) et l�on considère

v =
1

kxkx; w =
1

kyky

on a alors,

j' (x; y)j = j' (kxk v; kykw)j = kxk : kyk : j' (v; w)j

mais comme

kvk = kwk = 1;

alors d�après (iii) ;

sup j' (v; w)j =M < +1

d�où

j' (v; w)j �M < +1

et

j' (x; y)j = kxk kyk j' (v; w)j

� M kxk kyk .

iv)=)i) On suppose que (iv) est véri�ée et on montre que ' est continue, c�est à dire ,

lim' (x; y) =
(x;y)!(x0;y0)

' (x0; y0) ;8 (x0; y0) 2 E � F

pour cela on utilise la propriété suivante ,

[' est continue en (x0; y0)]()
"

8 ((xn; yn))n2N � E � F :
lim

n!+1
(xn; yn) = (x0; y0) =) lim

n!+1
' (xn; yn) = ' (x0; y0)

#
.

Soient donc, (xn)n2N � E; (yn)n2N � F telles que limxn
n!+1

= xo et lim yn
n!+1

= yo. On a,

j' (xn; yn)� ' (x0; y0)j = j' (xn; yn)� ' (xn; y0) + ' (xn; y0)� ' (x0; y0)j

� j' (xn; yn)� ' (xn; y0)j+ j' (xn; y0)� ' (x0; y0)j

� j' (xn; yn � y0)j+ j' (xn � x0; y0)j

� c kxnk kyn � y0k+ c kxn � x0k ky0k .
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Commekyn � y0k ! 0 etkxn � x0k ! 0 pour n �! +1; alors ;

lim
n!+1

j' (xn; yn)� ' (x0; y0)j = 0

d�où,

lim
n!+1

' (xn; yn) = ' (x0; y0) .

�

Théorème 1.3.3 (de la représentation de Riez) [6] Si A : H ! C est une forme li-

néaire bornée (ou continue). Alors il existe un unique g 2 H tel que 8f 2 H on a,

A (f) = hf; gi ; (1.3.7)

de plus,

kAk = kgkH . (1.3.8)

Théorème 1.3.4 Soient H et H 0 deux C-espaces de Hilbert et ' : H �H
0 ! C une forme

sesquilinéaire. On a l�équivalence des deux propriétés suivantes :

(i) : ' est continue.

(ii) : Il existe S 2 B
�
H

0
; H
�
tel que

' (x1; x2) = hx1; Sx2iH ;8 (x1; x2) 2 H �H
0
. (1.3.9)

L�opérateur S est unique et véri�e

kSk = k'k . (1.3.10)

Preuve. i) =) ii) On suppose que ' est continu. D�après le lemme (1:3:1)

j' (x; y)j � k'k kxk kyk ; (c = k'k)8 (x; y) 2 H �H
0
:

Pour y 2 H 0
; on considère la forme linéaire suivante,

'y : H �! C

x �! 'y(x) = '(x; y)

('y est clairement linéaire)

8x 2 H :
��'y(x)�� = j'(x; y)j � k'k kxk kyk .
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D�où, 'y est continue et 

'y

 � k'k kyk .
D�après le théorème (1:3:3), il existe un unique élément ey 2 H tel que

'y(x) = hx; eyiH
et on a,

keykH = 

'y

 .
On déduit alors que

keykH = 

'y

 � k'k kykH0

On dé�nit à présent l�opérateur suivant

S : H
0 �! H

y �! S (y) = ey
S est bien dé�ni par la représentation de Riez ( pour y 2 H 0

: ey existe et est unique) de plus
pour y1; y2 2 H

0
:

S(y1 + y2) = ]y1+y2 et S(y1) + S (y2) = ey1 + ey2.
Mais,

hx; ey1 + ey2iH1 = hx; ey1iH1 + hx; ey2iH0 = 'y1(x) + 'y2(x)

= '(x; y1) + '(x; y2) = '(x; y1 + y2)

= 'y1+y2(x)

=
D
x; ŷ1 + y2

E
;8x 2 H1;

d�où ey1 + ey2 = ŷ1 + y2 et S (y1 + y2) = S(y1) + S(y2);

de même pour y 2 H2 et � 2 C :

S (�y) = f�y et �S (y) = �ey
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mais,

hx; �eyiH = � hx; eyiH = �'y(x) = �'(x; y)

= '(x; �y) = '�y(x) = hx;f�yiH
Alors

�ey = f�y et S(�y) = �S(y)

S est linéaire et

kS (y)kH = keykH = k'ykH � k'k kykH0

on déduit que

kSk � k'k ;

et que S est borné et donc continu.

En�n, S est unique par la dé�nition de ey. De plus,
j' (x; y)j = jhx; S (y)iH j � kxkH kS (y)kH � kSk kxkH kykH0 (d�après le lemme (1:3:1)) ;

k'k � kSk

Conclusion

k'k = kSk .

ii)=)i).On suppose que ' véri�e(ii) et on montre qu�elle est continue. On a ,

' (x1; x2) = hx1; Sx2iH 8 (x1; x2) 2 H �H
0

Alors ;

j' (x1; x2)j = jhx1; Sx2iH j � kSk kx1kH kx2kH0

On déduit alors la continuité du lemme (1:3:1) : �

Remarque 1.3.2 On dé�nit la forme suivante

 : H
0 �H �! C

(x2; x1) =)  (x2; x1) = ' (x1; x2).
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Remarquons que

k k = k'k (1.3.11)

et que  est clairement continue. On peut alors appliquer le théorème (1:3:4) et il existe

A 2 B
�
H;H

0�
tel que

 (x2; x1) = hx2; Ax1iH0 ;8 (x2; x1) 2 H
0 �H. (1.3.12)

D�où,

' (x1; x2) =  (x2; x1) = hx2; Ax1iH0 = hAx1; x2iH0 . (1.3.13)

On peut a¢ rmer que (ii) est équivalente à la propriété suivante :

1. iii) Il existe A 2 B
�
H;H

0�
tel que

' (x1; x2) = hAx1; x2iH0 (1.3.14)

Avec,

kAk = k k = k'k (1.3.15)

En�n, on peut conclure que

hAx1; x2iH0 = hx1; Sx2iH (1.3.16)

Avec kSk = kAk.

1.3.1 Adjoint d�un opérateur linéaire continu

Dé�nition 1.3.2 Soit H un espace de Hilbert et A 2 L(H); l�unique opérateur A� 2 L(H)

tel que pour tout x; y 2 H

hA(x); yi = hx;A�(y)i (1.3.17)

est appelé adjoint de A:

Corollaire 1.3.2 Soit A 2 B (H). Alors,

kAk = kA�k . (1.3.18)

Preuve. On considère la forme sesquilinéaire suivante ;

' : H �H �! C
(x1; x2) 7�! ' (x1; x2) = hAx1; x2iH

Il découle immédiatement de la remarque 1.3.2 et de l�unicité de l�adjoint que S = A�. D�où

la conclusion. �
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Propriétés des opérateurs adjoint :

Proposition 1.3.1 Soit H un espace de Hilbert. Alors

1. 8A 2 B(H) : (A�)� = A: Si A est inversible alors A� l�est aussi et (A�)�1 = (A�1)�.

2. (AS)� = S�A�.

3. (A+ S)� = A� + S�.

Proposition 1.3.2 Pour tout A 2 L(H);on a les relations

Ker(A)? = Im(A�) et Ker(A�)? = Im(A). (1.3.19)

Preuve. Soit
y 2 Im(A�)? () hy; A�xi = 0;8x 2 H

() hAy; xi = 0;8x 2 H
() Ay = 0
() y 2 Ker(A)

Soit Donc

Im(A�)? = Ker(A)

=) Ker(A)? =
�
Im(A�)?

�?
= Im(A�).

La deuxième relation s�obtient de la première en remplaçant A par A� et en remarquant que

A�� = A: �

Exemple 1.3.2 Dans L2(R) on dé�nit l�opérateur A par

A : L2 �! L2

f �! Af = 'f où ' est une fonction bornée sur R:

Soint f; g 2 L2 alors :

hAf; gi =

Z
R

(Af)(x)g(x)dx =

Z
R

'(x)f(x)g(x)dx

=

Z
R

f(x)'(x)g(x)dx =

Z
R

f(x)'(x)g)(x)dx

= hf; 'gi;
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d�où :

A� : L2 ! L2

g ! A�g = 'g.

1.3.2 Opérateur auto-adjoint

Dé�nition 1.3.3 un opérateur lineaire borné A dans H (A 2 B(H)) est dit autoadjoint si

et seulement si A = A�. Autrement dit

8 (x; y) 2 H2 : hAx; yi = hx;Ayi. (1.3.20)

� On note B (H)aa l�ensemble des opérateur bornée autoadjoint c�est-à-dire

B (H)aa = fA 2 B (H) : A = A�g . (1.3.21)

1.3.3 Propriétés des opérateurs auto-adjoint

On vas citer quelques propriétés sans preuve

� A auto-adjoint et inversible =) A�1 auto-adjoint.

� Si A; B sont auto-adjoint alors pour tous �; � 2 R : (�A+ �B) et AB sont auto-adjoint.

� A auto-adjoint =) An auto-adjoint por tous n 2 N�.

Exemple 1.3.3 (i) IdH = Id est un opérateur auto-adjoint.

(ii) si ' est une fonction réelle alors ' est auto-adjoint.



Chapitre 2

Opérateurs positifs

2.1 Dé�nitions

Dé�nition 2.1.1 Soit A un opérateur linéaire dé�ni sur un espace de Hilbert H dans lui

même, on dit que A est positif et l�on note A � 0, si A est auto-adjoint et pour tout ' 2 H;

hA';'i � 0. (2.1.1)

Remarque 2.1.1 Si A est un opérateur est dé�ni sur un C-espace de Hilbert, alors la condi-

tion hA';'i � 0 implique automatiquement que A est auto-adjoint puisque dans ce cas, A

est auto-adjoint si, et seulement si hA';'i 2 R.

Exemple 2.1.1 Soit A un opérateur dé�nit sur l�espace de Hilbert de dimension �nie ( ou

espace Euclidien) Rn par :

A : Rn ! Rn
x = (x1; x2; ::::::::::; xn) 7! Ax = (2x1; x2; 2x3; :::::; xn)

Il est claire que A est linéaire et auto-Adjoint.

A est positif car pour tout x 2 Rn :

hAx; xi = h(2x1; x2; 2x3; :::::; xn�1; xn); (x1; x2; ::::::::::; xn�1; xn)i

= h2x1; x1i+ hx2; x2i+ h2x3; x3i+ ::::::+ h2xn�1; xn�1i+ hxn; xni

= 2 kx1k2 + kx2k2 + 2 kx3k2 + :::::::+ 2 kxn�1k2 + kxnk2 � 0.
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Exemple 2.1.2 Soit l�opérateur A dé�nit sur l�espace de Hilbert L2 [0; 1]

A : L2 [0; 1] ! L2 [0; 1]
f 7! Af

où

(Af) (x) = xf (x) ;8x 2 [0; 1] (2.1.2)

On a

hAf; fi =
1Z
0

(Af) (x) f(x)dx = hf; Afi : (2.1.3)

D�où A est auto-adjoint.

En�n,

hAf; fi =
1Z
0

(Af) (x) f (x) dx =

1Z
0

xf (x) f (x) dx =

1Z
0

xf 2 (x) dx � 0. (2.1.4)

2.2 Propriétés des opérateurs positifs

Proposition 2.2.1 Soient A1 et A2 deux opérateurs linéaires positifs dé�nis sur un espace

de Hilbert H dans lui même alors, toute combinaison linéaire �1A1+�2A2 à coe¢ cient réels

positifs �1; �2 � 0 est un opérateur positif.

Preuve. En e¤et, pour tout ' 2 H, on a

h(�1A1 + �2A2)'; 'i = �1hA1'; 'i+ �2hA2'; 'i � 0.

�

Théorème 2.2.1 Si A est un opérateur positif inversible, alors son inverse A�1est positif.

Preuve. Si y 2 D (A�1), alors y = Ax pour tous x 2 H. Et alors



A�1y, y

�
=


A�1Ax; x

�
= hx; Axi = hA�x; xi = hAx; xi � 0.

�
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Théorème 2.2.2 (Téorème de Cauchy Schwartz généralisé) Soit A un opérateur li-

néaire positif dé�ni sur un espace de Hilbert H dans lui même alors, pour tout ';  2 H; on

a la relation suivante

jhA'; ij2 � hA';'i hA ; i . (2.2.1)

Preuve. En e¤et, pour tout ';  2 H et pour tout � 2 C, on a

hA('� � ); '� � i � 0. (2.2.2)

de plus, il vient

hA('� � ); '� � i = hA';'i � �hA'; i � �hA ;'i+ ��hA ; i. (2.2.3)

D�où, sachant que A est auto-adjoint, on écrit

hA('� � ); '� � i = hA';'i � �hA'; i � �h ;A'i+ ��hA ; i, (2.2.4)

ou encore

hA('� � ); '� � i = hA';'i � �hA'; i � �hA'; i+ ��hA ; i. (2.2.5)

prenons � = hA'; i
hA ; i , on obtient

hA';'i � jhA'; ij
2

hA ; i � jhA'; ij
2

hA ; i +
jhA'; ij2

(hA ; i)2 hA ; i � 0 (2.2.6)

ou encore

hA';'i � jhA'; ij
2

hA ; i � 0. (2.2.7)

D�où, le résultat voulu

jhA'; ij2 � hA';'ihA ; i. (2.2.8)

�

2.2.1 Comparaison des opérateurs

Dé�nition 2.2.1 Soient Aet B deux opérateurs linéaires dé�nis sur un espace de Hilbert H

dans lui même, on dit que A � B si la di¤érence A�B est un opérateur positif. Autrement

dit, pour tout ' 2 H, on a
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h(A�B)'; 'i � 0. (2.2.9)

Proposition 2.2.2 Soit B (H)aa un R-espace vectoriel ; pour tous A;B 2 B (H)aa, on dé�nit

la relation suivant

A � B () A�B � 0() hAx; xi � hBx; xi . (2.2.10)

Alors la relation (�) est une relation d�ordre partiel sur B (H)aa

Preuve. On a (�)est une relation d�ordre partiel si et seulement si elle est re�ixive, tran-

sitive et anti symétrique.

1 : (�) est ré�ixive car A � A.

2 : (�) est transitive : pour tous A, Bet C 2 B (H)aa on a, si

A � B et B � C
?
=) A � C.

On a

A � B () hAx; xi � hBx; xi () h(A�B)x; xi � 0, (2.2.11)

et

B � C () hBx; xi � hCx; xi () h(B � C)x; xi � 0. (2.2.12)

De l�addition de (2:2:11)et (2:2:12), on trouve :

h(A�B)x; xi+ h(B � C)x; xi � 0

() h(A� C)x; xi � 0

() hAx; xi � hCx; xi .

Donc

A � C.

3 : (�) est antisémetrique, il faut montrer que pour tous A; B 2 B (H)aa,

[A � B et B � A] =) A = B.
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Soient A, B 2 B (H)aatels que A � B et B � A ;

8x 2 H : h(A�B)x; xi � 0 et h(B � A)x; xi � 0

on a

h(B � A)x; xi � 0

c�est-à-dire,

h(A�B)x; xi � 0

On déduit que

h(A�B)x; xi = 0.

Donc

A = B.

�

Lemme 2.2.1 Soit A un opérateur linéaire dé�ni sur un espace de Hilbert H dans lui même

alors, les opérateurs AA�et A�A sont des opérateurs positifs.

Preuve. En e¤et, il su¢ t de voir que pour tout ' 2 H, on a ;

h(A�A)'; 'i = hA'; A'i = kA'k2 � 0.

de même ;

h(AA�)'; 'i = hA�'; A�'i = kA�'k2 � 0.

�

Corollaire 2.2.1 Soit A un opérateur linéaire auto-adjoint dé�ni sur un espace de Hilbert

H dans lui même alors, l�opérateur carré A2 est un opérateur positif.

Théorème 2.2.3 Soit A un opérateur linéaire positif dé�ni sur un espace de Hilbert H dans

lui même alors, l�opérateur puissance An est un opérateur positif pour tout entier n 2 N.
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Preuve. En e¤et, il est connu que si A est auto-adjoint alors An est auto-adjoint avec

n 2 N. D�où pour tout ' 2 H et pour tout exposant pair n = 2m, on a

hAn'; 'i = hAmAm'; 'i = hAm'; (Am)�'i = hAm'; Am'i = kAm'k2 � 0.

En outre, si l�exposant est impaire n = 2m+ 1, on a

hAn'; 'i = hAmAAm'; 'i = hA(Am'); Am'i = hA ;  i � 0, avec  = Am'.

�

Proposition 2.2.3 Soit A un opérateur linéaire positif dé�ni sur un espace de Hilbert H

dans lui même alors, toute combinaison linéaire

P (A) = �0A
n + �1A

n�1 + :::::::+ �nId, (2.2.13)

des puissances Anà coe¢ cients réels positives �0; �1; �2; ::::::�n � 0 est un opérateur positif.

Preuve. En e¤et, en vertu du théorème (2:2:3) et de la proposition (2:2:3), on a P (A) est

un opérateur positif. �

2.2.2 Produit de deux opérateurs positifs

Le produit de deux opérateurs positifs n�est pas nécessairement positif. En e¤et

On considère dans R2 muni du produit scalaire canonique les opérateurs dans les matrices

associées

A =

�
1 0
0 0

�
et B =

�
1 1
1 1

�
A et B sont positives, mais AB ne l�est pas. En e¤et

hABx; xi =
��

1 1
0 0

��
x1
x2

�
;

�
x1
x2

��
=

��
x1 + x2
0

�
;

�
x1
x2

��
= x21 + x1x2; (2.2.14)

il su¢ t de prendre x1 = 1 et x2 = �2.

Et on peut véri�er que BA n�est pas positif.

Théorème 2.2.4 Le produit de deux opérateurs positifs commutants est un opérateur positif.

Pour démontrer ce théorème on aura besoin des lemmes suivant :
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Lemme 2.2.2 Soit A un opérateur linéaire positif dé�ni sur un espace de Hilbert H dans

lui même de norme kAk � 1 alors, l�opérateur B = Id�A est un opérateur positif de norme

kBk � 1.

Preuve. En e¤et, pour tout ',  2 H, on a

hB';'i = h(I � A)'; 'i

= h'; 'i � hA';'i

� k'k2 � kA'kk'k

� k'k2 � kAkk'k2

= (1� kAk)k'k2 � 0.

De plus, en vertu du théorème(2:2:2), on écrit

jhB'; ij2 � hB';'ihB ; i

= (h'; 'i � hA';'i)(h ;  i � hA ; i)

� (h'; 'ih ;  i)

= k'k2k k2

Prenons le cas particulier ou  = B', on obtient

jhB'; ij2 = kB'k4 � k'k2kB'k2,

ce qui donne aprés simpli�cation

kB'k � k'k,

ou encore

kBk � 1.

�

Lemme 2.2.3 Soit A un opérateur positif dé�nit sur un espace de Hilbert H dans lui même.

pour touts suite des opérateurs dé�nier par

A1 =
A

kAk ; A2 = A1 � A21; :::::; An+1 = An � A2n; n 2 N�

alors on a

0 � An � Id: (2.2.15)
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Preuve. On dé�nit la suite d�opérateurs suivant :

A1 =
A

kAk ; A2 = A1 � A21; :::::; An+1 = An � A2n; n 2 N�

Les opérateurs Ai, i = 1; 2; :::sont auto-adjoint et commutant car tous sont de forme polynô-

miale en A. On montre par récurrence que 0 � An � Id.

Pour n = 1

A1 =
1

kAkA � 0 et kA1k =




 1

kAkA




 = kAk

kAk = 1.

Alors, d�après le lemme (2:2:2), Id�A1 est un opérateur positif (avec kId� A1k � 1). Donc

Id� A1 � 0 =) A1 � Id.

On suppose à présent que pour tous k 2 N�; k � n

0 � Ak � Id;

et on montre que

0 � An+1 � Id.

On a

An+1 = An � A2n = An (Id� An) [An + (Id� An)]

= A2n (Id� An) + An (Id� An)
2 .

Or�
hA2n (Id� An)x; xi = hAn (Id� An)x;Anxi = h(Id� An)Anx;Anxi � 0


An (Id� An)
2 x; x

�
= h(Id� An)An (Id� An)x; xi = hAn (Id� An)x; (Id� An)xi � 0

=) A2n (Id� An) � 0 et An (Id� An)
2 � 0

On suite,

Id� An+1 = Id�
�
An � A2n

�
= (Id� An) + A2n � 0.

Donc

0 � An+1 � Id.

�
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Preuve. [Théorème (2:2:3)] Soient A; B deux opérateurs positifs véri�ants

AB = BA.

On veut montrer qu�AB est positif. Il est évident que AB est auto-adjoint comme produit

de deux opérateurs auto-adjoints. Il reste à montrer que pour tous x 2 H :

hABx; xi � 0.

Maintenant, on a

A1 = A21 � A21 + A1

= A21 + A2 = A21 + A2 � A22 + A22 = A21 + A22 + A3

= :::: =
nX
k=1

A2k + An+1.

=)
nX
k=1

A2k = A1 � An+1 � A1

Car

A1 � (A1 � An+1) = An+1 � 0.

D�où,

nX
k=1

hAkx; Akxi =
nX
k=1



A2kx; x

�
=

*
nX
k=1

A2kx; x

+
� hA1x; xi

=)
nX
k=1

kAkxk2 � hA1x; xi convergent,

d�où

kAnxk ! 0
n!1

.

Alors  
nX
k=1

A2k

!
x = A1x� An+1x !

n!1
A1x

où bien,  1X
k=1

A2n

!
x = A1x.
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D�autre part, Puisque B commute avec A alors on montre (facilement) par récurrence que B

commute avec An, (n = 1; 2; ::::).

Pour n = 1

BA1 = B
A

kAk =
1

kAkBA = A1B

On suppose que

8k 2 N�; k � n : AkB = BAk

et on montre que

An+1B = BAn+1

On a,

BAn+1 = B
�
An � A2n

�
= BAn �BA2n

= AnB � A2n =
�
An � A2n

�
B

= An+1B

D�où, 8x 2 H

hABx; xi =

�
kAk

�
A

kAk

�
Bx; x

�
= kAk hA1Bx; xi

= kAk hBA1x; xi

= kAk
*
B

 1X
n=1

A2n

!
x; x

+

= kAk
* 1X
n=1

BA2nx; x

+

= kAk
1X
n=1



BA2nx; x

�
= kAk

1X
n=1

hAnBAnx; xi = kAk
1X
n=1

hBAnx;Anxi � 0.

�

2.2.3 Spectre d�un opérateur positif

On commence par démontrer le lemme suivant :
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Lemme 2.2.4 Soient H1 et H2 deux espaces de Hilbert et A 2 B (H1; H2) : Les deux pro-

priétés suivantes sont équivalentes.

i)A est inversible.

ii) 9� > 0 : A�A � �IdH1 et AA
� � �IdH2.

Preuve. i)=)ii)Supposons que A soit inversible, alors A� l�est aussi et (A�)�1 = (A�1)�.

On pose

� =


A�1

�2 = 1

kA�1k2
.

Alors, d�après le corollaire(1:3:2)



(A�)�1

 = 

A�1

 ,
ceci implique que

� =


(A�)�1

�2 = 1

(A�)�1

2 .

Soit à présent x 2 H1. Alors

kxk =


�A�1� (Ax)

 � 

A�1

 kAxk

[A inversible et borné =) A�1 borné]

=) kAxkH2 �
1

kA�1k kxkH1 .

Alors,

hA�Ax; xiH1 = hAx; AxiH2 = kAxk
2 � 1

kA�1k2
kxk2 = � kxk2H1 ,

c�est-à-dire

hA�Ax; xiH1 � hx; xiH1 � 0

où

h(A�A� IdH1)x; xiH1 � 0, 8x 2 H.

Donc

A�A � �IdH1

et

(A�A� �IdH1) est positif.
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On montre que (AA� � �IdH2) est positif de la même manière.

ii)=)i) On supose que 9� > 0 telle que A�A � �IdH1 et AA
� � �IdH2 et on montre que A

est bijectif (inversible).

Comme AA� � �IdH2, Alors :

kAxk2H2 = hAx; AxiH2 = hA
�Ax; xiH1

� h�x; xiH1 8x 2 H1

� � kxk1 .

Alors

kAxkH2 �
p
� kxk1 .

D�où :

Injectivité : Soit x 2 kerA

=) Ax = 0H2

=) kAxkH2 = 0 �
p
� kxk1

=) kxkH1 = 0

=) x = 0H1

kerA = f0H1g et donc A est injectif.

Surjectivité : On montre que

ImA = H2

Pour cela on commence par montrer que ImA = ImA.

Soit y 2 ImA. 9 (Axn)n2N � ImA : limAxn
n�!0

= y.

La suite (Axn)n2N est donc une suite de Cauchy et,

8n;m 2 N;9n0 2 N : [n;m > n0 =) kAxm � AxnkH2 = kA (xm � xn)kH2 < "]

et alors
p
� kxm � xnkH1 � kA (xm � xn)kH2 < " =) kxm � xnkH1 �

"p
�
.

(xn)n2N est une suite de Cauchy dans H1, elle est donc convergente,

limxn = x
n�!1

; x 2 H1
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et alors

y = limAxn
n!1

= A

�
limxn
n�!1

�
= Ax 2 ImA.

D�où,

ImA = ImA = (kerA�)?

De même,

AA� � �IdH2 =) kA�xkH1 �
p
� kxkH2 ; 8x 2 H2

d�où A� est aussi injectif et

kerA� = f0H2g .

On trouve alors

ImA = (kerA�)? = (f0H2g)
? = H2:

En�n, A est surjectif et donc bijectif aussi. �

Remarque 2.2.1 Ona

(A est inversible)() (A�A 2 B (H1) et AA� 2 B (H2) sont inversibles) (2.2.16)

Preuve. (=))Si A est inversible, alors A�l�est aussi, d�où A�A et AA� le sont

((=)Si A�A et AA� sont invertibles, alors on posant X = (A�A)�1 et Y = (AA�)�1. On voit

que �
(XA�)A = X (A�A) = IdH1
A (A�Y ) = (AA�Y ) = IdH2

=) A est inversible.

D�où l�inversibilité de A�. �

Théorème 2.2.5 (i)Le spectre d�un opérateur A 2 B (H) auto-adjoint est réel c�est-à-dire

� (A) � R. (2.2.17)

(ii)Le spectre d�un opérateur A 2 B (H) positif est non négatif c�est-a-dire

� (A) � [0;+1[ . (2.2.18)
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Preuve. i) :Il su¢ t de montrer que � 2 CnR. (A� �IdH) est un opérateur inversible.

Soit � 2 C : � = a+ ib, (a, b) 2 R � R�. On pose

X = A� �IdH

Alors

X�X = (A� �IdH)
� (A� �IdH) =

�
A� � �IdH

�
(A� �IdH) =

�
A� �IdH

�
(A� �IdH)

= AA� �A� �A+ ��IdH

= A2 � 2 (Re�)A+ j�j2 IdH = b2IdH + (A� aIdH)
2 .

De même

XX� = A2 � 2 (Re�)A+ j�j2 IdH = b2IdH + (A� aIdH)
2

On déduit que �
X�X � b2IdH = (A� aIdH)

2 � 0
XX� � b2IdH = (A� aIdH)

2 � 0

(A� aIdH)
2 = (A� aIdH)

� (A� aIdH)

est toujours positif.

En�n ,

X�X � aIdH et XX� � aIdH

=) X = A� �IdH

est inversible.

ii) : On suppose à présent que A est positif, il su¢ t de montrer dans la démonstration

précédente que

X = A� �IdH = A� aIdH avec � = a < 0.

est inversible. On suppose que a < 0. Alors, de ce qui précède (� = a). on a

XX� = X�X = A2 � 2aA+ a2IdH ,

et donc

X�X � a2IdH = X�X � a2IdH = A2 � 2aA � 0.
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Alors

XX� � a2IdH et X�X � a2IdH avec a 6= 0.

D�où d�aprés le lemme(2:2:4)

XX� = X�X

sont inversibles et

X = A� aIdH

avec a < 0 l�est aussi. �

2.3 Opérateur racine carrée

Dans ce paragraphe, nous allons démontrer que tout comme les nombres réels non négatifs,

chaque opérateur positif A possède un opérateur (positif) R véri�ant A = R2, puis que tout

opérateur borné a une décomposition dite "polaire" analogue à la décomposition polaire des

nombres complexes. Dans tout ce qui suit, H est un C-espace de Hilbert

Théorème 2.3.1 Soit An une suite croissante d�opérateurs linéaires auto-adjoints dé�nis

sur un espace de Hilbert H dans lui même, si les normes kAnksont bornées pour tout n 2 N

alors, il existe un opérateur linéaire continu A tel que pour tout ' 2 H; on a

lim
n!1

An' = A'.

Autrement dit, si pour tout n 2 N; il existe un entier M tel que An �M . Alors, on a

lim
n!1

An' = A'.

De plus

kAk �M .

Preuve. Soient ' 2 H et n;m 2 N : n � m. Alors (An)n2N est croissante dans le sens où

l�opérateur(An � Am) est positif, c�est à dire

h(An � Am)'; 'i = hAn'� Am'; 'i = hAn'; 'i � hAm'; 'i � 0 (2.3.1)
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D�autre part

jhAn'; 'ij � kAn'kk'k

� kAnkk'k2

�Mk'k2 (2.3.2)

car

kAnk �M; 8n 2 N

La suite hAn'; 'i est une suite numérique croissante d�aprés(2:3:1) et bornée d�aprés(2:3:2)

donc elle est convergente donc de Cauchy. D �où

8" > 0;9N" 2 N : jhAn'; 'i � hAm'; 'ij � ":

D�autre part, d�aprés le théoréme (2:2:2), on a

jhAn'� Am';  ij2 = jh(An � Am)';  ij2

� h(An � Am)'; 'i| {z }
(positif)

h(An � Am) ;  i| {z }
(positif)

� jh(An � Am)'; 'ij jh(An � Am) ;  ij

jh(An � Am) ;  ij � k(An � Am) kk k

= kAn � Am kk k

� (kAn k+ kAm k) k k

� (kAn kk k+ kAm kk k) k k

= (kAn k+ kAm k) k k2

� (M +M) k k2 = 2Mk k2

Alors, on a

8" > 0;9N" 2 N : h(An � Am)'; 'i = jhAn'; 'i � hAm'; 'ij � "

D�où

jhAn'� Am';  ij2 � jh(An � Am)'; 'ij jh(An � Am) ;  ij

� 2Mk k2"
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Prenons la cas particulier ou  = An'� Am', on obtient

jhAn'� Am';  ij2 = kAn'� Am'k4 � 2MkAn'� Am'k2";

ce qui donne après simpli�cation

kAn'� Am'k2 � 2M" = "0

la suite (An)nN est alors de Cauchy dans l�espace de Hilbert H. Elle est convergent vers un

opérateur A. C�est à dire

lim
n!1

An' = A'.

On montre que l�opérateur A est linéaire continu. 8�; � 2 |;8';  2 H

A (�'+ � ) = lim
n!1

An (�'n + � n)

= � lim
n*+1

An'n + � limAn
n*+1

 n

= �A'+ �A 

et

8� 2 N : kAn'k � kAnkk'k �Mk'k,

par passage à la limite des deux membres, il vient

lim kAn'k =
n�!1

k limAn'k =
n�!1

kA'k � lim
n�!1

Mk'k =Mk'k,

ou encore

kAk �M .

�

Lemme 2.3.1 Soit A un opérateur linéaire positif dé�ni sur un espace de Hilbert H dans lui

méme de norme kAk � 1 alors, la suite récurrente d�éléments Un dé�nie par

U1 = 0; Un+1 =
1

2
(Id� A+ U2n) =

1

2

�
B + U2n

�
; pour tout n 2 N, (2.3.3)

converge vers un opérateur linéaire continu U de norme kUk � 1, ou encore

lim
n�!1

Un' = U' tel que kUk � 1. (2.3.4)
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Preuve. On montre que la suiteUn véri�e les conditions du théorème(2:3:1),

1) :Un est bornées par récurrence pour n = 1

U2 = U1+1 =
1

2
(Id� A+ U21 ) =

1

2
(Id� A) =

1

2
B

Alors �
kU1k = 0 � 1

kU2k = k12Bk =
1
2
kBk � 1

2
� 1 ,

on suppose kUkk � 1, pour k 2 N� : k � n et on montre quekUk+1k � 1. on a

kUn+1k =
1

2
kB + U2nk

� 1

2

�
kBk+ kU2nk

�
� 1

2

�
kBk+ kUnk2

�
� 1

2
(1 + 1) = 1

2) :Un est croissante : on montre que Un+1 � Un est un opérateur positif pour tout n 2 N�

par récurrence, pour n = 1

U2 � U1 =
1

2
B � 0 = 1

2
B positif (lemme ( 2:2:2)) .

On supose pour k 2 N� : k � n� 1 on a Uk+1 � Uk positif et on montre que Un+1 � Un l�est

aussi

Un+1 � Un =
1

2

�
B + U2n

�
� 1
2

�
B + U2n�1

�
=

1

2

�
U2n � U2n�1

�
,

comme la suite de polynômes d�opérateurs positifs en B à coe¢ cients positifs Un = P (B).

D�où, on démontre par récurrence que la suite Un est croissante, ou encore l�opérateur Un+1�

Un pour tout n 2 N. Autrement dit, supposons que l�on a Un � Un�1 � 0 alors, on a

Un+1 � Un =
1

2

�
B + U2n

�
� 1
2

�
B + U2n�1

�
=

1

2

�
U2n � U2n�1

�
.

D�autre part,

(Un � Un�1) (Un + Un�1) = U2n � Un�1Un + UnUn�1 � U2n�1
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on montre que Un�1Un = UnUn�1 on a

UnUn�1 =
1

2

�
B + U2n�1

�
Un�1

=
1

2

�
BUn�1 + U3n�1

�
or

Un�1 =
1

2

�
B + U2n�2

�
=

1

2

�
B +

1

2

�
B + U2n�3

�2�
=

1

2
(B +

�
1

4
B2 +

1

4
U4n�3 +

1

2
BU2n�3

�
= (B +

1

4
B2 +

1

4
U4n�3 +

1

2
BU2n�3)

= :

:

:

= P (B) positif

ou P est un polynôme à coé�cients positifs. Alors

BUn�1 = BP (B) = P (B)B = Un�1B

D�où

UnUn�1 =
1

2

�
BUn�1 + U3n�1

�
=
1

2

�
Un�1B + U3n�1

�
= Un�1

1

2

�
B + U2n�1

�
= Un�1Un.

En�n

(Un � Un�1) (Un + Un�1) = U2n � U2n�1

On déduit que

Un+1 � Un =
1

2

�
U2n � U2n�1

�
=
1

2
(Un + Un�1) (Un � Un�1) � 0.

Finalement Un est convergent d�après le le théorème (2:3:1) ; il existe un opérateur linéaire

U (positif) tel que

lim
n�!1

Un' = U' avec kUk � 1.

�
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Lemme 2.3.2 Soit A un opérateur linéaire positif dé�ni sur un espace de Hilbert H dans lui

même de norme kAk � 1 alors, tout opérateur linéaire borné D qui commute avec A commute

avec la suite des opérateurs

Un+1 =
1

2
(Id� A+ U2n); U1 = 0, (2.3.5)

et il commute avec l�opérateur U limite de la suite

limUn' = U'. (2.3.6)

Autrement dit

AD = DA implique UnD = DUn et UD = DU avec U' = limUn'.

Preuve. Soit D un opérateur linéaire borné, commutant avec A alors cet opérateur com-

mute aussi avec

B = Id� A,

c�est à dire

AD = DA implique BD = DB.

de plus , il est aisé de véri�er par recurrence que l�opérateur D commute avec les opérateurs

Un+1 =
1

2
(B + U2n);

supposons que l�on a DUn = UnD alors, on écrit

DUn+1 =
1

2
D(B + U2n)

=
1

2
(DB +DU2n) =

1

2
(BD +DUnUn)

=
1

2
(BD + UnDUn) =

1

2
(BD + U2nD)

=
1

2
(B + U2n)D

= Un+1D

D�où, pou tout ' 2 H; on a

DU' = D(limUn')

= limDUn' = limUnD'

= UD'.

�
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2.3.1 Racine carrée d�un opérateur positif

Dé�nition 2.3.1 Soit A un opérateur linéaire positif dé�ni sur un espace de Hilbert H dans

lui même alors, l�opérateur positif R est dit racine carrée de l�opérateur A si, on a la relation

A = R2 ou encore R =
p
A. (2.3.7)

Théorème 2.3.2 Soit A un opérateur linéaire positif dé�ni sur un espace de Hilbert H dans

lui même alors, l�opérateur A admet une racine carrée positive unique R =
p
A. De plus,

l�opérateur R commute avec tout opérateur commutant avec l�opérateur A. Autrement dit,

pour tout opérateur linéaire borné D tel que AD = DA, on a

RD = DR ou encore
p
AD = D

p
A. (2.3.8)

Preuve. 1)Existence :

En e¤et, on peut admettre que la normekAk � 1. Il est claire que l�opérateur A commute

avec les éléments de la suite Un telle que

Un+1 =
1

2
(Id� A+ U2n); U1 = 0.

Prenons D = Un, compte tenu du lemme (2:3:2), l�opérateur Un commute avec l�opérateur

limite U' = limUn' pour tout ' 2 H; c�est à dire UnU = UUn avec kUnk � 1 et kUk � 1:

D�où, il vient

kU2n'� U2'k = k(Un + U)(Un � U)'k

� kUn + UkkUn'� U'k

� 2kUn'� U'k � ".

Autrement dit, la suite U2n' converge vers U
2', c�est à dire limU2n' = U2' et par conséquent,

il est aisé de trouver la limite de la suite récurrente Un+1. D�où, pour tout ' 2 H;on a

lim
n�!1

Un+1' = lim
n�!1

1

2
(Id� A+ U2n)',

Donc, il vient

U' =
1

2
(Id� A+ U2)',
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Ou encore

(Id� 2U + U2)' = (Id� U)2 = A'.

Prenons l�opérateur R = Id� U ce dernier est un opérateur linéaire positif racine carrée de

l�opérateur A; car on a ;

R2 = (Id� U)2 = A,

ou encore

R = (Id� U) =
p
A.

D�où, l�existence de l�opérateur racine carrée
p
A.

2) Unicité

Soient R1; R2 � 0 tels que

R21 = R22 = A.

Alors

R1A = R31 = AR1 et R2A = R32 = AR2.

D�où

R21�R22 = 0 =)
�
R21 �R22

�
(R1 �R2) = (R1 �R2)R1 (R1 �R2)+(R1 �R2)R2 (R1 �R2) = 0

or �
h(R1 �R2)R1 (R1 �R2)x; xi = hR1 (R1 �R2)x; (R1 �R2)xi � 0.
h(R1 �R2)R2 (R1 �R2)x; xi = hR2 (R1 �R2)x; (R1 �R2)xi � 0.

Alors

(R1 �R2)R1 (R1 �R2) = (R1 �R2)R2 (R1 �R2) = 0

=) (R1 �R2)R1 (R1 �R2)� (R1 �R2)R2 (R1 �R2) = 0

=) (R1 �R2)
3 = 0

En particulier,

(R1 �R2) (R1 �R2)
3


 = 

(R1 �R2)

4


 = 

(R1 �R2)

2


2 = k(R1 �R2)k4

(car si A est auto-adjoint, alors kA2k = kAk2)

En�n

k(R1 �R2)k = 0,
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et donc

R1 = R2.

�

Corollaire 2.3.1 Soit A � 0 et inversible, alors :R =
p
A est inversible.

Preuve. Soit A un opérateur positif et inversible alors

�
A�1R

�
R = A�1R2 = A�1A = Id

et

R
�
A�1R

�
=
�
RA�1

�
R =

�
RA�1

�
ARA�1 = R2A�1 = Id

car

AR = RA

c�est-à-dire

R = ARA�1

donc R est inversible d�inverse A�1R. �

Exemple 2.3.1 Soit A l�opérateur dé�ni par :

Af : L2 [0; 1] ! L2 [0; 1]
x =) Af (x) = xf (x)

On a A est positif d�aprés(2:1:2). Donc il existe R tels que :R2 = A. On remarque que

R : L2 [0; 1] ! L2 [0; 1]
f =) Rf (x) =

p
xf (x)

et que

R2 = A.

Mais puisque la racine carrée unique, alors

p
A = R.
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2.3.2 Isométrie et isométrie partielle

Dé�nition 2.3.2 Un opérateur U 2 L (H) est appelé isométrie si pour tout

x 2 H : kUxk = kxk :

Remarque 2.3.1 Il est évident qu�une isométrie est injective.

Dé�nition 2.3.3 Un opérateur U 2 L (H) est dite Unitaire si U est une isométrie dont

ImU = H.

Dé�nition 2.3.4 Un opérateur U 2 L (H) est appelé "isométrie partielle" si

kUxk = kxk ;8x 2 ker (U)? .

Dans ce cas, H = ker (U)� ker (U)?.

Dé�nition 2.3.5 Pour tout A 2 B (H) ; on note

jAj =
p
A�A.

On a alors

jAj2 = A�A.

2.3.3 Décomposition polaire

Théorème 2.3.3 Pour tout A 2 B (H) il existe une isométrie partielle U telle que

A = U jAj .

En autre ;U est unique si on impose la condition

ker (U) = ker (A) .

Preuve. 1)Existence : On a pour tout x 2 H :

kjAjxk2 = hjAjx; jAjxi =


jAj2 x; x

�
= hA�Ax; xi = hAx;Axi = kAxk2

=) kjAjxk = kAxk ,8x 2 H (2.3.9)
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D�où,

x 2 ker (jAj)() jAjx = 0() kjAjxk = kAxk = 0() Ax = 0() x 2 ker (A)

Alors

ker (jAj) = ker (A) .

On dé�nit à présent l�application suivante,eV : Im (jAj) ! Im (A)

jAjx 7�! eV (jAjx) = Ax

Véri�ons que eV est bien dé�ni. Soient x1, x2 2 H; alors jAjx1; jAjx2 2 Im (jAj) et ;

jAjx1 = jAjx2 =) jAj (x1 � x2) = 0

=) (x1 � x2) 2 ker (jAj) = ker (A)

=) A (x1 � x2) = 0

=) Ax1 = Ax2

=) eV (jAjx1) = eV (jAjx2)
De plus




eV (jAjx)


 = kAxk = kjAjxk ;8x 2 H (Im (jAj)) : Donc, eV est une isométrie. On

prolonge par continuité eV à

V : Im (jAj) ! Im (A)

Pour cela, et sachant que pour tout y 2 Im (jAj); il existe une suite (jAjxn)n de Im (jAj) telle

que y = lim
n!1

jAjxn: On pose,

V y = lim
n!1

eV (jAjxn)
Alors ;

V y = V
�
lim
n!1

jAjxn
�
= lim

n!1
eV (jAjxn) = lim

n!1
Axn

Il est évident grâce à (2:3:9) que comme (jAjxn)n2N est convergente dans H alors (Axn)n

l�est aussi et que V y 2 ImA. De plus, V est aussi une isométrie. En e¤et, soit y 2 Im (jAj).

En gardant les mêmes notations ci-dessus, on a

kV yk =



 lim
n!1

Axn




 = lim
n!1

kAxnk = lim
n!1

kjAjxnk

=



 lim
n!1

jAjxn



 = kyk :
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De plus, comme jAj est auto-adjoint, il découle que Im (jAj) = ker (jAj)?.On dé�nit l�appli-

cation,

U(x) =

�
V (x) si x 2 Im (jAj) = ker (jAj)?
0 si x 2 ker (jAj)

Comme

ker (jAj) = ker (A) = ker (U) .

Alors U est dé�nie sur H = ker (U)� ker (U)? par,

U(x) =

�
V (x) si x 2 ker (U)?
0 si x 2 ker (U)

et

U jAj (x) = V jAj (x) = Ax; 8x 2 H

=) U jAj = A.

En�n, U est une isométrie partielle dé�nie sur H par construction.

2)Unicité :Si U1 = U2 sont deux isométries partielles véri�ant la propriété énoncée, c�est à

dire

U1 jAj = U2 jAj ;

alors U1 jAjx = U2 jAjx permet de conclure que U1 = U2 sur Im (jAj)

Il est évident que l�on a aussi U1 = U2 en passant à Im (jAj) et ker (jAj).

On déduit que

U1 = U2.

�



CONCLUSION
La classe d�opérateurs introduite dans ce mémoire permet entre autres d�étudier une autre

classe d�opérateurs appelés "opérateurs normaux", on peut tout aussi bien dé�nir les opéra-

teurs symétriques positifs ou en�n les semi-groupes d�opérateurs positifs puis e¤ectuer l�étude

spéctrale pour ce type de semi-groupes
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