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NOTATIONS

Nous utilisons les notations suivantes dans ce travail :

Soit T un opérateur de H dans H0
telle que

�H L�espace de Hilbert

�D(T ) est l�ensemble des vecteurs x 2 H pour lesquels il existe une image y 2 H0.

�G(T ) désigne le graphe de l�opérateur T : le sous -espace de H�H0dé�ni par :

G(T ) = f(x; Tx) tel que x 2 D(T )g :

� ker(T ) désigne le noyau de l�opérateur T : le sous espace de H dé�ni par :

ker(T ) = fx 2 D(T ) tel que Tx = 0g :

� Im(T ) désigne l�image de l�opérateur T :le sous espace de H0 dé�ni par :

Im(T ) = fy 2 H0 : y = Tx; x 2 D(T )g

� L�ensemble des opérateurs linéaires de H dans H0est noté L(H;H0
):

�A Algèbre de Banach.

� On note L2(E; T; �) par L2(�):
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INTRODUCTION

Dans un espace vectoriel topologique des fonctions mesurables telle que les espace Lp, la

théorie des opérateurs de composition établit un contact avec la théorie ergodique, la théorie

d�entropie et la mécanique classique

La toute première apparition d�une transformation de composition fût en 1871 dans, un

papier de Schröeder [8] où il se pose la question de trouver une fonction f et un nombre �

telle que (f � T ) (z) = �f (z) pour tout z dans un domaine approprié, quelque soit la fonction

T donnée. Si z varie dans un disque unité et T une fonction analytique alors une solution a

été obtenue par Koenigs [4] en 1884:En 1925; les opérateurs de composition ont été employés

dans la théorie de subordination de Littlewood. Au début des années 30; les opérateurs de

composition ont été utilisés pour étudier des problémes en physique mathématique et la

mécanique classique spécialement ceux mentionés dans les travaux de koopman :

L�étude des opérateurs de composition sur L2 d�un cercle unité a commencé en 1968 par

Nordgen dans son papier [5] ensuite en 1969. Ridge [6] travaille dans sa thése de .PH.D sur

les opérateurs de composition sur les espace Lp. En 1972, Singh [7] complète sa dissertation

doctorale sur les opérateurs de composition ; il continue à travailler avec d�autres chercheurs

sur les opérateurs de composition sur di¤érents espaces de fonctions tel que l�espace de Hardy

ou l�espace de Bergman ou l�espace de Dirichlet .

On s�est interessé dans ce travail spécialement aux travaux de Singh [9] sur les opérateurs

de composition sur l�espace de Lebesgue L2(vu l�importance de ces espaces dans di¤érentes

branches de physique mathématique), plus particulièrement la fermeture de l�image de tels

opérateurs.

Etant donnè une transformation mesurable � sur un espace mesuré (E; T; �) dans lui même,

on dé�nit la transformation linéaire bornée sur L2 (�) appelée opérateur de composition par

C�f = f � � pour toute f 2 L2 (�) :

On établit dans ce mémoire un résultat (théorème; 2:2:1) nous donnant la condition nécessaire

et su¢ sante pour qu�un tel opèrateur soit à image fermé.
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Le manuscrit presenté est divisé en deux parties :

Dans le premier chapitre, on rappele quelques notions de base utilisées dans ce travail.

Dans le second chapitre, on démontre le théorème caractérisant les opérateurs de composition

bornés sur L2 (�) à image fermée.

Ensuite on donne deux consèquences à ce théorème pour des opérateurs de composition sur

l2 (�) :

On termine le chapitre par un exemple d�un opérateur de composition à image fermée.

On �nit ce travail par une conclusion et une bibliographie.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons des notions et des résultats de la théorie de mesure et des

opérateurs sur les espaces de Hilbert. [2]

1.1 Notion de mesure

1.1.1 Dé�nition de la mesure

Dé�nition 1.1.1 (Tribu ou ��algébre) Soient E un ensemble; T une famille de parties

de E (i.e. T � P(E)). La famille T est une tribu (on dit aussi une ��algébre) sur E si T

véri�e :

1) ? 2 T; E 2 T:

2) T est stable par union dénombrable, C�est-à-dire que pour toute famille dénombrable

(An)n 2N � T on a :

[n 2NAn 2 T

3) T est stable par intersection dénombrable, C�est-à-dire que pour toute famille dénom-

brable (An)n 2N � T on a :

\n 2NAn 2 T

4) T est stable par passage au complémentaire, C�est-à-dire que pour tout A 2 T on a :

Ac 2 T

Exemples de tribus sur E :



1.1 Notion de mesure 3

� T = f?; Eg ;

� T = P (E) :

Dé�nition 1.1.2 (Espace mesurable) Soient E un ensemble, et T une tribu sur E. Le

couple (E; T ) est appelé"espace mesurable ". Les parties de E qui sont des élements de T

sont dites mesurables:

Dé�nition 1.1.3 (Mesure) Soit (E; T ) un espace mesurable. On appelle mesure une appli-

cation � : T �! �R+(avec �R+ = R+ [ (+1)) véri�ant :

1. � (?) = 0:

2. � est ��additive, c�est-à-dire que pour toute famille (An)n 2N � T de parties disjointes

deux à deux (i.e An \ Am = ?; si n 6= m) ; on a :

�(
[
n 2N

An) =
X
n 2N

� (An)

Remarque 1.1.1 Soient (E; T ) un espace mesurable et � une mesure sur T; le triplet (E; T; �)

est appellé "espace mesuré".

Dé�nition 1.1.4 (Mesure ���nie) Soit (E; T; �) un espace mesuré, on dit que � est ���nie (ou

que(E; T; �) est ���ni) si :

9 (An)n2N � T tel que � (An) <1; 8n 2 N; et E =
[
n 2N

An:

Exemple 1.1.1 (Mesure de borel) Il existe une unique mesure � sur (R; B (R)) ; telle que

� ([a; b]) = b�a pour tout �1 < a < b < +1. Cette mesure s�appelle"mesure de borel" sur

R:

la mesure de borel est ���nie car :

An = ]�n; n[ n 2 N

1. � (An) = 2n < +1

2. [An = R
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1.1.2 propriétés des mesures

Soit (E; T; �) un espace mesuré. une mesure � véri�e les quatres propriétés suivantes :

1. Monotonie : Soit A;B 2 T; A � B; alors

� (A) � � (B) :

2. ��additivité : Soit (An)n 2N � T; alors

� ([n2NAn) �
X
n 2N

� (An) :

3. Continuité croissante : Soit (An)n 2N � T , telle que An � An+1; pour tout n 2 N; alors

� ([n2NAn) = lim
n!1

(� (An)) = sup
n 2N

(� (An)):

4. Continuité décroissante : Soit (An)n 2N � T; telle que An+1 � An; pour tout n 2 N; il

existe n0 2 N; telle que � (An0)l1; alors

� (\n2NAn) = lim
n!1

(� (An)) = inf
n 2N

(� (An)):

1.1.3 Fonctions mesurables

Dé�nition 1.1.5 (Fonction mesurable) Soient (E; T ) et
�
F; T

0 �
deux espaces mesu-

rables et f : E ! F une application. f est dite mesurable ssi

8 A 2 T 0
; f �1 (A) 2 T

�
i:e f �1 �T 0� � T� :

Exemple 1.1.2 Soit (E; T ) un espace mesurable quelconque, toute fonction constante (i.e.

f(x) = a pour tout x; a est un réel �xé) est mesurable. En e¤et

f�1(A) =

�
E 2 T; si a 2 A
? 2 T , si a =2 A

Dé�nition 1.1.6 Soit (E; T; �) un espace mesuré, une partie A de E est dite négligeable

pour � s�il existe une partie B 2 T telle que A � B et � (B) = 0:



1.2 Espace L2 5

1.2 Espace L2

On commence par introduire l�espace L2 a�n de dé�nir L2:

Dé�nition 1.2.1 (Espace L2) Soient (E; T; �) un espace mesuré et f : E �! R une fonc-

tion mesurable. On appelle espace L2 l�ensemble des fonctions mesurables, à valeurs réelles

telles que la fonction jf j2 soit ��integrable, et on note :

L2 (�) =
�
f : E �! | telle que f mesurable et

Z
E

jf j2 d� < +1
�

Donc f 62 L2 si
R
E
jf j2 d� = +1 et on pose alors kf k2 =

R
E
jf j2 d� = +1

Cas particulier : si (E; T; �) = (N�;P (N�) ; c), on note :

`2 =

8<:x = (xn )n �1 ; kx k2 =
 1X
n=1

jxn j2
! 1

2

< +1

9=;
Dé�nition 1.2.2 Soit (E; T; �) un espace mesuré, f; g : E �! F deux fonctions avec F =

�R , on dit que f = g presque partout, et on note f = g p.p, si l�ensemble

fx 2 E : f (x) 6= g (x)g

est négligeable.

Dé�nition 1.2.3 (Espace L2) Soit (E; T; �) un espace mesuré, on dé�nit l�espace L2 comme

l�ensemble des classes d�équivalence des fonctions de L2pour la relation d�équivalence �égalité

presque partout�; donc :

L2 =
n .
f�f 2 L2

o
où

.
f désigne le représentant de la classe d�équivalence p.p sur L2:

Si F � L2 et f 2 F on pose F =
.
f et on a :

kFk2 = kf k2 =
�Z

E

jf (x)j2 d�
� 1

2

Une autre maniére d�exprimer cette dé�nition consiste à dire que l�espace L2 est le quotient

de L2 par la relation d�équivalence �égalité presque partout�, et on note L2 = L2� �
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Remarque 1.2.1 On confond classe de fonctions de L2 et fonctions de L2:

on peut donc dé�nir L2 (E; T; �) de la manière suivante

Dé�nition 1.2.4 Si (E; T; �) est un espace mesuré, on dé�nit L2 par

L2 (E; T; �) =

(
f dé�nie sur E :

�Z
E

jf j2 d�
� 1

2

< +1
)

et on le munit de la norme k:kL2 dé�nie par

kf kL2 =
�Z

E

jf (x)j2 d�
� 1

2

:

1.2.1 Propriétés de L2

1/ l�espace L2 muni de la norme k :k2 est un espace de Hilbert et le produit scalaire associé

à la norme est dé�nie par

hf; gi =
Z
E

fg d�

2/ l�espace L2 muni de la norme k :k2 est un espace vectoriel normé complet i.e un Banach.

1.2.2 Algèbre de Banach

Dé�nition 1.2.5 (Algèbre) Soient E un ensemble, A une famille de parties de E (i.e.

A � P(E)). La famille A est une algèbre sur E si

1. ? 2 A; E 2 A:

2. A est stable par union �nie, c�est-à-dire que pour tout A,B 2 A on a

A [B 2 A:

3. A est stable par intersection �nie, c�est-à-dire que pour tout A,B 2 A on a

A \B 2 A:
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4. A est stable par passage au complémentaire, c�est-à-dire que pour tout A 2 A on a

Ac 2 A

Dé�nition 1.2.6 (Algèbre de Banach) Soit A une algèbre sur C équipée d�une norme

k:k :On dit que A est une algèbre de Banach si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1. A est un C-espace de Banach c�est à dire un C-espace vectoriel normé, complet:

2. pour tous x, y 2 A ; on a

k xyk � k xk k yk :

Si de plus, il existe un élément e 2 A telle que

xe = ex = x; (x 2 A) et kek = 1;

alors, on dit que A est une algèbre de Banach unitaire. L�élément e s�appelle l�élément unité

de l�algèbre A.

En�n, nous dirons qu�une algèbre A est commutative si xy = yx pour tous x; y 2 A.

1.2.3 Espace de Hilbert

Dé�nition 1.2.7 (produit scalaire) Soit E un espace vectoriel sur | (| = R ou | = C) :

On appelle produit scalaire sur E toute application notée h:; :i de E � E dans | telle que :

� Positivité : 8u; v �E : hu; vi � 0.

� Sesquilinéairité :8u; v; w � E :

�
hu; v + wi = hu; vi+ hu;wi
hu+ v; wi = hu;wi+ hv; wi ; et 8 u, v 2 E, 8� 2 | :�

h�u; vi = � hu; vi dans le cas réel
hu; �vi = � hu; vi dans le cas complexe ;

� et 8 u, v 2 E :
�

hu; vi = hv; ui appelée symétrie dans le cas réel
hu; vi = hv; ui appelée hermicité dans le cas complexe ;

Dé�nition 1.2.8 (Norme) On appelle norme sur E noté k:kE, toute application de E dans

R+ telle que :

� 8 x 2 E : kxkE = 0, x = 0:

� 8 x 2 E, 8� 2 C : k�xkE = j�j kxkE :
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� 8 x; y 2 E : kx+ ykx � kxkE + kykE

Dé�nition 1.2.9 (Espace préhilbertien) On appelle espace préhilbertien un espace vec-

toriel muni d�un produit scalaire,

un espace préhilbertien de dimention �nie est dit Euclidien dans R.

Dé�nition 1.2.10 (Espace Hilbert) Un espace de Hilbert H est un espace préhilbertien

complet pour la norme dé�nie sur le produit scalaire .

Remarque 1.2.2 Pour tout produit scalaire sur E; on peut associer la norme :k:kE =p
h:; :iE:

1.2.4 Les opérateurs dans un espace de Hilbert

Dé�nition 1.2.11 (Opérateurs linéaires) Soit H et H0 deux espaces de Hilbert. Un opé-

rateur A de H dans H0 est une application linéaire

A : D(A) � H �! H0

où D(A) dénote le domaine de A

Dé�nition 1.2.12 (Inverse d�un opérateur) Soient H, H0 deux espaces de Hilbert et

A 2 L(H;H0). On dit que A est inversible s�il existe B 2 L(H0;H) tel que

AB = IdH0 et BA = IdH

où IdH(respectivement IdH0) est l�opérateur identité de H (respectivement H0
).

Un tel opérateur B (lorsqu�il existe ) est unique, on l�appelle opérateur inverse de A ou

simplement inverse de A et on le note B = A�1:

Dé�nition 1.2.13 (Opérateur borné) Soient H et H0 deux espaces de Hilbert, un opé-

rateur A de H dans H0 est dit borné si et seulement si

sup kAxkH0 <1:
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L�ensemble des opérateurs bornés deH dansH0 est noté B(H;H0) et par B (H) pourH = H0:

Dé�nition 1.2.14 (Adjoint d�un opérateur) Soient H et H0 deux-espaces de Hilbert et

A 2 B(H;H0); l�unique opérateur noté A� 2 L(H0;H) tel que pour tous x 2 H; y 2 H0 on

ait hA(x); yi = hx;A�(y)i; est appelé adjoint de A:

Dé�nition 1.2.15 (Opérateur Auto-Adjoint) Un opérateur lineaire borné A dansH (A 2

B(H)) est dit auto-adjoint si et seulement si A = A�: Autrement dit 8 (x; y) 2 H2; hAx; yi =

hx;Ayi

Dé�nition 1.2.16 Un opérateur U 2 L(H) est appelé isometrie partielle si

kUxk = kxk pour tout x 2 Ker(U)?:



Chapitre 2

Opérateurs de composition à image
fermée

Dans cette partie, on va établir une condition necessaire et su¢ sante pour qu�un opérateur

de composition soit à image fermée pour cela, on a besoin d�introduire tout d�abord certaines

notions et résultats :

2.1 Dé�nitions et proprietés

Dé�nition 2.1.1 (Mesure de Radon-Nikodym) Soit 
 un ouvert borné de R; on appelle

mesure de Radon Nikodym toute application linéaire continue notée" r "de 
 dans R pour la

norme in�nie.

Dé�nition 2.1.2 (Mesure de densité) Soit (E; T; �) un espace mesuré. Soit � une me-

sure sur T:On dit que � est une mesure de densité par rapport à � s�il existe une fonction

mesurable positive f telle que � (A) =
R
A
f d� Pour tout A 2 T: On pose alors � = f � (on

dit aussi que f est la densité de � par rapport à � ).

Dé�nition 2.1.3 (Mesure absolument continue) Soient (E; T; �) un espace mesuré et

� une mesure (positive) sur T: On dit que � est absolument continue par rapport à �;et on

note �� �; si :

A 2 T; avec � (A) = 0 =) � (A) = 0:
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Théorème 2.1.1 (Radon-Nikodym) Soient (E; T; �) un espace mesuré ���ni et � une

mesure ���nie sur T:Alors � est absolument continue par rapport à � si et seulement si �

est une mesure de densité par rapport à �:

Preuve. ()Supposons que � est une mesure de densité par rapport à � et on montre que

� est absolument continue par rapport à �

Soit f une fonction mesurable positive telle que � = f �: Soit A 2 T telle que � (A) = 0.On

a alors f1A = 0 � � p:p: Donc � (A) =
R
f1A d� = 0; ceci montre que � est absolument

continue par rapport à �:

))Supposons que � est absolument continue par rapport à �; et on montre que � est une

mesure de densité par rapport à �:

Il existe donc deux partitions de E dénombrables et T�mesurables (Fn) et (Gn) telles que

� (Fn) <1 et � (Gn) <1: De ces deux partitions on peut tirer une partition de E dénom-

brable et T�mesurable (En) telle que � (En) <1 et � (En) <1, par exemple en considérant

toutes les intersections Fj \Gk et en utilisant une bijection allant de N2 dans N. Pour n �xé,

soient �n et �n les mesures traces de � et � respectivement, sur En. Alors �n et �n sont des

mesures �nies et puisque � � �, �n � �n, donc il existe une fonction positive fn 2 L1 (�n)

telle que pour tout A 2 T

�n (A) =

Z
A

fnd�n =

Z
A

fn1End�:

Soit maintenant f =
P

n fn1En. Alors pour tout A 2 T ,Z
A

f d� =

Z
A

X
n

fn1End�

=
X
n

Z
A

fn1End�

=
X
n

�n (A)

=
X
n

� (A \ En)

= � (A) :

�
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2.2 Opérateur de composition

Dé�nition 2.2.1 Soit (E; T; �) un espace mesuré. Une transformation mesurable � sur

(E; T; �) est dite non singulière si

�
�
��1 (A)

�
= 0 dés que � (A) = 0 (2.2.1)

pour tout ensenble mesurable A

Si � est non singulière alors la mesure ���1 dé�nit par

���1 (A) = �
�
��1 (A)

�
8A 2 T

est une mesure absolument continue sur T par rapport à �:

on a alors la dé�nition suivante toute transformation non singuliére � : E ! E induit une

transformation linéaire C� sur L2 (�).

Dé�nition 2.2.2 (de l�opérateur de composition) Soit � une fonction mesurable non

singulière sur l�espace mesuré ���ni (E; T; �). Alors l�opérateur noté C�; dé�ni par

C�f = f � � pour chaque f 2 L2 (�)

est appellé opérateur de composition induit par �:

Dé�nition 2.2.3 Un opérateur A est borné loin de son ensemble d�annulation sur un ens-

semble E si il existe une constante c > 0 telque kAfk � c pour tout f 2 E .

Lemme 2.2.1 ([9]-[3])Soit A 2 B(H). A est à image fermé si, et seulement si, il est borné

loin de son ensemble d�annulation sur (N(A))?.

Corollaire 2.2.1 Chaque isométrie partielle est à image fermée.

Lemme 2.2.2 [9]Soit A 2 B (H) normal. Alors A est à image fermée si et seulement si An

est à image fermée pour un certain n 2 N:

Avant d�énoncer le résultat principal de ce mémoire, on a besoin du résultat suivant
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Lemme 2.2.3 Soit A 2 B (H) : Alors A est à image fermé si et seulement si A�A est à

image fermée.

Preuve. ()on suppose que A�A est à image fermée, comme A 2 B (H) d�après la décom-

position polaire [10]; il existe une isométrie partielle U telle que A = UP avec P =
p
A�A:

On a P 2 = A�A est à image fermée puis que P est normal alors d�après le lemme 2:2:2 ; P

est à image fermé.

Or U est à image fermée d�apré le corollaire 2:2:1:

Donc d�aprés la stabilité du produit A est à image fermé.

)) On Suppose que A est à image fermé et on montre que R (A�A) est fermé.

Pour cela, on utilise le résultat suivant([1] Th�eoreme 1 p 205) :

R (A) est fermé dans H , R (A�) est fermé dans H0

, R (A) = N (A�)?

, R (A�) = N (A)?

Dans notre cas H = H0
et on applique le lemme 2:2:1 �

On va énoncer maintenant le résultat principal de ce mémoire

Théorème 2.2.1 Soit C� 2 B (L2 (�)) : Alors C� est à image fermée si et seulement si f0
est bornée loin de son ensemble d�annulation sur Zf0 ; où f0 est la dérivée de Radon- Nikodym

de la mesure ���1 par rapport à �:

Preuve. On va utiliser les résultats précédents à savoir le théorème 2:1[9] et le lemme 2:2:3

pour établir la caractérisation de l�opérateur de composition, à image fermée.

Tout d�abord, on va montrer que C��C� =Mf0 où f0 =
d���1

d�
la dérivé de Radon Nikodym.
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Soit f; g 2 L2 (�) ; on a

hC��C�f; giL2(�) = hC�f; C�giL2(�)

=

Z
E

f [� (t)] g [� (t)] d�

=

Z
E

[f:g] [� (t)] d�

=

Z
E

f (t) :g (t) d���1

=

Z
E

f0f (t) g (t) d�

= hMf0f; giL2(�)

Ainsi C��C� =Mf0.

alors C��C� est à image fermée si et seulement si f0 est borné loin de son ensemble d�annulation

sur Zf0 : et on peut conclure d�après le lemme 2:2:3 que C� est à image fermée si et seulement

si f0 est borné loin de son ensemble d�annulation sur Zf0 ; ce qui achève la preuve du théoréme.

�
On a une conséquence directe du théoreme 2:2:1 en considèrant l�éspace de Hilbert l2 (�) =

ffxng =
P1

n=1 Pn j xn j2<1g

ou P = fP1; P2; :::::g désigne une suite de nombres positives strictement.

Corollaire 2.2.2 Si inf P = �1 > 0 et sup P = �2 <1: Alors tout opérateur de composition

sur l2 (P ) est à image fermée.

Preuve. Dans ce cas on a :

f0 (n) =
d���1 (n)

d� (n)
� �1
�2
= �

D�où

f0 (n) =

8<:
� > 0 si n 2 � (N)

0 si n 2 N=� (N)
alors f0 est borné loin de son ensemble d�annulation. Donc R (C�) est fermé le théoreme 2:2:1.

En dernier, on va donner un exemple d�opérateur de composition à image non fermée et un

exemple d�opérateur de composition à image fermée. �
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Exemple 2.2.1 On dé�nit sur N une mesure � par � (fng) = a2navec 0 < a < 1

Si � est une fonction dé�nie sur N par

� (n) =

8<:
n
2

n pair

n+1
2

n impair

alors c� est un opérateur de composition sur l2 (�) ; où l2 (�) = ffxng :
P1

n=1 � (n) j xn j2<1g :

Pour tout n 2 N; soit f (n) la suite dé�nie par

f (n) (m) =

8<:
0 si m � n

1 si m > n

alors

k c�f
(n) k2l2(�)=

1X
n=1

j � (n) jj f (n) [� (m)] j2

=

8<:
P1

n=1 j � (n) jj f (n)
�
m
2

�
j2 si m mpairP1

n=1 j � (n) jj f (n)
�
m+1
2

�
j2 si m impair

alors

k c�f (n) k2
k f (n) k2 = a2n:

ceci montre que C� n�est pas inférieurement borné. Donc C� n�est pas à image fermée.

Exemple 2.2.2 Soit � une fonction réelle à valeurs réelles dé�nie par

� (x) =

�
x+ 1 si x 2 ]�1; 4]
x+ 2 si x 2 ]4;+1[ (2.2.2)

alors C� est opérateur de composition sur L2 (�1;+1) et la dérivée de Radon- Nikodym

associée à � est donnée par

f0 (x) =

�
1 si x 2 ]�1; 5] [ ]6;+1[

0 si x 2 ]5; 6]
alors d�après le théorème 2.2.1, C� est à image fermée.



CONCLUSION

L�étude des opérateurs de composition a une longue histoire. On peut apprendre des livres

d�analyse fonctionnelle, plusieurs propriétés de ces opérateurs sur di¤érents espaces fonction-

nels incluant les espaces Lp 1 � p � 1 notamment la propriété de la fermeture de l�image.

On s�est intéressé à cette propriété pour ce type d�opérateurs sur l�espace L2, plus précisément

à caractériser ces opérateurs à image fermé par une des méthodes employées à cet e¤et.
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