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NOTATIONS

Nous utilisons les notations suivantes dans ce travail :

�H désigne un espace de Hilbert.

� T désigne un opérateur de H dans H0
.

�A Algèbre de Banach.

� B(H,H0
) désigne l�ensemble des opérateurs bornés de H dans H0

.

� On note L2(X,S,�) par L2(X).



INTRODUCTION

Plusieurs applications concrètes des mathématiques en science et engineering, font appel

éventuellement à un problème impliquant des équations opératorielles. Ce problème peut être

représenté comme une équation opératorielle du type

Tx = y (0.0.1)

où T : X ! Y est un opérateur linéaire ou non linéaire tel qu�un opérateur di¤érentiel ou

opérateur intégral ou une matrice. Les espaces X et Y sont des espaces linéaires munis de

certaines normes.

Résoudre les équations linéaires à une in�nité de variables est un problème d�analyse fonction-

nelle et le problème de résolution de l�équation (0.0.1) est bien posé si on assure l�existence

et l�unicité de la solution de (0.0.1) et la continuité de la solution dépendant de la variable y.

Il est bien connu que le problème de résolution des équations opératorielles du type (0.0.1)

essentiellement bien posé si l�image de T est fermé. Donc l�étude des opérateurs à image

fermé joue un rôle vital dans la théorie de perturbation. Plusieurs travaux ont été élaborés

dans ce sens, nous citerons R.Bouldin.(1973) [1] ; Singh[8];Singh [6]:

Notre attention dans ce mémoire a été porté plus particulièrement sur la fermeture de l�image

des opérateurs de multiplication, vu l�importance de ces opérateurs en analyse fonctionnelle

(dans le cadre d�étude spectrale) avec le théorème spectral ([7]- [9]) qui nous assure que tout

opérateur auto-adjoint est unitairement équivalent à un opérateur de multiplication.

Etant donné un espace mesuré ���nie (X;S; �) et une fonction mesurable essentiellement

bornée sur X, on dé�nit l�opérateur de multiplication noté M� induit par �, par la relation

M�f = �f pour tout f 2 L2(�) (0.0.2)

Le but ce travail est de caractériser ces opérateurs de multiplication bornés à image fermé

dans l�espace de Lebesgue L2(X;S; �) et ceci est donné dans le théorème (2.2.1).

Plan du mémoire :

Ce mémoire est divisé en deux chapitres



� Le chapitre 1 est consacré au rappel des dé�nitions et notions mathématiques dont on a

besoin : le mesure ; espace de Hilbert ; espace L2 ; opérateurs bornés.

� Dans le chapitre 2; on donne la dé�nition de l�opérateur de multiplication et quelques

de ses propriétés spectrales. Ensuite on établit le résultat caractérisant théorème (2.2.1)

de la fermeture de l�image de l�opérateur de multiplication borné sur l�espace de Lebesgue

L2(X;S; �);avec (X;S; �) un espace mesuré ���nie ; on termine le chapitre par un corollaire

et un exemple d�un opérateur de multiplication à image non fermé.

On �nit ce travail par une conclusion et une bibliographie.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans cette partie, nous rappelons quelques notions et résultats sur la théorie de mesure et

sur les espaces sur lesquels nous travaillons[4].

1.1 Notion de mesure

1.1.1 Dé�nitions

Dé�nition 1.1.1 (Tribus ou ��algèbre) Soit un ensemble X, et soit S la famille des

parties de X (S � P(X)). On dit que S est une tribu sur X, si elle véri�e :

1. ? 2 S, X 2 S.

2. Pour toute famille dénombrable (An)n 2N � S on a :[
n 2N

An 2 S

3. Pour toute famille dénombrable (An)n 2N � S on a :\
n 2N

An 2 S

4. Pour tout A 2 S on a :

Ac 2 S

Dé�nition 1.1.2 (Espace mesurable) Soient X un ensemble et S une tribu sur X. Le

couple (X,S ) est appelé espace mesurable. Les parties de X qui sont des éléments de S sont

dites ensembles mesurables:
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Dé�nition 1.1.3 (Mesure) Soit (X,S ) un espace mesurable. On appelle mesure sur (X,S)

toute application � :S �! �R+(avec �R+ = R+ [ (+1)) véri�ant :

1. � (?) = 0:

2. � est ��additive, c�est-à-dire que pour toute famille (An)n 2N � S de parties disjointes

deux à deux (i.e An \ Am = ?, si n 6= m) ; on a :

�(
[
n 2N

An) =
X
n 2N

� (An) .

Remarque 1.1.1 Quand on munit l�espace mesurable (X,S ) d�une mesure �, on parle d�es-

pace mesuré et on note (X;S; �)

Dé�nition 1.1.4 (Mesure ���nie) Soit (X,S,�) un espace mesuré, on dit que � est ���nie (ou

que (X,S,�) est ���ni) s�il existe une suite d�éléments (An)n 2N de S tel que

� (An) <1,8n 2 N et X =
[
n 2N

An.

Exemple 1.1.1 (Mesure de Dirac) Soient X un ensemble, S une tribu sur X et a 2 X.

On dé�nit sur S la mesure de Dirac �a par

�a(A) =

�
0, si a =2 A
1, si a 2 A , A 2 S

1.1.2 Propriétés d�une mesure

Soit (X,S,�) un espace mesuré. La mesure � véri�e les quatres propriétés suivantes :

1. Monotonie : Soit A, B 2 S tel que A � B, alors

� (A) � � (B) .

2. ��sous�additivité : Soit (An)n 2N � S, alors

�

 [
n2N

An

!
�
X
n 2N

� (An) .
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3. Continuité croissante : Soit (An)n 2N � S, telle que An � An+1 pour tout n 2 N, alors

�

 [
n2N

An

!
= lim

n!1
(� (An))

= sup
n 2N

(� (An)).

4. Continuité décroissante : Soit (An)n 2N � S, telle que An+1 � An pour tout n 2 N, s�il

existe n0 2 N avec � (An0) <1, alors

�

 \
n2N

An

!
= lim

n!1
(� (An))

= inf
n 2N

(� (An)).

1.1.3 Fonctions mesurables

Dé�nition 1.1.5 (Fonction mesurable) Soient (E,S ) et (F ,S 0
) deux espaces mesurables

et f :E �! F une application. f est dite mesurable si, et seulement si,

8A 2 S
0
, f �1 (A) 2 S

�
i.e f �1

�
S
0
�
� S

�
.

Exemple 1.1.2 Soit (X;S) un espace mesurable quelconque, toute fonction constante (i.e.f(x) =

a pour tout x 2 X; a est un réel �xé) est mesurable. En e¤et

f�1(A) =

�
E 2 S, si a 2 A
? 2 S, si a =2 A.

Dé�nition 1.1.6 (Partie négligeable) Soient (X;S; �) un espace mesuré et A � X: On

dit que A est négligeable s�il existe un ensemble B � S tel que

A � B et �(B) = 0.

Dé�nition 1.1.7 (Propriété vraie presque partout) Une propriété P est dite vraie presque

partout si l�ensemble des éléments pour lequel P est fausse, est négligeable.

Dé�nition 1.1.8 (Fonction mesurable essentiellement bornée) Une fonction mesurable

f : X ! C est dite essentiellement bornée s�il existe une constante m > 0 telle que

jf(x)j � m presque partout:
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Dé�nition 1.1.9 L�espace des fonctions essentiellement bornées se note L1(X,S,�).

Théorème 1.1.1 (de la convergence dominée) Soient (X,S,�) un espace mesuré et (fn)n2N

une suite de fonctions mesurables telle que pour tout x 2 X,

fn(x)
n!+1

! f(x) presque partout

(et on note fn(x)
n!+1

! f(x) pp). S�il existe une fonction g 2 L1(X,S,�) (i.e g est ��intégrable)

telle que 8n 2 N,

8x 2 X, jfn(x)j � g(x) pp

alors

lim
n!1

Z
X

fnd� =

Z
X

lim
n!1

fn d�

=

Z
X

f d�.

1.2 Espace de Hilbert

Dé�nition 1.2.1 (Produit scalaire) Soit E un espace vectoriel sur | (| = R ou | = C) :

On appelle produit scalaire sur E toute application notée h:; :i de E�E dans | (h:; :i : E � E ! |)

telle que :

� Positivité : 8u; v �E : hu; vi � 0.

� Sesquilinéairité : 8u; v; w � E :
�
hu; v + wi = hu; vi+ hu;wi
hu+ v; wi = hu;wi+ hv; wi ;

� et 8 u, v 2 E, 8� 2 | :
�

h�u; vi = � hu; vi dans le cas réel
hu; �vi = � hu; vi dans le complexe ;

� et 8 u, v 2 E :
�

hu,vi = hv,ui appelée symétrie dans le cas réel
hu,vi = hu,vi appelée hermicité dans le complexe.

Dé�nition 1.2.2 (Norme) On appelle norme sur E noté k.kE, toute application de E dans

R+ telle que :

� 8 x 2 E : kxkE = 0, x = 0:

� 8 x 2 E, 8� 2 C : k�xkE = j�j kxkE
� 8 x, y 2 E : kx+ ykx � kxkE + kykE.
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Remarque 1.2.1 Pour tout produit scalaire sur X, on peut associer la norme :

k.kE =
q
h.,.iE.

Dé�nition 1.2.3 (Espace préhilbertien) On appelle espace préhilbertien un espace vec-

toriel muni d�un produit scalaire, un espace préhilbertien de dimension �nie est dit euclidien

dans R.

Dé�nition 1.2.4 (Espace de Hilbert) Un espace de Hilbert H est un espace préhilbertien

complet pour la norme dé�nie sur le produit scalaire.

1.3 Espace L2

Dé�nition 1.3.1 (Espace L2) Soient (X,S,�) un espace mesuré, et f :X �! | une fonc-

tion mesurable. On appelle espace L2 l�ensemble des fonctions mesurables, a valeurs réelles

telles que la fonction jf j2 soit ��intégrable, et on note :

L2 (�) =
�
f : X �! | telle que f mesurable et

Z
X

jf j2 d� < +1
�
.

Donc f 62 L2 si
R
X
jf j2 d� = +1 et on pose alors

kf k2 = (
Z
X

jf j2 d�) 12 = +1 (1.3.1)

Cas particulier : si (X;S; �) = (N�,P (N�) ,c), on note :

`2 =

8<:x = (xn )n �1 , kx k2 =
 
+1X
n =1

jxn j2
! 1

2

< +1

9=;
Dé�nition 1.3.2 Soit (X,S,�) un espace mesuré, soit f , g : X �! F deux fonctions avec

F = �R , on dit que f = g presque partout, et on note f = g p.p. si l�ensemble

fx 2 X : f (x) 6= g (x)g

est négligeable.
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Dé�nition 1.3.3 (L�espace L2) Soient (X;S; �)un espace mesuré , on dé�nit l�espace L2

comme l�ensemble des classes d�équivalence des fonctions de L2 pour la relation d�équivalence

égalité p.p, donc :

L2 =
n
_f �f 2 L2

o

où _f désigne le représentant de la classe d�équivalence p.p sur L2: Si F � L2 et f 2 F on

pose F = _f et on a :

kF k2 = kf k2 =
�Z

X

jf j2 d�
� 1

2

Une autre manière d�exprimer cette dé�nition consiste à dire que l�espace L2 est le quotient

de L2 par la relation d�équivalence �égales presque partout�, et on note :

L2 = L2� �

Remarque 1.3.1 On confond classe de fonctions de L2 et fonctions de L2: On peut donc

dé�nir L2 (X,S,�) de la manière suivante

Dé�nition 1.3.4 Si (X;S; �) est un espace mesuré, on dé�nit L2 par

L2 (X,S,�) =

(
f dé�nie sur X :

�Z
X

jf j2 d�
� 1

2

< +1
)

(1.3.2)

et on le munit de la norme k.kL2 donnée par

kf kL2 =
�Z

X

jf (x)j2 d�
� 1

2

: (1.3.3)

1.3.1 Propriétés de L2

1/ l�espace L2 muni de la norme k .kL2 (1.3.3) est un espace vectoriel normé complet i.e un

Banach:

2/ l�espace L2 (X,S,�)muni de la norme k .kL2 est un espace de Hilbert et le produit scalaire

associé à la norme est dé�nie par

hf ,gi =
Z
X

f �g d�
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1.4 Algèbre de Banach

Dé�nition 1.4.1 (Algèbre) Soient X un ensemble, A une famille de parties de X (i.e.

A � P(X)). La famille A est une algèbre sur X si

1. ? 2 A; X 2 A:

2. A est stable par union �nie, c�est-à-dire que pour tout A, B 2 A on a

A [B 2 A.

3. A est stable par intersection �nie, c�est-à-dire que pour tout A, B 2 A on a

A \B 2 A.

4. A est stable par passage au complémentaire, c�est-à-dire que pour tout A 2 A on a

Ac 2 A

Dé�nition 1.4.2 (Algèbre de Banach) Soit A une algèbre sur C équipée d�une norme

k.k. On dit que A est une algèbre de Banach si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1. A est un C-espace de Banach c�est à dire un C-espace vectoriel normé, complet:

2. pour tous x, y 2 A on a

k xyk � k xk k yk .

Si de plus, il existe un élément e 2 A telle que

xe = ex

= x, (x 2 A) et kek = 1

alors, on dit que A est une algèbre de Banach unitaire. L�élément e s�appelle l�élément

unité de l�algèbre A

En�n, nous dirons qu�une algèbre A est commutative si xy = yx pour tous x, y 2 A.
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1.5 Les opérateurs dans un espace de Hilbert

Dé�nition 1.5.1 (Opérateurs ) Soit H et H0
des espaces de Hilbert. Un opérateur T de

H dans H0
est une application linéaire de D(T )(appelé domaine de T ) dans H0

.

On note par L(H,H0
) l�espace vectoriel des opérateur de H dans H0

. Si H = H0
, on pose

L(H) = L(H,H).

Dé�nition 1.5.2 On appelle noyau de T notée N(T ) le sous-espace

N(T ) = fx 2 D(T ) ; Tx = 0g.

Dé�nition 1.5.3 On appelle l�image de T notée R(T ) le sous-espace

R(T ) = fy 2 H0
; y = T (x),x 2 D(T )g.

Dé�nition 1.5.4 Un opérateur T est dit borné s�il existe un C > 0 tel que

8x 2 D(T ) kTxk � C kxk .

Le plus petite constante C qui réalise cette propriété est appelée norme de T et notée kTk :

Dé�nition 1.5.5 Un opérateur T est dit densément dé�ni si D(T ) est dense dans H.

Dé�nition 1.5.6 (Graphe d�un opérateur) Le graphe d�un opérateur T de H�H 0
noté

G(T ) est un sous-espace de H�H0
dé�ni par :

G(T ) = f(x,Tx), x 2 D(T )g.

Dé�nition 1.5.7 (Spectre d�un opérateur) Le spectre d�un operateur T 2 L(H) est le

sous-ensemble de C dé�ni par

�(T ) = fz 2 C, (T � zI) n�est pas inversibleg.

Dé�nition 1.5.8 (Opérateur fermé) Un opérateur T de H dans H0
est dit fermé si, et

seulement si, son graphe G(T ) est un sous-espace fermé de H�H0
c�est a dire :

G(T ) = G(T ):
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Dé�nition 1.5.9 (Adjoint d�un opérateur) Soit T 2 L(H) . L�adjoint est l�opérateur

linéaire borné, note T � véri�ant

hTx,yi = hx,T �yi ,8x, y 2 H.

Proposition 1.5.1 Soit l�isométrie

J :H�H0 ! H�H0

dé�nie par

J(x,y) = (�y,x).

Soit T un opérateur de H dans H0
a domaine dense. Alors

G(T �) = [JG(T )]?.

Preuve

En dé�nissant le produit scalaire de deux élément fa,bg et fc,dg de H�H0
par

hfa,bg,fc,dgi = ha,ci+ hb,di .

On a
(y,z) 2 G(T �) () hTx,yi = hx,zi , pour tout x 2 D(T )

() h(�Tx,x),(y,z)i = 0, 8x 2 D(T )
() hJ(x,Tx),(y,z)i = 0, 8x 2 D(T )
() (y,z) 2 [JG(T )]?.



Chapitre 2

Opérateur de multiplication à image
fermée

Dans ce chapitre, (X,S,�) désigne un espace mesuré.

2.1 Dé�nitions et Propriétés spectrales

Dé�nition 2.1.1 (Opérateur de multiplication) Soit � une fonction mesurable sur X.

L�opérateur de multiplication par � noté M� est dé�ni par :

D(M�) = ff 2 L2(X) : �f 2 L2g 8f 2 D(M�) M�f = �f .

Remarquons que l�espace D(M�) est bien un sous -espace vectoriel de L2(X) et M� est un

opérateur sur L2(X).

2.1.1 Propriétés spectrales de l�opérateur de multiplication

Proposition 2.1.1 M� est densément dé�ni.

Preuve

Soit n 2 N. Posons

Yn = fx 2 X : j�(x)j � ng.

On a Yn � Yn+1 et
+1[
n=1

Yn = X. Posons pour f 2 L2(X) fn = 1Ynf 2 D(M�) et on a fn ! f

par le théorème de convergence dominée. On conclut bien que D(M�) est dense dans L2(X).
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Proposition 2.1.2 M� est borné si, et seulement si, � est essentiellement bornée(c�est-à-dire

� 2 L1) et dans ce cas kM�k = k�k1.

Preuve

Supposons que � est essentiellement bornée. Soit C 2 R telle que j�(x)j � C pp. On a

kM�fk2 = k�fk2

=

Z
X

j�(x)j2 jf(x)j2 dx

� k�k2 kfk2

� C2 kfk2 .

Donc M� est borné et

kM�k � C.

Si C = 0 alors

kM�k = 0.

Si C > 0. Soit " 2 ]0,C[, on pose

Y� = fx 2 X : j�(x)j � C � �g

ensemble de mesure non nulle, donc pour f 2 L2(�) s�annulant hors de Y� on a

kM�fk2 � (C � �)2 kfk2

donc kM�k = k�k1.

Réciproquement, si � n�est pas essentiellement bornée, posons, pour n 2 N;

Yn = fx 2 X : j�(x)j � ng

ensemble de mesure non nulle. Pour f 2 D(M�) s�annulant hors de Yn on a

kM�fk � n kfk .

Donc M� n�est pas borné.

Proposition 2.1.3 M�
� est l�opérateur de multiplication par �

� :x! �(x)� et on a

D(M�
� ) = D(M�).
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Preuve

Remarquons tout d�abord que la proposition( 2.1.1) nous permet de dé�nir M�
� . De plus il,

clair que D(M�) est aussi le domaine de l�opérateur de multiplication par �
�. On a pour tout

(f ,g) 2 D(M�)
2

hM�f ,gi =

Z
X

�(x)f(x)g(x)�dx

=

Z
X

(�(x)�g(x))�f(x)dx

= hf ,M�
� gi .

L�opérateur de multiplication par �� est ainsi un adjoint formel de M�. On en déduit D(M�)

� D(M�
� ). Il reste donc à montrer que pour g 2 D(M�

� ) on a M
�
� g 2 L2(X).

Soit g 2 D(M�
� ). Pour f 2 D(M�) on a

hf ,M�
� gi = hM�f; gi

=

Z
X

�(x)f(x)g(x)�dx.

Donc

8f 2 D(M�)

Z
X

(M�
� g(x)� g(x)�(x)�)f(x)dx = 0.

Donc la fonction x! M�
� g(x)� g(x)�(x)� est orthogonale à D(M�) qui est dense d�après la

proposition (2.1.1). Donc pour tout g 2 D(M�
� ) on a

M�
� g(x) = �(x)

�g(x) pp.

En particulier ��g 2 L2(X) et donc D(M�
� ) � D(M�) car D(M�) est le domaine de �

�.

Proposition 2.1.4 M� est un opérateur fermé.

Preuve

M�� est l�adjoint de l�opérateur de multiplication par �
�. Donc d�après la proposition(1.5.1),

M� est fermé.

Proposition 2.1.5 On a

�p(M�) = fz 2 C : ��1(z) est de mesure positiveg.
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Preuve

z�M� est l�opérateur de multiplication par z��. Donc z 2 �p(M�) si, et seulement si, z�M�

n�est pas injectif si, et seulement s�il existe f 2 L2(X) tel que

(z � �)f = 0 où f 6= 0.

Ceci est vrai si, et seulement si,

fx 2 X : �(x) 6= zg

est de mesure strictement positive.

Proposition 2.1.6 Les assertions suivantes sont équivalentes :

i R(M�) est dense.

ii �(x) 6= 0 pp.

iii M� est injectif.

Dans ce cas, M�1
� est l�opérateur de multiplication dé�ni par la fonction

�1(x) =

�
�(x)�1 si �(x) 6= 0
0 si �(x) = 0.

Preuve

� i) =) ii

Soit f 2 L2(X) telle que f s�annule hors de

Y1 = fx 2 X : �(x) = 0g.

Alors

f 2 R(M�)
? = f0g

par hypothèse.

Donc

L2(Y1) = f0g

est de mesure nulle.

� ii) =) i)
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Soit

Yn = fx 2 X : j�(x)j � 1

n
g.

On a Yn � Yn+1 et X �
+1[
n=1

Yn est de mesure nulle. Soit g 2 L2(X) et posons

gn = 1Yng 2 R(M�).

On a kgn � gk2 ! 0 d�après le théorème de la convergence dominée. Donc R(M�) est dense.

� ii) =) iii)

Si M�f = 0, alors

�(x)f(x) = 0 pp.

Donc

f = 0 pp

� iii) =) ii)

Soit

Y1 = fx 2 X : �(x) = 0g.

Soit f 2 L2(X) s�annulant hors de Y1. On a M�f = 0, donc f = 0. Donc Y1 est de mesure

nulle.

Si une de ces propriétés est satisfaite alors M� est injectif et �(x) 6= 0 pp

D(M�1
� ) = R(M�) = fg 2 L2(X) : 9 f 2 L2(X) : g = �fg = fg 2 L2(X) : �1g 2 L2(X)g

et pour tout g 2 D(M�1
� ), il existe f 2 L2(X) telle que g = �f . On a donc

M�1
� g = f = �1g.

2.2 Caractérisation de l�opérateur de multiplication à
image fermée

On établit dans cette partie le résultat caractérisant la fermeture de l�image de l�opérateur

de multiplication borné sur L2(X,S,�). Mais avant, on a besoin du lemme suivant qui sera

utilisé pour la démonstration.
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Lemme 2.2.1 ([6]-[5])Soit A 2 B(H). A est à image fermé si, et seulement si, il est borné

loin de son ensemble d�annulation sur (N(A))?.

Dé�nition 2.2.1 Une fonction f est dite bornée loin de son ensemble d�annulation sur un

ensemble E s�il existe un nombre C strictement positif tel que

jf(x)j � c, pour tout x dans E.

Dé�nition 2.2.2 un opérateur est dit borné loin de son ensemble d�annulation sur un en-

semble E s�il existe un nombre C strictement positif tel que

kAfk � c, pour tout f dans E.

Théorème 2.2.1 Soit M� 2 B(L2(�)). Alors M� est à image fermé si, et seulement si, �

est bornée loin de son ensemble d�annulation sur Z�.

Preuve

Soit l�ensemble d�annulation de �

X1 = fx 2 X ; �(x) = 0g,

on pose

Z� = Xnfx 2 X ; �(x) = 0g = X2 .

1)On suppose que � est bornée loin de son ensemble d�annulation sur Z� et on montre que

l�image de l�opérateur M� est fermé.

1�ere �etape : On décompose L2(X) en somme directe comme suit :

L2(X;S; �) = L2(X1; S1; �)� L2(X2; S2; �) (2.2.1)

où S1 = S \X1, S2 = S \X2

on a

N(M�) = L
2(X1,S1,�)

et

(N(M�))
? = L2(X2,S2,�)
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en e¤et, on montre que N(M�) = L
2(X1,S1,�)

soit f 2 L2(X1,S1,�) alors �(x)f(x) = 0 pour tout x 2 X1 ainsi f 2 N(M�)

donc L2(X1,S1,�) � N(M�).

On montre l�autre inclusion, pour cela considérons f 2 L2(X,S,�) alors f s�écrit de manière

unique sous la forme f = f1 + f2 avec f1 2 L2(X1,S1,�) et f2 2 L2(X2,S2,�) d�après(2.2.1).

Si f 2 N(M�) alors �f = 0L2 i.e, �(f1 + f2) = 0L2 d�où �(x)f1(x) + �(x)f2(x) = 0 8x 2 X

or �f1 = 0 car f1 2 L2(X1; S1; �) donc �f2 = 0L2 et comme �(x) 6= 0 sur X2 alors

f2 = 0L2

on obtient alors f = f1 et donc f 2 L2(X1,S1,�) d�où N(M�) � L2(X1,S1,�).

Conclusion L2(X1,S1,�) = N(M�).

(2.2.1) Devient

L2(X,S,�) = N(M�)� (N(M�))
?

donc

(N(M�))
? = L2(X2,S2,�).

2emme �etape : On montre maintenant que M� est inversible sur L2(X2,S2,�) = (N(M�))
?

étant donné que

L2(X,S,�) = N(M�)� (N(M�))
?

on obtient alors pour tout f 2 L2(X,S,�), M�f = �f = �f2 =M�f2

avec f2 2 L2(X2,S2,�) i.e, l�image de M� est égale à l�image de sa restriction sur L2(X2,S2,�)

et on écrit

R(M�) = R(M�nL2(X2,S2,�))

examinons alors la restriction de M� sur L2(X2,S2,�)

M�nL2(X2,S2,�) : L2(X2,S2,�)! R(M�)

C�est un opérateur bijectif, en e¤et

i) Il est injectif car

si g1, g2 2 L2(X2,S2,�) tel que � g1 = � g2 alors

�(x)(g1(x)� g2(x)) = 0 8x 2 X2
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or �(x) 6= 0 donc g1(x) = g2(x)

ii)Il est surjectif par construction.

Il reste à montrer que l�inverse de M� est borné sur L2(X2,S2,�).

Comme (M�)
�1 =M 1

�
, (8x 2 X2 �(x) 6= 0 ) et � est borné alors 1� 2 L

1. On conclut que M�

est inversible sur L2(X2,S2,�) = (N(M�))
?

3emme�etape : Finalement on montre que R(M�) = (N(M�))
? = R(M�)

On utilise la formule connue pour un opérateur A borné ou fermé de domaine D(A), à savoir

N(A�) = R(A)?

N(A) = R(A�)?

Donc N(A�)? = R(A) et aussi N(A)? = R(A�). Dans notre cas N(M�) = N(M�
� ) =

N(M�
�
) = f0g. Ainsi R(A) est dense dans L2(X2,S2,�).

D�autre part, si � est bornée loin de de son ensemble d�annulation, on a

kM�fk � c kfk , 8f 2 L2(X2,S2,�)

ce qui assure que R(M�) est fermé dans L2(X2,S2,�): En fait, il s�agit d�un résultat assez

général très connu qui dit que si A est semi-borné inférieurement, kAxk � c kxk, 8x 2 D(A),

alors il est à image fermé [2] Par conséquent, R(M�) = L
2(X2,S2,�) = (N(M�)

?.

2) On suppose que l�image de l�opérateur M� est fermé et on montre que � est bornée loin

de son ensemble d�annulation sur Z�.

Comme X est ���ni nous pouvons écrire X =

1[
i=1

Yi; où �(Yi) <1, pour tout i 2 N .

On suppose � non bornée loin de son ensemble d�annulation sur Z� = X2 i.e,

8c > 0,9 x 2 Z� tel que j�(x)j < c

on dé�nit l�ensemble des éléments pour lequel � n�est pas bornée, par

Ej = fx : x 2 X2 et j�(x)j �
1

j
g

soit Fji = Yi \ Ej. Maintenant on dé�nit gj par

gj =

1X
n=1

(
1

n
)�

Fjn

=

1X
n=1

(
1

n
)�

Y n\Ej
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on a

(
1

n
)�

Yn\Ej
(x) =

�
1
n
, si x 2 Yn \ Ej
0; sinon :

or j�(x)j < 1
j
, 8x 2 X2, donc

jM�gj(x)j = j�(x)gj(x)j , x 2 Y n \ Ej

<
1

j
jgj(x)j

en passant à la norme sur L2; on obtient

kM�gjk2L2 =

Z
X

jM�gj(x)j2 dx

�
�
1

j

�2 Z
X

jgj(x)j2 dx

�
�
1

j

�2
kgjk2L2

ce qui implique que
kM�gjkL2
kgjkL2

<
1

j
.

Donc M� n�est pas borné inférieurement sur (N(M�)
?, et par le lemme (2.2.1), M� n�est pas

à image fermée.

On donne un résultat conséquence du théorème (2.2.1).

Théorème 2.2.2 Soit A 2 B(H) et normal. Alors A est à image fermé si, et seulement si,

An est à image fermé, pour un certain n 2 N.

Preuve

Considérons A 2 B(H) un opérateur normal, par le théorème spectral A est unitairement

équivalent à l�opérateur de multiplication M� donc An est unitairement équivalent à l�opéra-

teur de multiplication M�n aussi.

(=) On suppose que pour certains n 2 N, l�opérateur An est à image fermé alors M�n est à

image fermé, d�où d�après le théorème (2.2.1 ), �n est bornée loin de son ensemble d�annulation

sur Z�
n
i.e, pour un certain n 2 N

9c > 0 tel que j�n(x)j � c pour tout x 2 Z�n (2.2.2)
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avec Z�
n
= fx 2 X = �n(x) 6= 0g

On va montrer maintenant que M� est à image fermé, à cet e¤et on montre que � est borné

loin de son ensemble d�annulation sur Z�.

Prenons x 2 Z� alors

�(x) 6= 0 =) �n(x) 6= 0 pour un certain n 2 N

d�où Z� � Z�n et ainsi d�après (2:2:2)

j�n(x)j � c; 8x 2 Z�

or

j�n(x)j = j�(x)jn � c =) j�(x)j � n
p
c:

Ainsi 9 k = n
p
c > 0 tel que

j�(x)j � k 8x 2 Z�

on déduit alors que � est bornée loin de son ensemble d�annulation et par le théorème( 2.2.1)

M� est à image fermé et donc A est à image fermé.

=)) On suppose que A est à image fermé alors M� est à image fermé, d�où � est borné loin

de son ensemble d�annulation sur Z� i.e,

9 c > 0 tel que j�(x)j � c pour tout x 2 Z� (2.2.3)

On va montrer maintenant queM�n est à image fermé, à cet e¤et on montre que �
n est borné

loin de son ensemble d�annulation sur Z�
n
et ceci en démontrant par récurrence sur n qu�il

existe k > 0 telle que

j�n(x)j � k, pour tout x 2 Z�n et pour tout n 2 N

On pose pour tout x 2 Z�n, la propriété Pn suivante

j�n(x)j � c, 8n 2 N (Pn)

on a pour n = 1, j�(x)j � c est d�après (2.2.3 ) donc P1 est véri�ée avec k = c
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supposons que Pn est véri�ée et on montre que Pn+1 est véri�ée aussi. On a���n+1(x)�� = j(�n�)(x)j

= j�n(x)�(x)j

= j�n(x)j j�(x)j

� kc

9 k0 = kc tel que ���n+1(x)�� � k0
donc (Pn+1) est véri�ée

Donc �n(x) est borné loin de son ensemble d�annulation sur Z�
n
alors d�après le théorème

(2.2.1) M�n est à image fermé on conclut alors que An est à image fermé.

Exemple 2.2.1 Soit l2(N) l�espace de Hilbert des suites de nombres complexes à carré som-

mable

on considère l�opérateur de multiplication M� sur l2(N) induit par la fonction � dé�nie par :

�(n) =

�
0 si n = 1et n = 2

1
n

si n = 3,4:::

alors l�image de M� est composée de toutes les suites (�1,�2,�2,... ) véri�ant
1X
n=3

n2 j�nj2 <1

et il est dense dans l2(N2) où

l2(N2) = ffxng= x1 = x2 = 0 et
1X
n=3

jxnj2 <1 g

étant donné que R(M�) ne contient pas la suite f 0,0,13 ,
1
4
,.....g alors il n�est pas fermé.



CONCLUSION

L�étude des opérateurs de multiplication a une longue histoire. On peut apprendre des livres

d�analyse fonctionnelle, plusieurs propriétés de ces opérateurs sur di¤érents espaces fonction-

nels incluant les espaces Lp 1� p <1 notamment la propriété de la fermeture de l�image.

On s�est intéressé à cette propriété pour ce type d�opérateurs sur l�espace L2, plus précisément

à caractériser ces opérateurs à image fermé par une des méthodes employées à cet e¤et.
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