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Dans ce travail on étudie la régularité maximale dans un espace d’interpolation pour

la somme de trois opérateurs linéaires fermés sur un espace de Banach et on applique le
résultat abstrait pour obtenir une Besov (ou Holder) régularité maximale pour le probléme
de Cauchy pour une équation compléte du second ordre sous des hypothéses naturelles de
parabolicité.

Les résultats proviennent de I'article de C.J.K. Batty, R. Chill et S. Srivastava, intitulé :
"Maximal regularity in interpolation spaces for second order Cauchy problems",
arXiv 2014 [2].

On s’intéresse aussi aux applications aux équations a dérivées partielles.

On étudie le résultat de la régularité maximale dans certains espaces d’interpolation pour le

probléme de Cauchy du second ordre :

u" 4+ Bu' + Au = f [0, 7]
u (0) = ug (0.0.1)
uw (0) = uy

tel que A et B sont deux opérateurs linéaires fermés dans un espace de Banach complexe X
avec D, et Dp les domaines de A et B respectivement.

Le résultat de la régularité maximale : Pour chaque f € E C L' (0,T; X) et des valeurs
initiales homogenes ug = u; = 0, le probléme (0.0.1) admet une unique solution

u vérifiant u”, Bu', Au € E. En particulier, les trois termes sur le coté gauche de (0.0.1)

ont la méme régularité que le second membre donné.

Le résultat de la régularité maximale du probléme de Cauchy du second ordre généralise
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naturellement la notion de la régularité maximale pour le probléeme de Cauchy du premier

ordre :

(0.0.2)

{u’—i—Au:f 0,7
u(0) =0

En particulier, Da Prato-Grisvard montrent que si A, D sont deux opérateurs sectoriels
avec des domaines respectivement D4 et Dp et des angles ¢4 et ¢ et si o4+ @p < 7, alors
pour chaque x dans I'espace d’interpolation réel entre X et Dp (ou D,) il existe une unique
solution y pour Ay + Dy = x sur 'espace D4 N Dp avec Ay et Dy dans le méme espace
d’interpolation.

Ce résultat est appliqué pour le probléme (0.0.2) ou D est 'opérateur différentiel. Les espaces
d’interpolation réels incluent des espaces de Besov et des espaces de Holder, alors on obtient
une Besov ou Holder régularité maximale.

D’une maniére analogue, la régularité maximale pour la somme de trois opérateurs correspond
a la définition de la régularité maximale pour le probléme (0.0.1).

Ce mémoire est composé d’ une introduction et de cinq chapitres. Dans le premier chapitre,
on donne des rappels sur quelques notions utiles. Au deuxiéme chapitre un résultat abstrait
concernant la régularité maximale pour une somme de trois opérateurs linéaires fermés

est prouvé. Comme application on obtient un résultat de régularité maximale pour le probléme
de Cauchy du second ordre dans le troisiéme chapitre. Le quatriéme chapitre est
consacré au probléme de la valeure initiale. Dans le dernier chapitre on cite quelques

examples concrets pour les applications.



Chapitre 1

Rappels

1.1 Les opérateurs

Définition 1.1.1 Soient E, F' deux espaces vectoriels normés. Un opérateur linéaire borné

de E dans F' est une application linéaire continue

T:FEF—F

tel que

Jde > 0,Vu e E: ||Tul|, < cllullg -

Notation On désigne par £ (E, F) 'ensemble des opérateurs linéaires bornés de E dans F.
Lorsque E = F, on notera L (E) = L(E,E).

L (E, F) est un espace vectoriel sur lequel on introduit la norme :

Tl

sup ||TU’||F

1Tl
L(E,F) wer/{0y Ul g l[ull p=1

Théoréme 1.1.1 SiT est un opérateur linéaire borné dans un espace E ayant pour domaine

D, il existe un opérateur 7T linéaire borné dont le domaine est £ tout entier et on a

VoeeDp:Te=Te et HTH — |7

On appele T extension de T (ou prolongement).
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Théoréme 1.1.2 Soit T un opérateur linéaire borné sur un espace E, il existe un opérateur

linéaire borné T™ et un seul, appelé adjoint de T, tel que

Vao,y € B (y, Tx) = (T"y, @) .

T et T™ ont méme norme.

* On dit que T est auto-adjoint s’il est identique & son adjoint (7" = T™).

Définition 1.1.2 Un opérateur T est dit fermé si pour toute suite convergente (x,,)

d’éléments de Dy telle que la suite (T'z,,) soit convergente, on a

lm z,=x€ Dy et lim Tz, =Tx.

n—oo n—oo

Définition 1.1.3 Le graphe G d’un opérateur T' étant l’ensemble des couples (x,Tx) ow
x € Dp. T est fermé si son graphe est fermé.

* Si T n’est pas fermé mais si la fermeture (c’est- a- dire ’'adhérence G ) de son graphe est
le graphe d’un opérateur 7 on dit que T est fermable et que T, qui est la plus petite extension

fermée de T, est la fermeture de T'.

Théoréme 1.1.3 (graphe fermé) Soient E et F' deux espaces de Banach, soit T un
opérateur linéaire de E dans F'. On suppose que le graphe de T, G est fermé dans F x F,

alors T est continu.

Définition 1.1.4 Soit T' un opérateur linéaire définit dans un espace E. On étudie les
proprietés de Popérateur (A — T') ot A est un nombre complexe quelconque et I 'opérateur

identité. L’inverse de (A — T'), quand il existe, est appelé opérateur résolvant ou résolvante

de T'. On le note Ry (T).

Définition 1.1.5 On appelle ensemble résolvant de ’opérateur linéaire T, et on le note o (T') ,
tel que
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o(T)={ e C: (M —T) est inversible dans L (F)} .

Définition 1.1.6 On dit que T' est un opérateur non-négatif si |—oo,0| est inclus dans son

ensemble résolvant o (7).

Définition 1.1.7 On appelle spectre de T, et on le note o (T), le complémentaire de o (T) .
Définition 1.1.8 On dit qu’un opérateur A commute avec un opérateur B inversible si
AB C BA, ou d’'une maniére équivalente si B'A C AB~ L.

1.2 Cy—semi groupe

Définition 1.2.1 On appelle Cy- semi groupe une application

Ry — L(E)
t— G (t)
tel que
a- G(0)=1
b- G(t+s)=G(t)G(s) Vt,s>0.
c- Yy € E 'application
R+ — F
t— G(t)p

est fortement continue en 0.

ie:VpeE, lir% |G (t) ¢ — pgl =0.
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1.3 Semi groupe analytique

Définition 1.3.1 Soit

A={zeC:p, <argz<pyet o, <0< p,}.
La famille {G (2)},., C P (X) constitue un semi-groupe holomorphe dans A si

1. z — G (z) est analytique dans A.

2. G(0) =1T1et limG(z)x =2,V € X,z € A.

z—0

3. G(z1+ 22) = G(21) G (22) pour 21,29 € A.

Tout semi-groupe G (T"), T' > 0, qui se prolonge sur A, en un semi-groupe

holomorphe est dit analytique.

1.4 Espace d’interpolation

Définition 1.4.1 Soit X un espace de Banach, on désigne par LT (R, X) tel que
1 < p < o0, l'espace des fonctions f définies pour presque tout ¢ € R, a valeur dans X

telles que :

LP(®RyX) < OO

([T %) - I

Si p = 00, on définit 'espace L (R, , X) par :

xf fortement mesurable

felr Ry, X) < { supess || f ()| x < o0

Définition 1.4.2 Soient Xo X, deuzr espaces de Banach s’injectant continuement dans un
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espace topologique séparé F'. Les espaces (Xo N X7) et (Xo + X;) munis des normes suivantes :

{lellnn, = s, (ol lell) v XonX,
{HxHXO"FXl = mmax (||$0||xO + lz1lly,) r € Xo+ Xy
reXo+X1

sont des espaces de Banach.
* On définit espace d’interpolation entre Xy et X; noté (X, X1)y,, tels que pour 6 € [0,1]

et p € [1, 00

Vit >0, Jug (t) € Xo, Juy (1) € X1 2 =up () + uy (¢)
0y € LP (Ry, X),"Puy € LP (R4, X)

1.5 Quelques définitions et outils

Soit X un espace de Banach complexe, soit (D, Dp) un opérateur linéaire fermé dans X,

6 €(0,1),1 <p<o0.Onnote

espace d’interpolation réel entre X et Dp tel que Dp () est un sous espace fermé de

DD (9, OO) .

L’operateur D est dit sectoriel pour I'angle ¢ € (0, 7) si

o (D) CE,:={AeC:larg )| < ¢} U{0}

et pour chaque ¢’ € (¢, 7) on a
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sup ||AR(\, D) < 0.
A,

Pour D un opérateur sectoriel et § € (0,1) et 1 < p < oo on a I’équivalence suivante

Dp(0,p) = {zeX:|t’D(t+D) "zl € L (0,00)} (1.5.1)
Dp(6) = {x € Dp (6,00) : lim /D (t+ D) & = 0}

et

l2llg, = 1zl + [[ED (¢ + D)™ | Ly oy -

Example 1
Soit X un espace de Banach complexe, on fixe 1 < p < 00. Si Dy est un opérateur

différentiel dans L (0,T; X') avec domaine maximal et soit

DDmax = Wl’p (07 T7 X)
Dpaxtt =

alors, on a

Dpmax (0,p) = BY, (0,T; X) 6c(0,1),1<qg<o0

et en particulier,

DDmax (eap) - W@,p (07 T7 X) e (07 1)

tel que

)

ng(O,T;X) =quel?(0,T;X): /T (/T ”u(t)_u(s)”pds)pdt<oo

¢ —s|"

et
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T T 5 — P
Wo (0,T; X) = {u e L7 (0,T; X) :/ / ”“<‘2 179(”8”' dsdt < 00 % .
0 0 — S

Si D est la restriction de Dy sur LP (0,7; X) du domaine

Dp =W (0,T;X) = {uc W' (0,T;X),u(0) =0}

donc

BY (0,T;X) sif > 1
D _ Pq L —p
o (0:q) { B, (0,T; X) sif <1

o

B,, est I'espace de toutes les fonctions u € B, avec des traces u (0) = 0. Noter que la trace
est bien définie pour 6 > %, puis que I'espace de Besov B, est inclus dans I'espace

de fonctions continues. D’autre part

1
Dp,... (0,9) = Dp (0,q) VO < >

On a D est un opérateur sectoriel d’angle 5 alors que Dy, n’est pas sectoriel

(car 0 (Dpax) = C).

Example 2

Diyax est un opérateur différetiel dans C ([0, 7] ; X) avec domaine maximal

{ Dp max = ok ([O7T] 7X)

Dot = o/

donc

{ Dp max (0, 00) = C? ([0, 7] ; X)
DDmaX (8) = h9 ([O7T} 7X)

tel que C? et h? sont les espaces de Holder et petit Holder tel que



1.5 Quelques définitions et outils

10

C?([0,T]; X) = {uEC([O,T];X):supM <oo}

jt—s”

et

0

he([OaT];X)={UGCQ([O,T];X)- lim ““@—MS)H:O}

Cft-sl—0 |t — g
Si D est la restriction de D,,., alors

Dp=C([0,T];X) = {ue C*([0,T]; X),u(0) =0}

donc

Dp(0,00) = C°([0,T];X)
Dp(0) = h?([0,7];X)

C* est lespace de toutes les fonctions u € C'! avec des traces u (0) = 0.
On a D est un opérateur sectoriel d’angle 7 alors que Dy, n’est pas sectoriel

(car 0 (Dmax) = C).

Définition 1.5.1 L’espace H> sur X, est défini par

H*> (2,) = {f est holomorphe dans le secteur X, sur le plan complexe tel que f est borné}

Définition 1.5.2 Le but du H*-calcul est de construire f (t) quand T est un opérateur

sectoriel et f est une fonction holomorphe complexe.



Chapitre 2

Somme de trois opérateurs fermeés

Le résultat principal de ce chapitre est le suivant :

2.1 Théoréme abstrait

Théoréme 2.1.1 Soit A, B et D trois opérateurs linéaires fermés. Soit X un espace de

Banach tel que A, B commutent avec D, supposons que

a- D est inversible et sectoriel de I'angle ¢, € (0, 7).

b- 1l existe ¢, € (¢, ) de telle sorte que H (A) := (A* + AB + A)_l existe dans £ (X) pour
chaque A € X,.

c- H e H® (S,,; L (X))

d- Les fonctions

A= AZH (V)
A — ABH())
A = AH())

sont uniforméments bornées dans 3., a valeurs dans £ (X).
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Alors pour chaque 6 € (0,1) et tout 1 < p < oo 'opérateur Ly, définit par

Do, = {2 € Dp2NDppNDys:D*x,BDx, Az € Dp (0,p)}
Lopx = D?x+ BDz + Ax
est fermé, borné et inversible.

Plus précisément, si on définit

So= 1 [ RO\ DY H (M) zdr reXx (2.1.1)

2mi Jp

ou I' est un chemin qui relié exp (i¢') oo avec exp (—ip’) 0o pour ¢’ € (p,, ¢,)et entourant

o (D), donc S € L(X) et S est un inverse a gauche de D* + BD + A dans X.

Pour chaque x € Dp (6,p) on a

Sx Dp2NDpp N Dy
D?Sxz, BDSz, ASx Dp (0,p)
Ly,Sxz = (D2 + BD + A) St =x.

m Mm

C’est a dire, la restriction de S & Dp (6, p) est I'inverse borné de Lg,. On a un résultat

similaire pour Dp (6) au lieu de Dp (6, p) .

2.2 Preuve

11 résulte des hypotheses, plus précisément a partir des estimations sur R (A, D) et H que
I'intégrale (2.1.1) converge absolument et que S est donc un opérateur borné sur X.
Etant donné que 0 ¢ o (D), I' peut étre choisi de fagon que 0 ¢ I" et se trouvant dans le
secteur 3,,. Comme A et B commutent avec D, les opérateurs bornés H (A) et R (A, D)
commutent entre eux.

* Montrons d’abord que S est un inverse & gauche de D? + BD + A.
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D’aprés la définition de .S, pour tout « € Dp2 N Dgp N D4 nous pouvons calculer en utilisant

le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue :

SQY+BD+Mx::§%FRQJDHQNW+BD+MxM
= 3&554SjARuJ»HLnUﬂ—A?+mD—Ay+V+AB+Aymx
:(Q&ZaIﬂjARL&DM¥MMD—AMD+AMﬂA
+£g£;FSjARMJ»HQMB@Lm0+V+AB+AMM
- ggigijARQJ)HLw«D-AMD+A+B)+¥+AB+AywA
= him —— [ H O (D4 A+ B)wd)

s—o00 2m1 Jp s+ A

1
Hm—/sRmmm

s—00 2M1 Jp S+ A

= .

En utilisant 'identité :

. 1 s
lim —
s—00 271 Jp S+ A

R(A\, D)xd\ ==z

et

I °
im —
s—00 271 Jp S+ A

HAN D+ A+ B)zd\=0 Vs > 0.

Maintenant fixons 6 € (0,1) et 1 < p < oc.
On va montrer que S est un inverse a droite de Ly, sur Dp (6,p). On a V¢ > 0 et pour

chaque x € X et d’aprés 'identité de la résolvante :
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1

(t+D)'Sz = 5 [ (t+D) "R(\, D) H (\) zd\ (2.2.1)
i Jr
L[ L D)y H ()i
= — x
1
—R (A, D) H (\) zd\ 2.2.2
Tomi T ok (22.2)
1 1
= ——R(\, D) H (N zdA
2m/pt—|—)\R (e
1
= — | —H(\)R(\, D)xd\
ami Jo At WROD)
Pour chaque ¢t > 0 et Vo € Dp (0,p), on a
(r) —(TeXp&w/))lieeLq(O ) 1<¢< oo
g = t + rexp (Liy) Y =1=
g2(r) « =||r’R(rexp(+ig'),D)z|| € L?(0,00).

D’aprés (2.1.1) et comme |[|AH (rexp (£iy’))|| est borné d’aprés (d) et en utilisant I'inégalité

de Holder, on a :

! AH(\)DROD)zdr = - [ 2
2m Jpt + )\ . 2m Jpt+ A

AH (M) MDR (N, D) z— a\

converge absolument.

Puis que A est fermé, on conclue d’aprés (2.2.1) que pour chaque
z€Dp(0,p),y:=D(t+D)"Sze Dy Comme A commute avec D

Sr=tD 'y +y€ Dy
et

D(t+ D) "ASz = AD(t+ D)_l Sx

1
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Soit

0

g3 (r) : € L1 (0,00)

a |cos ¢'| + 1

d’aprés (d), nous pouvons estimer :

|t’D (¢t + D)™ ASz|| < ;/ 93 (t> 92 (T)ﬂ-
0

T T

Il suit de 'inégalité de Young que :

|t’D (t + D)~ ASz|| € L? (0, 00)

cela prouve que ASxz € Dp (0,p).

De la méme fagon, on déduit que pour chaque x € Dp (0,p) on a Sx € Dpp et :

1
D(t+D) ' BDSz = —— | D(t+D)"' BDH()) DR, D)adA
7 Jr
| 1
— — | —_BDH(\)DR()\ D)xzdx
omi Jo t+ A (A DR}, D)a

1 s 1
= lim — ——BDH (\) DR ()X, D) zd\
siTozm/Fer)\tJrA () (A D)z

1 s 1

= lim — —— B(D =X+ \NH(\) DR (X, D) zd\
1 s 1

= lim — —— ABH (\) DR (), D) zd\

sgglo%ri F3—|—)\t_|_)\)\ (A) (A, D)x

! 1 s 1
11m — e
s—00 271 Jp S+ At + A

1 S 1
— lim — —~ _ABH (M) DR(\, D) zd)
Jm o ) siaiga BHA DR, D)

1 s 1
— lim — —— _BDH (\) zd\
S omi Jos AN ()
1 1
— [ —_ABH()\)DR()\,D)zd\.
omi | i BHENDRQA D)z

H(N) D (D =\ R(\ D) zd\

On peut continuer de la méme fagon comme au- dessus et on obtient BDSx € Dp (6,p) .

D’aprés le théoréme de Cauchy :
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D(t+D)"'D*Sz = ZLm FD(HDr1 D?*H (A\) DR (X, D) xd\
_ % F thLADW (\) DR (A, D) wd\
= lm % - j AHLAD%{ (\) DR (\, D) zd\
~ lim Qim - 2 AHLA(DZ ~ N4 2 H (\) DR\, D) zd)
~ lm % - - AHLA((D “N(D +\) + \)H (A) DR (A, D) zdA
— dim [ L (b N0 = D)H(\) DR, D) zdr

s—o0 210 Jp S+ AL+ A

1 1
—lim—/ ° = N2H (N DR(\ D)zd\

s—00 21 Jp S+ At + A
1 s 1 .1 s 1
= — lim — ——D*H (A\) zd\ — lim — ——ADH (\) xd\
s—o0 210 Jp S+ At 4+ A s—00 271 Jp S+ AT+ A
1 S 1
lim — ——\*H (\) DR (X, D) zd\
+sir§o2m'/rs+At+A (W) DR(A, D)a
1 1
= — [ ——X*H (M) DR (), D) zd\.
2m‘/Ft+A (A DE(A, D)z

D’aprés cette preuve, 'opérateur S laisse Dp (6, p) invariant. A partir du théoréme du graphe
fermé, la restriction de S sur Dp (6, p) est bornée.

De plus, les égalités ci-dessus montrent que SLg ,x = = pour tout « € Dp (0,p) et Ly ,Sy =y
pour tout y € Dp (0,p) ainsi Ly, : D, , — Dp (6, p) est borné et inversible

’ . 2 -1 __
(nécessairement fermé) avec Ly, = S/p,(6,p)-



Chapitre 3

Application au probléme de Cauchy
du second ordre

On considére le probleme de Cauchy du second ordre avec des conditions homogeénes

w(0)=0 (3.0.1)

u" 4+ Bu' + Au = f [0, 7]
uw (0)=0

3.1 Cadre L?

Théoréme 3.1.1 Soit A et B deux opérateurs linéaires fermés dans un espace de Banach

X. Supposons que :

b- Ilexiste ¢ € (Z,7), tel que H (A) := (A> + AB + A)_l existe on £ (X) pour tout A € 3.
c- He H* (X, L(X))
d- Les fonctions

A= NH(N)

A — ABH())
A AH())
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sont uniforméments bornées dans 3, a valeurs dans £ (X).

Alors le probléme (3.0.1) admet Besov régularité maximale dans le sens suivant :

pour chaque f € Bf (0,T;X), 0 < % ( respectivement f € l%gq 0, T;X),0 > i),

le probléme (3.0.1) admet une unique solution u vérifiant u, v, u”, Bu', Au € qu (0,T; X)

( respectivement € égq (0, 7;X) ).

Preuve. U

Soient A, B et D des opérateurs définiés sur I'espace L? (0,T; X ), donnés par

/_Iu) (t) = Au(t)
Bu) (t) = Bu (t)
(Du) (t) = o' (1)

tels que

DA = LF (OaT; DA)
DB = Lp (OvTa DB)
Dp = W (0,T;X)

Voir 'exemple 1 du chapitre de rappels. Rappelons que D est sectoriel d’angle 7, on applique

le théoreme abstrait aux trois opérateurs et on note que

Dp(0,p) = B (0,T;X) sif <

Dp(0,p) = B (0,T;X)  sif>

[V~

on obtient la régularité maximale.
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3.2 Cadre C([0,7];X)

Théoréme 3.2.1 Soit A et B deux opérateurs linéaires fermés dans un espace de Banach

X. Supposons que :

b- Ilexiste ¢ € (Z,7), tel que H (A) := (A> + AB + A)_l existe on £ (X) pour tout A € 3.
c- He H*® (X, L (X))

d- Les fonctions

A= NH ()
A +— ABH ()
A — AH (M)
sont uniforméments bornées dans 3, a valeurs dans £ (X).
Alors le probleéme (3.0.1) admet Holder régularité maximale dans le sens suivant :
pour chaque f € C?([0,7]; X) ( respectivement f € h? ([0,7]; X)), le probléme (3.0.1)
admet une unique solution u satisfiée u,v’, u”, Bu', Au € CY ([0,77];X)
( respectivement € h? ([0,7]; X) ).
Preuve. U

Soient A, B et D des opérateurs définiés sur I'espace C ([0,T]; X), donnés par

(Au) (t) = Au(t)
(Bu) (t) = Bu(t)
(Du) (t) = ' (1)

tels que
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Voir 'exemple 2 du chapitre de rappels. Rappelons que D est sectoriel d’angle 7, on applique

le théoréeme abstrait aux trois opérateurs et on note que
Dp(8,p) = C°(10,7];X)
Dp(6) = n°([0,T]; X)
on obtient la régularité maximale.

Corollaire 3.2.1 On considére le probléme abstrait de Cauchy du second ordre

u” (t) + A% () + Au (t) = f (¢)
w(0) =0 (3.2.1)
uw (0)=0

tel que A est un opérateur sectoriel d’angle ¢ € (0, ) dans un espace de Banach X et

g > 0, > 0. Supposons que 'une des conditions suivantes soit satisfaite :

l.e=1 a>2etpe(0,m)
2.e=3,a€(0,2) et pe (O,W—Qarctan—“la_‘ﬁ>

3.c6€(3,1),a>0etpe(0,2).

Alors le probléme (3.2.1) admet Besov ou Holder régularité maximale dans le sens du

théoréme abstrait.
Example 3

Soit A et B deux opérateurs fermés dans un espace de Banach X et soit 1 < p < 00
1<g<xethec (0,%).

Dans l'espaceL? (0, 1; X) , soit les opérateurs différentiels D et D = D,yax donnés comme dans

I’exemple 1 du chapitre de rappels, alors D? est fermé.
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Rappelons que
Dp, (0.p) = Dp (0,p) = By, (0,T; X)
d’ou
Dig, = {u c WP (0,T; X) : v, Bu/, Au € Bf,q (O,T;X)}
et
Droq = {u € Dpy,u(0) =2 (0) = 0} :
Noter que, le quotient D q\DLg,q peut étre identifié naturellement avec 1’espace de trace
(X, DB,DA)ng = {(uo,ul) €XxX:JueD; ,u(0)= ug, u' (0) = ul}.

Pour 'espace de trace on utilise une notation qui est semblable & la notation de 1’espace

d’interpolation réel entre une paire d’espace de Banach.



Chapitre 4

Probléme de la valeure initiale

4.1 Théoréme

Théoréme 4.1.1 On prend les hypothéses du théoréme abstrait du chapitre 3 et on fixe
0e(0,1)et1<p<oco.
Soit D D'extension fermé de D et ﬁgm l'opérateur en Dp (6, p) donné par

Dy,, = {% € Dpa N Dy N D+ D22, BDa, Av € Dy, (0,1) |

[A/&p = D2y + BDz + Ax

Alors, pour chaque f € Dp (6,p) et zo € Digp verifiant la condition de compatibilité

f— j;g,pl'o € Dp (6,p) il existe une unique solution = € D bo du probléme

2 5 —
{Dx—f—BDx—i—Ax—f (4.1.1)

r—1x9 € Dp(6,p)

4.2 Preuve

* Unicité : résulte de U'injectivité de 'opérateur Ly, en fait, si z1, x2 € Diep sont deux
solutions de (4.1.1), alors Ly, (21 — x5) = 0.
D’autre part, 1 —xy = (21 — 7o) — (12 — 20) € Dy, ,, afin que [A/(;,p (x1 — 22) = Loy (1 — x2)

depuis [A/97p est un extension de Ly ,. Maintenant 'injectivité de Ly, implique z; = .
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* Existence : Soit g = D2xo + BDzy + Azy = [394,1‘0 € Dy (gp) - Par hypothese

f—9€ Dplpyp), daprés le théoréme abstrait on a

D?(x — xo) + BD (z — x0) + A (z — 20)
D2z, + BDzy + Axy
Le,pl'1 S DD (9,p) .

(f—9)

D’ou

Tr =g+ 2

est la solution du probleme (4.1.1).

4.3 Corollaire

Soit A, B deux opérateurs linéaires fermés sur un espace de Banach X verifiant les hypothéses

(b), (c) et (d) du théoréme abstrait du chapitre 2.
Soit 1 <p<oo,1<g<ooetle (0, ) , alors, pour chaque f € ng (0,T; X) et chaque

1
P

(ug, u1) € (X, DB,DA)ng tel que

(X, DB,DA)ng = {(uo,ul) €D;, - u (0) = ug,u’ (0) = ul}

est un espace de trace.

Le probléeme de Cauchy du second ordre :

u'+ Bu' 4+ Au=f 0,7
u (0) = ug
u (0) = uy

admet une unique solution u € qu (0,7 X) verifiant v’ u”, Bu', Au € ng (0,7 X).



Chapitre 5

Les exemples

5.1 L’exemple 01

Soit €2 C R™ un ensemble ouvert et a > 0. On considére le probléme suivant

Uy — alAuy — Au = f (0,7) x Q
u="0 (0,7) x 09

w(0,2) = 0 o (5.1.1)
Uy (07 I’) =0 Q

Pour 1 < r < oo, on considere 1’espace

X L™ (§2) sil<r<oo
" Co () sir=o00

Sur X, = L? () on considére I'opérateur de Dirichlet - Laplace By donné par

{ Dp, ={ue Hj(Q):3g € L*(Q),Vv e H} () : [, VuVv = [, g0}
Byu=g

tel que
H' (Q)=W"?(Q)={ueLl*(),vecL*(Q)}.

On a B, est auto-adjoint et non négatif et donc sectoriel d’angle ¢ = 0.

D’ou, lopérateur (—Bs) génére un Cp—semi groupe analytique. Donc, si 1 < r < oo
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la restriction de opérateur By & X, N L? () se prolonge & un opérateur sectoriel B, sur
X, d’angle ¢ = 0.
On trouve la caractérisation du domaine

Dp, =W (Q)NW,"(Q)  sil<r<oo.

Cependant, on s’intéresse en particulier aux points limites r = 1 et r = oo.
Sil<r<oo,etsionpose A= B = B, et ¢ =1, alors cet exemple est un cas particulier du

corollaire 3.2.1. Donc on obtient le résultat suivant
Corollaire 5.1.1 On fixe 0 € (0,1), 1 <p,q <00 et 1 <r < oco. alors pour chaque

o T X : ,
f€B,,(0,T;L"(£)) le probleme (5.1.1) admet un unique solution forte

u € BYFL(0,T; Dp,) N B (0,T; L7 ().

* Sur 'espace Xo, = Cj (2), on a l'opérateur de Dirichlet-Laplace

{ DBoo = {'LL € Co (Q) Au € C() (Q)}
Bou = —Au

On a — B, est générateur d’un semi-groupe analytique si et seulement si {2 est Wiener

régulier, alors 'opérateur B, est Wiener régulier.

Définition 5.1.1 Un ensemble ouvert borné §) est wiener régulier si et seulement si le

probléme de Dirichlet

—Au=0 Q
u=gqg o)

admet pour chaque g € C' (92) une unique solution u € C (Q) )

* Si Q est Wiener régulier, alors I'opérateur B, est sectoriel d’angle ¢ < 7.
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De plus, si on pose A = B = By, et € = 1, alors on applique le corollaire 3.2.1 au

probléme (5.1.1) on obtient le corollaire suivant
Corollaire 5.1.2 Supposons que € est un ouvert et Wiener régulier et on fixe 6 € (0,1).

Alors pour chaque f € C? ([0, T];Cy (2)) le probléme (5.1.1) admet une unique solution forte

u € CH([0,T]; Dp, ) N C*7([0,T7];Co ().
Remarque 5.1.1 Notez encore que les résultats de la régularité maximale précités

s’appliquent en particulier dans les espaces L' () (corollaire 5.1.1) et Cy (£2)
( corollaire 5.1.2)
lesquels ne sont pas des espaces U.M.D. De plus, dans le corollaire 5.1.1 la régularité par

rapport a t (le temps), nous permet de considérer aussi 1’espace qu et en particulier Bf,y

5.2 L’exemple 02

Soit 2 C R™ un ensemble ouvert. On considére le probléme suivant

Uy — Auy + A%u = f (0, T) x Q
u=Au=0 (0,7) x 09
' (0.2) = 0 o (5.2.1)
u (0,2) =0 Q

Ce probléme est en fait un cas spécial du probléme (3.2.1) du corollaire 3.2.1. Soit 1 < r < oo
et B, est l'opérateur de Dirichlet-Laplace sur X, et si on pose A = B2 et ¢ = %
alors A est encore sectoriel avec angle ¢ =0si 1 <r <ooet p € (0,7) sir = oc.

De plus, B, = Az et on obtient les deux corollaires suivants

Corollaire 5.2.1 On fixze 0 € (0,1),1 <p,q < o0 et 1 <r < oo. Supposons que a > 0
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alors pour chaque f € BY (0,T; L" (2)) le probléme (5.2.1) admet une unique solution forte

w€ By, (0.T; Dgz) N By (0.7: D, ) N B (0,13 L7 (€2)).
Corollaire 5.2.2 Supposons que o > 2, ) est ouvert et Wiener régulier et on five 6 € (0,1)

donc pour chaque f € C?([0,7T];Cy (2)) le probléme (5.2.1) admet une unique solution forte

uwe C([0,T];Dp2 ) NCY ([0,T); Dp.) N C* ([0, T];Co ().
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