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INTRODUCTION

[’analyse statistique multidimensionnelle "ou les méthodes factorielles" est la partie de la
statistique traitent des données quantitatives complexes, lorsque 1’on ne fait pas d’hypothéses
de lois. Ces méthodes qui sont apparues au début des années 30 ont été surtout développées
par plusieurs auteurs dans les années 60, en particulier par "Jean-Paul benzecri"[2] qui a
beaucoup exploité les aspects géométriques, les représentations graphiques et la contribution
des points aux axes principaux.

L’analyse en composantes principales "ACP" est souvent considérée comme la méthode de
base de l'analyse factorielle des données dont 1'objectif est de déterminer des facteurs qui
serviront & visualiser les observations, stockées dans un tableau de données (p x n) de facon
plus simple.

D’un point de vue mathématique, I’ACP correspond a ’approximation d’une matrice (p x n)
ou répresentation graphique optimal de dimension ¢ < p "réduction de dimension", ¢ étant
souvent petit 2 ou 3, pour qu’on puisse voir les représentation graphiques. Cette réduction
de dimension se traduit par la projection dans un sou-espace des variables Fj, de dimension
¢ le plus proche du nuage initial au sens du moment d’inertie.

Nous avons choisi de structurer notre manuscrit selon le plan décrit ci-dessous :

Le premier chapitre abord des notions de base concernant I’algebre linéaire, et les projecteures
ainsi que la maximisation des formes quadratiques. Dans le chapitre 2, 'ACP est présentée
d’une facon géométrique et matricielle et ainsi ’étude de la matrice de variance-covariance.
La représentation et I'interprétation des données ont été présentées dans le chapitre 3.
Finalement, un exemple d’application sur les notes de statistique est abordé dans le dernier

chapitre.




Chapitre 1

Rappels

Dans ce chapitre on rappelons quelque notions qui peut étre utilisé ultériurement dans nos

travail.

1.1 Les matrices

Définition 1.1.1 Une matrice a m lignes et n colonnes est un tableau rectangulaire de m xn
nombres, rangés ligne par ligne. Il y a m lignes, et dans chaque ligne n nombres, ces matrices

sont a coefficients réels ou complexes.

1.1.1 Généralités

Matrice inversible

Définition 1.1.2 Une matrice carrée A d’ordre n est dite inversible ou réguliére ou encore
non singuliére,si et seulement si son déterminant est non nul donc il existe une matrice B

d’ordre n, appelée matrice inverse de A notée A=, telle que
AB=BA=1,. (1.1.1)

ou [,, désigne la matrice unité d’ordre n et la multiplication est la multiplication ordinaire
des matrices, d’apres le théoréme du rang, chacune des deux conditions AB = I, ou BA =1,

suffit. Dans ce cas, la matrice B est unique.
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Matrice symétrique

Définition 1.1.3 Une matrice symétrique A est une matrice carrée qui est égale o sa propre
transposée, c’est-a-dire telle que a;; = a;; pour tous i et j compris entre 1 et n, ot les a;;

sont les coefficients de la matrice A et n est son ordre, noté A'.
Matrice symétrique définie positive A

Définition 1.1.4 C’est une matrice symétrique dont les valeurs propres sont strictement

positives et pour toute x non nulle a n éléments, on a

x Az > 0.

Matrice diagonale

Définition 1.1.5 Une matrice carrée D = (d; ) est dite diagonale si

1<i,j<n
V(i,j) € [L,n]’; i # j = di; = 0.
La trace de matrice

Définition 1.1.6 En appelle trace de la matrice carrée A est la somme des éléments diago-

naur de A ; noté

n
TraceA = E Q-

i=1
Valeur propre d’une matrice carrée A
Définition 1.1.7 Scalaire A est une valeur propre de A s’il existe un vecteur x non nul tel

que Ax = Ax.

— L’ensemble des valeurs propres de A est donc ’ensemble des scalaires A tels que A — A\,

n’est pas injectif.



1.2 Les espaces 3

Vecteur propre de A

Définition 1.1.8 Soit © un vecteur mon nul, x est un vecteur propre de A s’il exviste un

scalaire \ tel que Ax = \x. On dit que x est un vecteur propre associé a la valeur propre \.

— Un vecteur propre ne peut pas étre associé a deux valeurs propres différentes.
— Une famille de k vecteurs propres associés a k valeurs propres différentes constitue une

famille libre.

1.2 Les espaces
1.2.1 Espace vectoriel

Définition 1.2.1 Un espace vectoriel E de R est un ensemble muni de deux opérations
"addition et la multiplication”, c’est a dire qu’ a tout couple v,w € E on peut associer
v+ w € FE tel que les régles de calcul ordinaires dans R"™ aient lieu. A savoir

S(utv)+w=u+ (v+w); pour tous u,v,w € E.

.u+v=v-+u; pour tous v,u € E.

. Il existe un el ement not e O tel que u+ O = u ; pour tout u € F.

. Pour tout v € E existe un elément v € E tel que u+ v = Op.

1

2

3

4

5. 1w =w, pour tous v € F.
6. (a+ B).v=av—+ Pv; pour tousv € E et a, f € R(resp C).
7. a.(Bv) = (a.f).v; pour tousv € E et o, B € R(resp C).

8

a(v+w) = av+ aw.
Sous-espace vectoriel

Définition 1.2.2 Un sous-espace vectoriel F' d’un espace vectoriel E est un sous-ensemble
non-vide de E tel que

1. Siviu € F; alorsv+u € F.

2.8 5 €R(resp C); alors f.v € F.

— dim (F) > dim (F).
— dim (F + G) = dim (F) 4+ dim (G) ; pour tous E et F' deux sous-espaces vectoriels de G,

en somme directe.
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L’intersection d’une famille non vide "finie ou infinie" de sous-espaces vectoriels est un sous-

espace vectoriel.

Dual d’un espace vectoriel

Définition 1.2.3 On appelle le dual de E et que ['on note E*, [’ensemble des formes linéaires

est un espace vectoriel sur R

1.2.2 Espace métrique

Définition 1.2.4 Un espace métrique est un ensemble au sein du quel une notion de distance

entre les éléments de l’ensemble est définie.

— On appelle (E,d) un espace métrique si £ est un ensemble et d une distance sur FE.
— On appelle distance sur un ensemble F, une application d définie sur le produit Fy = EX E

et a valeurs dans I’ensemble R, des réels positifs, telle que, pour tout z,y, 2z de E, on a

d(z,y) = d(y,z) (symétrie).
d(z,y) = 0 <= x =y (séparation).

d(z,z) < d(z,y)+d(y,z) (inégalité triangulaire).

1.2.3 Espace euclidien

Définition 1.2.5 Un espace euclidien permet de traiter les dimensions supérieures, il est
défini par la donnée d’un espace vectoriel sur le corps des réels, de dimension finie, muni

d’un produit scalaire, qui permet de " mesurer” distances et angles.

— Un produit scalaire sur un espace vectoriel réel £ est une forme bilinéaire (.,.) "une forme
bilinéaire sur F est une application de £ x E dans R, linéaire par rapport a chacune des
deux variables".

— Symétrique

Va,y € B (z,y) = (y,z) .

— Définie
Ve e B (z,2) =0=2=0.
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— Positive

Vo € E;(x,x) > 0.

— Un espace vectoriel euclidien est un espace vectoriel réel de dimension finie muni d’un
produit scalaire.

— Un espace affine euclidien est un espace affine dont la direction est un espace vectoriel
euclidien.

— La norme euclidienne, sur un espace vectoriel eucludien F, est la fonction de £ dans R,

qui & un vecteur x associe la racine carrée du produit scalaire de x par lui-méme

o]l = v/, ). (1.2.1)

— La distance euclidienne associée est entre deux vecteurs, la norme eucludienne de leur

différence

d(e,y) = lly — 2. (1.2.2)

1.3 Projecteurs

Définition 1.3.1 Un projecteur P "ou une projection” est une application linéaire qu’on
peut présenter de deux facons équivalentes :

1. Une projection linéaire associée a une décomposition de E comme somme de deux sous-
espaces supplémentaires, c’est-a-dire qu’elle permet d’obtenir un des termes de la décompo-
sition correspondante.

2. Une application linéaire idem potente, elle vérifie P? = P.

1.3.1 Projecteurs M-orthogonaux

Etant donné un sous-espace W de £, P est la matrice de progection M-orthogonale sur W
si Py € G et si (Py,y — Py) = 0.

Ce qui revient & écrire que Py € G Yy, que P? = P et que P'M = MP.

— Un projecteur M-orthogonal est une matrice idem potente et M-symétrique.

— TraceP = dim G.
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— Si P, P, ..., P, sont des projercteurs M-orthogonaux alors P, + P + .... + P, n’est un
projercteur M-orthogonal que si, et seulement si, P;P; = 0 pour ¢ # j, c’est & dire si les

espaces d’arrivée de P; sont M-orthogonaux.

1.3.2 Ecriture explicite d’un projecteur

2

Supposons W le sous-espace engendré par p vecteurs linéarement indépendants !, 22, ..., 2P

et soit X la matrice (p,n) ayant les 27 pour vecteurs-lignes.
y — Py doit étre orthogonal & tout vecteur de W ; or tous les vecteurs de W sont de la forme
Xu, en particulier Py = Xb.

Il faut donc (Xwu;,y — Py),, =0;i=1,2,...,n ou les u; forment une base de R?

w, X M (y — Py) =0, Vi, (1.3.1)
donc X' My = X MPy; comme Py = Xb et que dimW = p, X' M X est inversible, il vient
X'My = X MXb: b= (X’MX)1 X' My,

Py = Xb=X (X'MX>_1 X' My,
P =X (X’MX)1 X'M.
En particulier, le projecteur M-orthogonal sur un vecteur = s’écrit

!
zr M
oMz

P=u (xMx) Y, (1.3.2)
1.4 Formule de dérivation vectorielle

Soit g une application de I’espace vectoriel RP dans R/u — ¢ (u).

Par définition on a

dg. Uy
d
dg U . (
—= = : ol, u =
du dg
dup up

Propriétés

(1) : d (a/ u)

- =a si a est un vecteur constante.
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En effet,
p
a/u = Z a;Usj,
i=1
donc, /
d (a u)
= ;.
dui
(ii) :Soit A une matrice carrée p X p, symétrique
d (u' Au )
(—) = Au+ Au.
du

Soit a;; I’élément courant de A; on a

p P
I
u Au = E E iU Uj
(]

!
dlu Au
Cherchons ( ) les termes contenant w; au premier degré sont de deux sortes :

duq

ceux

provenant de u; = u; et ceux provenant de u; = u; c’est a dire g a;1U;U; et E a1;U1U;

dont les dérivées sont E a;1u; et E aiju; et il faut ajouter a;1u; a chacun d’eux.

i#1 j#1
On a donc,
P p
J J
P p
d (u"Au) Z Q2 Z Ai2ti
du - 7 " g
P P
Z QpjUsj Z Qijp Uy
J J
= Au+ Au.
Donc,
d (u Au
% = 2Au, d’aprés propriété (ii).
u

(1.4.1)

1.5 Application a la maximisation du quotient de deux

formes quadratiques

Soient A et B deux matrices symétriques de méme taille. B sera supposée inversible.
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’

u Au

5. est maximal pour u vecteur propre de B71A associé & sa plus grand

Alors le rapport

valeur propre A;, A\; étant alors la valeur du maximum.

!
Preuve. Un extremum de = gz s’obtient en annulant sa dérivée qui vaut

(v Bu) (2Au) — (u'Au) (2Bu)
(v Bu)?

soit
(ulBu) Au = (u?lu) Bu
u Au
B 'Au =
N (u'Bu) "

u est donc vecteur propre de B~ A associé a la valeur propre (

I

u Au
' Bu

>. Le maximum est donc

atteint si cette valeur propre est maximale. Il



Chapitre 2

Présentation générale de ’ACP

Dans la plupart des situations, on dispose de plusieurs observations sur chaque individu
constituant la population d’étude. On a donc & prendre en compte p variables par individu,
p étant strictement supérieur a 1.

L’étude séparée de chacune de ces variables donne quelques informations mais est insuffisante
car elle laisse de coté les liaisons entre elles, ce qui est pourtant souvent ce que l'on veut
étudier.

[’analyse en Composantes Principales est une bonne méthode pour étudier les données multi-
dimensionnelles, lorsque toutes les variables observées sont de type numérique, de préférence
dans les mémes unités, et que I'on veut voir s’il y a des

liens entre ces variables.

Dans la littérature, on trouve deux approches diérentes de ’'ACP :

1. Elle peut étre présentée comme la recherche d’un ensemble réduit de variables non-corrélées,
combinaisons linéaires des variables initiales résumant avec précision les données.

2. Une autre représentation repose sur la représentation des données initiales a 1’aide de nuage

de points dans un espace géométrique.
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2.1 La formulation mathématique de ’ACP
2.1.1 Tableau des données

La plupart de temps les données se trouvent rassemblées en une matrice X a p variables

"lignes" et n individus "colonnes" supposé centrés de la forme suivante :

X:X(pxn):(xl’gj%’l'n): 'I‘{ x%
) P

Avec X = (2]); (1 <i<m;1<j<p);V(i,j), 2] €R.

Par convention, on placera en exposant ce qui se rapporte aux variables, la premiére variable
r1et en indice ce qui se rapporte au premier individu ;.

r1 désigne la valeur numérique prise par la premiére variable, pour le premier individu.

A ce tableau sont donc associés deux espaces vectoriels, F' espaces des variables isomorphe &
R"™ et E espace des individs isomorphe & R? ; aux variables sont associés des axes de RP, aux
individus des axes de R".

Pour la suite, on considére le tableau X comme un tableau de variables centrées, on considere
maintenant N = D,, comme le nuage de points formé par I’ensemble des individus z;, dans
I'espace p dimension des variables et /' muni la métrique M = I,,, donc le but est d’obtenir
une représentation la plus fidéle possible du nuage N en le projetant sur un espace de faible
dimension.

Pour cela, on cherche & minimiser les "Ecarts" entre les points de N et leurs projections.

Avec; D, est la métrique eucludienne des poids'"matrice diagonale des poids", s’écrit sous la

forme

P1 0

Dp _ D2 ’

0 Pn

et
1 0
1
I, =
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2.1.2 Choix de distance

Pour faire une représentation géométrique, il faut choisir une distance entre deux points de
Pespace. La distance utilisée par ’ACP de maniére naturelle pour mésurer les proximités
entre variables est celle définie par la matrice D, qui la métrique de la covariance quand les

variables sont centrées

COV (z;,x;) = Dz,

lzill* = 2Dy,

ou ||z;|| est Pécart type de la variable x;.
L’angle formé par deux variables centrées a pour cosinus le coeficient de corrélation emprique.
Pour mésurer la distance entre individus, on prendra une matrice M, symétrique définie

positive tel que

!

d® (i, x5) = (20 — x5) M (23 — ).

Les métrique les plus couramment utilisées sont

- M =1

— M = V! métrique de Mahalanobis.

— M = Dy;,2 avec D2 désigne la matrice diagonale des inverses des variances des p va-
riables.

Le choix se fait en fonction des données et des problémes a résoudre.

— Si E est muni de la métrique M et F' de la métrique D, alors E* muni la métrique M~

Preuve. Considérons un élément normé a 1 a de R? = E espace des individus qui engendre

donc un axe de F

représentant une variable. A cet axe associons la forme linéaire u € E* telle que u = Ma;

autrement dit u

est la forme linéaire"coordonnée M-orthogonale sur I’axe défini par a".

La matrice M met donc en relation E avec E*.

Soit maintenant deux éléments a; et ay de E, leur produit scalaire est (ay,as),, = ay Mas.

Soient u; et us les formes linéaires associées, on a

w1 = Maq, up = Mas et My, = as, M Yuy = as.
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On en déduit
ay May = uy M~ MM uy = uy M uy,
en particulier si a Ma =1, v M 'y = 1.

Il faut donc que E* soit muni de la métrique M 1. Il

2.1.3 Choix de l’origine

Le point "o" correspondant au vecteur de coordonnées toutes nulles n’est pas forcément une
origine satisfaisante, car si les coordonnées des points du nuage des individus sont grandes,
le nuage est éloigné de cette origine. Il apparait plus juducious de choisir une origine liée au
nuage lui-meme : le centre de gravité du nuage.

Pour définir ce centre de gravité, il faut choisir un systéme de pondération des individus
"unités".

n
Vi=1,...,n;p; = 1, poids de 'unité z; tel que : Zpi = 1. Par définition le centre de grvité
i=1

g = Z LiPi-
i=1

Pour I’ACP on choisit de donner le méme poids % a tous les individus, le centre de gravité ¢

g est défini par

du nuage des individus est alors le point dont les coordonnées sont les valeurs moyennes des

variables.

n
1 1
n E :xz
=1

. 7t
n
R | = j
g=| = Z i | = %o
i=1
. o7

n
1 D
n E :372
=1

Prendre g comme origine, revient alors sur le tableau des données centrées

1 1 J J 1 D
_ J .1 J_ .J j P
Xe=\| xvy—2p ... ® —xy ... 7 —x

p .1 i ad p __ ..D
Ty — Ty ... Ty —Tp ... Ty — X
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Remarque 2.1.1 une variable centrée est une variable dont la moyenne est nulle.

2.2 Inertie et moment d’inertie

L’espace vectoriel des individus E a son origine "0" placé au centre de gravité du nuage g
g="> piri=0. (2.2.1)
i=1

A la forme quadratique d’inertie V' est alors associée 1’application linéaire V= X o Dpo X’

est associée une forme une forme définie positive V' sur E*, la forme de variance

V=var(z)=XoDpoX =) pmua; (2.2.2)

i=1
On appelle inertie du nuage de points la somme pondérée des carrés des distances des points

au centre de gravité
I=> pilz—gl*. (2.2.3)
=1
2.2.1 Inertie en un point

n
I, = sz- |z; — al|® est I'inertie du nuage N au point a € E.
-1

Cette inertie est minimum quand a coincide avec le centre de gravité g = 0 du nuage N.
I, = I, + |ja||* . (Huyghens), (2.2.4)

le nuage N est concentré en g si
2
Iy =Y pillz]* = 0. (2.2.5)
i=1

I, mesure la dispersion autoure du point g, de méme que la variance mesure sur un axe la
dispersion autour de la moyenne. Si ce moment d’inertie est grand, cela signifie que le nuage

est trés dispersé.

Une autre expresion de ’inertie en g.

Le calcule qui suit utilise les deux propriétés matricielles suivantes :
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on a
Trace (AB) = Trace(BA)
Trace(A+ B) = Trace(A)+ Trace (B)

I, = ipiM (2, 2;) = ipzx;sz
=1 i=1

a:;Mxl = Trace (:z:;sz> = Trace (il?zJI;M) .

On en déduit

I, =Trace

(Zp,:rlx;> M] : (2.2.6)
i=1
d’on,

I, =Trace (VM) d’apreés (2.2.1) . (2.2.7)

I, et Trace (VM) généralisent donc les notions de moyenne et de variance.

2.2.2 Moment d’inertie par rapport & un sous-espace

Moment d’inertie par rapport & un sous-espace vectoriel W est un sous-espace vectoriel de F

W

%

Figure (1)

Considérons la décomposition en somme directe
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E =W @ W=, ou W+ est suppplementaire M-orthogonal de W dans E
',B’L' = a2+/87,7 ai 6 VI/, BZ 6 WL, 7/: 17...,77,.

a; est la projection M-orthogonal de x; sur W.
l|x; — u]| = || ;]| mesure la proximité du points x; et du sous-espace vectoriel .

Pour mesure la proximité du nuage N et du sous-espace vectoriel W on utilise la quantité
Iy = ipz' 18:1I* = ipi i — sl (2.2.8)
i=1 i=1
appelée moment d’inertie de N par rapport au sous-espace vectoriel W de méme
s =3 pillal = 3 mills - B 2.29)
i=1 i=1

NCW <« Iy =0.
D’aprés le théoréme de Pythagore

2 2 2
I = > pillnll =D pilleal* + > pi 187,
=1 =1 =1
= Zpi||oai||2+2piH%—O@H2,
=1 =1

d’ot,

I, = Iy + Iy (2.2.10)
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Moment d’inertie par rapport a un sous-espace affine

W7 est un sous espace vectoriel affine de E paralléle au sous espace vectoriel W.

Figure (2)

WiNW+ = {a}

Wy ={Y/Y =X +a; X € W} de facon condensée
W1 =W + a.

T = a; + B; = (a; +a) + (B; — a)
oziEW;oszaEWl,
ﬁiEWLaﬂi_OJGWL'

Le moment d’inertie par rapport a Wy
n
2
Iy, = Zpi 18; — all”,
i=1
mesure la proximité du nuage N et du sous-espace affine W,

Iy = Y pillBill* + ) _pillal® =2 pM (B;,a),
i=1 i=1 i=1

Soo= 1= SpllalP =3l
=1 =1 =1
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d’aprés , on a
g = Zpiﬂfi =0= Zpiozi +ZP¢5¢ =0.
i=1 i=1 i=1

/ n

Zpi%‘ =0

i=1
— A ,

Zpiﬁi =0

\ =1

Pégalite
ZpZM (52"&) =M (Zplﬂma) = 07
=1 i=1

permet d’écrire Iy, = Iy + ||al|* (theoreme de Hyughens)
Iy, > L.

l|a||* est la distance entre les sous-espaces W et Wj.

Théoréme 2.2.1 Tout sous-espace vectoriel Wy.y1 de dimension (k + 1), tel que Iy, , soit
minimum, contient un sous-espace vectoriel Wy, de dimension k tel que Iy, soit minimum.

dim (W) =n—k

o )
dim (W) = k+1 — dm (W) +dim(Wea) =n+1>n,

Preuve. {
d’ou,
dim (W, N Wiy) > 1,

il existe donc v tel que v # 0, v € Wit N Wi, .

A, : désigne la droite engendrée par le vecteur v.
Wk+1 - Av + R,

ol R est le sous-espace vectoriel de dimension k supplémentaire M-orthogonale de A, dans
Wit

U= A, + W est un sous-espace vectoriel de £ de dimension k + 1.

{ Ty = Ing + Ige, { Iwy,, = Iy — Iar — gy,

d’aprés le théoréme
p Iy =1, — Iny — Iy,

Tyr = Inp + Ly,
Iy, minimum< Iy maximum=— Iy = Ip.

PIREN
d ou, IWk+1 i IUH
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et

IWk+1 :IU<:>[Wk = Ig.

Les deux égalite U = A, + W}, et Iy, , = Iy, montrent de plus que qu’a partir de tout espace
Wy de dimension k£ a moment d’inertie minimum on peut construire, en lui adjoinant une
droite M-orthogonal, un sous-espace U de dimension (k + 1) & moment d’inertie minimum.
Donc la recherche d'un sous-espace vectoriel de dimension k"le plus proche possible de N"
revient aux recherches succesives :

1. Recherche de la droite A, , la plus proche de N.

2. Recherche de la droite A,,, M-orthogonal & A,,, la plus proche de N. O

Moment d’inertie par rapport a une droite A, et par rapport a I’hyperplan M-
orthgonal Al

Il est naturel, dans la recherche de I’axe A, le plus proche de N, de s’interroger sur ’expres-
sion du moment d’enertie /o, du nuage N par rapport a une droite quelconque A,,.

A, : désigne la droite engendrée par le vecteur normé wu.

Ay, = (u); ||lu|| = /M (u) =1 "M est considéré comme une fonction quadratique"

=

(=G

/)

Figure (3)

E=A,+AL 0 =a;+ 5,
OZiEAu,
BieAia

2
In, =Y 0Bl
i=1



2.3 Etude des valeurs et vecteurs propres de V o M 19

et
n
Iny =Y _pilleal?,
=1

sont les moments d’inertie du nuage N respectivement par rapport a la droite A, et &
I’hyperplan supplémentaire M-orthogonal sur A

On a vu que

Iy =Trace (VM) = Ins + Ia,- (2.2.11)

o; = c;u;, u etant normé.
¢ =M (z;,u) =V (z;) ot, V= Mu € E* est la forme linéaire qui a tout x de E associe la

coordonné de sa projection M-orthogonal sur A,, notons
c=Xv=X oMu€eF,

le vecteur de F' dont les coordonnées dans la base canonique {f;/i = 1,...,n} sont les
n

ciic=Xv= Zszz

i=1
A l'axe A, C E on a associé
1. La forme linéaire v € E*.

2. Le vecteur "caractére" : c € F,
n n
_ 2 _ 2
Iny = E pillail]” = E pic; -
i1 i=1

2.3 Etude des valeurs et vecteurs propres de V o M

X Y%E
Propriétés
— Si V est inversible= V o M est V! —symétrique.

— VoM est M—symétrique possede alors des vecteurs propres M-orthogonale deux & deux.

D’ou, le théoréme suivant :

Théoréme 2.3.1 Le sous-espace Wy, de dimension k est engendré par les k vecteurspropres

de V o M associés aux k plus grand valeurs propres.
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(i) :Les valeurs propres de V o M sont toute réelles on les notes

AL Z A > 2N,
E=E1®FE:®.®E=0{E/i=1,..k}.

Ou{E;/i =1,....k} disigne I'ensemble de sous-espaces propres associés aur k valeurs propres
différents.

k
Remarque 2.3.1 .dim (E) = Zdim (E;)) =p;, E;NE; ={0} sii#j.
i=1

2.3.1 Axes et plans principaux

Tout point u € E s’écrit de fagon unique u = zp: au; [{ui/i=1,..,p}.

Nous devons chercher la droite de £ = R? passz;?ﬂl: par ¢ maximisant 'inertie du nuage projeté
sur cette droite.

Soit u un vecteur porté par cette droite, on sait que le projecteur M-orthogonal sur la droite

est alors,

! 1 !
qu(uMu) u M.

L’inertie du nuage projeté sur cette droite vaut, d’aprés ce qui précede
’ -1 ’
TraceVoMoP = TraceV oMu (u Mu> u M.
1 /
= —Trace Vo Muu M.

u' Mu
Trace ' M oV o Mu

u' Mu '

L’application M o V o M est appelée application d’inertie du nuage, elle définit la forme
quadratique d’inertie qui, & tout vecteur de M-norme 1, associe 'inertie projetée sur I'axe
défini par u. L’application d’inertie ne se confond avec ’application de variance-covariance

que si M = 1.

u,MoVoMu

La matrice M étant réguliére, on sait que la matrice maximum du quotient . est

atteint si u est vecteur propre de Mo (M oV o M) associe a sa plus grande valeur propre.
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Soit
Vo Mu= \u, (2.3.1)
alors, u désigne la base M-orthonormée des vecteurs propres de V o M.

La matrice V o M étant M-symétrique posseéde alors des vecteurs propres M-orthogonal deux

a deux.

Le premier axe principal

Le premier axe principal est 'axe A, engendré par le vecteur normé u qui rend maximum

In,.
Or,

p p
||u||2 = M(u,u)=M <Z O@M,Z%W) ,
i=1 i=1

p p
Inr = M(VoMu,u):M(VoMZaiui,Zaiui>.
i=1 i=1

En exploitant la bilinéarité de la forme M et le fait que la base des vecteurs propres est

M-orthonormée, on déduit

p p
il s’agit donc de rendre maximum g a?)\; sous la contrainte E a?=1
i=1 i=1

p
2 p
af =1
D e
)\12)\222)\])207 =1
Iar est donc maximum sous la contrainte |ul| = 1, siay =1letay =a3 = ... =a, =0

c’est-a- dire si u coinside avec I'un des vecteurs propres normés de V o M de valeur propre
associée A\jdonc, le premier axe principal est 'axe A,, engendré par u;, vecteur propre normé

de V o M associé a la plus grand valeur propre )\,

Vo Mu1 = )\1’&1, (232)
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alors,

Part d’inertie expliquée par A,

In,, = Trace (VM) — A,

donc,
N C Ay, == Is, =0« Trace(VM) =X\
A1 _1
Trace (VM)
N & Ay = Ia, >0+ Trace (VM) >\
A
—1 <1
Trace (VM)
L’indice WM est la part d’inertie expliquée par le premier axe principale A,,.
E=RP X I
mlTV D;,Tln'
B* X F=Rn

A Taxe principale A,, symbolisant dans £ un nouveau caractére, est associé :

— Dans E* : le premier facteur principal "forme linéaire principale"
Vi = Muy. (2.3.3)
— Dans F' : la premiére composante principale
A =X'Vi =X oMu, (2.3.4)
en effet, M o VV; = A\ V] s’écrit

MoXoDpoXVy = MW,
MoXoncl = )\1‘/1,

X' oMoXoDpc = MXV;=\c.

ct = M(uy;z;) = Vi(z;) est la valeur prise par la premiére composante principale pour

I'individu "3".
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Remarque 2.3.2 ZP@'C} = Dy(j,c') =0 on, j = “ | € F, la premiere composante
=1
principale est "centrée”.
1

Zpi (c})? = D,(ct) =V (v1) = MoV o M(uy) = A\, la premiere composante principale est
i=1

de variance \i.
Plan principal

Le plan principal W5 est le sous-espace vectoriel de dimension 2 & moment d’inertie minimum.
— Le plan principal peut etre considéré comme engendré par 1’axe principal A,
et 'axe A,, engendré par le vecteur normé u M-orthogonal & wu;, & moment d’inertie

minimum.

Sous-espace principal de dimension &

Le sous-espace principal W de dimension k, sous-espace de E "le plus proche" du nuage N
au sens du moment d’inertie, est le sous-espace vectoriel engendré par les k premiers axes
principaux Ay, Ay, .o Ay,

L’axe principal A, est 'axe engendré par le vecteur propre normé u; de V o M de valeur

propre \;.

VOMUZ‘ = )\zu“’L:l,7k3

IAJ-_ = )‘ia

k k
[WJ- - ZIATJQ - Z)\“
i=1 i=1
k
Iwv = Trace(VM) — Z Ai-
i=1

k

>

=1

Trace (VD) c’est la part d’inertie expliquée par le sous-espace W

k
>
=1

=Ly,
Trace(VM)

NCcWely=0&
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2.3.2 Généralisation

Axes principaux A, correspondent

M (uju;) =1
Mu; = \ju; AT
V o Mu; AL {M(Ui,uj)208127£]
— Dans E* : les facteurs principaux V; = Mu;. Les facteurs principaux sont vecteurs propres
de M oV de valeur propre ;.
— Dans F' : les composantes principales ¢; = X‘V; = X o Mu,.

Les composantes principales sont vecteurs propres de X' o M o X o Dp de valeur propre ).



Chapitre 3

Représentation et Interprétation des
points

On représentons et interprétons les points dans ce chapitre

3.1 Représentation des individus

Pour faire la représentation des individus dans les plans définis par les nouveaux axes, il suffit
de calculer les coordonnées des individus dans les nouveaux axes.

Pour obtenir y;;,, coordonnée de 'unité z; sur 'axe A,,, on projette orthogonalement le
vecteur X; sur 'axe A,

Yie = (Xi, k) oy

si le sous-espace propre de M o V' de valeur propre A = 0 est de dimension (p — ¢), on a
q
Trace (VM) = Z A
i=1

Le nuage de points N est alors situé dans le sous-espace W de dimension ¢ engendré par les

¢ premiers axes principaux : W est appelé support du nuage N.

— Le signe des coordonnées des individus sur un axe n’a donc pas de signification.

— En revanche, la comparaison des signes peut s’interpréter, si deux individus x;, x; ont sur
un axe A,, le premier une coordonnée positive et le second une coordonnée négative, cela

signifie qu’ils s’opposent sur cet axe.
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-La qualité des points

A1+Ag
Trace(VM)

P.

mesure la qualité globale de la représentation du nuage N dans le plan principale

3.1.1 Qualité de la représentation des individus

Lorsque des points de projections des individus sont éloignés sur un axe (ou sur un plan), on
peut assurer que les points représentants ces individus sont éloignés dans 1’espace.

En revanche, deux individus dont les projections sont proches sur un axe (ou sur un plan),
peuvent ne pas étre proches dans ’espace.

Pour interpréter correctement la proximité des projections de deux individus sur un plan, il
faut donc s’assurer que ces individus sont bien représentés dans le plan.

Un individu z; soit bien représenté sur un axe (ou un plan ou le sous-espace), il faut que
langle entre le vecteur X; et 'axe (ou sur un plan, ou un sous-espace), soit petit. On calcule

donc le cosinus de cet angle

||0‘i||M
Xl or

cosa =

pt

Xi

Figure (4)

ou plutot le carré de ce cosinus. En utilisant le théoréeme de Pythagore, on peut montrer
que le carré du cosinus de I'angle d’un vecteur avec un plan engendré par deux vecteurs
orthogonaux, est égale a la somme des carrés des cosinus des angles du vecteur avec chacun

des deux vecteurs qui engendrent le plan.
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Si le carré du cosinus de I'angle entre X; et ’axe (ou plan, ou le sous-espace) est proche de
1, alors on poura dire que l'individus x; est bien représenté par sa projection sur 'axe (ou
plan, ou le sous-espace) et si deux individus sont bien représentés en projection sur un axe
. ,
(ou un plan, ou un sous-espace) et ont des projections proches dans 'espace.
Le carré du cosinus de ’angle entre X; et un axe A, de vecteur directeur unitaire a;, est égale
a
2 2
o llly (Xi, Gay ) as Cli

cCos¥ = = =

X017, IR, IR,

Remarque 3.1.1 Si un individus est trés proche du centre de gravité dans [’espace ,c.a.d
st HXZ‘H2est trés petite, les points représentant cet individu sur un aze (ou un plan ,ou un

sous-espace) sera bien représenté.

3.1.2 Interprétation des nouveaux axes en fonction des individus

Lorsqu’on calcule I'inertie /o, portée par I'axe A,, on peut voir quelle est la pert de cette
inertie due a un individu z; particulier.
De plus, pour faciliter I'interprétation des axes, on introduit la notion de contribution a I’axe.

on définit la contribution de l'individu ¢ a la composante ¢, par le quotient

Ot cf est la i coordonnée de la composante principale c*.

Contribution relative d’un individu a un axe

On peut aussi ,pour un individu particulier xi, donner sa contribution relative & l'inertie

portée par cet axe

cr (x4, Ay) = =

3.2 Représentation des variables

On peut envisager le probléme de la représentation des variables de facon complétement
symétrique de celui des individus. Les raisonnements se font dans R? au lieu dans R", mais

dans ’ACP, au de la de la symétrie formelle entre les individus et les variables, on peut
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utiliser la dissymeétrie liée & la sémantique : les variables n’ont pas la méme signification que
les individus.

On peut alors faire le raisonnement suivant : on a représenté les individus dans I’espace des
anciennes variables, et on a fait un changement de base dans cet espace.

Les nouveaux axes sont des combinaisons linéaires des anciens axes et peuvent donc étre
considérés comme de nouvelles variables combinaisons linéaires des anciennes, on appelle
ces nouvelle variables des composantes principales. Il est alors intéressant de voir comment
les anciennes variables sont liées aux nouvelles et pour cela on calcule les corrélations des
anciennes variables avec les nouvelles.

La représentation des anciennes variables se fera en prenant comme coordonnées des anciennes
variables leurs coefficients de corrélation avec les nouvelles variables, on obtient alors ce que
I’on appelle le"cercle des corrélation", dénomination qui vient du fait qu’un coeficient de
corrélation variant entre —1 et 1, les représentations des variables de départ sont des points

qui se trouvent & l'intérieur d’un cercle de rayon 1 si on fait la représentation sur un plan

v
2

Figure (5)

L’ensemble des composantes principales {c¢'/i =1, ..., ¢} forme une base D,-orthogonale du

sous-espace vectoriel X‘(E*) de F' engendré par I’ensemble des caractéres initiaux

Dy (c',d) = 0,i#],
D, = (CZ) =D, (Ci,Ci) = \.
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Tout caractére x; peut étre repére par ses coordonnées
D,(z', ) Cov(z', )
VoV
=r (xi, d ) ,j=1,...,q (le coeficient de corrélation),

1

dans la base des —=c/.
7

De plus, le carée du coeficient de corrélation multiple entre le caractére x* et les deux carac-

téres ¢! et ¢ est donné par la relation suivante :

r? (mi, {01,02}) = r? (l‘i,Cl) + 7 (Ii,CZ) :
A la représentation des points individus dans le plan principal P est associée la représentation
des points caractéres dans le plan (¢!, ¢?).

Le caractére x' intervient d’autant plus dans la description du nuage N : Par sa projection

dans le plan principal que
1. D? (2%, ¢%)
2 )
a2 = S0 2
1

Jj=1

par exemple i désigne la projection D,-orthogonale du caractere z* sur le plan (c';c?)

ﬂ: 4
J
Jd
¢
k
0 | s
cl
Figure (6)

L’interprétation des composantes principales ¢! et ¢? se fait au vu des proximités entre les
projections des caractéres 2 et les composantes ¢! et ¢, dans le plan (c';¢?) oju les axes

Dp-orthogonaux c!' et ¢® sont représentés orthogonaux.
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3.2.1 Qualité de la représentation des variables

Pour les mémes raisons qui ont poussé a se préoccuper de la qualité de la représentation des
individus, il faut se préoccuper de la représentation des variables sur un axe, un plan ou un
sous-espace.

Une variable sera d’autant mieux représentée sur un axe que sa corrélation avec la composante
principale correspondante est en valeur absolue proche de 1.

Une variable sera bien représentée sur un plan si elle est proche du bord du cercle des
corrélations, car cela signifie que le cosinus de 'angle du vecteur joignant l'origine au point

représentant la variable avec le plan est, en valeur absolue, proche de 1, .....etc.

3.2.2 Etude des liaisons entre les variables

Sur le graphique du cercle des corrélations, on peut aussi interpréter les positions des an-
ciennes variables les unes par rapport aux autres en termes de corrélations.

Deux points trés proches du cercle des corrélations, donc bien représentées dans le plan,
seront tres corrélés positivement entre elles, si elles sont proches du cercle, mais dans des
positions symétriques par rapport & l'origine, elles seront trés corrélées négativement.

Deux variables proches du cercle des corrélations et dont les vecteurs qui les joignent &
lorigine forment un angle droit, ne seront pas corrélées entre elles. Il faut, pour interpréter
correctement ces graphiques des cercles de corrélation, se souvenir qu’un coeficient de corré-
lation est une mesure de liaison linéaire entre deux variables, et qu’il peut arriver que deux
variables tres fortement liées aient un coeficient de corrélation nul ou tres faible, si leur liaison

n’est pas linéaire.

Remarque 3.2.1 FExpression des corrélations entre les caractéres x; et les composantes prin-

cipales
o D, (2% &
r () = %.

Matriciellement, ceci s’écrit

r(z',d) =
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3.3 Individus et variables supplémentaires

Il arrive que ’on veuille faire apparaitre dans les représentations graphiques certains individus
sans qu’ils interviennent dans la détermination des axes.

Cela peut étre le cas de nouveaux individus que I’on veut simplement positionner par rapport
aux autres sans que les positions de ceux-ci soient influencées par les nouveaux. On dit d’eux
qu’ils sont des individus supplémentaires.

Il en est de méme pour les variables. On peut, par exemple, vouloir représenter une variable
qui dépend de fagon synthétique des p variables choisies pour faire 'ACP, afin de mieux
comprendre comment cette variable est liée aux anciennes, mais on ne souhaite pas qu’elle
intervienne dans la confection des axes car ses liaisons avec les p variables de départ fausse-
raient la représentation si elle faisait partie intégrante de ’ACP.

Elles sont appelées variables supplémentaires. Pour représenter un individu supplémentaire,
il suffit d’exprimer les coordonnées de cet individu dans la nouvelle base des axes principaux.
Pour une variable supplémentaire, il suffit de calculer ses coeficients de corrélation empiriques

avec les composantes principales.



Chapitre 4

Application

Présentation élémentaire de I’ACP

4.1 Les données

Considérons les notes (de 0 & 20) obtenus par 9 éléves (math, physique, frangais,anglais)

\ math phys fran angl
Jean 06.0 06.0 05.0 05.5
Alan  08.0 08.0 08.0 08.0
Anni  06.0 070 11.0 09.5
Moni 14.5 14.5 155 15.0
Didi  14.0 14.0 120 12.0
Andr 11.0 10.0 05.5 07.0
Pier 055 07.0 14.0 11.5
Brig 13.0 12,5 085 09.5
Evel 09.0 09.5 12,5 12

Nous savons comment analyse séparément chacune de ces 4 variables, soit en faisant un gra-
phique, soit en calculant des résumés numériques nous savons également qu’on peut regarder
les liaisons entre 2 variables soit en faisant un graphique du type nuage de points, soit en
calculant leur coefficient de corrélation linéaire, voire en réalisant la régression de 'une sur
I’autre.

Mais comment faire une étude simultanée des 4 variables, ne serait ce qu’en réalisant un
graphique 7.

La dificulté vient de ce que les individus "éléves" ne sont plus représentés dans un plan "2

dimension", mais dans un espace de dimension 4.



4.2 Résultats préliminaires 33

L’objectif de I’ACP est de revenir a un espace de dimension réduite (par exemple ici 2) en
déformant le moins possible la réalité.Il s’agit donc d’obtenir le résumé le plus pertinent des

données initiales.

4.2 Reésultats préliminaires

Tout logiciel fournit la moyenne, le minimum et le maximum de chaque variable. Il s’agit

donc, pour l'instant, d’études univariées.

variable moyenne min max ecart
math 09.67 05.5 14.5 03.37
phys 09.83 06.0 14.5 02.99
fran 10.22 05 15.5 03.47
angl 10.06 05.5 15.0 0.81

Notons au passage la grande homogénéité des 4 variables considérées : méme ordre de gran-
deur pour les moyennes, les écarts-types, les minima et les maxima.

Le tableau suivant est la matrice des corrélations, elle donne les coefcients de corrélation
linéaire des variables prises deux a deux.

C’est une succession d’analyses bi variées, constituant un premier pas vers ’analyse multi

variée.
\ math phys fran angl
math 1.00 0.98 0.23 0.51
phys 098 1.00 0.04 0.65
fran 098  0.40 1.00 0.95
angl 0.51 0.65 095 1.00

Remarquons que toutes les corrélations linéaires sont positives.
Certaines étant tres fortes (0.98 et 0.95), d’autres moyennes(0, 65 et 0, 95).
D’autre enfin plutot faibles (0.4 et 0.23).

4.3 Reésultats généraux

Continuons ’analyse par celui de la matrice de variances-covariances, matrice de méme nature

que celle de corrélations, bien que moins "parlante".
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La diagonale de cette matrice fournit les variances des 4 variables considérées

\ math phys fran angl

math 11.39 9.92 2.66 04.82
phys 09.92 894 04.12 05.48
fran 266 4.12 12.06 09.29
angl 4.82 548 09.29 07.91

Les valeurs propres données ci-dessous sont celles de la matrice des variances-covariances

facteur wal.pr pctvar pct.cum

1 28.23  00.70 00.70

2 12.03  00.30 01.00

3 00.03  00.00 01.00

4 00.01  00.00 01.00
40.30  01.00

4.4 Interprétation

Chaque ligne du tableau ci-dessus correspond & une variable virtuelle(voila les facteurs) dont
la colonne val.pr (valeur propre) fournit la variance(en fait, chaque valeur propre représente
la variance du facteur correspondant). La colonne pct.var, ol pourcentage de variance, cor-
respond au pourcentage de variance de chaque ligne par rapport au total. La colonne pct.cum
Représente le cumul de ces pourcentages.

Additionnons maintenant les variances des 4 variables initiales (diagonale de la matrice des
variances-covariances)

11.394-8.944+12.064-7.91 = 40.30. La dispersion totale des individus considérés, en dimension
4, est ainsi égale & 40.30.

Additionnons par ailleurs les 4 valeurs propres obtenues : 28.23 4+ 12.03+0.03 4+ 0.01 = 40.30.
Le nuage de points en dimension 4 est toujours le méme et sa dispersion globale n’a pas
changé.

Il s’agit d’un simple changement de base dans un espace vectoriel. C’est la répartition de cette
dispersion, selon les nouvelles variables que sont les facteurs, ou composantes principales, qui
se trouvent modifiée.

Les 2 premiers facteurs restituent a eux seuls la quasi-totalité de la dispersion du nuage, ce

qui permet de négliger les 2 autres.
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Par conséquent, les graphiques en dimension 2 présentés ci-dessous résument presque parfai-
tement la configuration réelle des données qui se trouvent en dimension 4. L’objectif (résumé

pertinent des données en petite dimension) est donc atteint.

4.5 Reésultats sur les variables

Le résultat fondamental concernant les variables est le tableau des corrélations variables
facteurs. Il s’agit des coefficients de corrélation linéaire entre les variables initiales et les
facteurs.

Ce sont ces corrélations qui vont permettre de donner un sens aux facteurs (de les interpréter)

facteur Vj Vs Vs Vi

math 0.60 0.60 0.01 -0.02
phys 0.60 040 -0.03 0.02
fran 0.50 -0.66 -0.02 -0.01
angl 0.47 -0.33 0.05 0.01

Les deux premieres colonnes de ce tableau permettent, tout d’abord, de réaliser le graphique
des variables donné ci-dessous. Mais, ces deux colonnes permettent également de donner une
signification aux facteurs (donc aux axes des graphiques).

On notera que les deux derniéres colonnes ne seront pas utilisées puisqu’on ne retient que

deux dimensions pour interpréter l’analyse.

4.6 Interprétation

Ainsi, on voit que le premier facteur est corrélé positivement, et assez fortement,avec chacune
des 4 variables initiales.

Plus un éléve obtient de bonnes notes dans chacune des 4 disciplines, plus il aun score éléve
sur I’axe 1; réciproquement, plus ses notes sont mauvaises, plus sonscore est négatif.

En ce qui concerne I'axe 2, il oppose, d’une part, le frangais et 1’anglais(corrélations positives),
d’autre part, les mathématiques et la physique(corrélations négatives). Il s’agit donc d’un
axe d’opposition entre disciplines littéraires et disciplines scientifiques, surtout marqué par
I’opposition entre le francais et les mathématiques.

Cette interprétation peut étre précisée avec les graphiques et tableaux relatifs aux individus
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que nous présentons maintenant.
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4.7 Reésultats sur les individus

Le tableau ci-dessous contient tous les résultats importants sur les individus

/ poids factl fact2 contg contl cont2
Jean 0.11 -8.61 1.42 2099 29.19 01.83
Alan  0.11  -3.88 0.5 05.92 05.92 00.23
Anni  0.11  -3.21 -3.50 04.06 04.06 11.11
Moni 0.11 985 -0.5  38.19 3819 00.33
Didi  0.11  6.41 217  16.15 16.15 03.87
Andr 0.11  -3.03 491 03.62 03.62 22.37
Pier 0.11 -1.03 -6.40 00.41 00.41 37.56
Brig 011 195 4.18 01.05 01.05 16.29
Evel 0.11 155 -2.66 00.95 00.95 06.41

On notera que chaque individu représente 1 élément sur 9, d’ott un poids(une pondération)
de % = 0,11, ce qui est fourni par la premiére colonne du tableau ci-dessus.
Les 2 colonnes suivantes fournissent les coordonnées des individus (les éléves) sur les deux

premiers axes (les facteurs) et ont donc permis de réaliser le graphique des individus.
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4.8 Interprétation

On peut ainsi voir que l'axe 1 représente le résultat d’ensemble des éléves(si on prend leur
score ou coordonnée sur l’axe 1, on obtient le méme classement que si on prend leur moyenne
générale).

Par ailleurs, 1’éleve"le plus haut"sur le graphique, celui qui a la coordonnée la plus élevée sur
I’axe 2, est Pierre dont les résultats sont les plus contrastés en faveur des disciplines littéraires

(14 et 11,5 contre Tet 5,5).

C’est exactement le contraire pour André qui obtient la moyenne dans les disciplines scientifiques(11

et 10) mais des résultats trés faibles dans les disciplines littéraires (7 et 5,5).
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On notera que Monique et Alain ont un score voisin de 0 sur ’axe 2 car ils ont des résultats
trées homogenes dans les 4 disciplines (Mais a des niveaux treés distincts, ce qu’a déja révélé
laxe 1).

Les 3 colonnes suivantes du tableau fournissent des contributions des individus & diverses
dispersions : CONT'1 et CONT?2 donnent les contributions des individus a la variance selon
les axes 1 et 2(rappelons que c’est la variance qui caractérise la dispersion); CONTG les

contributions a la dispersion en dimension 4(il s’agit de ce que 1’on appelle 'inertie du nuage
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des éléves ; la notion d’inertie généralise celle de variance en dimension quelconque, la variance
étant toujours relative a une seule variable).

Ces contributions sont fournies en pourcentages (chaque colonne somme & 100) et permettent
de repérer les individus les plus importants au niveau de chaque axe(ou du nuage en dimension
4).

Elles servent en général & affiner I'interprétation des résultats de I'analyse.

Ainsi, par exemple, la variance de I'axe 1 vaut 28.23 (premiére valeur propre).

On peut la retrouver en utilisant la formule de définition de la variance

i=1
Il faut noter que, dans une ACP, les variables étant centrées, il en va de méme pour les
facteurs ; ainsi, la moyenne de ¢! est nulle et n’apparait pas dans la formule de la variance.

La coordonnée de Jean (le premier individu du fichier) sur I'axe 1 vaut ¢} = 8,61 ; sa contri-

bution est donc
$(—8.61)

100 = 29.19%.
9893 x 100 9.19%

A lui seul, cet individu représente prés de 30% de la variance il est prépondérant(au méme
titre que Monique)dans la définition de 'axe 1; cela provient du fait qu’il a le résultat le plus
faible, Monique ayant, a ’opposé, le résultat le meilleur.

Enfin, les 2 derniéres colonnes du tableau sont des cosinus carrés qui fournissent la (qualité
de la représentation) de chaque individu sur chaque axe. Ces quantités s’additionnent axe
par axe, de sorte que, en dimension 2, Evelyne est représentée a 98%

(0,25 + 0, 73), tandis que les 8 autres individus le sont & 100%.

Lorsqu’on considére les données initiales, chaque individu (chaque éléve) est représenté par
un vecteur dans un espace de dimension 4 (les éléments ou coordonnées de ce vecteur sont
les notes obtenues dans les 4 disciplines).

Lorsqu’on résume les données en dimension 2, et donc qu’on les représente dans un plan,
chaque individu est alors représenté par la projection du vecteur initial sur le plan en question.
Le cosinus carré relativement aux deux premiéres dimensions (par exemple, pour Evelyne,
0,98 ou 98%) est celui de I’angle formé par le vecteur initial et sa projection dans le plan.

Plus le vecteur initial est proche du plan, plus 'angle en question est
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petit et plus le cosinus, et son carré, sont proches de 1 (ou de 100%), la représentation est
alors tres bonne.

Au contraire, plus le vecteur initial est loin du plan, plus 'angle en question est grand (proche
de 90 degrés) et plus le cosinus, et son carré, sont proches de 0 (ou de 0%) : la représentation
est alors trés mauvaise.

On utilise les carrés des cosinus, parce qu’ils s’additionnent suivant les diférentes dimensions.



CONCLUSION

L’exécution de I’ACP sur des variables quantitatives donne plusieures solutions :

— La repésentation des n individus zi, zs,...,z, dans un sous-espace de F} de dimension
k & travers la recherche de k nouvelles variables.Ces nouvelles variables combinaisons li-
néaires des p variables initiales qui feront perdre le moins d’information possible, appelées
composantes principales.

— I’ACP permet d’explorer les liaisons entre les variables et les ressemblances entre individus.
Cette exploration donne une classification des points.

Finalement, nous intéressons a généraliser cette notion de ’ACP au cas fonctionnel ou ’ACP

sous contraintes.
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