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Introduction

Les équations différentielles abstraites sont des équations différentielles ont comme coefficients
des opérateurs linéaires sur un espace de Banach.

L’objectif de ce mémoire est donc I'étude d’une équation différentielle opérationnelle du
second ordre de type elliptique dans la demi-droite réelle positive. Existence, unicité et la
régularité maximale de la solution stricte qui étaient prouvé a ’aide de la théorie des semi
groupes et le théoreme de Dore et Venni.

Ce travail est inspiré du travail de M. Cheggag A. Favini, R. Labbas, S. Maingot et A.
Medeghri [5]. Ils ont étudié un probléme de Sturm-Liouville régit par une équation abstraite
dans un espace UMD posé dans un domaine non borné. Ces auteurs ont utilisé la méthode de
réduction de l'ordre de Krein [2I] afin de trouver une représentation explicite de la solution
puis ils ont appliqué le célébre théoréme de Dore et Venni [7] pour montrer l’existence,
I'unicité et la régularité maximale de la solution stricte.

Dans ce travail on a considéré I’équation différentielle

u" (z) + Au(z) = f () rel=(0,00)
avec une condition aux limites abstraite de type Robin suivant
u' (0) — Hu (0) = dy,

cette condition s’appelle aussi condition aux limites de Fourier, elle est définie par une relation
linéaire entre les valeurs de la fonction u et les valeurs de la dérivée de la fonction sur le bord
du domaine.

Ce travail est constitué de trois chapitres principaux.

Le premier est consacré aux rappels fondamentaux et outils nécessaires pour réaliser ce
travail. Ils concernent les opérateurs, les semi-groupes [18], quelques espaces fonctionnelles
(les espaces d’interpolations [13] [16], les espace UMD [12],...), les puissances fractionnaires
d’opérateurs [7], la théorie des sommes d’opérateurs de Dore et Venni.

Dans le second chapitre on va étudier une équation différentielle elliptique du second ordre
posé sur un domaine non borné et sur le bord on a imposé une condition aux limites a
coefficient opérateur de type Robin lorsque le second membre de ’équation est dans 1’espace
LP.

On donne une condition sur la donné dy et des hypothéses sur ’espace de Banach X et sur
les opérateurs A et H pour montrer que la solution stricte satisfaite la régularité maximale.
On termine ce chapitre par étudier de quelques cas particuliers, en remplagant ’opérateur H
par Popérateur nul, I'opérateur al (o > 0) ou par 'opérateur v/— A.

Dans le dernier chapitre, on donne deux exemples d’application pour illustrer notre théorie
abstraite.



Chapitre 1

Rappels

On donne ici quelques rappels fondamentaux sur les opérateurs, les semi-groupes, les espaces
d’interpolations, les espace UMD...
Soient (X, ||.||x), (Y. ].lly) et (Z,]|.]|;) trois espaces vectoriels normés complexes.

1.1 Les opérateurs

Définition 1.1.1 Un opérateur linéaire de X dans Y est une application linéaire A définie
d’un sous-espace vectoriel D (A) C X a valeurs dans Y, i.e pour tout x,y € D (A) et pour
tout \ € C on a :

i) A(x +y) = Az + Ay.

i) A(A\x) = MAz.

On appelle domaine de A, et on le note D (A) le sous espace vectoriel des éléments x de X
tels que Ax ait un sens.

On appelle image de A notée R (A), le sous espace vectoriel A (D (A)).

Remarque. On écrit par abus A (z) = Az pour tout x € D (A).
Si A est injectif, on peut définir I'inverse de A, noté A~!, par :

Al A(D(A) —  D(A)
Y — Ay =a.

Définition 1.1.2 Soient (A, D (A)),(B, D (B)) deux opérateurs linéaires de X dans Y. On

dit que B est une extension ou un prolongement de A et on note A C B si

{ D(A) c D(B)
Ve e D(A), Az = Bx.

Définition 1.1.3 (Opérateurs linéaires bornés) On dit qu’un opérateur A définit de X

dans 'Y est borné si
D(A)=X et sup ||AE]| < 0

l€l<1
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On note £ (X,Y) la collection de tous les opérateurs linéaires bornés de I’espace vectoriel
normé X dans lespace vectoriel normé Y. £ (X,Y) est un espace normé et sa norme est
définie par

| Az
[Allxyy = sup =t = sup [Azlly = sup [Az[ly, VAeL(X,Y).
reX [zllx  Jale< lall x =1

On note £ (X, X) :=L(X).
Proposition 1.1.1 Si Y est un espace de Banach, alors L (X,Y) est un espace de Banach.
Proposition 1.1.2 Soit A € L(X). Si ||A]| <1 alors (I — A) est inversible dans L (X) et
(I—A4)"'=> A"

n=0

Définition 1.1.4 (Opérateurs linéaires fermés) On dit qu’un opérateur A est fermé si
est seulement si son graphe

G (A) ={(p,Ap) v € D(A)}
est un fermé de X x X.

Définition 1.1.5 Un opérateur linéaire A : D (A) C X — Y est dit fermé si et seulement si
pour toute suite (xy,), € D (A) telle que

Ty — T

Az, — vy

onaxeD(A) et Az =y.

Définition 1.1.6 On dit qu’un opérateur A est fermable si est seulement si pour tout suite
(x,,), € D(A) telle que

on = 0 —y=0
Ax, —y y==r

Définition 1.1.7 On définit la fermeture d’un opérateur A par

{ D (A) = {goEX,EIwEX tel que (p, 1)) GW}
Vo € D (A) Ap =1 avec (p,v) e G(4A)

Définition 1.1.8 On appelle ensemble résolvant de A [’ensemble
p(A)={A e C:(A— ) estinversible dans L (X)}
Un élément de p (A) est appelé valeur résolvante de A.
1. Si A € p(A) on définit Ry (A) la résolvante de A au point A par

Ry (A) = (A= XI)"".
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2. 0(A) = C\ p(A) est appelé le spectre de A et un élément de o (A) est appelé valeur
spectrale de A.

Proposition 1.1.3 Soit A un opérateur linéaire fermé sur X. Alors l'application Ry : \ €
p(A) = Ry (A) = (A= XI)"" est analytique sur p(A).

Proposition 1.1.4 [1(] Soit A: D (A) C X — Y un opérateur linéaire.
1. Si A est un opérateur fermé alors pour tout B € L (X,Y) Popérateur A+ B : D (A) C
X — Y est fermé.

2. Si A est un opérateur fermé et injectif alors A~! est fermé.

3. Si A est un opérateur fermé a valeurs dans X et D (A) est fermé dans X alors A est
continu de D (A) dans X.

4. Si A est un opérateur continu de D (A) C X, alors A est fermé si et seulement si son
domaine est fermé.

. Sip(A) # @ alors A est ferme.

ot

La proposition suivante est un résultat utilisé dans le chapitre suivant.

Proposition 1.1.5 [71/Soit A€ L(X) et B: D(B) C X — X un opérateur linéaire fermé
tel que Im (A) C D (B). Alors BA € L(X).

Preuve.ll est clair que BA est défini sur X. Soit (), une suite d’¢léments de X telle que

Ty, —
(BA)z, —y dans X.

Alors, comme Im (A) C D (B), (Ax,),~o est une suite d’éléments de D (B) et comme A €
L(X),ona: -
Ax, — Ax dans X
{ B (Az,) — vy dans X

B étant fermé on a donc

Ax € D(B) et B (Ax) =y
d’ou

reD(BA) e (BA)z=y,

par la définition [I.1.5] on déduit que BA est un opérateur fermé et défini sur X, par consé-
quent BA est borné (continu) sur X selon le point 3. de la proposition|1.1.4} i.e. BA € £ (X).

Définition 1.1.9 (Opérateurs sectoriels) Soit 0 < w < m. On définit le secteur suivant
So={z2€C\{0}: |argz| < 7™ — w}.
— Un opérateur linéaire fermé A sur X est dit sectoriel d’angle w si
p(A) D S,
et

A(A=N)T .
sup [A(A =A< oo
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Définition 1.1.10 Soit A: D (A) C X — X un opérateur linéaire dans l’espace de Banach
X. Lopérateur B : D (B) — X est dit A—borné si D (A) C D (B) et il existe deux constantes
a,b € R* tels que

|Bz|| < al||Az|| + bz, Ve e D(A).

Exemple. Soit I C R un intervalle; on considére dans 'espace X = LP (1), 1 < p < o0, les
opérateurs

d? 2,p
:dx2 D (A) =W=P(I)
d 1

alors, 'opérateur B est A—borné. Pour plus de détails, voir [9].
Lemme 1.1.1 Si (A, D (A)) est un opérateur fermé et (B, D (B)) est A—borné, alors

(A+ B, D(A)) est un opérateur fermé.

1.2 Les semi- groupes d’opérateurs linéaires

1.2.1 Semi -groupes fortement continu

Définition 1.2.1 Soit {G (t)}, une famille d’opérateurs linéaires dans X. On dit que cette
famille forme un semi-groupe dans X si elle vérifie les propriétés suivantes :

1. G(0)=1=1Iy
2. Vs,t e RY, G (t+s) =G (t)G(s).

Lorsque la famille {G (t)},., est défini pour t € R, et que la deuxiéme propriété est vérifié
pour tout s, ¢t de R on dira qu’on a un groupe.

Définition 1.2.2 On dit qu’un semi-groupe {G (t)},5, est fortement continu si et seulement
si pour tout x € X, Uapplication t — G (t)x de R" dans X est continue, c’est-a-dire pour
tout v € X

li G(t)r — =0.

Pt 1G ()= xHﬁ(X)

On dit aussi que {G (t)},5, est un Co semi-groupe.

Définition 1.2.3 Un semi-groupe (G (t)),5, est appelé semi-groupe uniformément continu
d’opérateurs linéaires bornés si

P_{% G (t) — [HL(X) =0.

Proposition 1.2.1 Si {G (t)},., est un semi-groupe fortement continu alors il existe deux
constantes M > 1 et w > 0 telles que

||G(t)||£(x) < Me*! Vvt > 0.
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Générateur infinitésimal d’un semi-groupe

Définition 1.2.4 On appelle générateur infinitésimal d’un semi-groupe {G (t)},~,, l'opéra-
teur A définit par

h—0+t
G(h)p—y
h—0+t h

D(A)=<peX: lim W e:cz'ste}
., p€D(A).

D (A) est non vide (0 € D (A)) et est bien un sous espace vectoriel de X. A est linéaire de
D (A) dans X.

Corollaire 1.2.1 Soit (A, D (A)) le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe (G (t)),s¢-
Alors D (A) est dense dans X et A est un opérateur linéaire fermé.

Proposition 1.2.2 Si A est le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe {G (t)},5 , alors

1. A est linéaire fermé de domaine D (A) dense dans X.
2. |w, +oo[ C p(A) et VA € Jw, +00], pour tout n € N\ {0}

N M
(A =AD"l ) < o

ot M >1etw>0.

1.2.2 Semi-groupes analytiques

On définit, pour tout 0 < o < g, le secteur
Yo :={2€C\{0}:|argz| < a}

Définition 1.2.5 Soit 0 < a < g Une famille {G (2)},c5,. d’éléments de L(X) forme un

semi-groupe analytique de type o dans X si elle vérifie les conditions suivantes :

ot

. G(0)=1,
.V 21,20 € By, tel que 21 + 20 € B, G (21 + 22) = G (21) G (22) ,
3. Vo e X, lirx(l) G(z)x =z,

zGEa

[\

4. lapplication z — G (z) est holomorphe sur %,,.

Le théoréme suivant est un résultat de Balakrishnan [I]. Il donne une propriété importante
utilisée par la suite.
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Théoréme 1.2.1 Soit A un opérateur linéaire fermé a domaine dense D (A) dans X tel que

M
. _ -1 -
10, +00[ C p(A) et IM >0, YA>0: ||(A— A]) Hﬁ(x) <<
Alors il existe un secteur X5, 0 < § < g, tel que
. 1 M
55 Cp(A) et VA€ Bg: [[(A— A7 | 1 5 < oy

1 . o T
De plus, lopérateur (—A)% est bien défini et il existe un secteur g2 avec 0 < o < 5 tel
que

Yiarmz2 C p <— (—A)%>

[

et — (—A)2 génére un semi-groupe analytique.

1.3 Quelques espaces fonctionnels

Définition 1.3.1 On dit que l’espace normé (E,||.||) est un espace de Banach si l’espace
métrique correspondant muni de la distance d (x,y) = ||x — y|| est complet.

Définition 1.3.2 Un espace Préhilbertien sur R ou C est un couple (E,B) ou E est un
espace vectoriel et B est un produit scalaire réel (resp complexe) et on écrit

B(z;y) = (x,y) = (z;9) .
La norme dans un espace préhilbertien est
lall = B (a32)* = v/{wi2)
Définition 1.3.3 L’espace topologique (E,T) est dit séparé si :
VeeE, VyeE:v#y=FveV(zx), weV(y):vNw=02
tel que V' (x) est I’ensemble des voisinages de z.

Définition 1.3.4 Un espace Hilbertien sur R ou C est un espace préhilbertien séparé et
complet pour la distance

d(z,y) = |z =yl
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1.3.1 Espace d’interpolation

Soient (Xo, ||.||5) et (X1, ]|.||;) deux espaces de Banach s’injectant continément dans un espace
vectoriel topologique séparé ¥'.

En posant
2l xgnx, + = max{flzlly, . llz]lx,} stz €XonX;
ol o =, _anf (ol +lanlly,) sz e Xo+ X
To+xr1=2

Il est connu que les espaces (Xo N X1, ||l x,nx,) €t (Xo+ X1, [-ly,4x,) sont des espaces de

Banach. De plus on a
XoNX; C X(),Xl C Xo+ Xy

avec des injections continues. Pour plus de détails voir J. L. Lions et J. Peetre [16].

Définition 1.3.5 Pour p € [1,400] et 6 € ]0,1], on définit 'espace intermédiaire noté
(XO,X1)9W entre Xo N X, et Xog+ X1 par

vVt > 0, Eluo (t) S Xo, E'Ul (t) S X1 tel que
€ (Xo,X1)p, == =1 (t) +u(?)
t~0up € LP (Ry, Xo), t'%u; € LP (R4, X1)

ot L? (R4, X;) avec p € [1,400] est l’espace des fonctions fortement mesurables u; : Ry —

X; telles que
/ Jus

p
< 0oQ.
Xlt

(|

S p =00, on déﬁnit ||ui||L$°(R+,Xi) par

ltill o, xiy = SUp- ess[Jus ()

X; -
eRy

Alors, (Xo, X 1)971) est un espace de Banach muni de la norme

ol = _inf - (

u;€X,;,1=0,1
x=ug(t)+u1(¢),vt>0

—0

+ Htl —0

w0 )

Xo)

De plus, on a
XoN X1 C (Xo, X1)g, C Xo+Xi

avec des injections continues.

Remarque 1.3.1 Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D (A) C X. On note
Dy (87]?) = (D (A> 7X)1—9;p

ot p € [1,400], 8 €10,1[. De plus, on a

(X, D (A)190 = {9 € D(A): Ap € (X, D (A)), .}
(voir Triebel [20], p 25. et 76).
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Lorsque A vérifie certaines propriétés spectrales, on peut caractériser explicitement I’espaces
D4 (0,p), par exemple;
e Supposons que R, C p(A) et qu'il existe une constante C' > 0 telle que

VA >0, [[(A—AD)” g%

1
||L(X)

alors
Da(,p)={pe X :PA(A—t) " p e [F (R, X)}

sip € [l,4+00], 6 €]0,1] (voir Grisvard [14]), et si p = 0o, on a
D4 (0,00) = {:L' € X :sup HteA (A— tI)fleX < oo}
0

e Si A géneére un semi-groupe fortement continu borné dans X, alors
DA ((9,]9) = {(70 € X7 t_e (etA - I) S LZ (R-HX)}

(voir Lions [17]).
e Si A génére un semi-groupe analytique borné dans X alors

Da(0,p) = {p € X,t' P Ac"p € LT (Ry, X)}

(voir Butzer-Berens [2]).
Définition discréte d’un espace d’interpolation

Définition 1.3.6 On dit que x est dans lespace d’interpolation (X, Xl)a,p si et seulement
St,

Yn € Z, x:=v,+ w,, vp € Xo, w, € X3
ZnEZ Heienvn”; < i.e 679n’0n el (Xo)
ZnEz He(l_e)nwnm?ﬁ < 0 1.€ 6(1_9)”11)” elr (X1>

Proposition 1.3.1 Soit A un opérateur linéaire fermé sur X, alors
DA2 (9,p) = DA (207]7)

si 0 # % et plus généralement
D g (6, p) = Da(mb, p)

simf € N, p € [1,+o0] et 0 €10,1].

Lemme de Schur

Théoréme 1.3.1 (Marcel-Riesz) Soit K : L () + LP* () — L% () + L9 () un
opérateur linéaire, p;, q; € [1,4+00], Q; des ouverts de R™, i = 0,1 telle que

K\LP()(QO) € L(LF,L™) et K\Ll’l(ﬂo) e L(LP, L7

alors
K\ ro(g) € L (LF?, L%)

avec 0 <0 <1 et

1 1—-0

6 1 1-60 0
= +———

P Po PG @ Q
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Lemme 1.3.1 (De Schur) Soit k : Q1 X Qs — R une fonction mesurable telle que

1. il existe un @ > 0, p.p. o2 € Qg,/ |k (21, 22)|dxy < a,

951

2. il existe un b > 0, p.p. x1 € Oy, / |k (1, 22)|dxe < b
Qo
On définit U'opérateur K par

(K f) () = / k (o1, 22) f (21) doy

Q1
p.p. T3 € . Alors pour tout p € [1, +o0]
K e L(LP(Q),L7(Q2))

1.3.2 Les espaces de Sobolev et de Besov

On désigne par € un ouvert de R (non nécessairement borné) et on pose a = (aq, g, ....,a,)

n
un multi-indice, avec |a| = ) «; et on utilise la notation

i=1
[e%) Qn
o= () ()
a$1 8$n
PourmeNetl <p<oo:

On note W™ (§), E) I'espace de Sobolev des fonctions f : Q — F telles que 0°f € LP (Q, )
pour tout || < m. C’est un espace de Banach avec la norme

1/p
( > HaafHLPQE)> sil<p<oo
1 lwmeo,m) = ladsm

‘II|13X 10 f | oo (0,1 si p = o0.

Pour s € ]0,1[et 1 <p < oo:

On définit I'espace fractionnaire de Sobolev

WP (L, E)=( feLP(QF) // (G Sp+n”Edmdy < 00

Les espaces de Sobolev ne sont pas stables complétement par interpolation, on est amené a
définir les espaces de Besov B, (2, E) . Pour s € ]0,1[ et 1 < p, ¢ < oo, on définit

qa/p
; 1 f(z e,
Bp,q (Q>E> = f S Q E / / y‘qurn dy < o0
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avec la modification classique quand p = 0o et ¢ = oo.

Dans le cas ol p =g on a
By (Q,E) =W (Q,F).

1.3.3 Les espaces UMD

On présente ici, une propriété géométrique des espaces de Banach E, connue sous le nom
UMD (Unconditional Martingale difference property, pour plus détails voir [7] et [12].)

Définition 1.3.7 On dit que E est UMD si la transformation de Hilbert H définie sur LP (R, E) ,
1 <p<oo par

1 -

H =—1 S R (R, E

w0 = tim [ L i ver vrecm@p)
e<|s\<%

est bornée.

Définition 1.3.8 E est {-convexe s’il existe une fonction £ : E X E— R convexe telle que

i) £(0,0) >0

i1) £ (x,y) < ||z + y|| avec
|z|| = |lyll =1, Va,ye€E.

Théoréme 1.3.2 Soit ' un espace de Banach, les conditions suivantes sont équivalentes

i) E est UMD.

i1) Il existe une fonction £ symétrique et biconvexe vérifie £ (0,0) > 0 et
§(z,y) <z +yl,

tel que [lz|| <1< [jyll,Vz,y € E.

Les exemples les plus utilisés de tels espaces sont

» Les espaces de Hilbert (On choisit £ (z,y) = 1+ (x, y) ot le crochet (., .) indique le produit
scalaire).

» Les sous espaces fermés d’'un espace UMD.

» Les espaces construits sur LP (Q, E), 1 < p < oo tel que E est UMD.

Les espaces C*(2; E) ne sont pas UMD.
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1.4 Calcul fonctionnel

Soit (X, ||.]]) un espace de Banach complexe. Pour U un ouvert de C, on désigne par H (U)
I’ensemble des fonctions holomorphes sur U.

Définition 1.4.1 (formule de Cauchy intégrale). Soient U un ouvert de C, K un com-
pact de U de bord ~y orienté positivement. Soient f € H (U) et zo € K. On a

F (%) 1A 1@ .

~ 2im (z — 20)

Définition 1.4.2 (Intégrale de Dunford). Soient A € L(X), U un ouvert de C, K un
compact de U contenant o (A), v le bord de K orienté positivement (v est donc finie et
entoure le spectre de A) et f € H(U). Alors

f<A>=%/f<z> (o1 — A d

Lopérateur f (A) € L(X) et ne dépend pas du choiz de 7.

1.5 Les puissances fractionnaires, classe Bip(¢; F)

Dans cette sous section, on donne la définition des puissances complexes d’un opérateur
sectoriel. Si A : E — FE est un opérateur borné positif, la puissance complexe de I'opérateur
A est définie par

zZ .. 1 z -1
Afx = o t*(tI — A)™ xdt,
gl
ol z est un nombre complexe arbitraire.

Si A est un opérateur linéaire fermé sectoriel, on définit la puissance fractionnaire de
partie réelle positive (pour 0 < Rez < 1) par la représentation de Balakrishnan suivante

—+00
/t“ (tI — A)~" Azdt,

0

sin zm

Ax =

e

pour tout = € D(A) (voir Haase [15], Proposition 3.1.12, page 67).
Si —1 < Rez < 0, on écrit, pour x € D(A),

+o0

/tz (tI — A)~ zdt.

0

sin(z+1)m
m

Ax = A" Ay =

Le théoréme suivant, rassemble quelques propriétés essentielles de A* (voir Dore et Venni

[7)

Théoréme 1.5.1 Soit A un opérateur linéaire positif, alors on a les propriétés suivantes
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1) Soit z€ C:Rez<0etm,neN:m>n+Rez >0 alors

+oo
/ (A (T — A)) TP AT edt

0

I (m)
I'n+2)I'(m—n-—2)

Vee B Az =

est absolument convergente.
2) z — A* est holomorphe de {z € C : Rez < 0} dans L(E).
3) SimeN:m>=2etzeC:Rez<m alors D (A™) est dense dans D (A*?).
4) Soit w,z € C:Rew < 0 < Rez alors
AYA? C AV C AZAY.

De plus, si Re (w + 2) # 0 alors
AV = AFAY.

5) Soit « € RT et x € D (A®) alors z — A*x est holomorphe pour Re z < a.
6) Supposons que A € L (FE) pour s € R donc

(a) Si Rew <0 et w4+ z =1is alors A¥T* = AYA* = A*A".

(b) Si Rew < 0 alors A¥AY = AWTis = AWA™,

(¢) Si Rew > 0 alors A AY C AT C AYA' et la seconde inclusion

est en fait une égalité si Rew > 0.

7) Si0 < Rez <1 alors

A~ < M (cosh (rIm=) + w) |

sin (7 Im z)
8) Soit A € L(E) avec s € R, pour ¢ € ]0,7/2[ fizé, on pose
sz{pei91p>0 et7r—<p<9<7r—|—<,0},
alors A*t — A (dans la topologie forte de L (E)).
9) Soit AC{z€C:Rez<0} et Aj =AN(R) #D. On suppose que

sup || A% < +o0,
zEA

alors YVw € Ay, AY € L(E) et A* — A" ou z — w, z € A (dans la topologie forte de
L(E)).
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10) SiT € L(E) alors (A —=X)"'"T =T (A —X)"", pour A€ p(A), et

(a) TA* = A*T pour Rez < 0.
(b) TA* C AT pour Rez > 0.

11) Si (A =X~ et (B —pul)™" commutent alors
(a) A*B" = BYA* pour max {Rew,Rez} < 0.

(b) si A% et B € L(X), Vs,t € R alors A“B* = B*A? pour max {Rew, Rez} < 0.

Définition 1.5.1 On note Bip(0; E) (Bounded imaginary powers) ’ensemble des opérateurs
sectoriels sur E qui admettent des puissances imaginaires bornées.

1.6 Sommes d’opérateurs linéaires dans les espaces de
Banach

On donne, ici, quelques rappels sur les principaux résultats de la théorie des sommes d’opé-
rateurs linéaires. Soit X un espace de Banach complexe, A et B deux opérateurs linéaires
fermés de domaines D (A) et D (B) respectivement dans X et leurs ensembles résolvants
p(A) et p(B) non vides. La résolution de I’équation suivant

Au+Bu—-du=f A>0 (1.6.1)

ou f est un vecteur donné de X, reposera sur la construction de 'inverse de A + B — \ sous
des hypothéses correspondantes a des méthodes différentes, selon les deux cas suivants :

1- les résolvantes des opérateurs A et B commutent : i.e.,
(A2 B ] =A-2" B ~B-p A2 =0
2- les résolvantes des opérateurs A et B ne commutent pas (le cas non commutatif).

1.6.1 Sommes commutatives

Dans ce cas, il y a deux approches différentes.
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Sommes de Da Prato et Grisvard

Da Prato et Grisvard [6] ont étudié 1’équation (1.6.1]) sous les hypotheéses suivantes

(3 Ca,C >0, 04,0 € [0,7] tels que
i) p(A) D XA ={2€C":|argz| <m—0a},

Ve € Sai (A - 20 oy, < CT;"’).

(DG.1) i) p(B) DX¥p={2€C*: |argz| < m — OB},

Vz € Sg; ||(B — zI)leﬁ(X) < CTT@.

iii) 04 + 0p < 7.

iv) D(A)+ D (B) = X,
VYAep(A),Vuep(B):

[(A=N""B-p '] =0

\

(DG.2) {

Ces auteurs ont montré, pour f € Da (0,q9)+Ds (0,q),0 € ]0,1[ et g € [1, +00] que 'équation
(1.6.1)) admet une solution stricte et unique u donnée explicitement par I'intégrale de Dunford

—1
U= —
2um

T

(A= (z+N) )" (B+2I)"" fdz

oll 7, est une courbe simple orientée de oo e~ & oo € avec 0, € |0, ™ — O4[, demeurant
dans X5 _» NX_g, et la solution a la régularité suivante

Au,Bu€ Da(0,9)  (resp. Dp(0,q)).

Sommes de Dore et Venni

Dore et Venni ont utilisé la théorie des opérateurs linéaires qui admettent des puissances
imaginaires bornées pour étudier I’équation (1.6.1)). Ils ont supposé que

(DV.0) X est un espace de Banach de type UMD,

i)p(A) D]—00,0] et IMp >0 (A +tI)7']| < 1M—At,w >0
(DV.1) y
ii)p (B) D ]—00,0] et IMp > 0: ||(B+t) || < 1—+t,Vt >0
Viep(A), pnep(B),
(DV.2){ (A) (

M —A)" (I —B) ' =(ul —B) " (M —A)".
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(Vs eR: A" ¢ L(x) et
JKa > 1, 04 >0, Vs € R: ||A"| < Kaefalsl

(DV.3) ¢ ii)Vs e R:B¥ € L (x) et
JKg > 1, 0 >0, Vs € R: |B*| < Kge’sl,

iii) Oa + 0 < .

\

Alors, la somme A + B est fermée, inversible et son inverse est défini par

41 [A~B!

21 sinmz
¥

(A +B) dz,

ol v est une courbe verticale contenue dans la bande {z € C:0 < Rez < 1} et orientée
de coe™"™/2 vers ooe'™/?2,

Ce résultat a été généralisé par Priiss et Sohr [19], dans le cas ou 'un des deux opérateurs
(seulement) est inversible.

Comme application de cette théorie, on cite ’exemple de Dore et Venni [7] pages 196-197. Ils
ont étudiés, dans le cadre LP(0,T, E) avec 1 < p < 00, le probléme de Cauchy

w(t) +Au(t) = f(t), 0<t<T
{ u(0) = 0, (1.6.2)
lorsque
E est un espace UM D, (1.6.3)
A est un opérateur linéaire fermé vérifie
1 M
p(A)D]—00,0] et IM > 0: [[(A+1t)"| <1—+t,w>o (1.6.4)
et ’
AK > 1, 0>0, Vs € R:||A"|| < Kell. (1.6.5)

Le résultat est donné par le théoréme suivant

Théoréme 1.6.1 Sous les hypothéses (1.6.5), (1.0.4), (1.6.5) et pour f € LP(0,T,E), 1<
p < 00, le probléme admet une unique solution stricte

¢

t— u(t) = /e(s_t)Af(s)ds € LP(0,T,F),
0

t

de plus t — Au(t) = A [eCDAf(s)ds € LP(0, T, E).
0

1.6.2 Sommes non commutatives

Ici, 'hypothése de commutativité n’est plus vérifiée elle est remplacée par une nouvelle hy-
pothése sur le commutateur.
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Meéthode de Labbas et Terreni

L’idée fondamentale de cette méthode est de construire la solution de I’équation (1.6.1]) sous
forme u = (1+T) ™" Syf ou

_ 1 -1 -1
S\f = e (A—z—=X)"" (B+2) " fdz,
Y

et T est un opérateur linéaire assez petit et nul dans le cas commutatif.

Méthode de Monniaux et Priiss

Monniaux et Priiss, ont montré que le Théoréme de Dore et Venni reste valable dans le cas ot
les résolvantes de A et B ne commutent pas, mais vérifient une condition sur le commutateur
du type de Labbas-Terreni.

1.7 La transformée de Fourier :
Transformée de Fourier dans r:

Définition 1.7.1 Soit f € L' (R). On définit la transformée de Fourier de f, la fonction
notée F(f) de R — C; par

F(f)(t)=F(t)= /f (z) exp (—2imxt) dz.

Exemple. On considére la fonction porte définie par

1 sifz| <3

H(w)_{O si |z| > 1,
: : 1 ) , sin (7t)
il est clair que IT € L' (R), sa transformée de Fourier est F (II) (t) = T

7r
Remarques.
1 t i t
* La fonction t s o () n’est pas L' (R) car o (;T ) n’est pas intégrable.
T

* Les intégrales précédentes ont un sens si et seulement si f € L' (R), puisque
|e72™| =1, |cos (2mxt)| < 1 et [sin (27mat)| < 1.

2

Exemple. La transformée de = e 1ol est F )= ———.
ple. La transformee de f () = ¢ T 0=

La transformée de Fourier inverse



1.7 La transformée de Fourier :

17

Définition 1.7.2 Soit F' € L' (R). On définit la transformée de Fourier inverse de la fonc-

tion F' par
+oo

FYF@):=f(z)= /F(t) exp (2imat) dt.

Comportement de la fonction F = FFf.
Théoréme 1.7.1 (Riemann-Lebesgue) Soit f € L' (R)

i) Ff est une fonction continue et bornée sur R.

ii) Ff est un opérateur linéaire et continue de L' (R) dans L™ (R) et

1F]l o < IIf11y
tel que F' = Ff.
iii) ‘1|im |F'(t)] = 0.
t|—o0

Les propriétés de la transformée de Fourier
La linéarité. Soient f,g € L' alors

F(af +Bg) = aF (f) + BF (9) Va, 3 € C.

Transformée de Fourier de la dérivée. Soit f € L'. Si f € L' alors

FIEY () = 2ima (1) (@),
(i)

En effet,

+a

d d .
F <d—J;) t) = |ah£noo/£ (z) e 2™ dy

“+oo
= 2inmt / e 2Tt f (1) dz + lim [e= 2t f ()] T

= 2imtF (f) (x).

Ici on a utilisé le résultat suivant,

(1.7.1)

Proposition 1.7.1 On suppose que S n’est pas borné et soit f € LP(QQ). Si f' € LP(§2) alors

lim f(x)=0.

r—F00

Pour la preuve voir H. Brezis, page 130.

La dérivée de la transformée de Fourier. Soit f € L!. Alors F' (f (z)) (t) = —2inF (zf () (¢).
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La transformée de Fourier d’une translation. Soient f € L', a € R. Alors
F(f(x—a))(t) =™ F (f () ().

Changement de variables Soit w > 0, alors F (f (wx)) () = if(f (x)) (—> .

Transformées de Fourier dans 1

En traitement du signal L*(R) est I'espace des signaux temps continu d’énergie finie. La trans-
formée de Fourier n’a été vue pour I'instant que pour des fonctions intégrables et L?(R) n’est
pas inclus dans L'(R). Le but de cette section est d’étendre la définition de la transformée
de Fourier dans L*(R).

Proposition 1.7.2 Soient f,g € L'(R), F = Ff et G=Fg; et on a

+o00 +o0o
/f@@@ﬁ:/ﬁ@m@mm (1.7.2)
Preuve. Puisque '™ f(t)g(x) € L'(R?) alors
+00 400 400 +oo+00
/f (t) G (t)dt = /f (1) /e‘mﬂmg (x)dzx | dt = / /e‘Qi”txf () g () dxdt
donc fG est donc dans L'(R?). D’apres le théoréme de Fubini, il résulte que
+oo +oo +o0 +oo
/f ()G (t)dt = /g () /e_%”mf (t)dt | dx = /F (z) g (x) dx.
Définition 1.7.3 Si f € L?, alors F = F f est définie par F (f) (t) = F (t) = lim f f(z) e 2y,

T—o00 Zr

On remarque que 'intégrale est prise en valeur principal & 'infinie. Alors F € L2. De plus,
on a

i) Formule de Plancherel f f(zx)g(z)de = f F ()G (t)dt

ii) Formule de Parseval f |f (2))? de = f |F (¢)|? dt.

La transformation de Fourier définie sur L!(R) et celle obtenue par prolongement sur L*(R)
coincident sur L'(R) N L?(R).



Chapitre 2

Probléme elliptique avec des
conditions aux limites de type Robin
dans le cadre Lp

2.1 Position du probléme et hypothéses

On considére ’équation différentielle abstraite du second ordre de type elliptique avec la
condition aux limites suivante

{ u’ (z) + Au (z) = f () z € (0,00)
uw (0) — Hu (0) = dp.

Posé dans 'espace de Banach X. Ou

— dy est un élément de X.

— A et H sont des opérateurs linéaires fermés dans X

— [ est une fonction de LP (0, 00; X) avec (1 < p < 00).
On va étudier ce probléme sous les hypothéses suivantes :

(H.1) X est un espace UM D.

(H.2) A est un opérateur linéaire fermé tel que

0 A): AMA=AD)!
[0, +00[ C p(A) ASZ%PH ( )7 oy < o0

(H.3) H est un opérateur linéaire fermé tel que

0, +00[ C p(H): s(tilg ¢ (H - g])‘1||L(X) < +o00

(H.4) Les opérateurs A et H commutent au sens des résolvantes c’est-a-dire pour tout A €
p(A)et (€ p(H)ona
[(A=AD)H(H=¢)™] =0

(H.5) Pour tout s € R, (—A)" € L(X) et il existe 04 € |0, 7[ tel que

< 400
L(X)

)6(—6A|5|) (_A)is

sup
s>0

19
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(H.6) Pour tout s € R, (H)"” € L(X) et il existe 65 € |0, 7| tel que

e(—0ulsh (Fy* < +00

s
>0 L(X)

s>0

et

0
?A—FQHE]O,TF[.

Conséquences des hypothéses :

1. L’hypothése (H.2) implique que lopérateur @) := —/—A est générateur infinitésimal

d’un semi-groupe analytique (e'?) 0"

2. D’autre part, I'hypothese (H.5) implique que
30 >1, 64€]0,7]:Vs R H (\/_,4>”H < Ol

ce qui signifie que v/—A est Bip(64/2; X) (voir Haase [I5], Proposition 3.2.1, pages
62-63).

3. L’hypothese (H.1) entraine la réflexivité de X, cependant 'opérateur A est sectoriel
(L’hypothese (H.2) est vérifie), donc, le domaine D(A) est dense dans X (pour plus
de détail voir Haase [15] Proposition 2.1.1 pages 18-19). De méme pour le domaine de
I'opérateur H.

4. On suppose que les hypothéses (H.1)~(H.6) ont lieu et par une application directe du
théoréme de Dore-Venni on a H — () ou Q = —v/— A est un opérateur fermé, borné et
inversible c’est & dire il existe une constante C' > 0 telle que

H<H+\/—_A>_l <c

L(X)

En effet. D’apreés I'approche de Dore et Venni on a

1/2+ic0 1/2\ % 1
<\/—_A+H>1:2ii ] (") +n

1/2—ico

dz

sin (7z)

posant z = 1/2+if3, 5 € R, en utilisant les opérations des puissances complexes sur les
opérateurs linéaires, on obtient

(_A)z‘ﬂ/2 (_14_)1/4 c (_A)—z/Q
{ (7)==

d’apres (H.2) et (H.5) (—A)Zﬂ/2 (—A)1/4 € L (X),par conséquent (—A)Zﬂ/2 (—A)l/4 = (—A)_Z/2 en
utilisant le fait que
(—A)1/4 _ s (5) ofos_l/4 (s — A) " ds
T o
sin (7/4) oorl//4

7 o l4T
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on a
. 4 oo
Jar = =R [ - a7 as
T
0
- o —1/4
< C'sin (7T/4)/S s
T 1+s
0
< C
finalement
H(_A>—z/2 S H(_A)lﬁ/2 H(_A)1/4 S C€|B|9A/2.
De (H.6), on déduit que
| T o04/2+0:)5]
H(HJr\/—A> SC/%dﬂgC
ux)y er

(on a utilise le fait que pour z = 1/2 + i3, 8 € R, |sin (72)| = cos (73) = cosh (7 |5]|) > eﬂ;m )

Remarque. on peut étudier, notre probléme dans un cas plus général, en remplacant les
hypotheses (H.3), (H.4) et (H.6) par 'unique hypothéseH — @ est fermé et inversible.

5. De ?7 ils existent vy > 0, rg > 0 et C' > 0 tel que

Souae Cp(—H) et sup ||N(H + AXI)~ < ~400.

il
L(X
XESuyy o (X)

Ou
Svgro =12 € C* t|arg (2)| < vg} U B (0,79) .

6. Sous (H.2) ~ (H.6),0on a pour tout £ € D (H) et x > 0,
He"0¢ = *@HE.

En effet pour € € D(H) et x > 0 (le cas z = 0 est évident). On sait que

-1
Ve>0 ¢9=_— /eM (Q — M) " a.
20
Y
alors
—1
He ¢ = — [ MH(Q — N)7"&dA
20T
Y
—1 At -1
= — — M) HE&AM
o [ @ an e
S

= e"CHE¢.
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7. On sait que (D (A) ’X>1/2,1 C D(Q), mais pour 0; < 0y et p;,p2 € [1,400], on a
(D (4),X)

01,1

8. lopérateur
(Q—H) ™ (Q+H) e L(X).
Puisque
Q-H) ' (Q+H) =I1+2(Q-H) " H
et selon la proposition [1.1.5] on trouve le résultat.

9. D’apres 'hypothése (H.4) on a un rapport entre D (A) et D (H) et sous les hypothéses
(H.1) ~ (H.6) on peut utiliser pour tout ¢ € X le fait que

(Q-H)'¢eDH)ND(Q),

on a besoin de ce résultat pour la construction d’une solution u satisfait v (0) € D (H).

2.2 Reésolution du probléme

On résout ce probléme

u' () + Au(t) = f(t)  t€(0,00)
{ ' (0) = Hu (0) = do (2.2.1)

par la méthode de la variation de la constante en supposant que A et H sont des scalaires
vérifiant certains conditions.

Remarque. Selon le corollaire suivant la solution du probléme ({2.2.1]) est nulle au voisinage
de 'infini.

Corollaire 2.2.1 On suppose que I un intervalle n’est pas borné et soit u € WP (I) avec
1 <p< oo alors ona

lmlg} u(x)=0.
|x|—o00

Preuve. Voir Brezis [3].
L’équation caractéristique associée a 1’équation homogene

u' (t)+ Au(t) =0

est
M4+ A=0,

donc la solution homogeéne est donnée sous la forme

u(z) = Cre V=A% 4 CheV =47,
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Pour utiliser la méthode de variation des constantes, on cherche une solution sous la forme

w(x) = Cy(z)e V4 4 Cy (z) eV ™.

W (z) = O (x) e VA7 — Oy (2) V=Ae VA 1 O (2) eV 4 Oy (2) V—AeV A"

On pose

O} () V—Ae V™4 4 Cf (z) V—Ae¥V = = 0

En remplacant dans notre équation, on obtient le systéme d’équation suivant

{ Ci(x)e VAt Gy (m)e =0
—V=AC (@) eV 4 V=AC (2) e/~ = f ()

En résoud ce systéme par la méthode de CRAMER, on trouve

Ci(z) = _2\/1—_A/f (s)eV~Ads + ky k1 = cste
0
et .
1
Cy(x) = 2\/1/]‘" (s) e V""ds + ky ko = cste
0
D’ou
u(r) = _2\/1—_A/f (s)eVMds+ky | e VA7 4 N;__A/f (s)e V" Ads + ky | eV 4
0 0

T T

— 1 1
= ke VAT 4 fpeV AT — —/f (s) e~ V—A@=s)gg 4 /f () e~ V—A(s—7) g
2v—A 2v/—A
0 0

On veut trouver une fonction u € L? et v’ € LP, donc on a selon le corollaire
lim u(z) =0.

r—+400

Pour avoir une telle solution, on suppose que
1 17
kz = —5 (\/ —A) /f (S) e_msds.
0

Alors la solution du probléme

{ u' (t) + Au(t) = f (1)

u(o00) =
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est
u(x) = kie V= 4 ke _A‘”—%<\/—_A>_ 7f() V=A@ g 4 (\/—_A>_17f() V=AG=2) g
= ke VAT % <\/—_A) - 7f (s) e V=4ds | eV—A" ; (\/—_A>_1 7f (s) e~ VA=) s

1 -1
— ke fo_§< /_A> /f(s)em(s %) ds /f V=A(s—x) 4
1
- /f s - 5 (v=A /f VA= s 4 eV,

Revenant a notre probléme dans le cas d’une équation abstraite (A opérateur), la solution
s’écrit sous la forme suivante

1 1)
u(x) = /f VA=) g 5 (\/—_A) /f (s) e VA=) gg 4 fp e VAT,
Montrons maintenant que cette solution vérifie bien la condition u(o0) = 0. En effet

1 | —a(z—s 1 b —a(s—z —azx
Ju @)l < §M/e < )Hf(s)Hds+§M/6 = 1f (5)) ds + M [l

[N

IA

—M/ @Y f ()] ds + 5 M/ S f () ds + M k] e

[e.9]

1
4 [ (5) ds

T
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En utilisant 1'inégalité de Holder

u ()] < % /Hf(s)des

e}

1 "
st [ fereas || fir@irs |+ v )

T

Sl

O\M\&

1
8

1 1
q T
o= gs |+ / If ()| ds / e—oalz=) g
%

(NI

donc

1
M o\ e )
— _ 2.2.2
u(@)l < 2/ )| ds ( - ) (22
0

1
= 1
P 1 P

o | furers (I‘—q) v 5 (o ) /||f P s

1 % , "/ e—aq(w) : .
i [ [1reras) (So5) 4 aree
0

lorsque = tend vers l'infini le second membre de (2.2.2)) tend vers zéro. Ainsi la solution est

u(z)=— /f VAl gs - — (V-A /f e VAEIds 4 eV,

Pour trouver k; on utilise la condition ' (0) — Hu (0) = dy, on a
Hu(O)———H /e_ ~As) s)ds + HFk.
0

La dérivée de u est

st = () e () [ (Vs
) T () [ ()

Q=
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done )
o (0) = — (VA %/e__AS ds.
Alors 0
o (0) ~ Hu(0) = — (H+V=A) kl—%je( VAs) f(s)ds+%H (\/—_A>_17e(_ms) £(s)ds
.
ot .
(V=AY b= 5 (1= V=A) (V2A) T e )y
Donc

1 -1 1 -1
k= - <H + \/—A> (H - \/—A> <\/—A> / e VA [ () d — (H + \/—A>
2
0
par conséquent la solution du probléme considéré est

ulz) = —% <\/—_A) - 76—ﬂ<x_s>f (s) ds — % (m)_l 76—M(s_z)f (s) ds

1
2
0

pour presque tout x > 0.
Afin de démontrer que la solution obtenue est stricte, on a besoin des lemmes suivants

2.3 Lemmes techniques

Lemme 2.3.1 Sous les hypothéses (H.1), (H.2) et (H.5) on a pour f € L? (0, 00; X)
(1) x— Lo(z, f) = Qfe(‘”SQf (s)ds € L?(0,00; X).
(2) *— Ly Qfesx)Qf s)ds € L? (0,00; X).

) = Lo (x, f) = QfeSJ“”"Qf s)ds € LP(0,00; X).

(12 (1= V=) (v2A) [ v an- (V=) e

Vg
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Preuve.
» La premiére assertion est une conséquence du théoréme de Dore-Venni [7] et le résultat de
Dore [8]. Puisque ) génére un semi-groupe analytique alors

xT

u(z) = / = () ds,

0

est 'unique solution du probléme de Cauchy

{ w(x) — Qu(z) = f(z), 0<z <1
u(0) =

Selon le théoréme de Dore-Venni
r— Qu(z) = Q/e(x_S)Qf (s)ds € LP(0,1; X).
0

11 reste a vérifie que Qu € L? (0, 00; X) i.e.,
p

Q [ e °f (s)ds|| dx
/

o— = oT—38

[1Que@r iz
0

Q[e(x_s)Qf (s)ds|| dx +[ Q[e(x_s)Qf (s)ds|| dr < oo

D’autre part, on a

[ Q [ @R f (s)ds|| da

o0

< ot / Q716<“>Qf<s>ds pd:c+ / Q7e<“>Qf<s>ds dx
0 b

o] p

1 1

On écrit l'intégrale
z—1
T /Qe(xS)Qf (s)ds
0

sous forme produit de convolution de deux fonctions, une fonction L' (R) et Pautre est L? (R),
donc selon I'inégalité de Young le produit de convolution est L? (R) . Il résulte donc

e ) r—1 p

/ Q/e(“_s)Qf(s) ds|| dx < oo.

1 0
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Il reste & montrer que

1 z p 0o x p
/ Q/e(x_S)Qf (s)ds|| dx +/ Q/e(t_S)Qf (s)ds|| dx < oc.
0 0 1 a—1
On pose pour tout k € N*
fe = X[k:,k+1[f>

ot X, x+1; est la fonction caractéristique définie sur I'intervalle [k, k + 1[. Donc

1 T p %) T p
{ Q{e(xs)Qf (s)ds|| dx +[ Qlle(ts)Qf (s)ds|| dx
L) = g . p
- [ Q / e@=I9 f (s)ds|| dx + Z / / @=9)Q ¢ | (s)ds +Q [ @9 f (s)ds|| dx
i+l

IA

Z / Q7 (=991, (5) ds da;—l—z / / =)Qf. \ (s)ds| dx

Pour la premiére intégrale on pose 7 = x — j et n = s — j et pour la deuxiéme on considére
ce changement 7 =z — j et n = j — s on trouve que

0 T p

Ly e »
[ Q [ @R f (s)ds|| dx+ [ Q / @R f (s)ds|| du

r—1
p

1 T p 1 1-7
Z/ Q/e“‘")@fj (n+7)dn|| dr+ Z/ Q/e”*")ij—l (j—n)dn| dr|;
7=0" 0 J=1" 0

La premiére série est converge, d’aprés la régularité dans [0, 1], donc il existe C; tel que

p

1 T
Z/ Q/e(Tn)ij (n+7)ds|| dr < 012 ||fJHLP7
7=0" 0

et la deuxiéme série est bornee par

p

1 1-71
Qe M9 fiy (j —m)||dn | dr.
R\ 1

Il existe C5 € RT tel que pour tout ¢, s € [0, 1]

Qe 2| < Cy (t+5)7",
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on a (t+ s)f1 défini un opérateur borne sur L? ([0, 1], R), puisque 'espace X est UMD, car
pour tout f € L? (0, 1; X) la fonction F' définit par

P = [
vérifie
Fel?(0,1;X).
En effet .
F(f)t= /::_(Sids = /gfids = /—g <T7__ t)ds,
0 R R

) f(r—t 1

rpr=tm [ T asov, (D) o) =m0,
e<|‘r|<%

tel que V), est la valeur principale de Cauchy et H est la transformée de Hilbert, d’ou on a

p

o 1 1—7 0o
S| et =) dn | dr <&l
7=1% 0 j=1

1 x p [e'e) 00 p
/ Q/e(z_s)Qf (s)ds|| dz+ / Q / @=L f (s)ds|| dx < oco.
0 0 1l 21

» Concernant la deuxiéme assertion, ’idée de la preuve est inspirée de Dore. On écrit pour
presque z € (0, 00)

x+1 0
x— Lo (x, f) = Q/e(‘g_w)Qf (s)ds + Q/e(s_“”)Qf (s)ds = Ii(z) + Iz (z) .
x z+1
Soit f € LP (0, 00; X), pour la deuxiéme intégrale on a
[e') o' 00 P
JIa@lrds < [lo [d2s s d
0 0 z+1
[ee] p
1
< ur [ | [ 2o I @las )|
z+1
o] p

< MF e~ =D £ (5)||ds | da.

r+1

/
/
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On pose
[ llds = (o 0) @),
x+1
ou 0 " .
S1¢& > —
¢(§):{ efa si€<—1,
et

S f W siw>0
wW){o si w < 0.
Il est facile de voir que 1 € L? (R) et ¢ € LP (R). Alors que 'inégalité de Young implique
que @ x 1) € LP (R), c’est a dire

o0 p

{ Q/e(SI)Qf (s)ds|| dr < oco.

z+1

I1 reste & montrer que I; € LP (0,00, X) . Pour cela on considére pour tout j € N, la fonction
Ji = Xijj+1pfs 00 Xpj ;417 est la fonction caractéristique sur 'intervalle [7,7 + 1[. Donc on peut
écrire

z+1 j+1 z+1
Li(z) = Q/e(sx)Qf (s)ds = Q/e(sx)ij (s)ds +Q / TR (5)ds
T T Jj+1
et par conséquent
oo oo JHL| g1 z+1 P
[im@ra = 3 [lo [0 wasto [ 6| a
0 J=0 j x J+1
oo JHL| it p
< 2”_12/ Q/e(s_x)ij (s)ds|| dx
i=0",
J T
oo JH1 z+1 p
+2p_12/ Q/e(s_m)ijH (s)ds|| dx.
=050
Posons
JHL|| J+1 p
Jj = / Q / e, (s)ds| d,
7 T
et
J+1 z+1 p

@:/‘Q/#”VMMQ@ dx.

J Jj+1
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En posant n =14 j — s il vient

L i+ P

J; = / Q/e(s_x)ij(s)ds dx
J T
JHL|| 14j-=z p
= [lo [ e ot an| ds
j 0

et puis on pose 7 = 1+ j — x on obtient que

0 T p
5= = lefe s ent v v ar
1 0

1 T p

= / Q/e”’”ij (—=n+j+1)dy| dr
0 0
= [[Lo(7, fi (1 +j— '))Hi?(O,l,;X) ;

par conséquent il existe C; > 0 tel que

Ji < Of Hf (1 +J - ')Hip(o,l,;X) < Cf Hf”z/;p(j,jﬂ,;x) . (2-3-1)

Pour k; on utilise le changement de variable suivant

T=14+j—x o=s5—7—1,
on obtient
J+1 z+1 p
ki = / Q / eCMQf ) (s)ds|| da
J j+1
j+1 z—j p
— Q/e(aﬂﬂ_”)ijH (1+j+o0)do|| dz
0

p

1—7
Q / oL (14 j+o)do|| dr
0

p

1 1—71
/ / 1Qe™ 9 (14 + o) do | dr
0 0

1 1—7 p

< Mp/ / L vra4j+o)de | ar

T+0
0 0

IN
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D’autre part, puisque ’espace X est UMD, le noyau définit un opérateur borné sur

T+ 0o
LP (0,1;R), par conséquent il existe Cy tel que

By < CoMP | f (L4 5+ ooy < CoMP 1B srans (2.3.2)

De (2.3.1)) et (2.3.2), on déduit que

z+1 p

[ Q [ 9f (5)ds| da

xT

< 02" IZ Hf”LP (J,3+15X) + G277 1MPZ Hf”LP (J+1,5+2,:X)

7=0
et comme
Z||f||LpJJ+1 ;X)) ||f||LP 0,00,;X)
et
Z Hf”LP (j+1,j+2,;X) ||f||LP(Ooo ;X)
alors

z+1 p

/ Q/e(s—mf(s) ds| dr < 2" max (CF, CaMP) | f11]5(0.00.x) -
0

T

» Pour la troisiéme fonction en effet

Low (2, f) = Q9 (s)ds+Q [ 99 (s)ds
/ /

= Q/e(z_s)Q [ f (s)] ds + e2mQ.Q/e(s_w)Qf (s)ds

0
= LO (iL‘, 62.Qf ()) + 62ScQLoo (1’, f) :
Lemme 2.3.2 On suppose (H.2) et soit p € |1, 00|, alors

Ae®p € LP (0,00, X)  si et seulement si p € (D (A),X).

5pP’

Preuve. Puisque ) génére un semi-groupe analytique alors

(D(A).X)y,=(D(@).X), = £ Q| % < oo

2P
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Montrons que ¢ € (D (Q?), ) 1 p Si est seulement si Q%P € LP(0,00; X).
Soit ¢ € (D(Q?),X). ,ona

2p°P’

/ @2 de =

Réciproquement, si Q%e Q¢ € LP (O o0; X), alors

/Ht Dol - |

2.4 Solution Stricte

22" % < 16l g

3PP

thQet%H 7\\@2&%}}” dt < oc.
0

On donne ici, une condition nécessaire et suffisante sur la donnée d, assurant ’existence de

la solution stricte du probléme c’est & dire

u € W?P(0,00; X) N LP (0, 00; D (A))
avec u (0) € D(H) et u vérifie :
Théoréme 2.4.1

Sous les hypotheses (H.1) ~ (H.6) et pour f € LP(0,00; X),avec 1 < p < oo. Alors le
probléme (2.2.1)) admet une solution stricte si

do € (D(A), X) 1

%7}3 :

Preuve. Soient
dy € (D(A),X)L

2p
On écrit la solution u et Au en fonction de Ly, Lo, et Lo qui sont définie dans le lemme

(2.3.1]), on trouve
1 1
u(r) = 562_1/662(9”_5)]“ (s)ds + 5@—1/662(5—:(;)]@ (s)ds
0 x

’p :

S (H Q@ /Q““ (s)ds — (H — Q)™ % d,

= LQ () + 5@ L (0, ) — 5 (H — Q)7 (H + Q) Q Lo (. ) — (H — Q)™ %y

2
ol Q = —/—A.

Au(r) = —Q%ula)
1

- _§L0 (l’,f) - 1 ( f) ( Q) (H+Q) LO,oo (1‘7.]0) - (H - Q)_l QQQdeO

on applique les lemmes (|2.3.2|) et (|2.3.1|).
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2.5 Cas particuliers

On fait I’étude de notre probléme pour des choix différents de 'opérateur H.

2.5.1 Lecas H=0

Le probleme devient :

{u”(m)+Au(w):f(w) zel=(0,00)
u' (0) = dp.

Dans ce cas les hypothéses sont réduites aux
X est un espace UMD.

A est un opérateur linéaire fermé tel que

{ [0, +oo[ C p(4)
sup||)\ (A=)~

A>0

||L < +00.

Pour tout s € R,(—A)"” € L(X) et il existe 04 € 0, 7| tel que

exp (<0 ]s]) (—4)"

sup < +00.

s>0 L(X)

La solution du probléme s’écrit
1 -1
u(x) = ~5 (\/—A) /em(zs)f(s )ds — = / “VEAG) £ (5) ds
0

+% (\/—_A> - 76_‘/1(5”)]0 (5)ds — (\/—_A> - eV,
0

pour tout x € (0,00).

2.5.2 Lecas H=al,a>0

On considére le probléme abstrait suivant

{u”(x)—i—Au() f(x) zel=(0,00)
v (0) — au (0) = dp. a>0

avec o > 0, les hypotheéses sont réduites aux

X est un espace UMD.

34
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A est un opérateur linéaire fermé tel que

{ [0, +00[ C p(4)

AA=AD)! .
iglg [ A( ) ||L(X) < F00

Pour tout s € R, (—A)" € L (X) et il existe 04 € |0, 7[ tel que

-0 —A)* < +o00.
sup HeXp( als]) (=A) ) S T
La solution dans ce cas s’écrit
1 y —/—A(z—s) 1 -t b —/—A(s—z)
u(x) = —5 <\/ —A) /e f(s)ds — 5 v —A) /e f(s)ds
0 T
-1 -1 Y
—i—% (OJ +V —A) <0J —V —A) (\/ —A) /em(sﬂ)f (s)ds

[e=]

~(ar+ m)‘l e~V g,

Remarquons que I'opérateur (od + v/ —A) est inversible car o € p (—\/ —A) .

2.5.3 Lecas H=+yv—-A

On obtient le probléme suivant

{ u' (x) + Au(z) = f (x) zel=(000)

u' (0) — vV—Au (0) = dp.

On voit que Popérateur H = v/— A vérifier bien les hypotheses (H.3), (H.4) et (H.6).
La solution s’écrit sous la forme

u(x) = —% (\/—_A) o 7@—\/3(:17—5*)]0 (s)ds — % (\/—_A) - 7e—x/j(s—r)f (s) ds
; ®



Chapitre 3

Exemples d’application

3.1 Exemple 1

Soit £ = L? (R), on définit les opérateurs A et H par
D(A) = H2(R) = {u € E: o/, u" € E}
Au =",
D(H)=H'(R)={uc E:u ¢ E}
Hu="bu', b>D0.

Notre probléme abstrait est équivalent au

0%u 0%u

@(%y)ﬂLa—ygu(%y):f@,y) (r,y) e Rp xR L)
ou ou o
%(an)—ba—yu((),y):do (), yeR.

Les opérateurs A et H sont linéaires, fermés et & domaines denses dans L* (R) .
Lemme 3.1.1 A vérifie I’hypothése (H.2).

Preuve. L’ensemble résolvant de A
Soit v € E, A > 0. On cherche une unique solution v € D (A) telle que :

M —A)u=u—u" =,

Alors
AF (u) — F (") =F (v)

ou F est la transformation de Fourier, donc pour tout w := 27t € R, on a
(AF () (w) = (iw)* (F (W) () = (A +w*) (F (u)) ()
= (F()(w),

d’ou
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et puisque F est isomorphisme dans L? (R) ( Voir la formule Parseval) donc

lalZagmy = I ()| 2agey / (F 2y — /%dw

et donc VA > 0 ) ]
2 2 2
[ullz2 @) < 3z |7 W72y < 2 V][ 72 ) -
Pour v/ on a

(F ) () = L)

A+ w?
d’ou
sy = 17 0 = [ 16700 @) o= [EER
/w2|<f<v>><w>| )
=TI

w2 1
et comme — alors
t EETEHR

2 1 2 L2
102y < i\ IF @)l 72@) < b\ [0ll72)
De méme pour u”

F iy ) = FONE @) (F) ) & (FO) @)

A+ w? A+ w? A+ w?

[ oy = IF () ey = / (F (") @) o / W F @) @F
]>\+w2|

< HF(U)”LQ(R) = “UHL2(R)

c’est a dire v/ et u” sont dans L? (R). D’oul u est bien dans D (A) et

1 eliaw (3[' (’U zz(w t),U
u(w):§ )\+w2 // T dtd:v,
R

et donc pour A > 0, on a la majoration suivante

K
”(/\] A)” UHL2 X“UHLQ(R)

Lemme 3.1.2 H vérifie [’hypothése (H.3).
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Preuve. L’ensemble résolvant de (—H)
Soit v € F, ¢ > 0. On cherche une unique solution u € D (A) telle que (s/ + H)u = v ou
bien

su+bu' =wv.

En utilisant la transformée de Fourier pour tout w € R on trouve

¢ (F(w) (W) +ibw (F (u)) (W) = (s + ibw) (F (u)) (W) = (F (v)) (w)

alors
(F () ()
(F ) ) = A
et
2 o 2 o 2 N |(~7:(U))<W)|2 w
ey = I ) ey = / (F () ()P s = / sl
Donc

1 1
2 2 2
lellzo@y < 5 17 (2@ = 5 10z

De la méme facon on a pour u’

F ) )~ FENE) i (F @) (@)

(c+ibw) (¢4 ibw)
Or
"2 N2 [iw (F (v)) (w)]”
u 2 fr— u 9 fr dw
ey = I () e / T

K 2 K 2
< =) IF () 2wy < = [P

c’est a dire v est dans L? (R). D’ou u est bien dans D (H) et

u(w) = i/ei"”‘” 7 (v) // - dtdx.
2 ¢+ zbw 27T ¢+ zbw

R

Pour¢ >0onace€p(—H) et

e (F (v)) (x er(w=t)y
(T4 1)) ) = 5 [N g, L [ [ 20 g,

T ¢+ tbw S + tbw
R R R

et de plus on la majoration suivante :

K

[+ H) 0] oy < < IVl

Lemme 3.1.3 Les opérateurs A et H sont commutent au sens des résolvantes.
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Preuve. On a pour tout A € p(A) et ¢ € p(—H)

1=y @) = o [ IR,

1 e (F () (@)
B ﬁé(Aw?)( +wa)dx

1 Zl‘
= dtd
27r///\—|—w2 +2bw) v
R R

_ 1 / T (F (W) ()

2 (¢ +ibw)
R

et par suite
(M —A) (I +H)] =0.

Lemme 3.1.4 les Opérateurs A et H vérifient les hypothéses (H.5) et (H.6) c’est a dire

1LIK,>0,V0,€ (07),VseER: H(—A)“ < K yefals,

2.3 Ky >0,V 0y € (0:3), ¥ s € R ||(H)"|| < Kypetnsl.

Preuve. Pour la démonstration on applique le lemme 3 page 218 due & Fuhramn [12] pour
m=0etm=1

Lemme. Soit E un espace de Banach UM D. On considére les deux opérateurs différentiels
définis dans 'espace X = L? (R, E) par

(Byu) (t) = (=)™ u®™ (t), D(By) = W?™P(R,E), m=1,2,...

et
(Bou) (t) = ou® V) (t), D (By) = W™ P (R E), m=0,1,2,... et 0 = £1.
Alors

By € BIP (¢) Ve € [0, 7]
et - .
B26B1P<§+6> Ve € [0,5],

plus précisément, il existe C' = C (p, m, F) telle que
| By < CQ+|r]) Vvre{R/0}

1By |y < CQA+ITe™™? vre {R/0}

ey

Pour I'espace d’interpolation on a selon Grisvard [13]

(D(A),E), = (H*(R),L*(R)),,, = H"7(R)

1/2pp
Donc on peut appliquer le résultat obtenu dans le deuxiéme chapitre a cet Exemple, c’est a
dire

Proposition 3.1.1 Soit f € L? (R, L? (R)) avec 1 < p < co. Alors Le probléme admet
une unique solution stricte u si dy € H* 7 (R).

1/2p,p
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3.2 Exemple 2

Soit £ = L?(0,1), on considére I'opérateur auto-adjoint 7' définir par

{ D(T)={ue H (0,1) : u(0) =u (1)}
Tu=iu',ue D(T)

On définit les opérateurs A et H & I'aide de T' comme suit
A=-T*—al H = —iT
avec a > 0; donc

{ i(A):”{UEI-F(O,l):u(O):u(l),u’(O):u’(l)}
et
[ D= D= e B 0. 10 =)

Les opérateurs A et H sont linéaires, fermés et vérifier les hypotheéses (H.2) ~ (H.6).
Ensemble résolvant de A : (Voir [4] ) Soit v € E, A > 0. La résolvante de opérateur A

(A= M)u=w,

vérifie le probléme suivant

La solution de I’équation homogeéne donnée sous la forme

u(r) = CreV AT 4 Che VATOT,

Pour ’équation non homogene, on utilise la méthode de variation des constantes, et les
conditions aux limites, on trouve que la solution est donnée sous la forme

1

msh\/A +a(r—s)v(s)ds

U (3]) _ Clex/)\-i-ax + C«ze—\/)\—i-aa: +/
0

avec

1
— 1 VAta(l—s
C) = Vara(ie Tra){e +a(l=9)y (s5) ds

1
_ 1 —vVAta(l—s
Ca = ~ gy [ VT () ds
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et donc
! e\/M(l-i-a:—s) ! e—\/W(l-‘rx—s)
u(x) = / v (s)ds / v(s)ds
A 2VA +a (1 — eV ta) 2VA +a (1 — e Vte)
+/sh\/)\+ a(r — S)v (s) ds
VA+a
(1 - >\+a> oVATa(lta—s) _ (1 _ em) e—VAFa(l+2-s)
pu— d
[ AT (1= ) (1= vy v(s)ds
+/sh\/)\ +a(r— S)v () ds
A VA+a
1 T
B /sh\/)\—i—a(l—l—x—s) —sh\/)\—l—a(:c—s)v(s)d8+/sh\/>\+a(x—s)v<8)d8
g 2vVA+a(l—chvA+a) g VA+a
B 73h\/)\+a(m—s)+sh\//\+a(1 —r+s) o (s) ds
B A 2V A+ a (1 —chvA+a)
1
+/sh\/)\—|—a(s—x) +8h\/)\+a(1+:c—s)v(s)d8
2VA+a(l—chv/A+a)
On a
1 2
chVA—1=2 (shi\/X)
et . .
shV/A (& — 5) + shVA (1 — z + 5) = 2chV/\ (5 —SL’+S> shé\/x
finalement

7) :/K\/m(a:,s)v(s)ds

avec

(chVA+a(s—x+3) i 0<s<ux
e (Prt)
K xpa (,8) = — chyA+a(z—s+3) siz <s<1
e (V)



3.2 Exemple 2

De plus on a

sup/|K\/m (z,s)|ds

IA

2\ + ash ( ““) @
C

<
— A+ta

Y

C

et selon le Lemme de Schur on trouve que H (A=)~

IN

Lemme 3.2.1 L’opérateur H vérifie l’hypothése (H.3).
Preuve. Soit v € E,¢ > 0. Cherchons u (unique) dans D (H) tel que
(I+H)u=cu+u =v

ce qui donne

1—e
0
d’ou
1 1 T
u(z) = : </e (1=s+e) ()ds—l—/ @)y (5) ds
J— e_

0 0
T 1

1 —<

— 1_€_§/e <@y (s) ds + 1i€_§/€ S@=s)y (5) ds
0 T
T 1

g chv/A+a(s—z+13) 1 chv/A+a(z—s+13)
SUP/ ds+sup/
e 2v/ X+ ash ( M)

HL(L2(O D) = Nta

ds
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3.2 Exemple 2

alors, pour ¢ > 0, la solution est donnée par

ou ( .
z ,—S(z—s—3
fe <2U<8)d8 0<s<zx
K . 0 2sh (5)
s (ZL’, S) o 1 e—g(x—s-f—g)
| (s)ds x<s<1
. 2sh (%)
Donc
1
| K (@, s)| ds
0
x 1 1 1
e-sla=s-1) o-s(a-st1)
S / o (o ds +/ o (o ds
A 2sh (5) : 2sh (5)
<
shs < 1
Blohis = s
, -1 1
par conséquent ||(¢I + H) ||L(L2(071)) < -

Lemme 3.2.2 Les opérateurs A et H sont linéaires fermés vérifiant

H)IK>0,V0,€(0;m),VseR:

H(_A)is

< Kefalsl

i) 3 Kp >0,V 0 € (052), ¥ s e R || (1) < Kgetul,

Preuve. Pour la preuve on applique le théoréme 4 page 221 de Fuhrman [12].
Remarque. Les opérateurs A et H commutent au sens de résolvantes, et

(D (A) 7E>1/2p7p - (H2 (0’ 1> ’L2 (0’ 1))1/2197:0

= {oew? 22 0.1), v(©O) = v (1), v (0) = (1)}
v'(l)}.

1

= {vem > (0,1), v(0) =v(1), V() =
Ainsi le probléme

02 02

Fp2t (@ y) + a2 (@,y) —au(z,y) = f(z,y) @€ (0,00)

@ ou

= (W**(0,1),L%(0,1))

1/2p,p
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3.2 Exemple 2

admet une unique solution stricte si on suppose que f € L? (0, 00; L? (0,1)) et que

dy € (D (A),E), 5, = H 7 (0,1),

1/2p,p

avec les conditions périodiques.
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Résumé

L’objectif de ce travail est ’étude de la régularité maximale de la solution stricte d’une
équation différentielle abstraite du second ordre de type elliptique avec une condition au
limite & coefficient opérateur posée dans un domaine non borné. Les techniques utilisées
reposent sur la théorie du semi-groupe et principalement sur les travaux de Dore et Venni [7]
et Dore [g].

Mots clés : équation differentielle opérationnelle du secod ordre de type elliptique, cadre com-
mutatif, conditions aux limites, régularité maximale, semi-groupe analytique, espace d’inter-
polation.
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