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RESUME

On s’intéresse dans ce mémoire a démontrer ’existence du majorant minimal de deux

opérateurs auto-adjoint et particuliérement au cas de deux opérateurs positifs.
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INTRODUCTION

La théorie des opérateurs positifs intervient énormément dans différents types de pro-
blémes concrets en Théorie des Equations aux Dérivées Partielles, nous citerons en particulier

les travaux de :

- (R.G. Douglas [8]) qui a montré I’existence d’une étroite relation entre les notions
de majoration, factorisation et 'inclusion des images.

- (R. Bellman, R Kalaba [6]) qui ont donnés le lien entre les opérateurs positifs ; la
programation dynamique et la théorie du controle.

La notion d’opérateurs positifs est définie par une relation d’ordre partiel sur I’ensemble
des opérateurs bornés, ce qui nous raméne a 1’étude du concept du majorant.

- (G. Cassier, M. Ould Ali [7]) qui consiste a caractériser I’ensemble des majorants
minimaux de deux opérateurs positifs.

Dans ce travail, on s’interresse a la recherche de l'existence du majorant minimal et du
minorant maximal de deux opérateurs auto-adjoints. Pour cela, on commence a répondre a la
problématique pour des opérateurs A et B positifs, puis on étend le resultat aux opérateurs
auto-adjoints.

Notre manuscrit se compose de trois chapitres :

-Le premier est constitué d’un rappel de quelques notions et compléments mathématiques
en relation avec ce travail. On citera en particulier, les éléments de la théorie des espaces de
Hilbert qui correspond a ce cadre, notamment, les notions de produit scalaire et de norme.

-Dans le deuxiéme chapitre, on donne quelques notions sur les opérateurs linéaires.
-Dans le dernier chapitre, on donne ’essentiel de notre travail qui consiste & démontrer

I’existence du majorant minimal de deux opérateurs auto-adjoints.




Chapitre 1

Rappel

1.1 Espace de Hilbert, produit scalaire, norme

Définition 1.1.1 [5/ Un espace préhilbertien est la donnée d’un espace vectoriel E sur le
corps k (des nombres complexes C ou réels R) et d’une application de E x E dans k notée

(.,.), appelée produit scalaire, vérifiant les propriétés suivantes :

(x,y) = (y,x) Ve,y€ E  (le produit est Hermitien ) (1.1.1)
(x+y,2)=(z,y)+ (y,2)Vx,y,2 € & (1.1.2)

(ax,y) =a-(r,y)Vr,y € E et YaeC (1.1.3)

(x,z) >0 VzekFE (1.1.4)
(r,x)=02=0Vr e F (1.1.5)

Remarque 1.1.1 1. Une application qui vérifie les conditions et|l.1.3] est appelée forme

sesquilinéaire.

2. Une application qui vérifie les conditions|1.1.1],[1.1.2] et[1.1.3] est appelée forme hermitienne,

si de plus elle vérifie est on dit que c’est une forme hermitienne positive.

Définition 1.1.2 On appelle norme sur E toute application N de E dans R telle que :
1)Vx € E, N(z) >0 (Positivité)
2)Ve e B, N(z)=0<=x=0 (Séparation)
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3)V(z,\) € ExC, N(\x)=|\N(z) (Homogénéité)
HV(z,y) e ExXE, N(x+y) <N (z)+ N (y) (Inégalité triangulaire)

Remarque 1.1.2 On note N(x) = ||z||.

Définition 1.1.3 On appelle espace vectoriel normé, tout couple (E, ||.||) ow ||.|| est la norme
sur B .
Définition 1.1.4 Soient E un C espace vectoriel muni de la norme ||| et (Uy),,cy une suite

de vecteurs dans E.

On dit que (Uy), oy est une suite de Cauchy si et seulement si :

Ve>0;INeN:Vo,m>N  |[Uy—Unllp <e

Si toute suite de Cauchy (Uy),cn C E converge dans E, alors E est un espace de Banach.

Définition 1.1.5 Soit (E, N) un espace vectoriel normé.
Un sous ensemble F' de E est dit fermé si et seulement si son complémentaire est ouvert, ou
bien, de fagon équivalente, si et seulement si toute valeur d’adhérence de F' est contenu dans

F.

Exemple 1.1.1 Tout sous-ensemble fini {a;,

a,} d’un espace vectoriel normé est un fermé.
Définition 1.1.6 Un espace de Hilbert H est un espace préhilbertien complet.

Définition 1.1.7 Une partie G de H est dite dense dans H si

V2e H, Ve>0, JyeG; |y—z||<e
ou de maniére équivalente si tout z de H est limite d’une suite d’éléments y, de G :

[Yn = 2 = 0

Définition 1.1.8 Une partie ' de H est dite totale si [’ensemble des combinaisons linéaires

finies des éléments de F est dense dans H.
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Définition 1.1.9 Une famille {e;, i € I} d’éléments de H est dite orthonormée si :

1 sii=j,
0 sii#].

Définition 1.1.10 Une base hilbertienne de H est une famille orthonormée totale dans H.

ViEI, VjEI,<€Z',€j> :(51'7]‘ Z:{

Définition 1.1.11 soit H; C Hy un sous espace préhilbertien.on dit que Hy la completion

de Hy si pour x € Hy/ il existe {x,} C Hy qui converge vers x c’est a dire Hy dense dans Hs.

Lemme 1.1.1 Soient H un espace de Hilbert et (x,)nen, (Yn)nen deux suites de vecteurs
telles que :

Tp — Tg et Yy, — Yo. Alors :
n—-+4o0o

n—-+o00
1. lim (2, ) = <lim 2, lim yn> = (20, %0 (1.1.6)
2. lim [, = H lim z,| = ||zoll (1.1.7)
n—00 n—00 H

Preuve. 1.D’apres 'inégalité de Cauchy-Shwartz on a :

(@0 = 20,9 = y0)| < llzn = Zolly 90 = g0l — O car xn —— o, yn — o

n—-+o0o n—-+o00o

donc

lim (x, — 2o, Yn — Yo) =0

n—oo
d’ou

lim <xn — X0, Yn — y0> =0« lim [<In - l’o> ) <yn - yo>] =0

n—o0 n—oo

< lim (2, yn) = (To,Y0) = <lim T, lim yn>

2.0n a:

|2allz = (@0, 20)

Alors d’aprés[1.1.6] si on remplace y,, par x,, on obtient :

lim (2, z,) = <lim T, lim xn> = (0, z0) = ||zol%
n—o0 n—0o0 n—aoo



Chapitre 2

Concepts généraux de la théorie des
opérateurs

2.1 Opérateurs linéaires bornés

Définition 2.1.1 Soient X et Y deux espaces vectoriels normés, on appelle un opérateur T
toute relation définie sur un sous ensemble D(T') de X qui envoie chaque élément x € D(T)
a un élément y € Y définie par :

Vee X/ y=Tx

Notation : On considére les notations suivantes :

¢)D(T) : domaine de T

o) Im(7) ={x € D(T): Tx =y} image de T

o) ker(T) = {z € D(T) : Tx = Oy} noyau de T

o) ~1(S)={z € D(T)/Tx € S} l'image réciproque de S ou bien pré-image de S ot S CY

Définition 2.1.2 Soient X etY deux espaces vectoriels normés, un opérateur T’ de X dans
Y est dit linéaire si et seulement si :Vr,y € X : T(x+y) =T(z)+T(y) et VYVaeC:
T(ar) = oT(z)

L’ensemble des opérateurs linéaires de X dansY est noté L(X,Y).
Définition 2.1.3 T est dit continu en xo € D(T)si et seulement si

Ve >0, s >0, Vo : ||z —29]| < s = [Tz — Tagl| < ¢
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Lemme 2.1.1 T est dit continu en xo € D(T') si et seulement si la pré-image de tout ouvert

de Y est un ouvert de X

Remarque 2.1.1 0 est dit ouvert de X si et seulement s’il est voisinage de tous ses points

c’est a dire :

Ve e X, 3B(x,e) C 0

Définition 2.1.4 Un opérateur linéaire T est dit borné si et seulement si

IM > 0: |Tally < M|z]|, VoeX

Définition 2.1.5 L’ensemble des opérateurs bornées de X dans Y est noté B(X,Y)
ou B(X) si X =Y.

Théoréme 2.1.1 L’ensemble B (X,Y) muni de la relation

[Ty
17 = su
PO ex ]
SUp,cg, |Tx|| avec S1 = {x € X |||z| = 1} est un espace vectoriel normé.

2.1.1 Types de convergences

Soient X et Y deux espaces de Hilbert et (A, ),en une suite d’opérateurs dans B (X,Y), on

définit les trois types de convergence suivants :

1)Convergence en norme

On dit que (A,,)en converge en norme vers 'opérateur A si et seulement si :

[An = Allpxyy — 0 etonécrit A,=A
n—+00
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2)Convergence forte

On dit que (A,,)nen converge fortement vers opérateur A si et seulement si :

A, (z) — A(z)|ly, — 0,Vz € X etonéerit A, s A

n—-—+00
3)Convergence faible

On dit que (A,,)nen converge faiblement vers I'opérateur A si et seulement si :

(An(z),y) — (A(x),y) ,Vze X ,VyeY. etonéerit A,wA

2.2 Opérateur non borné

Définition 2.2.1 Un opérateur linéaire T'non borné dans un espace de Hilbert H définie sur

un sous-espace vectoriel propre D(T) C H a valeurs dans H.

2.3 Opérateur fermé

Définition 2.3.1 Le graphe d’un opérateur A : D(A) — H est un sous-espace vectoriel dans
H x H défini par
G(A)=[u,fle Hx H:u€e D(A), f=Au

L’opérateur A est dit fermé si G(A) est fermé dans l’espace H x H.

Définition 2.3.2 [1] Soient A: E — G et A: F — G avec E C F. On dit que A est

une extension de A si et seulement si
Az = Az Nz € E
Définition 2.3.3 On dit que A est la fermeture de A si est seulement si :

Ar = Az si Vo e D(A)
et
lim, o Az, = Azg si 20 ¢ E
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2.4 Opérateur Adjoint

Définition 2.4.1 [7/ Soient H un espace de Hilbert et A € L (H). Il existe un unique opé-

rateur continu de H dans H, noté A* appelé adjoint de A, tel que :
(Az,y) = (x,A"y) Vo,ye H (la relation d’adjonction)

En outre, on a :

(A7) = A
et
[A*]] = [|A]l = [[A"Al]?

2.4.1 Propriétés de ’adjoint

Soient A et B deux éléments de £(H) alors on a :

(a) Pour a et 3 dans C on a : (ed + B)" = aA* + BB*

(b) L’adjoint de AB est B*A*: (AB)" = B*A*

(c) Si A est inversible, A* 'est aussi et on a : (A*)"" = (A71)"

Théoréme 2.4.1 Soit H un espace de Hilbert alors l’application

U . B(H) — B(H)
A s W(A)= A

A** — A
est une isométrie anti-linéaire et de plus { || A*A| = ||A|
(AB)" = B*A*
Preuve. Soit
v . B(H)— B(H)

A — T(A)=A"

Soient x,y € H
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(A+AB)z,y) = (Az+ ABz.,y)

Ax,y) + X (Bx,y)

{
(
= (z,A%y) + A (z, B™y)
(z, A%y) + (z,A\B*y)
(z,(A* + AB*)y)
D’ou
(A+AB)'y=(A*+AB")y VyeH

Donc

(A+ AB)* = (A* + AB*)

U (A+AB) =V (A)+ AV (B)

2.5 Opérateur auto-adjoint

Définition 2.5.1 [?] Un opérateur A € L(H) est dit auto-adjoint s’il est égal & son adjoint,

c’est-a-dire si, V x ety dans H alors
(Az,y) = (z, Ay)

Exemple 2.5.1 Soit H un espace de Hilbert et I est l'opérateur identité
st x,y € H alors

(Iz,y) = (x,y) par conséquent I = I*, d’ou I est opérateur auto-adjoint.

2.6 Opérateur positif

Définition 2.6.1 [3/ Soit A un opérateur linéaire auto-adjoint défini sur un espace de Hilbert
dans lui méme, on dit que A est un opérateur positif et que l'on note A > 0, si pour tout
re€H,ona:

(Az,z) >0 pour tout © € H
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Remarque 2.6.1 Pour tout opérateur A € L(H), les opérateurs AA* et A*A sont auto-

adjoints positifs car, pour tout x dans H alors :
(A* Az, z) = (Azx, Az) = ||Az|* >0

Théoréme 2.6.1 [5] (Inégalité de Cauchy-Schwartz)
Soit A un opérateur linéaire positif défini sur un espace de Hilbert H dans lui méme alors,

pour tout @, € H, on a la relation suivante :

[(Ap, ¥)° < (Ap, ) (A, 1)).

Preuve. En effet, pour tout p,9 € H et pour A € C, on a :

(Al = M), 0 = Mp) > 0

De plus ,il vient

(Al = M), 0 — M) = (Ap, o) — A (Ap, ) — A (AL, ) + AN (A, )

D’ou, avec A auto-adjoint, on écrit :

(Al = M), 0 — ) = (Ap, ) — A (Ap, b)) — A (¥, Ap) + A\ (A, ¥)

Ou encore

(Al = M), 0 — M) = (Ap, ) — A {Ap,1h) — MAp, ¥) + AN (A, )

Prenons

(Ap, )
(A, 1)

\ =

on obtient :

2

(A, 9)°  [(Ap, ) (A, p) > 0

) ) |
o) = "0y T (Ade) T

(A, ¥)|
(Ay, ¢))
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Ou encore

[(Ap, )"

<A()07 ()0> - <A1/),¢>

v
o

D’ou le resultat voulu

[(Ap, 0) < (Ap, @) (A, )

g

Définition 2.6.2 Soit E un ensemble. Une relation sur E est un ordre si elle est réflexive,

antisymétrique et transitive.

Remarque 2.6.2 o Réflerive quand Vx € FE, vRx
o Symétrique quand Vz,y € E, xRy — yRx
o Antisymétrique quand Vx,y € E, xRy et yRx —= v =1y

e Transitive quand Vx,y,z € E, xRy et yRz —> xRz.

Définition 2.6.3 Un ordre (<) sur E est dit total si deux éléments sont toujours compa-
rables :

Ve,y e E, x <y ouy<x. Un ordre qui n’est pas total est dit partiel.

Proposition 2.6.1 Soient A et B deux opérateurs positifs sur H, on dit que B est un ma-

jorant de A si et seulement si :

(B—A)(x),zy >0VYx e H

On note A< B
Remarque 2.6.3 La relation (<) est une relation d’ordre partiel sur L(H).

Définition 2.6.4 Soient T et B deux opérateurs positifs tels que T' < B

B est dit majorant minimal de T si et seulement si :

VCeB(H) si 0<T<C:C<BalorsC=B
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2.6.1 Propriétés

Soient A, B et C' trois opérateurs positifs sur H. Alors on a les propriétés suivantes :
(1) A>0,B>0=A—-B<A

(2) B>0= B">0VneN*

B)VneN: C<Id=C"<Id

2.6.2 Racine carrée d’un opérateur positif

Proposition 2.6.2 Soit A un opérateur positif sur un espace de Hilbert H, alors il existe un

unique opérateur positif X noté /A tel que :

X2=A

2.7 Orthogonalité

Définition 2.7.1 Soit H un espace de Hilbert complexe, une projection orthogonale sur H

est un opérateur P telle que :

P?=PpP* =P

2.7.1 Propriétés d’orthogonalité

Soit A € L (H), pour que A soit injectif, il faut et il suffit que 'image de A* soit dense dans

H, ce qui se traduit par 1’égalités suivantes :

— (Im A)" = ker A* En effet :

Vee H x€ker A* <= Vye H: (A*(x),y) =0<=VYyec H:(z,A(y)) =0
—zec(ImA)"

— (ker A*)F =Tm A
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2.8 Théorie spectrale des opérateurs bornés
2.8.1 Opérateur inversible

Définition 2.8.1 Soit T' : X — Y un opérateur borné. On dit que T est inversible s’il

eviste S € B(X,Y) /TS=1, ST =1

2.8.2 Spectre

Définition 2.8.2 On appelle spectre de ['opérateur borné T, ’ensemble

o(T)={xeC / (T'—=X) non inversible} C C.

Exemple 2.8.1 Soit € C, trouver o(pul) (I = Ip)

On a: o(pl)={ € C / (uI —AI) non inversible}
={AeC / (p—A)] non inversible}
= {u}.

2.8.3 Ensemble résolvant

Définition 2.8.3 On appelle ensemble résolvant d’un opérateur T le complémentaire du

spectre de T dans C. c’est a dire :
p(T') = C\o(T)

Remarque 2.8.1 1) Il découle de la définition que p(T) est un ouvert de C.
2) Les éléments de p(T) sont appelés points réguliers.

3)p(T)={NeC / (T'=X) inversible}.
2.8.4 Reésolvante

Définition 2.8.4 On appelle résolvant de l'opérateur T' 'opérateur R\(T) defini par :

Ry\(T) = (T —X)"'  pour\ € p(T)
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2.9 Reésolution de ’identité

Pour décrire la décomposition spectrale d’un opérateur auto-adjoint, on introduit la notion
de résolution de l'identité.

Pour cela, on considére la tribu M des boréliens sur R.

Définition 2.9.1 On appelle résolution de l'identité une application E : M — L(H) véri-
fiant :

1) Vm € M, E(m) est une projection orthogonale qui vérifie en plus E(0) =0 et E(R) = I,
2)¥Ym,m' € M E(mnm') = E(m)E(m’)

3) Simnm' =0 alors E(mUJm’) = E(m) + E(m/)

4) Pour tout x ety € H Uapplication E,, : M — C définie par E, ,(m) = (E(m)(z),y) est

une mesure complexe régquliére.

Théoréme 2.9.1 [1] Soit T un opérateur auto-adjoint sur H s’il existe une résolution de
lidentité E uniquement déterminée par T est vérifiant :
+oo
V(z,y) € D(T) x H,(T(x),y) = / ME;, (M)
—00

En outre, E est supportée par o(T') le spectre de T', au sens ot E (o (T')) = 1.

Théoréme 2.9.2 Pour tout opérateur auto-adjoint T" sur un espace de Hilbert H,de domaine

D (T) dense dans H, il existe une famille spectrale (E) ), gpsur H, telle que pour toute fonction
fe M), on ait :

)= [ rae,
de domaine

D(F (4)) = { e 11/ [ [ OVPa(1Bl) < +oo}



Chapitre 3

Existence de minimum et de
maximum de deux opérateurs
auto-adjoints

Introduction :
Dans ce chapitre, nous discuterons I’existence du majorant minimal de deux opérateurs
positifs dans le sens qu’il existe un opérateur 7" > A, T > B tel qu’il soit minimal.
Comme application a ce résultat, nous donnerons un résultat concernant les opérateurs
auto-adjoints. Au fait pour une paire des opérateur auto-adjoints (A, B) qui commutent, on

démontre 'existence des opérateurs auto-adjoints 1, A;, B tels que :

A=T+ A
B:T+Bl

ouT, A, By commutent avec A et vérifient : A; By = B, A1 =0

Théoréme 3.0.3 Soient A, B deux opérateurs bornés sur un espace de Hilbert H tels que

A>B>0, A>0

et soit Hy le complété de H pour le produit scalaire (v,z) , = (x, Az). Alors on a :
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a)-fl_IB est borné et auto-adjoint sur H 4,ou fl, B sont les fermetures de A et B respecti-
vement (sur Hpy).

b)-Si B est définie positive, alors :
A'B:B>0=A"1'B>0

Preuve. a)-Pour simplifier On suppose A < I, sinon on peut remplacer A par ||A[| " A et
B par ||[A|' B.
D’abord on note que A, B sont des opérateurs bornés dans H, et A est auto-adjoint. En

effet pour z € H on a :

<f~193,:1:>H = (Az, Az) < (Ax,z)
A
et

(Av,2)y, > 0

A

et
(Bx,Bx) = (Bx,ABz) < (Bzx, Bx) < (Bzx,x) < (Az,z) = (2, 2) 4

A
Alors ces inégalités sont vraies pour tout = € H 4.

Il est évident que A est positif sur H4 (car on a si A est la fermeture de A alors (A)* = A*
de plus A est auto adjoint sur H4(c’est a dire A* = A) donc A est positif).

Si Az = 0 pour un certain € H, il en résulte que Im A est A — dense dans H, et
donc ker A = {0}

On montre que D(A™!) C H : supposons y € AH 4, soit y = Az pour un certain = € H .
Comme H est A — dense dans H,, il existe une suite {z,} C H telle que ||z, — z||, — 0

lorsque n — oo .Soit y,, = Ax,, € H. Alors,

yn = Ymllz, = I[Azn — Azpllyy, = Az, — 20)[I7;,
= (A(zn — zm) (70 — xm>>H
2

< HA“HA (Hxn_meHA)

< €

A
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pour tout € > 0 et pour n, m suffissamment grands. Ainsi {y,} est une suite de Cauchy dans

H et comme H est complet, dy € H : y, — y lorsque n — oo d’ou :

v = yll3, = (U — v, Ay — )Y < A lyn — 9l

d’ou y, A, y .Or vy, = Az, A A= y, ainsi y € H. Ceci montre que D(A™') C H.

Soit la forme bilinéaire ¢ (x,y) définie dans H4 par la formule suivante :

B (Bz,y) s1 x,y € H
q(@,y) = { lim (Bz,,y,) st x, y € Hy

A A
et pour x, — x, Yy, — Yy comme

1B (20, Yn) = B (@, Ym)| = [(BTn; yn) + (BT, Yn) — (BT, Yn) — B (T, Ym)|
[(B(xn = @m), Yn) + (BT, (Yn — Ym))|

(B3 (2 = ), BAya) + (B3, B (g — )

IN

IN

Et d’apres I'inégalité de Cauchy Schwartz on a :

B (@0,9) = B (@, )| < | B — )| | Bow

] - B
avec

Jotes o] -

IN
P P
=
=
3
|
8
g
=
8
3
|
8
g
~_—
|
(@)
=
Q
=
Sy,
AN
=

De la méme maniére on a :

1
I e

On conclut lexistence de la lim(Bz,,y,). Ainsi ¢(z,y) est correctement définie pour tout

x,y € Hy. D’autre part, pour z,y € H on obtient :

la(z, y)| = |(Bz, y)|
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et d’aprés théoréme on a:

lq(z,y)] < V/(Bz,z)(By,y)
< V(Az,z)(Ay,y)

V(@ 2) (s y) = ol g, - 1ylla,

Alors q(x,y) est borné pour tout z,y € Ha

(2, y)] = lim (B, )|
< |lim(Az,, y,)|
< |lim(Azy, ) (AYn, Yn)|
< im(2n, 2a) (Yn, Yo
< lim [(@n, Tn) (Yns Yn)|
< lim||@allg, - Ynallg,

nll gz, - Nl

1l résulte qu’il existe un opérateur auto adjoint 7' borné tel que :

<Tx,y>HA =q(z,y) = <x,7y>HA

pour tout y € Hy et T z = ' [I]
Prouvons que Az’ = Bz pour tout z € H. En effet soit {z,} C H une suite tel que z, 4,

o', alors Az, — Az’ (est A-borné) et alors pour y € H on a :

(Ba,y) = (T ay) = (@' y)y, = lim (v0,y), = lim (Az,,y)

A n—00

Cela montre que Az, — Bz faiblement dans H alors Az, “A By faiblement

dans H, .En effet pour y € H .
(Azn,y) y, = (Azn, Ay) — (Bz, Ay) = (Bz,y)y,

. .o w,A “ A ~
mais H est dense dans Hy, ainsi Ax,, — Bz , en méme temps on a Az, — Ax’ fortement.

Ainsi, Bx = Az’ Maintenant pour un z € H arbitaire, il existe 2/ tel que Bz = Az’. Alors
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2’ = A"'Bx et ce qui signifie que I'opérateur T = A~'B est défini dans H. 11 est facile de

voir que A~!'B est borné dans Hy :

<121le:6,$> = (Bz,z) < (Az,x) et < [1le$,$> >0 pourz € H

Hy Hy

Alors A1 B peut étre définie pour tout z € H 4 et sa fermeture sera un opérateur auto-adjoint
sur Hy.

b) Si B > 0 = ker B = {0} alors Im B est dense dans H , or H est dense dans H 4, .

donc A~*(Im B) est dense dans H 4, d’ou ker {fl_lB} = {0} et donc A™'B > 0 car :
Ona: A" (ImB) = Ha,p, si A~'Bx = 0 pour un certain z

= ker A7'B # 0

= A"Y(Im B) # Hu,p (contradiction)

D'oit A7'B > 0. O

Théoréme 3.0.4 Soient A, B deux opérateurs positifs, bornés sur l’espace de Hilbert H tel
que

A >0, B >0, alors il existe un opérateur F' > 0 tel que A > F et B> F.

Preuve. Pour simplifier, on suppose : A + B < [.

Soit H 4, g le complété de H pour le produit scalaire

(.9 pg,,, = (@ (A+B)y)

et d’aprés|3.0.5, on a :
(A+ B)"'A et (A + B)"'B sont bornés et auto-adjoints sur Huyp, ot A et B sont les
fermutures de A et B respectivement dans H 4. g.

D’autre part on a :
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Et ainsi (A + B)~'A commute avec (A + B)~'B. Considérons

G = (A+B)*4A

Et de méme

On prend Vopérateur F = A(A + B)~'B dans H.

D’abord on note que F' peut- étre considéré comme un opérateur sur H. En effet, montrons
que Vx € Hyyp, Ax € H, comme H est (A+ B) —dense dans H 4 p alors il existe une suite
{z,} C H tel que

|t, —z|| — 0 quand n — oo
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Soit y = Ax, € H alors

lyn = ymll” = A0 — 2)lI* = (Awn — 230), Al — 2m))
< Azp — T, Ay, — 1)) (car A<I)
< Axpy —xm, (A+ B) (x, —x)) (car A A4+ B<I)
< Axp — Ty, Ty — xm>HA+B
= n = 2l ,
< €

Pour n et m suffisamment grand, alors {y,} est une suite de cauchy dans H qui est complet
donc dy € H,y,, — v.

Ainsi F' un opérateur bien défini sur H. De plus, Vo € H, on a :

(Fr,x) = <(%~1(A—I—B 713) x,x>

D’autre part :

IA
£}
B
&
b

+

o]

IA
=
8

Donc F' est borné et F' > 0. Montrons que F' > 0. On suppose qu’il existe = tel que Fx =0
= Gr =0

ker(A+ B)™'A # {0} ou
ker(A+ B)™'B # {0}
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ce qui contredit le théoréme [3.0.3]
Ainsi F > 0.
Il est clairque A— F >0et B—F >0 car :

(A~ F)z,z) = <<(A+B>_1A—G) :c,:c>HA+B >0

B-F =

Cela signifie que I'égalité
(B—F)z = 0= B(A+B)'Bx=0
= Bz =0 car (A + B) est injectif
= x=0.

Ceci termine la démonstration du théoréme [3.0.4] O

Théoréme 3.0.5 Soient A, B deux opérateurs bornés dans l’espace de Hilbert H,
A>0, B>0, A+ B > 0. Il existe alors un opérateur F' > 0 tel que A > F et B > F de

plus :
ker F = {ker A + ker B} N H (3.0.1)

ou

{ker A + ker B} = {x: & = 21 + 29, ol x; € ker A, 25 € ker B}

A et B sont les fermetures de A et B, respectivement dans H A+ pour le produit scalaire :

(T, Y) ar5 = (x, (A+ B)y)
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Preuve. Supposons A + B > 0, alors Iopérateur F' = A(A + B)~'B satisfait de nouveau
les inégalités A > F, B> F.
Pour montrer que [3.0.1] Soit = € ker F' = Fx = 0, alors :

On pose :
S=(A+B)'B et T=(A+DB)'A
alors : S et T sont des opérateurs positifs ( non négatifs ) sur 'espace de Hilbert H4,p pour

le produit scalaire

(T, Y) a5 = (2, (A+ B)y)

Ainsi,
S+T = (A+B)'B+(A+DB)'4
— (A+B)MA+B)
= I
Alors
Fr=0= [(A+B)—1B<A+B)—1A =0
car :
Fr=Gxr=0 = STe=0= S(I - S)x=0
d’ou :

(I —S)x € ker S
c’est & dire :
r—Sr=umx

avec r1 € ker S

De méme, on a :

Sz € Ker(I —S)
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et alors
Ty = Sz

avec

ry € ker(I —25)

Ty € kerT
Alors :

Ve/ z=x— S+ Sx =121+ 29

avec

rn=x—Sr et x3=8x w11 €EKkerS,zy € kerT

Montrons que

ker B =kerS et ker A = ker T

. N
pour x € ker B,on a alors, Sx = (A + B) Bx =0, donc x € ker S
N | .
On a (A + B) existe, alors (A + B) inversible
(=)
MX<A47B>=:ﬂH (3.0.2)

c’est a dire on a :
Montrons que :

En effet :

si x € ker B alors = € ker (

A+~)S
En utilisant(3.0.2|,0n aura : ( 1+ ]3’) Sx =0 avec Sx € ker (/Nl + B) <injectivz'té de (/NX + B))

d’ou Sz =0 alors z € ker S

(<) si

rckerS = xckerB=— Sz =0 et [ (A + B> inversible}
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Alors :
(fl + B) Sr=0
d’ou
veker (A+B)S et(A+B)s=B
d’ou

ker (A—I—B) S =ker B/z € ker B

d’ou le resultat.

Méme chose pour
ker A = ker T’ comme ker B=kerS et ker A =kerT

On conclut que :

siz €ker Flalorsxz €kerS et z €kerT

ou
21 Eker S et kerS =kerB et x5 €kerT et kerT =ker A
avec
T =X+ X2
alors

ker F C {ker A + ker B} N H

La relation inverse(D)

ker F O {ker A + ker By N H

est évidente puisque

z € {ker A+ker BYN H

alors (A+ B)"'A(A+ B)"'Bz = 0
donc Fz = A(A+ B)"'Bz =0
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d’ou z € ker I

Ceci termine la démonstration du théoréme [3.0.5]

Remarque : Le théoréme est vérifié si ker(A + B) # {0}.

Dans ce cas, nous avons besoin de définir A et B dans I'espace de Hilbert R(A+ B) @ker(A+

B), pour le produit scalaire
<ZL’, y>HA+B = <I, (A + B>y>

pour z,y € R(A+ B) et (@9, , = (Y
six € ker(A+ B), y € ker(A + B)
Ainsi, pour les deux opérateurs positifs A et B , nous pouvons trouver un certain opérateur

Ftelque A>Fet B> F et

F=AA+B)'B=B(A+B)'A

Maintenant nous essayons de trouver un opérateur maximal avec cette propriété. En d’autres

termes nous allons trouver un certain «minimum naturel» de deux opérateur.

g

Théoréme 3.0.6 Soient A, B deux opérateurs bornés dans un espace de Hilbert H, A >
0, B>0
Alors il existe un opérateur M > 0 tel que :
A> M, B> M et M est maximal dans le sens s’il existe un opérateur N tel que : A > N,
B> N et M > N, alors :

M =N

Preuve. Considérons A+ B = 1.
Soit f, g deux fonctions tels que f(A\) = Aet g(A) =1— A
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figure 1

D’aprés la figurel on voit que le minimum de deux fonctions f(A) = A et g(A) =1 — X est
la fonction
1—|1—2A A 51 A
m(\) = —| | =
2 1-A s\

soit I'opérateur M définie par :

I—|I—-2A
M_—JE—J_/MMM
A est un minimum de A et B, E) est la résolution de l'identité de A.
En effet, comme f(\) > m(X\) et g(A) > m(N).
OnaA>M, B>M
SiA>N,B>Net N> M alors :

A-M=A-N+N-M>N-M (3.0.3)

et
B-M=B-N+N-M>N-M

Cela montre que

Ker(N —M) D Ker(A— M)
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En effet si :

x € ker A— M alors A — Mz = 0 ce qui donne (A— M)z > 0 et d’aprés on a :
A—-M>N-M

donc (N — M)z > 0 alors (N — M)z = 0 implique que z € ker (N — M)

d’ou Ker(A— M) C Ker(N — M)

et méme chose pour :

Ker(N — M) D Ker(B— M)

Si on considére

Ker(A— M)+ Ker(B — M) D Ker(E|0, 1]) + Ker(E(l, 1))=H

2 2
ou
1
E[O’i] = E%—EO
et
1
E[ﬁ,l] = FE,—FE:

On conclut que

ou

N=M

Maintenant , On a A et B deux opérateurs positifs bornés arbitraires.
D’abord on a A 4+ B > 0. Au lieu de A et B on considére les opérateurs (A + B)~'A et
(A+ B)~'B. puis

(A+B)'"A+(A+B)'B=1

dans H . p, il existe M7 > 0 tel que M/ est maximale et

(A+B)"A>Mr et (A+B)"'B> M
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Alors (A + B)M1 est I’ opérateur positif maximal sur H de telle sorte que
(A+B)Mr< A et (A+B)Mr < B
En effet, pour tout x € H, on a

(A+ B)Mrz,x) = (Mrz,z),, 5
< <(A + B)_le,x>A+B
= (Azx,x)

et de fagon similaire

(A+ B)Mrz,x) < (M/x,x>A+B
< <(f1—|— B)’le,x>
= (Buz,x)

A+B

Supposons que A > N, B> N, et N > M, puis

<(/~1 + B) Az, x>A+B > <(f1 + B)"'Nuz, {L’>A+B > <(/~1 + B) "Mz, :U>A+B

De méme

<(f~1 + B)"'Bu, x>A+B > <(/Z1 + B)"'Nuz, x>A+B > <(f~1 + B)"'Maz, x>A+B

donc M est maximale qu’on a

(A+ By 'N=Mr=(A+B)'M

Cela veut dire que (A + B)(N — M) =0et M = N.
dans le cas ou ker(A + B) = {0}, On a besoin de prendre en compte la note (3| a la fin de
théoréme [3.0.5) O
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3.1 Existence du minorant et du majorant de deux opé-
rateurs auto-adjoints

Théoréme 3.1.1 Soient A et B deux opérateurs bornés auto-adjoints dans un espace de
Hilbert H, alors il existe un opérateur auto-adjoint T tel que : A—T >0, B—T >0

et T est le minorant maximal dans le sens s’il existe un opérateur S tel que : A — S >
0, B—S>0et

S >T alors :

T=S

Preuve. On note les opérateurs A + ¢l et B + cl vérifient les conditions du théoréme

B0, on
c= inf {(Az,z),(Bzx,x)}.

IX|I=1
En effet, d’aprés le théoréme [3.0.6] il existe S > 0 tel que A+cl > Set B+cl > S. Alors
lopérateur S — cl satisfait les conditions du théoréme Par conséquent le théoréme
[3.1.7] est prouvé.
Note : On peut passer du minorant maximal aux majorant minimal a partir de la relation
suivante :

Maz(A, B) = —Min(—A, —B)

On considéere A —T > 0 et B—T > 0 .ils sont orthogonal par certains produit scalaire tel
que :
(A+B) Y A-T)YA+B) ™Y (B-T)=0

ol fl, B , T sont les fermuture dans I’espace de Hilbert H 4, 5, avec le produit scalaire

<I7y>A+B = <(A + B)x7y>

(Sinon, nous pouvons trouver un opérateur T, >0et Ty #0, tel que A—T —T, > 0 et
B—T—T, >0, ce qui contredit la majoration de 7' ). Maintenant, en utilisant cette note

nous pouvons prouver le théoréme suivant [3.1.2] O
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Théoréme 3.1.2 Soient A et B deux opérateurs bornés auto-adjoints dans l’espace de
Hilbert H tel que A commute avec B. Alors, il existe un opérateur T' auto-adjoint tel que
A—T >0et B—T >0 avec T est le minorant. A et B peuvent étre représentés sous la
forme :

ot A1B1 = B1A1 =0 et A et B commutent avec T, Ay et Bj.

Preuve. Soit A >0, B > 0. (Sinon, on prend A+ cl et B+ ¢l au lieu de A et B). De plus,
soit A+ B > 0 : Si ker(A+ B) # {0}, on consideére I'espace R(A + B) -fermuture de I'image
de lopérateur (A + B) au lieu de H. Soit A—T >0et B—T >0 et T est le minorant en

termes de produit scalaire (z,y) 4, 5 = (A + B)x,y). Cela donne :

(A+ By (A-T)(A+B) " (B-T)=0 (3.1.2)

On Montre que T' commute avec A et B. Puisque A commute avec 'opérateur B, on a A et
B sont (A + B) auto-adjoints dans l'espace de Hilbert Ha,p. Soit EY est la résolution de

lidentité (A + B)~'A telle que :
1
(A+®1A:/mm-
“1

alors
-1

1
(A+®1T:/m@mme44+ml/mum&
1 1
ou
C1-1-2) ) A 51

A
e 2 1—X  si

A
A

N o —

<
>

Montrons que (A + B)'A est la fermeture de (A + B) A dans H4, p. Comme A commute
avec B, 'opérateur (A + B)™'A est densément défini sur H : (A+ B)™'A > A(A+ B)~! [10)],
ce qui signifie que pour Vo € D(A+ B)™!, Az € D(A+ B)~! et de méme, Bx € D(A+ B) ™.
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Cela donne

((A+ B) 'Az,z) = ((A+B) '(A+B—-DB)z,x)
= ((A+B)""(A+ B)z,z) — ((A+ B)"'Bz,z)
= (z,2) — ((A+ B)"'Buz,z)

< Az, x)

Pour Vz € D(A + B) 'et donc (A + B) "' A est un operateur born¢, positif dans H. alors

(A+ B) 'Az = (A+ B) 'Axz  pour tout v € D(A+ B)™!

Et pour

(A+B) A = AA+B)'=(A+B) "4
= (A+B) T Az
= (A+B)—-1TAzx

On conclue que A commute avec (A+ B)™1A = / AE; Ce qui signifie que A commute avec
EY et
(A+B)™'T = /m()\)dEj

[1]. PuisqueA et (A + B)~'T sont des opérateurs bornées et (A + B)-bornée, on a

(A+B) ATz = AA+B)'Ta=AA+DB) 'Ta
= (A+B) 'TAz = (A+ B) 'TAx.

Cela montre que ATx = T Azx. De méme, on peut montrer que BTz = T Bx, & partir de

I’équation suivante 3.1.2
(A+B)y Y A-T)YA+B) ' (B-T)=(A+B)*(A-T)(B-T)=0

et (A—T)(B—T)=0,
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ce qui signifie que la représentation est vraie,
ou Ale—T et BlzB—T O



CONCLUSION

Dans ce mémoire, on a démontré ’existense du majorant minimal et du minorant maximal

de deux opérateurs auto-adjoints par la méthode établie par A.Aslanov [4].

Nous remarquons que ce travail a été fait récemment d’une maniére différente par G. Cassier,

M. Ould Ali et qui fournit de plus une relation entre le majorant minimal 7" de deux

opérateurs positifs A et B et les images des opérateurs /T — A et /T — B tel que :

T est un majorant minimal <= Im+v7T — ANIm VT — B = {0} (3.1.3)
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