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Résumé

On s�intéresse dans ce mémoire à démontrer l�existence du majorant minimal de deux

opérateurs auto-adjoint et particulièrement au cas de deux opérateurs positifs.
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INTRODUCTION

La théorie des opérateurs positifs intervient énormément dans di¤érents types de pro-

blèmes concrets en Théorie des Equations aux Dérivées Partielles, nous citerons en particulier

les travaux de :

- (R.G. Douglas [8]) qui a montré l�existence d�une étroite relation entre les notions

de majoration, factorisation et l�inclusion des images.

- (R. Bellman, R Kalaba [6]) qui ont donnés le lien entre les opérateurs positifs ; la

programation dynamique et la thèorie du contrôle.

La notion d�opérateurs positifs est dé�nie par une relation d�ordre partiel sur l�ensemble

des opérateurs bornés, ce qui nous ramène à l�étude du concept du majorant.

- (G. Cassier, M. Ould Ali [7]) qui consiste à caractériser l�ensemble des majorants

minimaux de deux opérateurs positifs.

Dans ce travail, on s�interresse à la recherche de l�existence du majorant minimal et du

minorant maximal de deux opérateurs auto-adjoints. Pour celà, on commence à répondre à la

problématique pour des opérateurs A et B positifs, puis on étend le resultat aux opérateurs

auto-adjoints.

Notre manuscrit se compose de trois chapitres :

-Le premier est constitué d�un rappel de quelques notions et compléments mathématiques

en relation avec ce travail. On citera en particulier, les éléments de la théorie des espaces de

Hilbert qui correspond à ce cadre, notamment, les notions de produit scalaire et de norme.

-Dans le deuxième chapitre, on donne quelques notions sur les opérateurs linéaires.

-Dans le dernier chapitre, on donne l�essentiel de notre travail qui consiste à démontrer

l�existence du majorant minimal de deux opérateurs auto-adjoints.



Chapitre 1

Rappel

1.1 Espace de Hilbert, produit scalaire, norme

Dé�nition 1.1.1 [5] Un espace préhilbertien est la donnée d�un espace vectoriel E sur le

corps | (des nombres complexes C ou réels R) et d�une application de E � E dans | notée

h:; :i ; appelée produit scalaire, véri�ant les propriétés suivantes :

hx; yi = hy; xi 8x; y 2 E (le produit est Hermitien ) (1.1.1)

hx+ y; zi = hx; yi+ hy; zi 8x; y; z 2 E (1.1.2)

hax; yi = a � hx; yi 8x; y 2 E et 8� 2 C (1.1.3)

hx; xi � 0 8x 2 E (1.1.4)

hx; xi = 0, x = 0 8x 2 E (1.1.5)

Remarque 1.1.1 1. Une application qui véri�e les conditions 1:1:1 et 1:1:3 est appelée forme

sesquilinéaire.

2. Une application qui véri�e les conditions 1:1:1, 1:1:2 et 1:1:3 est appelée forme hermitienne,

si de plus elle véri�e 1:1:4 est on dit que c�est une forme hermitienne positive.

Dé�nition 1.1.2 On appelle norme sur E toute application N de E dans R telle que :

1) 8x 2 E; N (x) � 0 (Positivité)

2) 8x 2 E; N (x) = 0() x = 0 (Séparation)
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3) 8 (x; �) 2 E � C; N (�x) = j�jN(x) (Homogénéité)

4) 8(x; y) 2 E � E; N (x+ y) � N (x) +N (y) (Inégalité triangulaire)

Remarque 1.1.2 On note N(x) = kxkE.

Dé�nition 1.1.3 On appelle espace vectoriel normé, tout couple (E; k:k) où k:k est la norme

sur E .

Dé�nition 1.1.4 Soient E un C espace vectoriel muni de la norme k:k et (Un)n2N une suite

de vecteurs dans E.

On dit que (Un)n2N est une suite de Cauchy si et seulement si :

8" > 0;9N 2 N : 8n;m � N kUn � UmkE < "

Si toute suite de Cauchy (Un)n2N � E converge dans E, alors E est un espace de Banach.

Dé�nition 1.1.5 Soit (E;N) un espace vectoriel normé.

Un sous ensemble F de E est dit fermé si et seulement si son complémentaire est ouvert, ou

bien, de façon équivalente, si et seulement si toute valeur d�adhérence de F est contenu dans

F .

Exemple 1.1.1 Tout sous-ensemble �ni fa1;:::::;apg d�un espace vectoriel normé est un fermé.

Dé�nition 1.1.6 Un espace de Hilbert H est un espace préhilbertien complet.

Dé�nition 1.1.7 Une partie G de H est dite dense dans H si

8z 2 H; 8" > 0; 9y 2 G; ky � zk < "

ou de manière équivalente si tout z de H est limite d�une suite d�éléments yn de G :

kyn � zk ! 0

Dé�nition 1.1.8 Une partie F de H est dite totale si l�ensemble des combinaisons linéaires

�nies des éléments de F est dense dans H.
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Dé�nition 1.1.9 Une famille fei; i 2 Ig d�éléments de H est dite orthonormée si :

8i 2 I; 8j 2 I; hei; eji = �i;j :=

�
1 si i = j;
0 si i 6= j:

Dé�nition 1.1.10 Une base hilbertienne de H est une famille orthonormée totale dans H.

Dé�nition 1.1.11 soit H1 � H2 un sous espace préhilbertien.on dit que H2 la completion

de H1 si pour x 2 H2= il existe fxng � H1 qui converge vers x c�est à dire H1 dense dans H2.

Lemme 1.1.1 Soient H un espace de Hilbert et (xn)n2N; (yn)n2N deux suites de vecteurs

telles que :

xn �!
n!+1

x0 et yn �!
n!+1

y0. Alors :

1: lim
n!1

hxn; yni =
D
lim
n!1

xn; lim
n!1

yn

E
= hx0; y0i (1.1.6)

2: lim
n!1

kxnkH =
 lim
n!1

xn


H
= kx0k (1.1.7)

Preuve. 1:D�après l�inégalité de Cauchy-Shwartz on a :

jhxn � x0; yn � y0ij � kxn � x0kH kyn � y0kH �!
n!+1

0 car xn �!
n!+1

x0; yn �!
n!+1

y0

donc

lim
n!1

hxn � x0; yn � y0i = 0

d�ou

lim
n!1

hxn � x0; yn � y0i = 0, lim
n!1

[hxn � x0i ; hyn � y0i] = 0

, lim
n!1

hxn; yni = hx0; y0i =
D
lim
n!1

xn; lim
n!1

yn

E
2:On a :

kxnk2H = hxn; xni

Alors d�aprés 1.1.6 si on remplace yn par xn on obtient :

lim
n!1

hxn; xni =
D
lim
n!1

xn; lim
n!1

xn

E
= hx0; x0i = kx0k2H

�



Chapitre 2

Concepts généraux de la théorie des
opérateurs

2.1 Opérateurs linéaires bornés

Dé�nition 2.1.1 Soient X et Y deux espaces vectoriels normés, on appelle un opérateur T

toute relation dé�nie sur un sous ensemble D(T ) de X qui envoie chaque élément x 2 D(T )

à un élément y 2 Y dé�nie par :

8x 2 X= y = Tx

Notation : On considère les notations suivantes :

�)D(T ) : domaine de T

�) Im(T ) = fx 2 D(T ) : Tx = yg image de T

�) ker(T ) = fx 2 D(T ) : Tx = 0Y g noyau de T

�)T �1(S) = fx 2 D(T )=Tx 2 Sg l�image réciproque de S ou bien pré-image de S où S � Y

Dé�nition 2.1.2 Soient X et Y deux espaces vectoriels normés, un opérateur T de X dans

Y est dit linéaire si et seulement si : 8x; y 2 X : T (x + y) = T (x) + T (y) et 8� 2 C :

T (�x) = �T (x)

L�ensemble des opérateurs linéaires de X dans Y est noté L(X; Y ):

Dé�nition 2.1.3 T est dit continu en x0 2 D(T )si et seulement si

8" > 0; 9s > 0; 8x : kx� x0k � s) kTx� Tx0k � "
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Lemme 2.1.1 T est dit continu en x0 2 D(T ) si et seulement si la pré-image de tout ouvert

de Y est un ouvert de X

Remarque 2.1.1 � est dit ouvert de X si et seulement s�il est voisinage de tous ses points

c�est à dire :

8x 2 X; 9B(x; ") � �

Dé�nition 2.1.4 Un opérateur linéaire T est dit borné si et seulement si

9M > 0 : kTxkY �M kxkX 8x 2 X

Dé�nition 2.1.5 L�ensemble des opérateurs bornées de X dans Y est noté B(X; Y )

ou B (X) si X = Y:

Théorème 2.1.1 L�ensemble B (X; Y ) muni de la relation

kTkB(X;Y ) = sup
x2Xx6=0

kTxkY
kxk

supx2S1 kTxk avec S1 = fx 2 X j kxk = 1g est un espace vectoriel normé.

2.1.1 Types de convergences

Soient X et Y deux espaces de Hilbert et (An)n2N une suite d�opérateurs dans B (X; Y ), on

dé�nit les trois types de convergence suivants :

1)Convergence en norme

On dit que (An)n2N converge en norme vers l�opérateur A si et seulement si :

kAn � AkB(X;Y ) �!n!+1
0 et on �ecrit An

�!!A
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2)Convergence forte

On dit que (An)n2N converge fortement vers l�opérateur A si et seulement si :

kAn(x)� A(x)kY �!
n!+1

0 ;8x 2 X et on �ecrit An s�!A

3)Convergence faible

On dit que (An)n2N converge faiblement vers l�opérateur A si et seulement si :

hAn(x); yi ! hA(x); yi ;8x 2 X ;8y 2 Y: et on �ecrit Anw�!A

2.2 Opérateur non borné

Dé�nition 2.2.1 Un opérateur linéaire Tnon borné dans un espace de Hilbert H dé�nie sur

un sous-espace vectoriel propre D(T ) � H à valeurs dans H.

2.3 Opérateur fermé

Dé�nition 2.3.1 Le graphe d�un opérateur A : D(A)! H est un sous-espace vectoriel dans

H �H dé�ni par

G(A) = [u; f ] 2 H �H : u 2 D(A); f = Au

L�opérateur A est dit fermé si G(A) est fermé dans l�espace H �H.

Dé�nition 2.3.2 [1] Soient A : E �! G et ~A : F �! G avec E � F: On dit que ~A est

une extension de A si et seulement si

~Ax = Ax; 8x 2 E

Dé�nition 2.3.3 On dit que ~A est la fermeture de A si est seulement si :

8<:
~Ax = Ax si 8x 2 D(A)

et

limn!1Axn = ~Ax0 si x0 =2 E
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2.4 Opérateur Adjoint

Dé�nition 2.4.1 [7] Soient H un espace de Hilbert et A 2 L (H). Il existe un unique opé-

rateur continu de H dans H, noté A� appelé adjoint de A, tel que :

hAx; yi = hx;A�yi 8x; y 2 H (la relation d�adjonction)

En outre, on a :

(A�)� = A

et

kA�k = kAk = kA�Ak
1
2

2.4.1 Propriétés de l�adjoint

Soient A et B deux éléments de L(H) alors on a :

(a) Pour � et � dans C on a : (�A+ �B)� = ��A� + ��B�

(b) L�adjoint de AB est B�A� : (AB)� = B�A�

(c) Si A est inversible, A� l�est aussi et on a : (A�)�1 = (A�1)�

Théorème 2.4.1 Soit H un espace de Hilbert alors l�application

	 : B (H) �! B (H)

A 7�! 	(A) = A�

est une isométrie anti-linéaire et de plus

8<:
A�� = A

kA�Ak = kAk2
(AB)� = B�A�

Preuve. Soit

	 : B (H) �! B (H)

A 7�! 	(A) = A�

Soient x; y 2 H
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h(A+ �B)x; yi = hAx+ �Bx; yi

= hAx; yi+ � hBx; yi

= hx;A�yi+ � hx;B�yi

= hx;A�yi+


x; ��B�y

�
=



x; (A� + ��B�)y

�
D�ou

(A+ �B)� y = (A� + ��B�)y 8y 2 H

Donc

(A+ �B)� = (A� + ��B�)

	 (A+ �B) = 	 (A) + ��	(B)

�

2.5 Opérateur auto-adjoint

Dé�nition 2.5.1 [?] Un opérateur A 2 L(H) est dit auto-adjoint s�il est égal à son adjoint,

c�est-à-dire si, 8 x et y dans H alors

hAx; yi = hx;Ayi

Exemple 2.5.1 Soit H un espace de Hilbert et I est l�opérateur identité

si x; y 2 H alors

hIx; yi = hx; yi par conséquent I = I�; d�où I est opérateur auto-adjoint.

2.6 Opérateur positif

Dé�nition 2.6.1 [3] Soit A un opérateur linéaire auto-adjoint dé�ni sur un espace de Hilbert

dans lui même, on dit que A est un opérateur positif et que l�on note A � 0, si pour tout

x 2 H, on a :

(Ax; x) � 0 pour tout x 2 H
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Remarque 2.6.1 Pour tout opérateur A 2 L (H), les opérateurs AA� et A�A sont auto-

adjoints positifs car, pour tout x dans H alors :

hA�Ax; xi = hAx;Axi = kAxk2 � 0

Théorème 2.6.1 [5] (Inégalité de Cauchy-Schwartz)

Soit A un opérateur linéaire positif dé�ni sur un espace de Hilbert H dans lui même alors,

pour tout ';  2 H, on a la relation suivante :

jhA'; ij2 � hA';'i hA ; i :

Preuve. En e¤et, pour tout ';  2 H et pour � 2 C; on a :

hA('� � ); '� � i � 0

De plus ,il vient

hA('� � ); '� � i = hA';'i � �� hA'; i � � hA ;'i+ ��� hA ; i

D�ou, avec A auto-adjoint, on écrit :

hA('� � ); '� � i = hA';'i � �� hA'; i � � h ;A'i+ ��� hA ; i

Ou encore

hA('� � ); '� � i = hA';'i � �� hA'; i � �hA'; i+ ��� hA ; i

Prenons

� =
hA'; i
hA ; i

on obtient :

hA';'i � jhA'; ij
2

hA ; i � jhA'; ij
2

hA ; i +
jhA'; ij2

(hA ; i)2 hA ; i � 0
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Ou encore

hA';'i � jhA'; ij
2

hA ; i � 0

D�ou le resultat voulu

jhA'; ij2 � hA';'i hA ; i

�

Dé�nition 2.6.2 Soit E un ensemble. Une relation sur E est un ordre si elle est ré�exive,

antisymétrique et transitive.

Remarque 2.6.2 � Ré�exive quand 8x 2 E; xRx

� Symétrique quand 8x; y 2 E; xRy =) yRx

� Antisymétrique quand 8x; y 2 E; xRy et yRx =) x = y

� Transitive quand 8x; y; z 2 E; xRy et yRz =) xRz.

Dé�nition 2.6.3 Un ordre (�) sur E est dit total si deux éléments sont toujours compa-

rables :

8x; y 2 E; x � y ou y � x. Un ordre qui n�est pas total est dit partiel.

Proposition 2.6.1 Soient A et B deux opérateurs positifs sur H, on dit que B est un ma-

jorant de A si et seulement si :

h(B � A)(x); xi > 0 8x 2 H

On note A � B

Remarque 2.6.3 La relation (�) est une relation d�ordre partiel sur L(H).

Dé�nition 2.6.4 Soient T et B deux opérateurs positifs tels que T � B

B est dit majorant minimal de T si et seulement si :

8C 2 B(H) si 0 � T � C : C � B alors C = B
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2.6.1 Propriétés

Soient A;B et C trois opérateurs positifs sur H. Alors on a les propriétés suivantes :

(1) A � 0; B � 0) A�B � A

(2) B � 0 ) Bn � 0 8n 2 N�

(3) 8n 2 N� : C � Id) Cn � Id

2.6.2 Racine carrée d�un opérateur positif

Proposition 2.6.2 Soit A un opérateur positif sur un espace de Hilbert H, alors il existe un

unique opérateur positif X noté
p
A tel que :

X2 = A

2.7 Orthogonalité

Dé�nition 2.7.1 Soit H un espace de Hilbert complexe, une projection orthogonale sur H

est un opérateur P telle que :

P 2 = P � = P:

2.7.1 Propriétés d�orthogonalité

Soit A 2 L (H) ; pour que A soit injectif, il faut et il su¢ t que l�image de A� soit dense dans

H, ce qui se traduit par l�égalités suivantes :

� (ImA)? = kerA� En e¤et :

8x 2 H; x 2 kerA� () 8y 2 H : hA� (x) ; yi = 0() 8y 2 H : hx;A (y)i = 0

() x 2 (ImA)?

� (kerA�)? = ImA
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2.8 Théorie spectrale des opérateurs bornés

2.8.1 Opérateur inversible

Dé�nition 2.8.1 Soit T : X �! Y un opérateur borné. On dit que T est inversible s�il

existe S 2 B (X; Y ) =TS = I; ST = I

2.8.2 Spectre

Dé�nition 2.8.2 On appelle spectre de l�opérateur borné T , l�ensemble

�(T ) = f� 2 C = (T � �I) non inversibleg � C:

Exemple 2.8.1 Soit � 2 C, trouver �(�I) (I = IH)

On a : �(�I) = f� 2 C = (�I � �I) non inversibleg

= f� 2 C = (�� �)I non inversibleg

= f�g:

2.8.3 Ensemble résolvant

Dé�nition 2.8.3 On appelle ensemble résolvant d�un opérateur T le complémentaire du

spectre de T dans C: c�est à dire :

�(T ) = Cn�(T )

Remarque 2.8.1 1) Il découle de la dé�nition que �(T ) est un ouvert de C:

2) Les éléments de �(T ) sont appelés points réguliers.

3) �(T ) = f� 2 C = (T � �I) inversibleg.

2.8.4 Résolvante

Dé�nition 2.8.4 On appelle résolvant de l�opérateur T l�opérateur R�(T ) de�ni par :

R�(T ) = (T � �I)�1 pour� 2 �(T )
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2.9 Résolution de l�identité

Pour décrire la décomposition spectrale d�un opérateur auto-adjoint, on introduit la notion

de résolution de l�identité.

Pour celà, on considère la tribuM des boréliens sur R:

Dé�nition 2.9.1 On appelle résolution de l�identité une application E : M ! L(H) véri-

�ant :

1) 8m 2 M; E(m) est une projection orthogonale qui véri�e en plus E(;) = 0 et E(R) = Id

2) 8m;m0 2 M ; E(m \m0) = E(m)E(m0)

3) Si m \m0 = ; alors E(m [m0) = E(m) + E(m0)

4) Pour tout x et y 2 H l�application Ex;y : M ! C dé�nie par Ex;y(m) = hE(m)(x); yi est

une mesure complexe régulière.

Théorème 2.9.1 [1] Soit T un opérateur auto-adjoint sur H s�il existe une résolution de

l�identité E uniquement déterminée par T est véri�ant :

8(x; y) 2 D(T )�H; hT (x); yi =
Z +1

�1
�dEx;y(�)

En outre, E est supportée par �(T ) le spectre de T , au sens où E (� (T )) = Id.

Théorème 2.9.2 Pour tout opérateur auto-adjoint T sur un espace de Hilbert H;de domaine

D (T ) dense dans H; il existe une famille spectrale (E�)�2Rsur H; telle que pour toute fonction

f 2 M (R) ; on ait :

f (T ) =

Z
R
f (�) dE�

de domaine

D (f (A)) =

�
x 2 H=

Z
R
jf (�)j2 d

�
kE�xk2

�
< +1

�



Chapitre 3

Existence de minimum et de
maximum de deux opérateurs
auto-adjoints

Introduction :
Dans ce chapitre, nous discuterons l�existence du majorant minimal de deux opérateurs

positifs dans le sens qu�il existe un opérateur T � A; T � B tel qu�il soit minimal.

Comme application à ce résultat, nous donnerons un résultat concernant les opérateurs

auto-adjoints. Au fait pour une paire des opérateur auto-adjoints (A;B) qui commutent, on

démontre l�existence des opérateurs auto-adjoints T; A1; B1 tels que :

�
A = T + A1
B = T +B1

où T; A1; B1 commutent avec A et véri�ent : A1B2 = B2A1 = 0

Théorème 3.0.3 Soient A;B deux opérateurs bornés sur un espace de Hilbert H tels que

A � B � 0; A > 0

et soit HA le complété de H pour le produit scalaire hx; xiA = hx;Axi. Alors on a :
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a)- ~A�1 ~B est borné et auto-adjoint sur HA;où ~A; ~B sont les fermetures de A et B respecti-

vement (sur HA).

b)-Si B est dé�nie positive, alors :

~A�1 ~B : B > 0) ~A�1 ~B > 0

Preuve. a)-Pour simpli�er On suppose A � I, sinon on peut remplacer A par kAk�1A et

B par kAk�1B .

D�abord on note que ~A; ~B sont des opérateurs bornés dans HA et ~A est auto-adjoint. En

e¤et pour x 2 H on a : D
~Ax; x

E
HA

= hAx;Axi � hAx; xi

et

hAx; xiHA � 0

et

hBx;Bxi = hBx;ABxi � hBx;Bxi � hBx; xi � hAx; xi = hx; xiHA

Alors ces inégalités sont vraies pour tout x 2 HA.

Il est évident que ~A est positif sur HA (car on a si ~A est la fermeture de A alors ( ~A)� = A�

de plus A est auto adjoint sur HA(c�est a dire A� = A) donc ~A est positif).

Si ~Ax = 0 pour un certain x 2 H; il en résulte que ImA est A � dense dans HA et

donc ker ~A = f0g

On montre que D(A�1) � H : supposons y 2 ~AHA; soit y = ~Ax pour un certain x 2 HA:

Comme H est A� dense dans HA; il existe une suite fxng � H telle que kxn � xkA �! 0

lorsque n �!1 :Soit yn = Axn 2 H: Alors,

kyn � ymk2HA = kAxn � Axmk2HA = kA(xn � xm)k2HA
= hA(xn � xm)(xn � xm)iHA
� kAkHA

�
kxn � xmkHA

�2
< "
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pour tout " > 0 et pour n; m su¢ ssamment grands. Ainsi fyng est une suite de Cauchy dans

H et comme H est complet, 9y 2 H : yn �! y lorsque n!1 d�ou :

kyn � yk2HA = hyn � y; A(yn � y)i � kAk2 kyn � yk2

d�ou yn
A�! y :Or yn = Axn

A�! ~A x = y; ainsi y 2 H: Ceci montre que D(A�1) � H:

Soit la forme bilinéaire q (x; y) dé�nie dans HA par la formule suivante :

q (x; y) =

�
(Bx; y) si x; y 2 H
lim (Bxn; yn) si x; y 2 HA

et pour xn
A�! x; yn

A�! y comme

jB (xn; yn)�B (xm; ym)j = j(Bxn; yn) + (Bxm; yn)� (Bxm; yn)�B (xm; ym)j

� j(B(xn � xm); yn) + (Bxm; (yn � ym))j

�
���(B 1

2 (xn � xm); B
1
2yn) + (B

1
2xm; B

1
2 (yn � ym))

���
Et d�après l�inégalité de Cauchy Schwartz on a :

jB (xn; yn)�B (xm; ym)j �
B 1

2 (xn � xm)
 � B 1

2yn

+ B 1
2xm

 � B 1
2 (yn � ym)


avec B 1

2 (xn � xm)
 =

D
B

1
2 (xn � xm); B

1
2 (xn � xm)

E
�

D
A

1
2 (xn � xm); A

1
2 (xn � xm)

E
! 0 (car B � A)

De la même manière on a : B 1
2 (yn � ym)

! 0

On conclut l�existence de la lim(Bxn; yn). Ainsi q(x; y) est correctement dé�nie pour tout

x; y 2 HA. D�autre part, pour x; y 2 H on obtient :

jq(x; y)j = j(Bx; y)j
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et d�aprés théorème 2.6.1 on a :

jq(x; y)j �
p
(Bx; x)(By; y)

�
p
(Ax; x)(Ay; y)

=
p
(x; x)(y; y) = kxkHA � kykHA

Alors q(x; y) est borné pour tout x; y 2 HA :

jq(x; y)j = jlim(Bxn; yn)j

� jlim(Axn; yn)j

� jlim(Axn; xn)(Ayn; yn)j

� jlim(xn; xn)(yn; yn)j

� lim j(xn; xn)(yn; yn)j

� lim kxnkHA � kynkHA
= kxnkHA � kynkHA

Il résulte qu�il existe un opérateur auto adjoint ~T borné tel que :D
~Tx; y

E
HA
= q(x; y) = hx0; yiHA

pour tout y 2 HA et ~T x = x0 [1]

Prouvons que ~Ax0 = Bx pour tout x 2 H: En e¤et soit fxng � H une suite tel que xn
A�!

x0; alors Axn
A�! ~Ax0 (est A-borné) et alors pour y 2 H on a :

hBx; yi =
D
~T x; y

E
HA
= hx0; yiHA = lim

n!1
(xn; y)HA = lim

n!1
(Axn; y)

Celà montre que Axn
w�! Bx faiblement dans H alors Axn

w;A�! Bx faiblement

dans HA :En e¤et pour y 2 H .

hAxn; yiHA = hAxn; Ayi �! hBx;Ayi = hBx; yiHA

mais H est dense dans HA, ainsi Axn
w;A�! Bx , en même temps on a Axn

A�! ~Ax0 fortement.

Ainsi, Bx = ~Ax0:Maintenant pour un x 2 H arbitaire, il existe x0 tel que Bx = ~Ax0: Alors
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x0 = ~A�1Bx et ce qui signi�e que l�opérateur T = ~A�1B est dé�ni dans H. Il est facile de

voir que ~A�1B est borné dans HA :D
~A�1Bx; x

E
HA
= hBx; xi � hAx; xi et

D
~A�1Bx; x

E
HA
� 0 pour x 2 H

Alors ~A�1B peut être dé�nie pour tout x 2 HA et sa fermeture sera un opérateur auto-adjoint

sur HA:

b) Si B > 0) kerB = f0g alors ImB est dense dans H , or H est dense dans HA+B.

donc ~A�1(ImB) est dense dans HA+B d�ou ker
n
~A�1B

o
= f0g et donc ~A�1B > 0 car :

On a : ~A�1 (ImB) = HA+B; si ~A�1Bx = 0 pour un certain x

) ker ~A�1B 6= 0

) ~A�1(ImB) 6= HA+B (contradiction)

D�o¼u ~A�1B > 0: �

Théorème 3.0.4 Soient A; B deux opérateurs positifs, bornés sur l�espace de Hilbert H tel

que

A > 0; B > 0; alors il existe un opérateur F > 0 tel que A � F et B � F:

Preuve. Pour simpli�er, on suppose : A+B � I:

Soit HA+B le complété de H pour le produit scalaire

hx; yiHA+B = hx; (A+B)yi

et d�aprés 3.0.5, on a :

( ~A + ~B)�1 ~A et ( ~A + ~B)�1 ~B sont bornés et auto-adjoints sur HA+B; où ~A et ~B sont les

fermutures de A et B respectivement dans HA+B.

D�autre part on a :

I = ( ~A+ ~B)�1( ~A+ ~B) = ( ~A+ ~B)�1 ~A+ ( ~A+ ~B)�1 ~B
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Et ainsi ( ~A+ ~B)�1 ~A commute avec ( ~A+ ~B)�1 ~B: Considérons

G = ( ~A+ ~B)�1 ~A( ~A+ ~B)�1 ~B

=
h
I � ( ~A+ ~B)�1 ~B

i h
I � ( ~A+ ~B)�1 ~A

i
= I �

h
( ~A+ ~B)�1 ~B + ( ~A+ ~B)�1 ~A

i
+ ( ~A+ ~B)�1 ~B( ~A+ ~B)�1 ~A

= ( ~A+ ~B)�1 ~B( ~A+ ~B)�1 ~A

alors G� ( ~A+ ~B)�1 ~A � 0 et G� ( ~A+ ~B)�1 ~B � 0 dans HA+B car :

G� ( ~A+ ~B)�1 ~A = ( ~A+ ~B)�1 ~B( ~A+ ~B)�1 ~A� ( ~A+ ~B)�1 ~A

= ( ~A+ ~B)�1 ~B
h
( ~A+ ~B)�1 ~A� I

i
= ( ~A+ ~B)�1 ~B

h
I � ( ~A+ ~B)�1 ~B � I

i
=

h
�
�
( ~A+ ~B)�1 ~B

�i2
� 0

Et de même

G� ( ~A+ ~B)�1 ~B = ( ~A+ ~B)�1 ~A( ~A+ ~B)�1 ~B � ( ~A+ ~B)�1 ~B

= ( ~A+ ~B)�1 ~B
h
( ~A+ ~B)�1 ~A� I

i
= ( ~A+ ~B)�1 ~B

h
I � ( ~A+ ~B)�1 ~B � I

i
=

h
(�( ~A+ ~B)�1 ~B)

i2
� 0

On prend l�opérateur F = ~A( ~A+ ~B)�1B dans H:

D�abord on note que F peut- être considéré comme un opérateur sur H: En e¤et, montrons

que 8x 2 HA+B; ~Ax 2 H; comme H est (A+B)� dense dans HA+B alors il existe une suite

fxng � H tel que

kxn � xk �! 0 quand n!1
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Soit y = Axn 2 H alors

kyn � ymk2 = kA(xn � xm)k2 = hA(xn � xm); A(xn � xm)i

� hxn � xm; A(xn � xm)i (car A � I)

� hxn � xm; (A+B) (xn � xm)i (car A � A+B � I)

� hxn � xm; xn � xmiHA+B
= kxn � xmk2HA+B
< "

Pour n et m su¢ samment grand, alors fyng est une suite de cauchy dans H qui est complet

donc 9y 2 H; yn ! y:

Ainsi F un opérateur bien dé�ni sur H: De plus, 8x 2 H; on a :

hFx; xi =
D�
~A( ~A+ ~B)�1B

�
x; x

E
=

D�
~A( ~A+ ~B)�1B

�
x; (A+B)

E
HA+B

=
D
(A+B)�

�
~A( ~A+ ~B)�1B

�
x; x

E
HA+B

=
D
(A+B)�1

�
~A( ~A+ ~B)�1B

�
x; x

E
HA+B

= hGx; xiHA+B � 0

D�autre part :

hFx; xi = hGx; xiHA+B
� hx; xiHA+B
� hx; xi

Donc F est borné et F � 0: Montrons que F > 0: On suppose qu�il existe x tel que Fx = 0

) Gx = 0

ker( ~A+ ~B)�1 ~A 6= f0g ou

ker( ~A+ ~B)�1 ~B 6= f0g
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ce qui contredit le théorème 3.0.3.

Ainsi F > 0:

Il est clair que A� F � 0 et B � F � 0 car :

h(A� F )x; xi =
���

~A+ ~B
��1

~A�G

�
x; x

�
HA+B

� 0

Pour tout x 2 H; montrons que (A� F ) > 0 et (B � F ) > 0

B � F = B � ~A( ~A+ ~B)�1B

= B �
�
~A+ ~B � ~B

�
( ~A+ ~B)�1B

= B � ( ~A+ ~B)( ~A+ ~B)�1B + ~B( ~A+ ~B)�1B

= ~B( ~A+ ~B)�1B

Celà signi�e que l�égalité

(B � F )x = 0) ~B( ~A+ ~B)�1Bx = 0

) Bx = 0 car ( ~A+ ~B) est injectif

) x = 0:

Ceci termine la démonstration du théorème 3.0.4 �

Théorème 3.0.5 Soient A;B deux opérateurs bornés dans l�espace de Hilbert H,

A � 0; B � 0; A + B > 0. Il existe alors un opérateur F � 0 tel que A � F et B � F de

plus :

kerF = fker ~A+ ker ~Bg \H (3.0.1)

où

fker ~A+ ker ~Bg = fx : x = x1 + x2; o�u x1 2 ker ~A; x2 2 ker ~Bg

~A et ~B sont les fermetures de A et B, respectivement dans HA+B pour le produit scalaire :

hx; yiA+B = hx; (A+B)yi
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Preuve. Supposons A + B > 0; alors l�opérateur F = ~A( ~A + ~B)�1B satisfait de nouveau

les inégalités A � F , B � F .

Pour montrer que 3.0.1. Soit x 2 kerF ) Fx = 0, alors :

( ~A+ ~B)�1 ~B( ~A+ ~B)�1Ax = ( ~A+ ~B)�1 ~A( ~A+ ~B)�1Bx = 0

On pose :

S = ( ~A+ ~B)�1 ~B et T = ( ~A+ ~B)�1 ~A

alors : S et T sont des opérateurs positifs ( non négatifs ) sur l�espace de Hilbert HA+B pour

le produit scalaire

hx; yiA+B = hx; (A+B)yi

Ainsi,

S + T = ( ~A+ ~B)�1 ~B + ( ~A+ ~B)�1 ~A

= ( ~A+ ~B)�1( ~A+ ~B)

= I

Alors

Fx = 0 =)
h
( ~A+ ~B)�1 ~B( ~A+ ~B)�1 ~A

i
x = 0

car :

Fx = Gx = 0 =) STx = 0 =) S(I � S)x = 0

d�où :

(I � S)x 2 kerS

c�est à dire :

x� Sx = x1

avec x1 2 kerS

De même, on a :

Sx 2 Ker(I � S)
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et alors

x2 = Sx

avec

x2 2 ker (I � S)

x2 2 kerT

Alors :

8x= x = x� Sx+ Sx = x1 + x2

avec

x1 = x� Sx et x2 = Sx x1 2 kerS; x2 2 kerT

Montrons que

ker ~B = kerS et ker ~A = kerT

pour x 2 ker ~B;on a alors; Sx =
�
~A+ ~B

��1
~Bx = 0, donc x 2 kerS

On a
�
~A+ ~B

��1
existe, alors

�
~A+ ~B

�
inversible

(=))

ker
�
~A+ ~B

�
= f0g (3.0.2)

c�est à dire on a : �
~A+ ~B

�
S = ~B

Montrons que :

ker
�
~A+ ~B

�
S = ker ~B

En e¤et :

si x 2 ker ~B alors x 2 ker
�
~A+ ~B

�
S

En utilisant 3.0.2 ,on aura :
�
~A+ ~B

�
Sx = 0 avec Sx 2 ker

�
~A+ ~B

� �
injectivit�e de

�
~A+ ~B

��
d�ou Sx = 0 alors x 2 kerS

((=) si

x 2 kerS =) x 2 ker ~B =) Sx = 0 et
h �

~A+ ~B
�
inversible

i
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Alors : �
~A+ ~B

�
Sx = 0

d�où

x 2 ker
�
~A+ ~B

�
S et

�
~A+ ~B

�
S = ~B

d�où

ker
�
~A+ ~B

�
S = ker ~B=x 2 ker ~B

d�ou le resultat.

Même chose pour

ker ~A = kerT comme ker ~B = kerS et ker ~A = kerT

On conclut que :

F = ST

si x 2 kerF alors x 2 kerS et x 2 kerT

où

x1 2 kerS et kerS = ker ~B et x2 2 kerT et kerT = ker ~A

avec

x = x1 + x2

alors

kerF � fker ~A+ ker ~Bg \H

La relation inverse(�)

kerF � fker ~A+ ker ~Bg \H

est évidente puisque

x 2 fker ~A+ kerBg \H

alors ( ~A+ ~B)�1 ~A( ~A+ ~B)�1Bx = 0

donc Fx = ~A( ~A+ ~B)�1Bx = 0
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d�ou x 2 kerF

Ceci termine la démonstration du théorème 3.0.5

Remarque : Le théorème est véri�é si ker(A+B) 6= f0g.

Dans ce cas, nous avons besoin de dé�nir A et B dans l�espace de Hilbert �R(A+B)�ker(A+

B), pour le produit scalaire

hx; yiHA+B = hx; (A+B)yi

pour x; y 2 �R(A+B) et hx; yiHA+B = hx; yi

si x 2 ker(A+B); y 2 ker(A+B)

Ainsi, pour les deux opérateurs positifs A et B , nous pouvons trouver un certain opérateur

F tel que A � F et B � F et

F = ~A( ~A+ ~B)�1B = ~B( ~A+ ~B)�1A

Maintenant nous essayons de trouver un opérateur maximal avec cette propriété. En d�autres

termes nous allons trouver un certain «minimum naturel» de deux opérateur.

�

Théorème 3.0.6 Soient A, B deux opérateurs bornés dans un espace de Hilbert H, A �

0; B � 0

Alors il existe un opérateur M � 0 tel que :

A � M; B � M et M est maximal dans le sens s�il existe un opérateur N tel que : A � N;

B � N et M � N , alors :

M = N

Preuve. Considérons A+B = I.

Soit f; g deux fonctions tels que f(�) = � et g(�) = 1� �
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�gure 1

D�aprés la �gure1 on voit que le minimum de deux fonctions f(�) = � et g(�) = 1� � est

la fonction

m(�) =
1� j1� 2�j

2
=

8><>:
� si � <

1

2

1� � si � � 1

2

soit l�opérateur M dé�nie par :

M =
I � jI � 2Aj

2
=

�1Z
1

m(�)dE

� est un minimum de A et B, E� est la résolution de l�identité de A.

En e¤et, comme f(�) � m(�) et g(�) � m(�):

On a A �M , B �M:

Si A � N , B � N et N �M alors :

A�M = A�N +N �M � N �M (3.0.3)

et

B �M = B �N +N �M � N �M

Cela montre que

Ker(N �M) � Ker(A�M)
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En e¤et si :

x 2 kerA � M alors A � Mx = 0 ce qui donne (A�M)x � 0 et d�aprés 3:0:3 on a :

A�M � N �M

donc (N �M)x � 0 alors (N �M)x = 0 implique que x 2 ker (N �M)

d�où Ker(A�M) � Ker(N �M)

et même chose pour :

Ker(N �M) � Ker(B �M)

Si on considère

Ker(A�M) +Ker(B �M) � Ker(E[0;
1

2
]) +Ker(E(

1

2
; 1]) = H

où

E[0;
1

2
] = E 1

2
� E0

et

E[
1

2
; 1] = E1 � E 1

2

On conclut que

Ker(N �M) = H

ou

N =M

Maintenant , On a A et B deux opérateurs positifs bornés arbitraires.

D�abord on a A + B > 0. Au lieu de A et B on considère les opérateurs ( ~A + ~B)�1A et

( ~A+ ~B)�1B. puis

( ~A+ ~B)�1A+ ( ~A+ ~B)�1B = I

dans HA+B; il existe M 0 � 0 tel que M 0 est maximale et

( ~A+ ~B)�1A �M 0 et ( ~A+ ~B)�1B �M 0
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Alors (A+B)M 0 est l�opérateur positif maximal sur H de telle sorte que

(A+B)M 0 � A et (A+B)M 0 � B

En e¤et, pour tout x 2 H, on a

h(A+B)M 0x; xi = hM 0x; xiA+B

�
D
( ~A+ ~B)�1Ax; x

E
A+B

= hAx; xi

et de façon similaire

h(A+B)M 0x; xi � hM 0x; xiA+B

�
D
( ~A+ ~B)�1Bx; x

E
A+B

= hBx; xi

Supposons que A � N , B � N , et N �M , puisD
( ~A+ ~B)�1Ax; x

E
A+B

�
D
( ~A+ ~B)�1Nx; x

E
A+B

�
D
( ~A+ ~B)�1Mx; x

E
A+B

De mêmeD
( ~A+ ~B)�1Bx; x

E
A+B

�
D
( ~A+ ~B)�1Nx; x

E
A+B

�
D
( ~A+ ~B)�1Mx; x

E
A+B

donc M 0 est maximale qu�on a

( ~A+ ~B)�1N =M 0 = ( ~A+ ~B)�1M

Cela veut dire que ( ~A+ ~B)(N �M) = 0 et M = N .

dans le cas ou ker(A + B) = f0g, On a besoin de prendre en compte la note 3 à la �n de

théorème 3.0.5 �
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3.1 Existence du minorant et du majorant de deux opé-
rateurs auto-adjoints

Théorème 3.1.1 Soient A et B deux opérateurs bornés auto-adjoints dans un espace de

Hilbert H; alors il existe un opérateur auto-adjoint T tel que : A� T � 0; B � T � 0

et T est le minorant maximal dans le sens s�il existe un opérateur S tel que : A � S �

0; B � S � 0 et

S � T alors :

T = S

Preuve. On note les opérateurs A + cI et B + cI véri�ent les conditions du théorème

3.0.6 , où

c = inf
jjXjj=1

fhAx; xi ; hBx; xig:

En e¤et, d�aprés le théorème 3.0.6, il existe S � 0 tel que A+ cI � S et B+ cI � S. Alors

l�opérateur S � cI satisfait les conditions du théorème 3.1.1. Par conséquent le théorème

3.1.1 est prouvé.

Note : On peut passer du minorant maximal aux majorant minimal a partir de la relation

suivante :

Max(A;B) = �Min(�A;�B)

On considère A � T � 0 et B � T � 0 :ils sont orthogonal par certains produit scalaire tel

que :

( ~A+ ~B)�1( ~A� ~T )( ~A+ ~B)�1( ~B � ~T ) = 0

où ~A; ~B; ~T sont les fermuture dans l�espace de Hilbert HA+B; avec le produit scalaire

hx; yiA+B = h(A+B)x; yi

(Sinon, nous pouvons trouver un opérateur ~T1 � 0 et ~T1 6= 0, tel que A � ~T � ~T1 � 0 et

~B � ~T � ~T1 � 0, ce qui contredit la majoration de T ). Maintenant, en utilisant cette note

3.1, nous pouvons prouver le théorème suivant 3.1.2. �
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Théorème 3.1.2 Soient A et B deux opérateurs bornés auto-adjoints dans l�espace de

Hilbert H tel que A commute avec B. Alors, il existe un opérateur T auto-adjoint tel que

A � T � 0 et B � T � 0 avec T est le minorant. A et B peuvent être représentés sous la

forme :

A = T + A1; B = T +B1 (3.1.1)

où A1B1 = B1A1 = 0 et A et B commutent avec T;A1 et B1.

Preuve. Soit A � 0, B � 0. (Sinon, on prend A+ cI et B+ cI au lieu de A et B). De plus,

soit A+B > 0 : Si ker(A+B) 6= f0g, on considère l�espace R(A+B) -fermuture de l�image

de l�opérateur (A+B) au lieu de H. Soit A � T � 0 et B � T � 0 et T est le minorant en

termes de produit scalaire hx; yiA+B = h(A+B)x; yi. Celà donne :

( ~A+ ~B)�1( ~A� ~T )( ~A+ ~B)�1( ~B � ~T ) = 0 (3.1.2)

On Montre que T commute avec A et B. Puisque A commute avec l�opérateur B, on a A et

B sont (A+B) auto-adjoints dans l�espace de Hilbert HA+B. Soit E+� est la résolution de

l�identité ( ~A+ ~B)�1 ~A telle que :

( ~A+ ~B)�1 ~A =

1Z
�1

�dE+�

alors

( ~A+ ~B)�1 ~T =

1Z
�1

m (�) dE+� = (
~A+ ~B)�1

�1Z
1

m (�) dE�

où

m(�) =
1� j1� 2�j

2
=

8><>:
� si � <

1

2

1� � si � � 1

2

Montrons que ( ~A+ ~B)�1 ~A est la fermeture de (A+B)�1A dans HA+B. Comme A commute

avec B, l�opérateur (A+B)�1A est densèment dé�ni sur H : (A+B)�1A � A(A+B)�1 [10],

ce qui signi�e que pour 8x 2 D(A+B)�1; Ax 2 D(A+B)�1 et de même, Bx 2 D(A+B)�1.
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Celà donne



(A+B)�1Ax; x

�
=



(A+B)�1(A+B �B)x; x

�
=



(A+B)�1(A+B)x; x

�
�


(A+B)�1Bx; x

�
= hx; xi �



(A+B)�1Bx; x

�
� hx; xi

Pour 8x 2 D(A+B)�1et donc (A+B)�1A est un operateur borné, positif dans H: alors

(A+B)�1Ax = (A+B)�1Ax pour tout x 2 D(A+B)�1

Et pour

( ~A+ ~B)�1 ~A = ~A( ~A+ ~B)�1 = (A+B)�1A

= ( ~A+ ~B)�1 ~T ~A x

= (A+B)� 1TAx

On conclue que A commute avec (A+B)�1A =
Z
�dE+� Ce qui signi�e que A commute avec

E+� et

(A+B)�1T =

Z
m(�)dE+�

[1]. PuisqueA et (A+B)�1T sont des opérateurs bornées et (A+B)-bornée, on a

( ~A+ ~B)�1 ~A ~T x = ~A( ~A+ ~B)�1 ~T x = A(A+B)�1Tx

= (A+B)�1TAx = (A+B)�1TAx:

Celà montre que ATx = TAx. De même, on peut montrer que BTx = TBx, à partir de

l�équation suivante 3.1.2.

(A+B)�1(A� T )(A+B)�1(B � T ) = (A+B)�2(A� T )(B � T ) = 0

et (A� T )(B � T ) = 0,
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ce qui signi�e que la représentation 3.1.1 est vraie,

où A1 = A� T et B1 = B � T . �



CONCLUSION

Dans ce mémoire, on a démontré l�existense du majorant minimal et du minorant maximal

de deux opérateurs auto-adjoints par la méthode établie par A.Aslanov [4].

Nous remarquons que ce travail a été fait récemment d�une manière di¤érente parG. Cassier,

M. Ould Ali et qui fournit de plus une relation entre le majorant minimal T de deux

opérateurs positifs A et B et les images des opérateurs
p
T � A et

p
T �B tel que :

T est un majorant minimal () Im
p
T � A \ Im

p
T �B = f0g (3.1.3)
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