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INTRODUCTION

Les équations et les inclusions diférentielles fractionnaires sont devenus importantes, ces der-

niéres années dans diférentes branches mathématiques appliquées telle que les phénomenes

physiques, la technologie, lénergie et la biologie ...etc.

Ce mémoire consiste à étudier un problème aux limites concernant les inclusions diférentielles

fractionnaires pour � 2]1; 2]: Notre approche est basé sur la théorie du point fxe ( l�alter-

native non-linear de leray-schauder et le théoréme du covitz et Nadler pour les contractions

multivoques.)

Ce mémoire est composé de deux chapitres :

Le premier chapitre est consacré à des notions préliminaires concernant les espaces fonction-

nelle, l�analyse multivoque, le calcul fractionnaire et quelques théorèmes du point �xe.

Le deuxième chapitre est consacré à lexistence des solutions pour les inclusions diférentielles

fractionnaires où l�ordre � 2]1; 2]: Notre approche est basé sur l�alternative non-linear de

leray-schauder et le théoréme du covitz et Nadler pour les contractions multivoques.



Chapitre 1

Espaces fonctionnels

Dé�nition 1.0.1 [a]Soit [a; b] un intervalle de R où a; b 2 R et a < b, on désigne par

L1([a; b] ;R) l�espace des fonction continues sur [a; b] muni de la norme:

kxkL1 = sup
t2[a;b]

jx(t)j :

Dé�nition 1.0.2 On désigne par L1 ([a; b] ;R) l�espace des fonctions intégrables muni de la

norme sur [a; b] où a; b 2 R muni de la norme

kxkL1 =
Z b

a

jx(t)j dt:

Dé�nition 1.0.3 AC1(J;R)est l�espace des fonctions y : J ! R; qui sont absolument conti-

nue, et la première derivée est absolument continue.

Théorème 1.0.1 (D�ascoli Arzela)Soit X espace compact et C(X) un espace de Banach des

fonctions continues sur X à valeurs complexe, muni de la norme du sup, Alors, un sous

ensemble H de C(X) est relativement compact si et seulement si,

1. H est équicontinue.

2. H est borné dans C(X):
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1.1 Quelque notions d�analyse multivoque

Dé�nition 1.1.1 [a]Soient X et Y deux ensembles non vides. Un opérateur multivoque du

X de Y est une correspondance qui associe un sous-ensemble G(x) du Y à chaque élément

convexe x de X:

On note l�opérateur multivoque par : G(X) : X ! P (X):

Dé�nition 1.1.2 On dit que l�opérateur multivique G : X ! P (X) est à valeurs convexes(fermées)

si G(x) est convexe(fermé) pour chaque x 2 X:

Dé�nition 1.1.3 On dit que l�opérateur multivoque G : X ! P (X) est bornée si G(B) est

bornée dans X pour chaque ensemble borné B dans X i,e

sup
x2B

fsup fkyk : y 2 G(x)gg <1:

Dé�nition 1.1.4 [c]On dit que l�opérateur multivoque G : X ! P (X) est completèment

continue si G(B) est relativement compact pour chaque sous-ensemble borné B � X:

Dé�nition 1.1.5 On dit que l�opérateur multivoque G : X ! P (X) est semi-continue supé-

rieurement(s.c.s) dans X si pour chaque x0 2 X l�ensemble G(x0) est non vide fermé de X

et pour chaque ouvert N de X tel que N � G(x0); il exsiste un voisinage ouvert M de x0 tel

que G(M) � N:

Remarque 1.1.1 Si G : X ! P (X) est complètement continue et à valeur non vide com-

pact, alors G est s.c.s si est seulement si G a un graphe fermé i.e

xn ! x�; yn ! y�;

yn 2 G(xn)) y� 2 G(x�):

Dé�nition 1.1.6 On dit que l�opérateur multivoque G : X ! P (X) admet un point �xe s�il

existe x 2 X tel que x 2 G(x):

-Soit Pcp;c(R) l�ensemble de tous les sous-ensemble non vides compactes et convexes de R:
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Dé�nition 1.1.7 [a]On dit que l�opérateur multivoque G : X ! Pcp;c(R) est mesurable si

pour chaque x 2 R; la fonction Y : J ! R est dé�nie par:

Y (t) = d(x;G(t)) = inf fjx� zj : z 2 G(t)g

: est mesurable.

Où d est la distance réduire par l�espace de Banach X:

Dé�nition 1.1.8 On dit que l�opérateur multivoque F [a; b]�X ! P (X) est L1�Carathéodory

si

i t! F (t; u) est mesurable pour chaque u 2 X:

ii u! F (t; u) est semi-continu supérieur 8t 2 [a; b] :

iii pour chaque q > 0; il existe �q 2 L1([a; b] ;R+) tel que :

kF (t; u)k = sup fjvj : v 22 F (t; u)g � �q(t)

pour tout kvk � q et pour chaque t 2 [a; b] :

Dé�nition 1.1.9 [d]Pour tout y 2 C([a; b] ; X); on dé�nit l�ensemble des séléction de F par :

SF;y =
�
v 2 L1([a; b] ; X) : v(t) 2 F (t; y(t)) 8t 2 [a; b]

	
:

Lemme 1.1.1 Soit (X; d) espace métrique complet.

Si N : X ! Pcl(X) est une contraction, alor FIX N 6= ?:

Dé�nition 1.1.10 Soit X un espace de Banach et [a; b] un intervalle réel compact.

Soit F : [a; b] � X ! Pb;cl;c(X) un opérateur multivoque L1�Carathéodory et soit � une

application continue de L1(J;X) en C(J;X); alors l�opérateur

� � SF : C(J;X)! pcp;c(C(J;X)); y ! (� � SF )(y) := �(SF;y)

est un opérateur à graphe fermé dans C(J;X)� C(J;X):
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1.2 Quelques théorème de point �xe :

1.2.1 Théorème du point �xe de Leray-Schauder

Théorème 1.2.1 L�altarnative non linéaire de Leray-Schauder

Soient B un espace de Banach et C un sous-ensemble convexe de B:

On suppose que U est un sous-ensemble ouvert de C avec u0 2 U et T : U ! C un opérateur

continue et compact alors :l�un des énoncés suivants a lieu.

1. T admet un point �xe.

2. Il existe u 2 @u et � 2 [0; 1] avec u = �T (u):

1.2.2 Théorème de pooint �xe du Covitz et Nadler

Théorème 1.2.2 Soit (X; d) un espace métric complet.

Si N : X ! Pcl(X) est une contraction, alors N admet au moins un point une solution.

1.3 Le calcul fractionnaire

1.3.1 Intégrales fractionnaires

La fonction Gamma

Dé�nition 1.3.1 La fonction Gamma est simplement la généralement de la fonction de la

factorièlle cètte fonction est l�un des outils de base du calcul fractionnaire.

Dé�nition 1.3.2 La fonction Gamma est dé�nie par l�intégrale :

�(z) =

Z 1

0

exp(�t)tz�1dt; z > 0

où

tz�1 = exp(z � 1) ln(t):

Proposition 1.3.1 Pour tout z 2 R� f0;�1;�2; :::g et n 2 N on a :

��(z + 1) = z�(z):

��(z + n) = z(z + 1):::(z + n� 1)�(z):

��(n+ 1) = n!:
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1.3.2 La fonction Delta

Dé�nition 1.3.3 [b]La fonction Delta est dé�nie par

�(t) =

�
0 si t 6= 0
+1 si t = 0

tel que

Z +1

�1
�(t)dt = 1:

Remarque 1.3.1 Soit f une fonction continue sur R on a :

Z +1

�1
�(t)f(t)dt = f(0):

1.3.3 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann Liouville

L�approche de Riemann-Liouville relative à la dé�nition de l�intégrale fractionnaire s�appuie

sur la formule de Cauchy pour le calcul de l�intégrale répétée n fois qui est donnée par :

I�a h(t) =
1

�(n� 1)!

Z t

a

(t� s)n�1h(s)ds; t > a et n 2 N�

En généralisant cette formule à l�ordre � réel positif et en remplaçant la fonction factorièlle

par la fonction Gamma on aura dé�nition suivante :

Dé�nition 1.3.4 [a]Soit h 2 L1 ([a; b] ;R+) : On dé�nit l�intégrale fractionnaire (arbitraire)

d�ordre � 2 R+ par la formule:

I�a h(t) =
1

�(�)

Z t

a

(t� s)��1h(s)ds

1) Si a = 0, on écrit

I�h(t) = h(t) � 'a(t) =
1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1h(s)ds

telle que
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'a(t) =

�
t��1 si t > 0
0 si t � 0

et 'a ! �(t) quand �! 0:

2) Si � = 0, on écrit :

I0h(t) = h(t):

3) Soit �; � > 0, alors pour tout h(t) 2 L1 [a; b] ; on a :

I�a I
�
a h(t) = I

�+�
a h(t) = I�a I

�
a h(t)

pour presque tout t 2 [a; b] :

4) Si h 2 L1 [a; b] avec a �ni, alors I�a h(t) existe pour presque tout t 2 [a; b] et on a I�a 2

L1 [a; b] :

1.4 Dérivées fractionnaires :

Plusieurs approches ont été développées pour donner un sens à dnf
dtn

lorsque n 2 R où C:

Dans la présente sous-section on se limite à la présentation de deux approches de dérivation

fractionnaire à savoir l�approche de Riemann-Liouville et cèlle de Caputo.

1.4.1 Opérateur de dérivée n�eme

Dé�nition 1.4.1 L�opérateur de la dérivée d�ordre n; n 2 N� est noté par Dn;

Dnf(t) =
dn

dtn
f(t)

où Dn = dn

dtn
:

DnInf = f ; InDnf 6= f ; f 2 Cm(R+)

InDnf = f(x)�
n�1X
K=0

f (K)(0)
tK

K!
; t > 0:
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1.4.2 Dérivée au sens de Riemann -Liouville

Dé�nition 1.4.2 Soit h 2 C1 ([a; b]) :On dé�nit la dérivée fractionnaire d�ordre (0 < � < 1)

au sens de Riemann -Liouville par :

D�
ah(t) =

1

�(1� �)
d

dt

Z t

a

(t� s)��1h(s)ds

= D1I1��a h(t):

Dé�nition 1.4.3 Soit h 2 Cn ([a; b]) : On dé�nit la dérivée fractionnaire d�ordre (0 < n� 1 < � < n)

au sens de Riemann-Liouville par :

D�
ah(t) =

1

�(n� �)
dn

dtn

Z t

a

(t� s)n���1h(s)ds

= DnIn��a h(t):

cas particulier :

Si (1 < � < 2)

D�
ah(t) =

1

�(2� �)
d2

dt2

Z t

a

(t� s)1��h(s)ds

= D2I2��a h(t)

telle que n = [�] + 1:

Remarque 1.4.1
1

�(�n) = :::::: =
1

�(�1) =
1

�(0)
= 0:

Proposition 1.4.1 Soient �; � deux paramètre réels et f : [a; b]! R; alors on a :
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1:D�I�f(x) = f(x); � > 0:

2:D�I�f(x) = I���f(x); � < 0; � > 0:

3:DnI�f(x) = Dn+�f(x); n 2 N; � > 0:

4:I�D�f(x) 6= f(x):

5:D�D�f(x) 6= D�D�f(x):

6:D�D�f(x) 6= D�+�f(x):

1.4.3 Dérivée au sens de Caputo

Dé�nition 1.4.4 Soit h 2 Cn ([a; b]) .On dé�nit la dérivée fractionnaire au sens de Caputo

de la fonction h par :

cD�
ah(t) =

1

�(n� �)

Z t

a

(t� s)n���1 h(n)(s)ds

= In��a D�h(t)

telle que n = [�] + 1:

cas particuliers

Si 1 < � < 2 :

cD�
ah(t) =

1

�(2� �)

Z t

a

(t� s)1��h00(s)ds

= I2��a D2h(t):

1. cD�
a c = 0; c est une constante.

2. cD�
a t
� =

(
�(�+1)

�(�+1��) si � > �� 1
0 si � � �� 1

:



Chapitre 2

Existence des solutions

Introduction
Ce chapitre est consacré à l�étude existence des solutions du problèmes aux limites consernant

les inclusions di¤erentièlles fractionnaires.

Soit � un rèel positive tel que 1 < � � 2

On considéré le problèmes aux limites des inclusions fractionnaires suivant :�
CD�y(t) 2 F (t; y); pour tout t 2 J = [0; T ] ; 1 < � � 2; (1:1)

y(0) = y0; y(T ) = yT : (1:2)
(PR)

:

Ou CD� est la dérivée fractionnaire au sens du Caputo, F : J �R! P (R) est un opérateur

multivoque P (R) est la famille de tout les sous-ensemble non vides de R; y0; yT sont réels

constantes.

Dé�nition 2.0.5 Une fonction y 2 AC1(J;R) est dit être un solution de (PR); s�il existe

une fonction v 2 L1(J;R); avec

v(t) 2 F (t; y(t)); pour a:e t 2 J; telle que :

cD�y(t) = v(t); t 2 J; 1 < � < 2:

et la fonction y satisfait condition (1; 2):

Pour l�existence des solutions du problème précédent, nous avons besoin des lemmes auxi-

liaires suivantes :
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Lemme 2.0.1 Soit � > 0 l�équation di¤érentielle cD�h(t) = 0; admet la solution

h(t) = c0 + c1t+ c2t
2 + :::cnt

n�1

avec ci 2 R; i = 0:::n; n = [�] + 1:

Lemme 2.0.2 Soit � > 0

Alors on a

I�cD�h(t) = c0 + c1t+ c2t
2 + ::::::cnt

n�1 + h(t):

Pour certain ci 2 R; i = 0::::n; n = [�] + 1:

On conséquence de lemme 3:2 et 3:3; on a le résultat suivant :

Lemme 2.0.3 Soient 1 < � � 2 et h : J ! R continue, Une fonction y est une solution de

l�equation intégrale fractionnaire

y(t) =
1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1h(s)ds� t

T�(�)

Z T

0

(T � s)��1h(s)ds� ( t
T
� 1)y0 +

t

T
yT : (3:1)

si et seulement si, y est une solution de BVP

�
CD�y(t) = h(t); t 2 J (3:2)
y(0) = y0; y(T ) = yT (3:3)

:

Preuve. On suppose que y satisfait (3:1) alors �

y(t) = c0 + c1t+
1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1h(s)ds:

de (3:3), un simple calcul donne

c0 = �y0

et

c1 =
1

T�(�)

Z T

0

(T � s)��1h(s)ds+ 1

T
y0 �

1

T
yT

donc nous obtenons l�équation y satisfait (3:1);

Inversement, il est clair que l�équation y satisfait (3:2); ( 3:3).
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2.1 Le premier resultat

Théorème 2.1.1 On suppose que:

H1 - F : J � R! Pcp;c(R) est un opérateur multivoque cathéodory:

H2 - il existe p 2 C(J;R+) est 	 : [0;1]! [0;1] continue et non décroissante tel que :

kF (t; u)kP � p(t)	(juj) pour t 2 J est chaque u 2 R:

H3 - il existe l 2 L1(J;R+); avec I�l <1 tel que

Hd(F (t; u); F (t; u)) � l(t) ju� uj 8u; u 2 R

et

d(0; F (t; 0)) � l(t); a:e t 2 J:

H4 - Il existe un certain nombre M > 0; telle que :

M

	(M) kI�pk1 +	(M)(I�p)(T ) + jy0j+ jyT j
> 1 (3:4)

alors le BV P admet au moins une solution sur J:

Preuve. �
On considère l�opérateur multivoque suivant :

N(y) =

(
h 2 C(J;R) : y(t) = 1

�(�)

R t
0
(t� s)��1v(s)ds� t

T�(�)

R T
0
(T � s)��1v(s)ds

�( t
T
� 1)y0 + t

T
yT

)
tel que v 2 SF;y:

Remarque 2.1.1 Clairement, du lemme 2:1:3, les points �xe de N sont des solutions du

PR:

On va montrer que N satisfait les hypothéses de l�alternative non linéaire de Leray-Schauder;

la preuve sera donnée en plusieurs étapes :

Etape 1 : N(y) est convexe

Pour tout y 2 C(J;R); en e¤et :
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Si

h1; h2 2 N(y)

alors il existe v1; v2 2 SF;y de telle sorte que pour tout t 2 J nous avons :

hi(t) =
1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1vi(s)ds�
t

T�(�)

Z T

0

(T � s)��1vi(s)ds� (
t

T
� 1)y0 +

t

T
yT ;

Pour i = 1; 2 soit 0 � d � 1, alors 8t 2 J nous avons :

(dh1 + (1� d)h2)(t) =
1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1 [dv1(s) + (1� d)v2(s)] ds

�
Z T

0

(T � s)��1 [dv1(s) + (1� d)v2(s)] ds� (
t

T
� 1)y0 +

t

T
yT

de puis SF;y est convexe (parceque F convexe), nous avons

dh1 + (1� d)h2 2 N(y):

Etape 2 : N transforme un ensemble borné à un ensemble borné dans C(J;R):

Soit

B�� = fy 2 C(J;R) : kyk1 � ��g

est bornée dans C(J;R) et y 2 B�� ;

Ensuite pour chaque h 2 N(y); il existe v 2 SF;y tel que :

h(t) =
1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1v(s)ds� t

T�(�)

Z T

0

(T � s)��1v(s)ds� ( t
T
� 1)y0 +

t

T
yT ;

D�aprés H2 nous avons, pour tout t 2 J;

jh(t)j � 1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1 jv(s)j ds+ 1

�(�)

Z T

0

(T � s)��1 jv(s)j ds+ jy0j+ jyT j

� 1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1p(s)	(jy(s)j) + 1

�(�)

Z T

0

(T � s)��1p(s)	(jy(s)j) + jy0j+ jyT j

� 	(��)I�(p)(t) + 	(��)I�(p)(T ) + jy0j+ jyT j

Ainsi,
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khk1 � 	(��) kI�(p)k1 +	(��)I�(p)(T ) + jy0j+ jyT j = l:

Etape 3 : N transforme un ensemble borné à un ensembles équicontinues de C(J;R)

Soit t1; t2 2 J; t1 < t2; B��un ensemble bornée de C(J;R) dans l�étape 2,

Soit y 2 B�� et h 2 N(y); puis :

jh (t2)� h (t1)j =
���� 1

� (�)

Z t1

0

�
(t2 � s)��1 � (t1 � s)��1

�
v (s) ds+

(t2 � t1)
� (�)

Z t2

t1

(t2 � s)��1 v (s) ds
����

+
(t2 � t1)
T

jy0j+
(t2 � t1)
T

jyT j

� kpk1	(��)
� (�)

Z t1

0

�
(t2 � s)��1 � (t1 � s)��1

�
ds+

(t2 � t1) kpk1	(��)
� (�)

Z t2

t1

(t2 � s)��1 ds+
(t2 � t1)
T

jy0j+
(t2 � t1)
T

jyT j

� kpk1	(��)
� (�+ 1)

[(t2 � t1)� + t�1 � t�2 ] +
kpk1	(��)
� (�+ 1)

(t2 � t1)

� kpk1	(��)
� (�+ 1)

(t2 � t1)� +
(t2 � t1) kpk1	(��)

� (�+ 1)
(t1 � t2)�

+
(t2 � t1)
T

jy0j+
(t2 � t1)
T

jyT j

Comme t1 ! t2; alors le coté droit de l�inégalité ci-dessus tend vers zéro,à la suite d�étape

1 à 3; avec le théoreme de Arzela-Ascoli ,on conclut que :

N : C(J;R)! P (C(J;R))

est complètement continue.

Etape 4 : N et un graphe fermé,

Soit yn ! y�; hn 2 N(yn) et hn ! h�; on va montrer que

h� 2 N(y�)

signi�e qu�il existe vn 2 SF;y tel que, 8 t 2 J;

hn(t) =
1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1vn(s)ds�
t

T�(�)

Z T

0

(T � s)��1vn(s)ds� (
t

T
� 1)y0 +

t

T
yT :
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nous avons montrer qu�il existe v� 2 SF;y; tel que

8t 2 J

h�(t) =
1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1v�(s)ds�
t

T�(�)

Z T

0

(T � s)��1v�(s)ds� (
t

T
� 1)y0 +

t

T
yT :

puisque F (t; :) est semi continue, alors pour 8" > 0;9n0(") � 0 tel que

8n � n0; on a :

vn(t) 2 F (t; yn(t)) � F (t; y�(t)) + "B(0; 1) a:e t 2 J

Puisque F (t; :) est une compact, alors 9 une suite vnm(:) telle que

vnm(:)! v�(:) quand m!1

et

v�(t) 2 F (t; y�(t)) 8t 2 J;

pour tout w 2 F (t; y�(t)); nous avons :

jvnm(t)� v�(t)j � jvnm(t)� wj+ jw � v�(t)j

Alors

jvnm(t)� v�(t)j � d(vnm(t); F (t; y�(t)):

Par une relation similaire obtenu en inverssant du roles de vnm et v�;en résultat

jvnm(t)� v�(t)j � Hd(F (t; yn(t)); F (t; y�(t)))

� l(t) kyn � y�k1

alors

jhn(t)� h�(t)j �
1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1 jvnm(s)� v�(s)j ds+
1

�(�)

Z T

0

(T � s)��1 jvnm(s)� v�(s)j ds

� 1

�(�)

Z T

0

(T � s)��1l(s)ds kynm � y�k1
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donc

jhnm(t)� h�(t)j �
1

�(�)

Z t

0

(t�s)��1l(s)ds kynm � y�k1+
1

�(�)

Z T

0

(T�s)��1l(s)ds kynm � y�k1 ! 0

quand m!1:

Etape 5 : Les limites a priori .

Soit y tel que y 2 �N(y) avec � 2 [0; 1] ;

alors 9v 2 SF;y tel que, pour tout t 2 J;

y(t) =
�

�(�)

Z t

0

(t� s)��1v(s)ds� �t

T�(�)

Z T

0

(T � s)��1v(s)ds� �( t
T
� 1)y0 +

�t

T
yT

cala implique que par H2; pour 8t 2 J nous avons

jy (t)j � 1

� (�)

Z t

0

(t� s)��1 jv (s)j ds+ 1

� (�)

Z T

0

(T � s)��1 jv (s)j ds+ jy0j+ jyT j

� 1

� (�)

Z t

0

(t� s)��1 p (s)	 (jy (s)j) ds+ 1

� (�)

Z T

0

(T � s)��1 p (s)	 (jy (s)j) ds+ jy0j+ jyT j

� 	(kyk1)
�(�)

Z t

0

(t� s)��1 p (s) ds+ 	(kyk1)
�(�)

Z T

0

(T � s)��1 p (s) ds+ jy0j+ jyT j

Ainsi,

M

	(kyk1) kI�pk1 +	(kyk1)(I�p)(T ) + jy0j+ jyT j
< 1:

Par condition (3:4), 9M > 0 tel que

kyk1 6=M:

Soit

U = fy 2 C(J;R) : kyk1 < Mg

L�opérateur N : u! P (C(J;R)) est semi-continue superieure et complètement continue.

Du choix de U , il n�y pas y 2 @U tel y 2 �N(y) pour certains � 2 [0; 1] ;

En conséquence de l�alternative non linéaire de Leray-Schauder, on deduit que N admet un

point �xe y dans u qui est une solution du PR:
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2.2 Le deuxième resultat

On presente maintenent un resultat pour le problème PR avec un second membre à valeur

non convexe.

Nous considérations est basée sur le théorème de point �xe pour les contractions multivoques

donne par Covitz et Nadler.

Remarque 2.2.1 8y 2 C(J;R); l�ensemble SF;y est non vide puis; F a une selection mesu-

rable.

Preuve. �
Etape 1 : N(y) 2 Pcl(C(J;R)) 8 y 2 C(J;R).

En e¤et, Soit (yn)n�0 2 N(y); tel que yn ! y dans C(J;R); puis, y 2 C(J;R) et il existe

vn 2 SF;y tel que, 8t 2 [0; T ] ;

yn(t) =
1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1vn(s)ds�
t

T�(�)

Z T

0

(T � s)��1vn(s)ds� (
t

T
� 1)y0 +

t

T
yT :

En utilisant ce que F des valeurs compactes et de H3; nous pouvons passer à une suite,

nécéssaire pour obtenir que vn converge vers v 2 L1w(J;R); (l�espace muni de la topologie

faible).

Une application du théorème de Mazur�s implique que vn converge fortement vers v et par

conséquent v 2 SF;y:

Donc 8t 2 J

yn ! ey(t) = 1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1v(s)ds� t

T�(�)

Z T

0

(T � s)��1v(s)ds� ( t
T
� 1)y0 +

t

T
yT :

Alors, ey 2 N(y):
Etape 2

il existe  < 1 tel que

Hd(N(y); N(y)) �  ky � yk1 8y; y 2 C(J;R)
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Soit y; y 2 C(J;R) et H1 2 N(y);et il existe v1(t) 2 F (t; y(t))

tel que 8t 2 J

h1(t) =
1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1v1(s)ds�
t

T�(�)

Z T

0

(T � s)��1v1(s)ds� (
t

T
� 1)y0 +

t

T
yT

De (H3) il en resulte que

Hd(F (t; y(t); F (t; y(t))) � l(t) jy(t)� y(t)j :

Par conséquent, il existe w 2 F (t; y(t)) tel que

jv1(t)� wj � l(t) jy(t)� y(t)j ; 8t 2 J:

On considère U : J ! P (R) donné par

U(t) = fw 2 R : jv1(t)� wj � l(t) jy(t)� y(t)jg

Etant donnée que l�operateur multivoque V (t) = U (t) \ F (t; y(t)) est mésurable, il existe

une fonction v2 (t) qui est une selection mésurable pour V . Alors, v2 (t) 2 F (t; y(t)) ; et pour

chaque t 2 J;

jv1(t)� v2(t)j � l(t) jy(t)� y(t)j

Laissez-nous dé�nir pour chaque t 2 J

jh1(t)� h2(t)j �
1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1 jv1(s)� v2(s)j ds+
1

�(�)

Z T

0

(T � s)��1 jv1(s)� v2(s)j ds

� 1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1l(s) jy(s)� y(s)j ds+ 1

�(�)

Z T

0

(T � s)��1l(s) jy(s)� y(s)j ds

A partir d�une relation analogue, obtenu en inverssant les rôles de y et y il en resulte que

Hd(N(y); N(y)) � 2(I�l)(T ) ky � yk1 :

Alors, N est contraction et ainsi, daprés lemme 1:1:1, N admet un point �xe y qui est une

solution pour (PR):



CONCLUSION

Notre but principal but dans ce mémoire, est de présenter plusieurs résultats d�éxistence pour

les inclusions diférentielles d�ordre fractionnaire au sens de Caputo. Ces résultats ont été

obtenus par l�aproche du point �xe dans le cas multivoque. Dans le future, on peut considére

le problème aux limites pour les inclusions di¤érentielles fractionnaires avec la dérivée de

Riemman-Liouville et la dérivée d�Hadamart.
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