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INTRODUCTION

Les équations et les inclusions diférentielles fractionnaires sont devenus importantes, ces der-
niéres années dans diférentes branches mathématiques appliquées telle que les phénomenes
physiques, la technologie, 1énergie et la biologie ...etc.

Ce mémoire consiste & étudier un probléme aux limites concernant les inclusions diférentielles
fractionnaires pour a €]1,2]. Notre approche est basé sur la théorie du point fxe ( l'alter-
native non-linear de leray-schauder et le théoréme du covitz et Nadler pour les contractions
multivoques.)

Ce mémoire est composé de deux chapitres :

Le premier chapitre est consacré & des notions préliminaires concernant les espaces fonction-
nelle, I'analyse multivoque, le calcul fractionnaire et quelques théorémes du point fixe.

Le deuxiéme chapitre est consacré a lexistence des solutions pour les inclusions diférentielles
fractionnaires ou lordre v €]1,2]. Notre approche est basé sur l'alternative non-linear de

leray-schauder et le théoréme du covitz et Nadler pour les contractions multivoques.




Chapitre 1

Espaces fonctionnels

Définition 1.0.1 [a/Soit [a,b] un intervalle de R ot a,b € R et a < b, on désigne par

L'([a,b] ,R) l’espace des fonction continues sur |a,b] muni de la norme:

2] = sup |(t)].
te[a,b]

Définition 1.0.2 On désigne par L' ([a,b] ,R) ’espace des fonctions intégrables muni de la

norme sur |a,b] ot a,b € R muni de la norme

b
el = / 2(t)) dt.

Définition 1.0.3 AC'(J,R)est I’espace des fonctionsy : J — R, qui sont absolument conti-

nue, et la premiére derivée est absolument continue.

Théoréme 1.0.1 (D’ascoli Arzela)Soit X espace compact et C(X) un espace de Banach des
fonctions continues sur X a valeurs complexe, muni de la norme du sup, Alors, un sous

ensemble H de C(X) est relativement compact si et seulement si,

1. H est équicontinue.

2. H est borné dans C(X).
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1.1 Quelque notions d’analyse multivoque

Définition 1.1.1 [a/Soient X et Y deux ensembles non vides. Un opérateur multivoque du
X deY est une correspondance qui associe un sous-ensemble G(x) du'Y a chaque élément
convexe x de X.

On note opérateur multivoque par : G(X) : X — P(X).

Définition 1.1.2 On dit que Uopérateur multivique G : X — P(X) est a valeurs convexes(fermées)

si G(x) est convexe(fermé) pour chaque x € X.

Définition 1.1.3 On dit que l'opérateur multivoqgue G : X — P(X) est bornée si G(B) est

bornée dans X pour chaque ensemble borné B dans X i,e

ilelg{SUP{HyH ry € G(x)}} < oo,

Définition 1.1.4 [c/On dit que Uopérateur multivoque G : X — P(X) est completément

continue si G(B) est relativement compact pour chaque sous-ensemble borné B C X.

Définition 1.1.5 On dit que l'opérateur multivoque G : X — P(X) est semi-continue supé-
rieurement(s.c.s) dans X si pour chaque o € X l'ensemble G(x¢) est non vide fermé de X
et pour chaque ouvert N de X tel que N C G(xy), il exsiste un voisinage ouvert M de xq tel

que G(M) C N.

Remarque 1.1.1 Si G : X — P(X) est complétement continue et & valeur non vide com-

pact, alors G est s.c.s si est seulement si G a un graphe fermé i.e

Tpn = Ty Yn = Yx,

Yo € G(x,) = ys € G(xy).

Définition 1.1.6 On dit que l'opérateur multivoque G : X — P(X) admet un point fize s’il

existe v € X tel que x € G(x).

-Soit P, .(R) 'ensemble de tous les sous-ensemble non vides compactes et convexes de R.
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Définition 1.1.7 [a/On dit que Uopérateur multivoque G : X — P, .(R) est mesurable si

pour chaque x € R, la fonction Y : J — R est définie par:

Y(t) = d(z,G(t)) = inf {|z — 2| : 2 € G(t)}

. est mesurable.

Ou d est la distance réduire par I’espace de Banach X.

Définition 1.1.8 On dit que l'opérateur multivoque F [a,b]x X — P(X) est L'— Carathéodory

St

i t — F(t,u) est mesurable pour chaque u € X.
it uw — F(t,u) est semi-continu supérieur V¢ € [a,b].

iit pour chaque g > 0, il existe ®, € L'([a,b] ,Ry) tel que :

[E(t, w)l| = sup {|v] : v €€ F(t,u)} < By(t)

pour tout ||v|| < g et pour chaque t € [a,b].

Définition 1.1.9 [d/Pour touty € C([a,b], X), on définit ’ensemble des séléction de F par :

Spy = {v € L'([a,b],X) :v(t) € F(t,y(t)) Vt € [a,b]}.
Lemme 1.1.1 Soit (X,d) espace métrique complet.
Si N : X — P,(X) est une contraction, alor FIX N # &.
Définition 1.1.10 Soit X un espace de Banach et |a,b] un intervalle réel compact.
Soit F : [a,b] X X — Py .(X) un opérateur multivoque L'—Carathéodory et soit I' une

application continue de L*(J, X) en C(J, X), alors 'opérateur

LoSp:C(J,X) = pepe(C(J, X)),y — ([ o Sp)(y) :=T(Sky)

est un opérateur a graphe fermé dans C(.J, X') x C(J, X).
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1.2 Quelques théoréme de point fixe :
1.2.1 Théoréme du point fixe de Leray-Schauder

Théoréme 1.2.1 L’altarnative non linéaire de Leray-Schauder

Soient B un espace de Banach et C' un sous-ensemble convexe de B.
On suppose que U est un sous-ensemble ouvert de C' avec ug € U et T': U — C' un opérateur

continue et compact alors :I'un des énoncés suivants a lieu.

1. T admet un point fixe.

2. Tl existe u € Ju et A € [0, 1] avec u = \T'(u).

1.2.2 Théoréme de pooint fixe du Covitz et Nadler

Théoréme 1.2.2 Soit (X,d) un espace métric complet.

Si N : X — Py(X) est une contraction, alors N admet au moins un point une solution.

1.3 Le calcul fractionnaire

1.3.1 Intégrales fractionnaires

La fonction Gamma

Définition 1.3.1 La fonction Gamma est simplement la généralement de la fonction de la

factoriélle cétte fonction est l'un des outils de base du calcul fractionnaire.

Définition 1.3.2 La fonction Gamma est définie par l'intégrale :

['(2) :/ exp(—t)t*"'dt, 2 >0
0
ou

! = exp(z — 1) In(t).
Proposition 1.3.1 Pour tout z € R —{0,—1,-2,..} etn €N ona:

ol'(2+ 1) =z2I(z).
ol'(z+n)=z2(z+1)...(z+n—1I'(2).
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1.3.2 La fonction Delta

Définition 1.3.3 [b/La fonction Delta est définie par

0 si t#0
5@_{—1—00 si t=0

tel que

/m S(t)dt = 1.

o0

Remarque 1.3.1 Soit f une fonction continue sur R on a :

[ s = s,

1.3.3 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann Liouville

L’approche de Riemann-Liouville relative & la définition de I'intégrale fractionnaire s’appuie

sur la formule de Cauchy pour le calcul de I'intégrale répétée n fois qui est donnée par :

o 1 ! n— *
Iah(t):m/a(t—s) 'h(s)ds,t > aetneN

En généralisant cette formule & I'ordre « réel positif et en remplacant la fonction factoriélle

par la fonction Gamma on aura définition suivante :

Définition 1.3.4 [a/Soit h € L' ([a,b],R,). On définit l'intégrale fractionnaire (arbitraire)

d’ordre a € Ry par la formule:

1) Sia =0, on écrit

telle que
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ol s t >0
2all) :{ 0 s t <0

et ¢, — 6(t) quand oo — 0.

2) Si o =0, on écrit :

I°h(t) = h(t).

3) Soit «, B > 0, alors pour tout h(t) € L' [a,b], on a :

I“IPh(t) = I9TPh(t) = IP I h(t)

pour presque tout t € [a,b].
4) Si h € L'[a,b] avec a fini, alors I®h(t) existe pour presque tout t € [a,b] et on a [* €
L' [a,b].

1.4 Deérivées fractionnaires :

arf
dtn

Plusieurs approches ont été développées pour donner un sens a lorsque n € R ou C.
Dans la présente sous-section on se limite a la présentation de deux approches de dérivation

fractionnaire a savoir ’approche de Riemann-Liouville et celle de Caputo.

1.4.1 Opérateur de dérivée n"°

Définition 1.4.1 L’opérateur de la dérivée d’ordre n, n € N* est noté par D

Df(E) = 7

Ny Do — 4%
ou D" = 4=.

D'I'f =i I'D'f £ [, fe Cm<R+>

I"D"f = f(x Zf K', > 0.
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1.4.2 Dérivée au sens de Riemann -Liouville

Définition 1.4.2 Soit h € C! ([a,b]).On définit la dérivée fractionnaire d’ordre (0 < o < 1)

au sens de Riemann -Liouville par :

Doh(t) — ﬁ% / (t — 5)* T h(s)ds

= DI “n(t).

Définition 1.4.3 Soit h € C" ([a,b]). On définit la dérivée fractionnaire d’ordre (0 <n —1 < a <n)

au sens de Riemann-Liouville par :

o B 1 dm™ t I
D2h(t) = m%/a(t—s) h(s)ds

= D" h(t).

cas particulier :

Si(l<a<?2)

1 d2 t .
D2h(t) = ———— t—s) "“h(s)d
SO = FayaE ) = ks
= D22 °p(t)
telle que n = [a] + 1.

Remarque 1.4.1

Proposition 1.4.1 Soient «, 5 deux paramétre réels et f : [a,b] — R, alors on a :
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1.D°I° f(z) = f(x ) a> 0.
2.DPIf(x) = I*Ff(x),8 <0, > 0.
3.D"1°f(x) = D" f(x),n € Nya > 0.
19D f(z) £ f(2).

5.D“DP f(x) # DPD° f(z).
6.D° D f(x) # D**P f(x).

1.4.3 Dérivée au sens de Caputo

Définition 1.4.4 Soit h € C™ ([a,b]) .On définit la dérivée fractionnaire au sens de Caputo

de la fonction h par :

cD* - t —s)" M (s)ds
DI = g [ =T O )

= ["ODOR(t)

telle que n = [a] + 1.
cas particuliers

Sil<a<?2:

“DOR(t) — ﬁ / (t— 5) R (s)ds

I27*D?h(t).

1. DgZc = 0, ¢ est une constante.

0 cprp— | Tow  sif>a-1
@ 0 si B<a—1



Chapitre 2

Existence des solutions

Introduction

Ce chapitre est consacré a I’étude existence des solutions du problémes aux limites consernant
les inclusions differentiélles fractionnaires.

Soit o un reel positive tel que 1 < a < 2

On considéré le problémes aux limites des inclusions fractionnaires suivant :

{ “Dey(t) € F(t,y), pour tout t € J =[0,T],1 < a < 2, (1.1)
y(0) = yo,y(T) = yr- (1.2)

Ou “D* est la dérivée fractionnaire au sens du Caputo, F : J x R — P(R) est un opérateur
multivoque P(R) est la famille de tout les sous-ensemble non vides de R, yo, yr sont réels

constantes.

Définition 2.0.5 Une fonction y € AC*(J,R) est dit étre un solution de (PR), s’il existe

une fonction v € L'(J,R), avec

v(t) € F(t,y(t)), pour a.e t € J, telle que :

‘D%(t) =v(t),te J1<a<2.

et la fonction y satisfait condition (1, 2).
Pour l'existence des solutions du probleme précédent, nous avons besoin des lemmes auxi-

liaires suivantes :
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Lemme 2.0.1 Soit o > 0 l’équation différentielle “D*h(t) = 0, admet la solution

h(t) = co + cit + cot® + ...cyt™ !
avec ¢; € R, i =0..n, n = [a] + L.
Lemme 2.0.2 Soit o« >0

Alors on a

I°°D*h(t) = co + c1t + cot? + .oocnt™ 1 + h(2).

Pour certain ¢; € R, i = 0...n,n = [a] + L.

On conséquence de lemme 3.2 et 3.3, on a le résultat suivant :

Lemme 2.0.3 Soient 1 <a <2 eth:J — R continue, Une fonction y est une solution de

lequation intégrale fractionnaire

W) = gy | (=9 s = s [T =9 (s)s = (= 1o + . (31

si et seulement si, y est une solution de BVP

{ CDoy(t) = h(t),t € J (3.2)
y(0) = yo. y(T) = yr (3:3)
Preuve. On suppose que y satisfait (3.1) alors O

y(t) = o+t + ﬁ/{) (t —8)* 'h(s)ds.

de (3.3), un simple calcul donne
€ = —Y

et

— s [ @ s+ g g
T Tr(a) ), ° )as i = plr

donc nous obtenons 1'équation y satisfait (3.1),

Inversement, il est clair que 'équation y satisfait (3.2), ( 3.3).
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2.1 Le premier resultat
Théoréme 2.1.1 On suppose que:

H,-F:JxR— P,.(R) est un opérateur multivoque cathéodory.

H, - il existe p € C(J,R*") est ¥ : [0, 00] — [0, 00] continue et non décroissante tel que :

|F(t,u)|p < p(t)¥(|u]) pour t € J est chaque u € R.

Hj - il existe | € L'(J,RT), avec I®] < oo tel que

Hy(F(t,u), F(t,3) < 1(t) |u— 1| Yu,7 € R

et
d(0,F(t,0)) <I(t),a.e teJ

H, - 1l existe un certain nombre M > 0, telle que :

M
WM [[1op]. + (M) (1op)(T) + [yol + lyr

alors le BV P admet au moins une solution sur J.

1 (3.4)

Preuve. O

On considére 'opérateur multivoque suivant :

Ny) = 4 M ECUR) :y(t) = i Jo (t = 9)7 Mo(s)ds — z5ieg Jy (T = 5)° o(s)ds
_(% = 1Dyo + %?JT

tel que v € Spy,.

Remarque 2.1.1 Clairement, du lemme 2.1.3, les points fire de N sont des solutions du

PR.

On va montrer que N satisfait les hypothéses de ’alternative non linéaire de Leray-Schauder,
la preuve sera donnée en plusieurs étapes :

Etape 1: N(y) est convexe

Pour tout y € C(J,R), en effet :
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Si
hl, hQ c N(y)

alors il existe vy, v, € Sf,, de telle sorte que pour tout ¢t € J nous avons :

(0 = g [ 0= s = s [0 = s (G = D+ o,

Pour i = 1,2 soit 0 < d < 1, alors Vi € J nous avons :

(dhy + (1 — d)ho)(t) = ﬁ /0 (t — 8)* dv(s) + (1 — d)va(s)] ds

_ /0 (T — )2 [dvy(s) + (1 — d)vs(s)] ds — (% ~ 1)ye + %yT

de puis Sg, est convexe (parceque F' convexe), nous avons
dhy 4+ (1 —d)he € N(y).

Etape 2 : N transforme un ensemble borné a un ensemble borné dans C'(J,R).
Soit

By ={y € C(J;R) : |lylloo <"}
est bornée dans C(J,R) et y € B,

Ensuite pour chaque h € N(y), il existe v € Sg,, tel que :

B0) = g | (0= 0(6)s = s [T = 9 o9 = (= D+ o,

D’aprés Hs nous avons, pour tout t € J,

h(t)] < ﬁ / (t - s)° 1|v<s>|ds+ﬁ / (T — ) o(s)| ds + [yo] + lyr]
1 t ol 1 T ol
< @ / (1= 9" () ¥ (9(s)) + / (T — ) p(s) ¥ (ly(s)]) + lyol + lyr]
< ()I)®) + V) IENT) + ol + lur

Ainsi,
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1Plloe < W) 1% (P) oo + ) I ()(T) + [yl + lyr| = I-

Etape 3 : N transforme un ensemble borné a un ensembles équicontinues de C'(J, R)
Soit t1,ts € J, t; < ty, B,~un ensemble bornée de C'(J,R) dans I'étape 2,
Soit y € B, et h € N(y), puis :

h(ts) — h(h)] = '%) /O 1[<t2—3>“‘1—<t1—s)°“1}v<s>ds+“1{‘“) / (b2 — ) v (s) ds

(v

(t2 —t1)
T

IPlloo @ (17) [ rh et a1y g
Sw/{) [(t2 = 5) (th—s)"" ] ds +

(t2 —t1) [Pl ¥ (07) /t2 (ts — $)* 1 ds + (ta —t1) 1ol + (ta —t1)

+

T () (5 71y T lyr|
[pllo ¥ (77) o o a1, IPls ¥ (")
< m[(b—h) +t1—t2]+m(t2—t1)
1Pl oo ¥ (7") o (ta—t) ol ¥ (") o
T(a+1) (b = 1)" + T(w+1) (= 1)
Aty b)),

Comme t; — t, alors le coté droit de 'inégalité ci-dessus tend vers zéro,a la suite d’étape

1 & 3, avec le théoreme de Arzela-Ascoli ,on conclut que :

N : C(J,R) — P(C(J,R))

est complétement continue.
Etape 4 : N et un graphe fermé,

Soit Yy, — Y, hy € N(yn) €t h, — h,, on va montrer que

h. € N(ys)
signifie qu'il existe v,, € Sk, tel que, V ¢ € J,

1 t t

) = a7 [ (0= eneds = s [T =9 s = (G = Do+ o
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nous avons montrer qu’il existe v, € Sg,, tel que
7y’

Vte J

h.(t) = ﬁ/o (t — 5)* v, (s)ds — TI‘t(a) /0 (T — 5)* tu,(s)ds — (% —Dyo + %yT.

puisque F'(t,.) est semi continue, alors pour Ve > 0,3ng(c) > 0 tel que

Vn > ng, on a :

va(t) € F(t,yn(t)) C F(t,y.(t)) +eB(0,1) aet € J

Puisque F'(t,.) est une compact, alors 3 une suite v,,,(.) telle que

Vnm (.) = v.(.) quand m — oo

et
vi(t) € F(t,y.(t)) Vt € J,

pour tout w € F(t,y.(t)), nous avons :

|Unm(t) - U*(t)‘ < ’Unm(t) - wl + ‘w - U*(t)|

Alors

[Onm (t) = 0 ()] < d(0nm(t), E(L, 5 (t))-

Par une relation similaire obtenu en inverssant du roles de v, et v,,en résultat

[Onm () = v ()] < Ha(F(t, yn(t)), F(1,y.(1)))

< 1) lyn — ¥:ll o

A

alors

t ot —USSLT_Saflv &) — v ()| ds
F(a>/0(t—5) [Vnm (8) — va(s)] d +F(a)/O<T ) 0 (8) — va(s)| d

= 5)*HU(5)ds [[Ynm — Y]l

(VAN
—
|-
N
3
~
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donc

1 ¢ ol 1 T ol
() = (0] < s / (#=5)" 133 [ = o / (T—5)*1(5)d lymm — 1]l — 0

quand m — oo.
Etape 5 : Les limites a priori .
Soit y tel que y € AN(y) avec A € [0, 1],

alors Jv € Sg, tel que, pour tout ¢ € J,

) = s [ (6= oteds = s [0 = 9 u(o)ds = MG = D+ G

cala implique que par H,, pour Vt € J nous avons

WO < i [ - s s [ @9 ) ds o
<m0 PO P D ds i [T )W () ds ol + o
< MWlks) [0yt MWD [t s + o
Ainsi,
M

1.

<
(llylloe) 1Pl + ¥yl )(LoP)(T) + [yol + lyr]
Par condition (3.4), 3M > 0 tel que

1Yl # M.
Soit
U={yeC(JR): [yl <M}
L’opérateur N : u — P(C(J,R)) est semi-continue superieure et complétement continue.
Du choix de U, il n’y pas y € OU tel y € AN(y) pour certains A € [0, 1],
En conséquence de 'alternative non linéaire de Leray-Schauder, on deduit que N admet un

point fixe y dans w qui est une solution du PR.
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2.2 Le deuxiéme resultat

On presente maintenent un resultat pour le probléme PR avec un second membre & valeur
non convexe.
Nous considérations est basée sur le théoréme de point fixe pour les contractions multivoques

donne par Covitz et Nadler.

Remarque 2.2.1 Vy € C(J,R), l’ensemble Sg,, est non vide puis, F' a une selection mesu-

rable.

Preuve. U
Etape 1 : N(y) € P4(C(J,R)) Vy € C(J,R).

En effet, Soit (y,)n>0 € N(y), tel que y,, — ¥ dans C(J,R), puis, § € C(J,R) et il existe
v, € Spy tel que, Vt € [0,T7,

t T
yn(t) = ﬁ/o (t — 5)* u,(s)ds — %(04)/0 (T — 5)* v, (s)ds — (% — D)yo + %yT.
En utilisant ce que F des valeurs compactes et de Hs, nous pouvons passer a une suite,
nécéssaire pour obtenir que v, converge vers v € Ll (J,R), (espace muni de la topologie

faible).
Une application du théoréme de Mazur’s implique que v, converge fortement vers v et par

conséquent v € Sg,,.

Donc Vt € J

=30 = e [ =99 = s [T =9 u(s)ds = (= Do +

Alors, y € N(y).
Etape 2

il existe v < 1 tel que

Hy(N(y), N@)) <~vlly =7l Yy,7 € C(J,R)
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Soit y,7 € C(J,R) et Hy € N(y),et il existe v1(t) € F(t,y(t))
tel que Vt € J

mit) = gy | (=" n(es = s [T = o (s)s = (G = Do+ oo

De (Hj3) il en resulte que

Hy(F(t,y(t), F(t, (1) < 1) [y(t) —y(t)]-

Par conséquent, il existe w € F(t,75(t)) tel que

[01(8) —w| < 1(t) [y(t) —3(@X)|, Yt € J.

On consideére U : J — P(R) donné par

U(t) ={w e R:|vi(t) —w| < 1) [y(t) —y()[}
Etant donnée que l'operateur multivoque V' (t) = U (t) N F'(t,7(t)) est mésurable, il existe
une fonction vy () qui est une selection mésurable pour V. Alors, vs (t) € F (¢,7(t)), et pour

chaque t € J,

o1 (t) — v2()] < U(E) [y(t) — 7 (1)]

Laissez-nous définir pour chaque ¢t € J

1 t ol 1 T ol
) =] < Fos / (1= )" () = )] ds + s / (T — 52 [oa(s) — vals)] ds

1 t ol _ 1 T ol B
| / (=31 o(s) = )] s + / (T — ) 11(s) ly(s) — 5(s)] ds

<
I N (e

A partir d’une relation analogue, obtenu en inverssant les roles de y et ¥ il en resulte que

Ha(N(y), N(@)) < 2(I°D(T) lly = Yl -
Alors, N est contraction et ainsi, daprés lemme 1.1.1, N admet un point fixe y qui est une

solution pour (PR).



CONCLUSION

Notre but principal but dans ce mémoire, est de présenter plusieurs résultats d’éxistence pour
les inclusions diférentielles d’ordre fractionnaire au sens de Caputo. Ces résultats ont été
obtenus par ’aproche du point fixe dans le cas multivoque. Dans le future, on peut considére
le probléme aux limites pour les inclusions différentielles fractionnaires avec la dérivée de

Riemman-Liouville et la dérivée d’Hadamart.
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