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Résumé :

L’objectif de ce travail est ’étude de I’équation différentielle opérationnelle abstraite du

second ordre de type élliptique a coefficients opérateurs constants.Les techniques utilisées

reposent sur la théorie du semi-groupe et l'integrale de Dunford.

Mots clés : ’équation differentielle opérationnelle abstraite du second ordre de type

elliptique,puissance fractionnaires, conditions au limites, conditions nécessaires et

suffisantes, semi-groupe analytique, integrale de Dunford.
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Introduction

L’objectif de ce mémoire est de faire une étude de 1’équation différentielle opérationnelle
abstraite du second ordre de type élliptique :

u"(t) + Au(t) = f(t),t € [0,1]

sous les conditions :

ol h € E et A est un opérateur constant.
On suppose dans tout le travail que la résolvante admet la majoration uniforme :

. K
) e < VA~ 0.

(Ho) : H (A=A

On s’intéresse ici a Pexistence, 1'unicité des solutions strictes dans I'espace C([0,1]; E)
lorsque le second membre est assez régulier.

On construit alors la solution sous la forme d’integrale de Dunford. Cette technique est
inspirées des travaux de DAPARTO-GRIS VARD [1] et R.ABBAS [6].

L’originalité de ce travail est 1'utilisation des espaces fractionnaires.

De nombreux auteurs ont étudie 1’équation élliptique du second ordre avec différentes
conditions aux limites.

On cite S.G.KREIN [5], cet auteur traite le probléme

avec des conditions aux limites de type

u(t) — fPu(t) =0,0<t < T (Ds dense)

avec des conditions aux limites de u(0) = ¢;u'(0) = h.

et [/ un opérateur constant; et ceci en décomposant le probléme en deux probléme du
premier ordre.

Dans le premier chapitre : on a fait un rappelle qui contient les semi-groups , calcul
de Dunford, puissances fractionnaires.

deuxiem chapitre : on a étudie I’équation homogéne et non homogene , on fait I’hypo-
these (Hy) qui permet de définir (—A)? (voir A.V.BALAKRISHNAN [3]).

Ce chapitre est divisée en deux parties, dans la premiére on a étudie I’équation homo-
géne.Grace a la réduction de l'ordre comme dans S.G.KREIN [5], on décompose notre
équation en deux problémes du premier ordre et on utilise la racine carrée de 'opérateur
(—A) et les semi-groupes direct.

Au troixiéme chapitre : on illustre le chapitre précédent par un exemple concret.



Chapitre 1

RAPELLES :

1.1 SEMI-GROUPE FORTEMENT CONTINUS

Définition 1.1 on appelle semi-groupe fortement continu une application :

R, — L(E)
t — G(t)

telle que :

1. G(0)=1
2. G(t+s)=G(t).G(s) Vt,s >0
3. Vo € E 1’application :

R, — L(E)
t = Gty

est fortement continue au point 0

ileVope I/
lim — |l =
Jim IG({t)p—¢|| =0
=

li G(t)—1||=0
lim G (6) 1|
Définition 1.2 on appelle générateur infinitésimal du semi-groupe G (t) ,l opérateur

linéaire non borné A défini par :

Dy = {4,0 € E/ lim w existe }

t—0t

Ap = lim

t—0t+
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Théoréme 1.1 Soit A un générateur infinitésimal du semi-groupe fortement continue G (t)
alors :

1. A est fermé
2. D4 est dense dans E
3. p(A)D{AeC/ Rer>w} e VK>1

R P e

1.2 SEMI-GROUPE ANALYTIQUE

Théoréme 1.2 .T.KATO [4]

Soit A : Dy C E — E un opérateur linéaire non borne verifiant :

1. A fermé
2. Dy dense
3. pAo D2 {rAeC*/ReA>0}et IL >0 VA€ py on ait :

L

10= 2 ey < 13

o <

alors A est générateur infinitisimal d’un semi-groupe G (t) tel que :

LAM=0Yt-0, |G, <M

2.Vt=0,G(t) € L(E;Dy) et [|AG ()] 5 < %

Lemme 1.1 30 - 0/p, D {A € C*/|arg\| < 2+ 0}

1.3 INTERPOLATION DES OPERATEURS LI-
NEAIRES

Définition 1.3 soit F' un espace de banach

1. f est fortement mesurable

feLi’(R+,F)<:>{.. ? !
. (fo ||f(t)|€:’%)p = ||f||Lf(]R+;F) < +0o0

Notation 1.1 Yk > 0: D4 (0;+00) = (Da; E) = {p € E:sup |[’A(A—t) " ¢||, < k}.
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1.4 ESPACE DE HOLDERIENS

Soit E un espace de banach complexe :

C([0,1],E)={f:[0,1] = E; f continue} = C (FE).

C*(0,1),B) = {1+ C(B) = | fllonsy < +o0} 0<0<1.

1f lcog) = max | £ (D) + max LOLDNe g5 € 0,1] et ¢ # 5.

|t—s|’
On définit aussi les espaces :

Dy (0) = {(p cE: tEeroosup [t°A (A - t)_1<pHE = 0}.

1.5 CACUL ET INTEGRALE DE DUNFORD :

1.5.1 Formule de cauchy :

RN
20m C)\—Z()

f (Zo> d)\

¢ courbe entourant z
Définition 1.4 soit F (T) l’espace des fonctions a variables complexes qui son analytique

dans un ensemble fermé contenant o (") son spectre .T.étant un opérateur linéaire fermé

1.5.2 L ’integrale de Dunford :

1) =g [T O-TD

ou f € F (T) et y entourant o (1)
f (t) dépand seulement de f et pas du contour =y

1.5.3 Proppriété de | integrale de Dunford :

Soient f et g € F (T) alors :
fger (T)et f(T)g(T)=(f.9)(T)

1.e.

FT)g@ =5 [T (-1 " ax

1.6 PUISSANCE FRACTIONNAIRES

1.6.1 Construction des puissances fractionnaires :

Soit A un opérateur linéaire fermé a domaine non dense dans E et soit A\ > 0

VA€ p(A) et [NA—=AD) | <M s (Hy)
Soit p € D4 alor 0 < Ref <1 on définie 'operateur JB par :
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sin

8 T3 oo B—1 -1
JPp = A (A= X)) (—A) pd\
0

™
plus généralement pour 5 : n —1 < Re/ <n on définie pour :

SO E DAn
Jop= gl (A

Lemme 1.2 les opérateur j° admettent des extensions fermées.

Lemme 1.3 ¢ € D42 alors pour tout 0 < Re (f+a) <1
J0ep = J0 %

Définition 1.5 (—A)” est la plus petite extension de J°

Théoréme 1.3 Soit D, dense et A verifiant (Ho) alors : pour 0 < 8 < 4

— (—A)” definie précedement génére un semi-groupe Sp (t) fortement
continue pour ¢ > 0 uniformément continue pour ¢ > 0.

Pour § =5 Si(t) = [ (A= AI)""sinv/AdA

1.7 SEMI-GROUPE ANALYTIQUE GENERALI-
SES :

Soit A: Dy C E — E un opérateure linéare dans un espace de banach F
vérifiant la propriété suivante :

Jp € ]%,W[et M =0 tel que :

0(A) DS, ={AeC/ #0et |arg )| < ¢}

et VAeS,ona: [[A(\— A)||Z(1E) <M., (w)

Ou : p(A) est 'ensemble résoulvante de A

On sait que si Dy = FE, A est générateur d’un semi-groupe analytique.

(voir T.KATO [4] et K.YOSIDA [12])

Mais si on suppose D4 # E | il est possible de définir une fonction ¢ — exp (At)
ce qu’on va appeler semi-groupe analytique généralisé.

Proposition 1.1 Soit A verifiant (w) alors les propriétés suivantes sont vérifiées :

lsipeDy,ona: 1ir%exp (At)yp =
inversement :
si Pr% exp(At)z =yetx € Dy alors :y==x

2Vpe E etVt >0 ona:fotexp(As) wds € Dy et fotexp(As) pds = exp (At) ¢ — .
3.Sig0€DAetA(pED_Aalors; %ir%%:Agp

. . At)p— .
inversement : lim M =y existe alors :

t—0
wE€Dy; ApEDy et Ap=y
Preuve : voir (E.SINESTRARI [8])
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1.8 EQUATION PARABOLIQUE DU PREMIER
ORDRE :

Beaucoup d’auteurs se sont intéressés au probleme de Cauchy :

{u’(t):Au(t)—i—f(t) 0<t<T
u(0) =¢

On cite H-TANABE [10] ,P.E.SOBOLEVSKII [9] , A.YAGI [11] ,et tout récement
E.SINESTRARI [8] pour le cas constant.

Définition 1.6 Cas constant

On vas donner quelques conditions nécessaire pour que u soit solution stricte de :

oy JU@) =Au(t) + f(t) 0<t<T
(0:1) { u(0)=¢ feC(0,1];E) E espace de Banach

Proposition 1.2 Siu est une solution stricte de (0;1) ona :

u(0) € Dy et uw (0) = Au(0) + f(0) € Dy

Proposition 1.3 Si u est une solusion stricte de (0;1) alors :

Vte[0:T)

u(t) = exp (At) o + / exp (A(t - 5)) f (s) ds



Chapitre 2

EQUATION DU SECOND ORDRE
AVEC A CONSTANT

2.1 POSITION DU PROBLEME ET HYPO-
THESES :

Soit A un opérateur lineaire fermé de domaine D, non nécéssairement dense dans
un espace de Banach F , on considere alors le probleme abstrait suivant :

u'(t) + Au(t) = f (1)
(1.0) ¢ u(0)=0
u'(l)=nh

Ouhe E, feC(0,1]; E).on suppose que A verifie I'hypothese suivante :

Je e R, M >0 tels que : p(A) D [—€?, +o0]
(Ho)

IO = A) gy < T+ YA € [—€%, o]

En particulier p(A) contient un secteur de la forme {\ C C |arg A| < o} ou &, ]0, Z[.

On se propose dans ce chapitre d’étudier I'existence, 'unicité de la solution stricte de (1.0)
lorsque f est assez réguliere et h vérifie certaines conditions de compatibilité liées a I’équation
(1.0) on remarque que 'hypothese (Hp)n’implique pas que A est générateur infinitésimale
de semi-groupe analytique mais que —(—A)'/? l'est.(voir A.V.BALAKRISHNAN [3]).

La méthode utilisée ici pour I’étude du probléme (1,0) est basée sur une construction
explicite de la solution sous la forme d’intégrale de Dunford comme dans DAPRATO-
GRISVARD 1] ,R.LABBAS [6] , et sur 'utilisation des espaces fractionaires , et la
réduction de lordre de 1’équation par la transformation de S.G.KREIN [5]

2.2 ETUDE DE L’EQUATION HOMOGENE :

On considere :

u'(t)+ Au(t) =0
(1.1) u(0) =0
w(l)=nh



2.2. ETUDE DE I’EQUATION HOMOGENE : 11

2.2.1 Construction de la solution :

considérons le probleme :

V"(t) + zv(t) =0
(1.2) v(0) =0
V(1) =h

ou h € E et z € C— R, .un calcul simple montre que :
sinh y/—zt
v —zcoshy/—z

Soit v une courbe simple joignant +00 exp (—id) & —oo exp (id) (6 € ]0,0[)
telle que : v C p(A) — Ry
la racine carrée de —z est la démonstration analytique définie sur C par Re/—z > 0

N~

la soulution de (1.1) est donnée formellement par :

1 sinh v/ — 2zt
o ~ V/—zcosh/—z

il est facile de voir que cette intégrale est absolument convergent pour chaque ¢ € [0, 1]

1
A | sinhy/—2zt exp(—|z|2 (1—t) cos g)
car 3K > 0 ne dépend que de 0 telle que "—Tzcosh —| < K(6) 1 Vz €y

pour h € E on pose :H(t, A) = 55 [ ‘;%SS};\/\/__:ZJ (z — A)"th.dz
Il est fondamental pour la suite de donner toutes les propriétés de la fonction H(t, A) h
1. 3K ne dépend pas de v tel que Vh € E,Vt € [0,1] , ||H(t, A)h| 5 < K(9).

2. H(t,A)h —h — 0 qd t > 1 si et seulement si h € D,

v,(t) =h

N mz

S

ReZ

7

u(t) (z — A) h.dz

Preuve
1.So0it ¢ € [0, 1]
H(t,A) = & [, C;;j;;lg(z — A)thadz

cosh/—z — cosh/—z —
zi ., R (e = A hde + g [ SRR (e — A) T hde.
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ou 7y,

{ze/12 2 iy}

et v = {267/|Z’< a2 }
En désignant par I; et [ ces deux intégrales on a :
Ihll < K[, =25 mﬁ“”nmmw

|2l

xp(—v/z(1-t)
< K[, THADm D

|2l

On a posé : a = ]z]% (1 —t) Alors :

+ ex « COSs
ILI| < K f7 220 Do da. A < K () |1,
pour I, on écrit que :

L, = % . cosh\/czé\/c%szh\/jz( A) 1hdz+%f7_(2—z4)_1hdz
ﬁ L cosh\{:zﬁ\/c%hr( A)*lhdz
+ o [ (2= A)thdz — 5L [ (2 — A)hadz

oy, =7v_UC

Ct:{zeC/ larg z| <46 et ’Z’:ﬁ}

A

Il est claire que l'intégrale sur v, est nulle pour les autres intégrales on a :

[, eI Ay s <K, ] L[ ds d|z| |l

v/—zsinh/—zs

coshv/—z
<K 8E)l—t)z’ fl Hif exp( |2 |2 (1 —s)cos$ >dsd|z| 17 &
dz

5l

< K(1-1t) fsg_tp
< K(0) [[hll

L= cht(z - A)*lh.dzHE
On pose z = rexp (if) = ﬁ exp (i) = dz = i t)2 exp (i6) df

L= cht(z — Ayt

< K| esp i) — 4| e oo (i6) 0 ]

< K()||hllg
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D’ou

|H(t, A)h|lz < K(0).||h|lz Yhe EetVtel1]
2.c’est une conséquence de 1.

En effet :

sih€Dy,JyeDy tq:|h—y| <e

H(t,A)h —h=(H(t,A)h — H(t,A)y) + (H(t,A)y —y) + (y — h)

montrons d’abord que : H(t,A)y —y — 0 pour y € Dy
<
t—1
utilisons l'identité :

2y wy-—Ay+Ay oy Ay,
2(z—A)  z2(z—A) —z+z(2 AV sy e Da

Donc :

Ht,A)y = 5= 7%\/\/::Z;(Z—A)flydz

_ 1 cosh /—zt 1 cosh /—zt -1
—  2ur f*y z coshﬁydz + 2im fy z coshy/—z <Z B A) Aydz

= h+1

On montre que I; = 0 , en intégrant a gauche de v et que
Ihb —y qd tilpouryEDA
On a aussi :

[H(t, A)h = H(t, Ayllp < K(O) [[h —yllp < e

donc H(t,AAh—h —0 qd t>1 si ye Dy
Reciproquement : o
11tirr11H(t,A)h =h Or H(t,A)h € D, ¥t >0 alors h € Dy

2.2.2 Conditions nécéssaires et suffisantes

Définition 2.1 On dira que u € C([0,1]; E) est une solution stricte du probleme (1.0)
siu € C?([0,1]; E) UC([0,1]; D4) et vérifie I'équation(1.0).

Proposition 2.1 u est donnée par :

1 sinh v/ — 2zt
2w ~V/—zcosh/—z

est solution strict de(1;1) si et seulement si
1. he Dy

3. (~A)2h € D,

u(t) (z—A) " hodz
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Définition de la racine carrée d “un opérateur

(voir A.V.BALAKRISHNAN [3])
Soit ¢ € D4, on définit 1 “operateure J 3 par :

1 [
Jip = —/ A~
T Jo

1 . 2
Lemme 2.1 Jz admet une extension fermée

NI

(A= A) (—A)p dA

Lemme 2.2 (A)% est la plus petite extension fermée de Jz <D 1 CD

propriétés :
1. (—A)_% =5 ), (—>\)_71 (A—A)"" dX\ est borné

2. (—A)_% est fermeé

3. ~( —A)_% génere un semi-groupe analytique genéralisé (D_A #* E) noté par :

{exp (— (—A)% t) }wotelle que :
exp (—(~4)4 1) = % /Texp () (~ (k=)

ou,['est une courbe entourant le spectre de 1 operateur (—A)

™ ImzZ

al-4))

Démonstrations de la proposition 2.1 :

Supposons que u est solution stricte du probléme (1;1)
Montrons 1 :he D4 ?

hzu’(l)zlirrll:%lf(l) or u(t) € Dy Vte|0,]1]

Donc :

he Dy

montrons 2 :he D 41 ?

pour la suite des conditions sur h, on fait une réduction de 1”ordre du probléme (1;1)
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a deux probléme du premier ordre ceci grace a la transformations de S.G.KREIN [5]
On pose :

Donc : v (t) =
De plus ona : (—A 3 [ (t) + Au (t)] =0
ce qui donne (—A)fé u'(t) = (—A)%

d’ou : V(t) = (—A)?

Donc :

Alors:  2(t) = — (=A)? 2 (1)
De la méme maniére on a :
1
w(t) = (—A)?w(t)

On obtient alors deux problémes du premier ordre 1’un en 0 (directe) et 1’autre 1
(rétrograde)

(i) { Z(t) =— (_A)%
2(0) = = (=A4) 2 (0)

=N
—~
~
SN—
)
~+
—~
.
<.
N—
—N—
=X
~
SN—
I
—~
I
N
SN—
(NI
g
—
~
S—

Les solutions de ces deux proplémes sont donneés par :

2 (t) = exp (— (—A)? t) 2 (0)
w(t) = exp (= (~A)2 (1=1)) w (1)

N

Ou {exp (— (—A)% t) } est le semi-groupe analytique généralisé généré par 1 “opérateur
>0

—(—A)2
D “autre part :

u(t) = z(t)+w(t)

— exp (— (—A)? t) 2(0) +exp (— (—A)? (1 - t)) w(1)

Donc :
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Alors

De plus :

Donc : exp (— (—A)%> w(0) e D
Alors

Montrons 3 :(—A)% h e Dy
(A2 h = (A u() +(=A)* exp (= (=4)2) w(0)

1 1\
= (1) + (—A)? exp (- (-4)F) w(0)
Il est immédiat que :

D=

(A exp (~ () w(0) = g (A} exp() (~(~A)! = 2) " w(0)ax

= 5k frexp () (0)dA = 55 i dexp (V) (= (—4)
Le premier intégrale est nulle en intégrant & gauche de y
Et la deuxieme :

o [ e () (~ (-4

2T Jp

N|=

-1 _
- )\) «(0)d\ € Dy

N
|
>~
N————
L
:\
=
N
QL
>
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Car (— (—A)? — )\_lu'(O)> € Dy

Donc :

(—A)?he D,
Montrons la réciproque :
supposons que :

heDaheD_,, et (—A)?heD,

2

Et montrons que :
we C2([0,1]; E) N ([0,1]; Da) et verifie (1;1)

1 sinh v/—zt

u' (t) = —=— \/_ (z— A" hdz pourt € [0, 1]

24 cosh+/—2

1
I s < K[, % exp (=122 (1= ) cos ) ] 5 dz

exp (1—t) cos & exp —|z|%(1—t)cosé
< k[, SO0 ey g, SCODE) g

< k) [Ip]l pour t e [0;1]

Montrons que u" (1) existe

() = - \/_S;;l:”/\/j( — A) " hdz

vérifions d “abord que :
SiheD 1 alors

(—A)2

1 inh v/— 1

W (1) = f/sm— VR Ay (2 A
i - cosh+/—z

Cette égalité est une propriété des intégrales de Dunford
(voir DUNFORD-J. T.SCHWARZ [2] ) En effet :

f(A)g(A)=(fg)(A)
On pose :
flA) = (-4)
g(A) = A(sinh(—A)

N[
~
N—
/N
@)
@)
n
=
—
=
N
N——
L

comme (—A)_% et borné de F dans F on a :

QL/ sinh \/—zt (Z—A)il(—A)iéhdZ— 1 smhv zt ( A)fl
(.

: chy/—z 24 \/ ch\/

h dz
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Or:
W' (1) = g [ VR (= A) T hde
_ 2 sinh/—z -1
- _ﬁ 'y\/_—izcosh\/—i;(z_A) hdz
Donc : )
" sinh /—2 -1 =
W) = —ge [ PSR (2~ A)TH(—A)E b
—a AR (= AT (A (- A) T (A hde
on pose Yy = (—A)% h
) = g A [

inh /-2 inh \/—2
- # ol scosh\/\/;zt (Z o A) Y dz — ﬁ f Scosh\/\/jiztj4 ly dz

. — _ l
= = V—Cos*;lgf(z—A) L(—A)2 hdz

D “autre part on a :
" _ 1
w(t) = vsmh“fsigrt( —A) 7 (=A)? hdz

cosh v/—z - 1
+ 21# ¥ cos}lll\/\/;zt ( A) (_A)2 h dz

= L+1D
1 exXp <— (—2)% t) 1 1
L=—— — A (A hdzeC([0;]; E
= | ey AT A e (0] )
I = b [ b Ay (~A) hde

= H(tA)y—yaqd.<iavec y=(-A)>heDy

Donc :
u(t) € C*(0,1], E)

u(t) € Dy car :

Au(t) = 5= v—ggomA (z—A) " hdz
sinh /—z /. sinhy/—z -1
= _ﬁ vﬁco\s/;/Lhdz_%f COS}L\/\/;; (Z_A) hdz
= Ji+J,
Jl = 0
En effet :
h+/—
Ji = lim sin zt hd=

R—too |, /—zcosh\/—z

SOlt . FR :'VRUCR



2.2. ETUDE DE I’EQUATION HOMOGENE :

L imz

] @
Q?\M

sinh /—2zt b ds sinh /—2zt
rp, V—zcoshy/—2z cr V— zcosh\/—z

La premiére intégrale est nulle car 1" intégrale est une fonction analytique
a l’intérieur de la courbe fermée 75

J1 = lim
R—+o00

Donc : by
sin —zt _ 10
Ji —REIJI:OO fCR T =hdz 2 = ResurCpr
= — lim [ 5 S‘“h‘re” ZiRe?d
R—+00 \er coshv/Re 2
1 —t cosé
< K lim [17V/Re VR g =0
——+00
Et alors :
1 Slnh vV zt 1 "
Jo=Au(t) = —— | V/— — A " hdz=—u (¢
2 *) 2ir J, “coshv/—2 (z=4) ®)
= Jy = —u" (t)
Donc

Au(t)+u () =0 Vte[0;1]

u (0) =0 que verifieé
En utilisant le lemme (2.1) ona :

< _
W (t)=H({t;A)h—h qd t—lcar h€ Dy
Donc :

u (1) =nh

Ce qui montre que u est solution stricte du probléme (1.1)
on utilisera constamment les deux lemmes techniques suivants :

Lemme 2.3 il existe une constante K > 0 ne dépendant que de vy telle que :

Vzey ,Vr >0
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1. |[zx7| > K |2|
2. |z£r|>Kr

Preuve :

ImZ

r+ 20

ReZ

llzxr| > A B=rsiné > K |z|
2]zxr|>C D = |z|sind > Kr

Lemme 2.4 il existe une constante K ne dépendant pas que de vy telle que :

d|z| K

— < — Va € 051
Ll ]zt T ore o €01

Preuve :
C’est une conséquence du lemme précédent

Y=7%U—7)

Avec v, ={z€v/|z|<r}ety—y,={z€7 |zl =7}

dlz| — _dz| dlz|
L = o e, e
dlz| _ del kel ok N
f'yr |z£r||z] - sz'y |z£r]|z]|* < r fO z|* < r | | |0 oo
lz|<r
d|z| o +oo  d|z] +oo dlz| k4o _ k
fv—% la£r(l2]* fT‘ |z£r(|2]* kf Je[1Fo |Z\a | e

On aura besion d’un lemme qui donne la caracteratlon des espace D4 (6; +00)

Lemme 2.5

Vr=0r" <||A(A-2)""y||, < K (1)
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Si et seulement si :
Vz€7,|z|9§HA( —2) ngE<K (2)
soit ¢ € E on suppose (1)
AA=2)To=[A-2) " = (A=) e+ (A-2)) "o
[(A=2) =(A=lz) o=~z (A-2)" (A=) ¢

Donc
12 [[(A=|2) " ||, <k car (|z] = 0)

A= = (A=) ell, < 1 G142 (A=) ol

< Kl = A - 1) ¢l

IN

K[z (A= 12D) " ol
< K

Pour la réciproque voir DAPRATO-GRISVARD [1]

En conségeunce on aura :

DA(9,+OO):{QOGE/Sup|Z|9||A( —2) <pHE—<+oo}

2.3 EQUATION NON HOMOGENE :

Consisérons le probléme :

u’ (t) + Au (t) = f (1) t€10,1]
(1.0) ¢ u(0) =0 fec([0,1],E)
u'(l)=nh heFE
La solution éventuelle de cette équation est :
1 sinh v/ —zt _1 // 1
u(t) 271 ,Y\/—zcosh\/—z(z T v=z (£,8) (2 = A) 7] (s) dsdz
Avec
sinh\/j_zscosix/?(lft) si 0<s<t
K\/j (t7 S) = sinh \/g(fc())ssh \/\/g(lfs)
V—zcoshv—2 si t<s<1

On a montré précédement que la premiére intégrale converge , faissons le pour la deuxieme
integrale

< —
2|

/OKm(t,s)(z—A)_lf(s) dsdz /Kr(t s)ds

1 ()l o, )
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Avec :
‘fol K\/j(t,s)ds‘ < ﬁi& !smh —zs| ds
+ \/E—ZIET‘/}?;_—Z ftl |cosh /=2 (1 — s)| ds
Donc :
[V (¢ s)ds‘ < M[ cosh Re /—zsds
0 V=2 1\ - |\/—7,zcosh\/7’ 0
cosh Re /—zt — N
+ TV zcomhvo3] ft coshRe/—z (1 — s)ds
< coshRe/=z(1—t) sinhRey/—zs| _ coshRey/—zt sinhRe/—z(1—s) !
= |V=zcoshy—2| Rev—z | |v=zcoshy—] Rev—2z ‘
< cosh Re/—z(1—t)sinh Re\/—2t + coshRe/—ztsinh Re y/—2(1—t)

|z| cos % |cosh \/fz‘

< sinh Re/—2
- |z\cosg|cosh\/fz|

< 1
- |z\cos%

[ K - A s

Ce que prouve que cette intégrale converge.

dlz
<K [ T3 oo

2.3.1 Conditions nécessaires

On cherche des conditions nécessaires sur les données f et h pour avoir
une unique solution stricte du probléme(1,0).

Proposition 2.2 Soit 0< 6 < ,on suppse f € C?°([0,1], E) tell que :

f (1) =0 et soit u la solution stricte du probléme (1,0) alors :

1. he Dy

2. he D(_A)%

3. (—A)?he D,

4. f(0) € Dy

Preuve : o

Montrons 1: he€ Dy

soit u la solution stricte du probléme (1,0)
u(t) —u(l)

] € Dy car u(t) € Dy

h = u' (].) =t thl

Montrons 4 : f (0) € Dy
u" (0) = Au(0) + f (0) = £ (0)  donc f(0) € Da
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Montrons 2 : h € D(,A)%

Pour obtenir la suit des conditions on fait la réduction de ’ordre du probléme (1,0)
En posant :

Donc B
V() = (—A)T (1)
Et on a : »
(A)T (W (1) + Au(t)) = (~A)T f(t)
= (AT W () — (AT u(t) = (-A)F f(1)
= (AT ()= (A wt) + (AT F ()
Alors

St = L) - ()]

= 3O - a0 - 7 )
= (AR () - L (AT F)
W) = @)+ (1)

I
N =
| —
—~
|
s
~—
[NIES
<
<
—~
~+~
~—
_.I_
—~
|
s
~—
D=
IS
—~
~
~—
_|_
—~
|
s
~—
Nl
—
s
—~
~+~
~—
[

= (AT w(t)+ L(=A)T f()

Le probleme (1,0
(i){ J) == (A2
2(0) = —4 (-4)

) { W (0) = (A w(t)+3 (AT [ (1)
w(0) =1 [u(u +(—A)7 h}

(1) =L (-A)T (1)
' (0)

2
Les solutions de ces deux problemes sont donné par :

z(t):exp(—(—A)%t)z(O) L Oexp( (—A) (t—s
w(t) =exp (= (=A)F (1=0)w(1) =14 flexp (- (-4)
De plus on a :

u(t) =z () +wl(t)

=exp (—(=4)?"

)) (=A)7 [ (s)ds
(s— 1)) (~A) 7 £ () ds

=
—~
(@]
S~—
|
—
—
D
>
o)
—~
VRS
—
|
I
N—
=
~
—~
~
|
W
S~—
~_
~—
|
=
|
D=
~
—~
w
S—
L
)
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+exp ((— (—A)? ) (1- t)> w(l)— 1 [Texp ((— (—A)? ) (5 — t)> (_A—%) f(s) ds

On derive u (t)

W(t) = = (=) exp (—(-4)2") 2(0)
+ LA e (< (=47 ) (¢ 9)) (~4) 7 [(s)ds
+ A e (- 1-0)w ()

On sait que h = v’ (1)
Donc :

ho= (1)
= (A exp (= () 20+ (A exp (< (A)F ) (1=9)) (=A)F [ (s)ds
+ (=) w(1)
= —% (—A)2 exp (— (—A) t) (—A)2 ' (0) + %fol exp (<— (—A) ) (1-— s)) f(s)ds
+ 1(=4) [u(l) +(=A)7 h}

= exp (= (=) ") W (0)+ (—A)2 w()+ fyexp (= (=A% ) (1=9)) [ (5) - F (V)] ds
L’integrale converge car f € C% ([0,1], E)
et exp (— (—A)% t) u' (0) € D(,A)% [car exp (**) p € Dy VE = 0] (voir E.SINESTRARI [8])'

(A u(1) = (-A)7 [(Au@®]eD_,,

/Olexp<(_(_A)%)(1_s)> [f () — f (1)) ds Egk:/ollis(l—s)zedsgk

Donc :

Joesp (= (=4 ) (=) [f ()~ F(D)]ds € D_
et alors :

t h € D _ 4

Montrons 3 : (—A)% he Dy
Ona h=exp (— (—A)% t) u' (0) + (—A)% u (1)

+Jyexp (= (=) (1=9)) [f () = f (D) ds

Donc :
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(—A)? exp (— (—A)? t) ' (0) = % / (—A)? exp (— (—A)%) (z— A) "/ (0)dz € D
et

(—4) (1) =" (1) — f (1) =" (1) € Da

et

N

Ahﬁ%fl&m

On obtient alors :

exp ((—A)% (1- s)) (z— A)'[f (s) — f(1)] deds € Dy

(—A)? heD,

et la proposition est complétement démontrée
2.3.2 Existence et unicité de la solution stricte

Proposition 2.3

Soit 0 < 6 < 3,0n suppose f € C% ([0,1]; E) tell que f (1) =0si:

1. he Dy

2. hED_(_A)%
. (~A)*heD,
. f(0)e Dy

Alors :
u donnée par :

ult) = 55 J, A (2 — AT hdz — 3 [ fy K=z () (= = A) 71 (s) dsdz

est une solution stricte du probléme (1,0)

Preuve :

_ 1 sinh /—zt 1
u(t) = %fv —ﬁcosh\/jz(z—A) hdz

W

— K () (2= A)TF () — f (1)) dsdz

coshy/—z(1— _ z—A)1
— g [ (o A) L f () dr o+ g [ S (1) de
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pour montre que u (t) € Dy , il suffit de montrer que les integralles J; et Jo et J3 sont
convergentes

(L= ) —ggog}ng(z — A hdz

Jy= b [ OB D A (s — A)f (1) d

| Js =55 [y Kz (ts) A(z = A)7Lf (s) — £ (1)] dsdz

Jy est absolument convergente (voir le cas homogene)

Jy = gh [ om0 (- )L () — £(0)]de

1 cosh v/—z(1—t) —
+ o ), Temy 2= A) T (0)dz

= L+

I, converge absolument car f (0) € D, , on montre de la méme maniére qu’on I'a fait
dans (lemme 2.1)

L= 55 [, 00— AT f(8) — f(0)]dz

+ogh [, VIO EE G A)L[f (1) — f(0)]d=

+ am ), (=A@ - £(0)]dz

= Vi+YatYs
Ou .
{ =12 €7/ 2 > 5}
vo={z€7/ 21 < 5}
1 coshy/—z (1 —1t) _
imoo | (== A (1) - F(0)]d2
2mi - cosh/—z
+00 exXp (— |z|% t cos g) »
Ml < K | T W e
on pose :0 = |z |%t

Vil < Kf*‘”w 2o || Fllgan

Kf—i-oo exp —0cCos 5 )dO'Hchzg

<
< K| fllezom
[Yally = | & f, =0t — )1 £ (1) - £ (0))dz]|
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27

t /—zsinh(1—s
Jo O s 1200z || £ (8)]] oo

= Kf'v_ I2]
< K[ 00 (1)

< ngt% 41420 M% — bk (% _ e) £1420
S Kt29
Yoz ok [, (= AL () - £ 0)]d

= o lim [ (2= A7 [F (1) - f(0)]dz

2mi R—4o00

—5i im [ (2= A7 () = £(0)]dz

ZZWR*)+OO
avec: v, = y_UC, et Cy={z/|argz| <6 et |z| =%}

Pour la troisiéme intégrale on a :

sl = 5 0 || o Bz (t5) Az = A7 F () = £ (0] ds |

IN

K[ Jy sup [Ky=z ()| I () = £ (0)]pdsd |2

IA

K [ sup fo |K = (t,5)| |s — t|*" dsd |z|

0< <1

Majorons et utilisons l'integrale de Holder :
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7 (t,5) (s =)

On a par la suite :

ds

20 1 | sinh /—zs cosh(1—t)
< fO V/—zcosh/—z (t - S) ds + ft v/—zcoshv/—2z (8
coshRe v/—z(1-t) t 1-20
< T ey J, coshRe \/—zsds
t . 20
. <f0 sinh Re /—zs (t — s) ds)
coshRe/—zt 1 h — . d 1-20
+ m ‘/;COS Re\/ Z(l S) S
20
. (ftl sinhRev/—z (1 —35) (s —1t) ds)
20
< coshRe v—z(1-t) <sinhRe\/7t>129 coshRe/—zt—1
= |V=zcoshy—] Rey/—z (Re@f
20
+ cosh Re /—2t <sinhReﬁ(1t)>1_29 coshRe/—z(1—t)—1
|v=2cosh v/—z| Rev/—2z (Re\/TZ)Q
< coshRe+v/—z(1—t) sinhRey/—2zt [ coshRev/—z(1—t)—1 2
- ‘\/Tzcosh\/TzI (Re\/jz)1+29 sinh Re v/—zt
+ coshRe/—zt sinhRey/—2z(1—t)  coshRe/—z(1—t)—1 20
|\/jzcosh\/jz| (Re\/fz)pr% sinh Re v/—z(1—t)
< kcoshRe\/jz(l t)smhRe\/jzt+coshRe\/jztsmhRe\/jz(l t)
- 123 |2 |2(1+29)cos5\cosh\/—7|
sinhRev/—2z 1
S k= o T—= cosh/—z |z\1+9
< kpm
d|z|
J3|| < k
|| 3” = |Z|1+9

sinh \/—zs cosh(1—t)

Ce que prouve que Js3 est abseuloment convergente

Donc :

u(t) €Dy

et
Au (t)

2mi

sinh /—zt
Y v/—zcosh/—z

2mi f fo K=z (t,s) A(2

1 cosh v/—2z(1— t)A
2mi Jy  zcosh/—

Il reste & montre que :u” (.) + Au (.)

A(z — A)7thdz

—A)7H[f (s) = f (t)] dsdz
AT () dz + f (¢)

= /()

. t>26

ds
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u(t) = 55/ \/}‘;ﬂ;oﬁ(z—A)‘lhdz

- = ., —%ﬁ\lﬁt <f0 sinh/—zs(z — A)7' f (s) ds) dz

- = ., % <ft1 coshy/—2 (1 —35)(z — A)71f (s) ds) dz

W) = g ] SR = A)

+ 5= ., —Sinilo\sf/(_ij) fot sinh /—zs(z — A)71f (s) dsdz
- = , i;%\({c:h(\l/i sinh /—2t(z — A)71f () dz
cosh/—zt 1 _
- 5 ., —COSIL*/\/;; J; coshy/—z(1—s)(z—A)7'f(s)dsdz

+ = y \/%1}20\5/};’17 coshy/—z2(1—t)(z— A7 f(t)dz

= o[-

v

+ m//““;yém@% A)7 f(s)ds de

1
cosh y/—ztcoshy/—z(1—s _
- gk [ [ - ) (s d

Soit € > 0 ,on pose alors :

VI (t) = 5 [ S22 (2 — A) ™ hdz

_’_ﬁf ft € coshJj:'lnl}l\i;)%thth( A)_lf(S) dsd>

~%ir f ft+e COSh\({;ZIt\C/(%F (1-s5)(2 A)fl f(s)dsdz

par la siut on calculera V, (¢) et on fera tendre € vers 0 pour montrer que :

VI(t) = —Au(t) + f(t) gd e = 0

€

VIe(t) = 5z [, V=22t (= = A)~ hdz
. % f f coshJjCzéslhf/);gthS( A)—l f(S) dsdz
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inh\/—z hv/—2z(1—s _
—ai [ e VR (2 - A7 (9) dsd

+ ﬁf’y coshﬁiss}sl}i/\é?(l—t—e) (Z _ A)—l f (t—|— 6) dz
Vie(t) = ﬁ fny \/__Z—s:;l:;l\/\/::z; (z — A)fl hdz
t—e cosh+/—z sinh /—zs _
— o [,V fy T OIS (o A) ([ (s) — f (1)) dsdz
t—e cosh/—z sin 25 —
_ﬁfvv —z Jy \/t(fslh\t/)?zhr (z— A" f(t)dsdz

+ gk [, I (2 4) 7 f (1 - ) d

— o [V [ e ) (o A) T (s) — f (1)] dsd
o [ V=7 f) SR U (- A)7 f (1) dsd
+ﬁf COShﬁzg}i}i\/ﬁ?u = 6)( A)ilf(t—l—e) dz
Vi = / VR (- A s

- A / V=3 / o U 2 )£ () — F(8)) ds dz

h/—z(1 h/—z(t—e _
- gk [ e S0 () (1)

~

cosh /—2z(1 _
bogh [ ) s
vy

sinh v/—Z(1—t) sinh \/—z(t—e¢ _
+ %/ ALDI VRS (o A) (- €) d

v

- A / V=3 / s e E00) = A) (1 () — f (1))

t+e

_ %m/smh\/?zzz;;hﬁ(l_t_d (Z _ A)flf(t + E)dZ

v

+2Lm/COSh\/jzz§$}i/\/§(l_t_6)<z _ A)_lf(t + e)dz

v
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- 27rz/ 4 Scl(r)ls};l\/\/jﬁf( A)ilhdz

27”/ /Coshc(closij%ﬁ% —A)7Hf(s) = f(t)]ds dz

m//@wﬁﬁﬁfw — A)H[f(s) — (1) ds dz

v tte

sk [ ) (70 - f(0)]d:

y

ok / —waOﬁ(_ij) (z — A)1f(0)dz

Y

1 /coshﬁ(l t) cosh \/—z(t— e)( >_1f(t)d2

27 cosh v/—z
Y
bk [ e U ) (14 )
Y
+$/smh\/fz(io—£s¢n%\/?z(t_e) (2 — AVt — O

Y

inh \/—ztsinh /—z(1—t—e —
g [ L (- ) (1)

Y

=S L

=0

L’integrale L; est absolument convergente pour t € [0, 1]

(montré dans le cas homogene sous les hypothéses h € D et (—A)2h € Dy).

NI

()
les integrales Ly et L3 convergent pour ¢ € [0,1] et feC??([0,1]; E) , de méme pour Ly
Ls converge sous ’hypothése f(0) € Dy.

Par la suite on va montrer que L;,i = 6,9 sont convergentes V¢ / 0<t <1 et que:

L+ L; —0et Lg+ Lg — 0qd e — 0.
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211

Lot Ly = —ob / cosh ZUNeesh VS (, _ A) L £(1)dz

~

cosh y/—zt cosh/—z(1—t—e¢ _
+ %m/ onsh\/g(l E(z — AT (t+ e)dz

v

— gk [ e 4 (4 - (1) d:
J

cosh /—2zt cosh+/—z(1—t—e)—cosh /—z(1—t) cosh/—z(t—e _
n %/ V=3t coshv/==(1 tms)hﬁr< Deosh VEE=0) (1 A) -1 (1) s

N
En développant ces intégrales on a :

Lot Le = g [l - ) (40 - f0)ds

v

bk [ A () - (0]

Y

cosh /—z(1—2t—e)—cosh /—z(1—2t+e¢ _
_ %/ VIR OS2 ()L (1)

v
Montrons que chacune de ces intégrale tend vers 0 quand ¢ tend vers 0

g L st = AT ) — (0] dz| < KIf(t4e) — f (D)l

< Kexp (20) | fll oo
(voir démonstration lemme (2.1))
Donc la premiére intégrale tend vers 0 qd ¢ — 0

On fait de méme pour la deuxiéme intégrale et pour la troisiéme
1 cosh /—2z(1—2t—¢)—cosh /—z(1—2t—¢) -1
I, (= A" f (0|

2im cosh v/—2z
1 [2t+e sinh /—z(1—0) -1
s S D (A (1) dz do |

c oo €xp(—|z | ocos(Z
< 1 g2 (1 2 ) g e

22

U

2+ + exp scos z
< K fo (f oo exp( eos(5)) ) 4o | o

< Kf;ttf Clr ( 0+°° exp (—s cos (%)) ds) do ||f||C
< Kf;ttf < 1 lleee = K log (3<) -0 gqd ¢ —0
Ce qui implique que [6 +1;—0 qd €—0
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Ls+ Ly = g / b2 29 (5 — A)L[f(E— €) — f(1)] dz

271

v

sinh /—2z(1—t) sinh \/—z(t—¢)—sinh v/—2zt sinh/—2z(1—t—e¢ _
n %/ R0 st sinh VO () ()

Y

- ok [ A - 9 - Sl

il

— g[S A (- 9 - s d:

Y

cosh \/—z(1—2t—e)—cosh /—z(1—2t+e¢ _
+ ﬁ/ V=z( ;Coih\/;r( t+)<Z_A) Lf(t)dz

~

et de la méme maniere on montre que Ig+ Ip — 0 qd € — 0

—Au(t) + f(t) = —ﬁ % VS:\/}ZA(Z — A) thdz

~

+ ﬁJ!KﬁﬂwM@—m*u@—fmumz

b gk [0 4 Ay ) - (O] 0z

Y

+ o= / —hﬁ y_;;wz — AL (0)dz

v

Retournons a V/(t) :

On a déja montré dans le cas homogéne que :
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L, = — EIESO\S/ZLA(Z—A)*Ihdz

t—e

Ly = ﬁ/(z — A+ A)/COSh\C_%(iozﬁii/% = (2 — A7 [f(s) — f(t)] dsdz

v 0

t—e

= / / R () — S (1) dsd

t—e
b g [ - Ay [6) - 0] s

La premiére intégrale est nulle en intégrant a gauche de « car la fonction
a intégrer se comporte comme :

0(exp(— Rev/—z(t — )/ |2|**) pourt—s >0

Donc :

Az = A [f(s) = f(t)] dsdz

//cosh vV—2(1 —t)sinh /—zs
T om \/—zcoshy/—z

De la méme maniére on montre que :

2m//smh\/—_ztcosh\/3(1—s)A(Z_A)_

/—zcosh/—z [f(s) — f(t)]dsdz

v t+e

Lot Ly = o [ =006 - )7 [7(0) - 10 dz

v

gk BRI A - )0

v
on a alors montreé que :

ZLi — —Au(t)+ f(t) qd €e—0

en conséquence il vient : qd € — 0

VI(t) = —Au(t) + f(t)
Or — u"(t) = —Au(t) + f(t)
VI(t) — u'(t)
Pour achever la démonstration de la (proposition 2.3) on montre que :
W(t) —h qd tS1
et ceci est vrai grace au (lemme 2.1)



Chapitre 3

Exemple :

3.1 Exemple concret :
E = L[*(R), on définit un opérateur A par :

Da = H? (R)
Au ="

L’espace E étant un Hilbert et (—A) auto-adjoint positif, on sait alors d’aprés un résultat
dans J.L.LIONS-E.MAGENES [7] que :

D(_A)% - Da(3:2)

— (P(R):L*(R)),,
Et ce dernier espace est exactement H! (R)
(—A)% u=iu
Lemme 3.1 L’opérateur A ainsi défini vérifie (Hy) et est & domaine dense

On considére donc le probléme suivant :

92 2

%(t,x}—l—%(t,x):f(t,m) te0,1].x eR

u(0,2) =0

& (Lz)=h(x)
qui équivalent a :

Au=f sur €

U/Fo =0

=
qui est un opérateur mélé (NEWMANI-DIRICHLET)
ou2=10,1[ x Ret:

Si on applique les propositions (2,2) et (2,3) on obtient :
Proposition 3.1 Soit f € C?°([0;1],L? (R)) (0 <20 < +00) tel que :
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f(1,z) =0,Vz € R alors il existe une unique solution

ue C* ([0;1], L% (R)) nC ([0,1], H* (R))

du probléme(3,0) si seulement si :

h € H? (R)

Pour ennonce un résultat de régularité concrete ,on utilise la proposition (2,3) et les
résultats d’interpolation suivants,donne dans DAPRATO-GRISVARD [1].

Soit x = LT (]0,1[, E) , 1 < p < 400

Au=u"et Dy ={ue LP(]0,1[,F) /u',u" € L? (J0,1][, E) et u(0) =u (1) =0}

alors : pour 0 < 6 <1

Dy (0,p) = (Da, )

Donc :

1-6,p

( W2r (]0,1[; E) si 20 <

Dy (6,p) = 4 {ueL”(JO,I[;E)/folIIU(t)II%t(fl—L)<+00} si 20 =7

| {u e W?(]0,1[; E) /u(0) = u(1) = 0} 20 ~ -
Proposition 3.2 Soient f € C* (]0,1[; L*(R)) (0 <20 < 1) telle que :

f(1,z) =0,Yz € R et h € H(R) alors le probléme (3.0) admet une unique solution .
u e C%(]0,1[; L*(R)) N C (]0, 1[; H*(R)) verifiant :

u' — feC(]0,1[; H*(R)) si et seulment si

h € HY(R) et f(0,2) € H*(R),Vz € R pour tout 6 = 0



