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Résumé: Dans ce travail on essaye d�étudier la croissance des solutions des

équations di¤érentielles linéaires dont les coe¢ cients sont des fonctions entières ou

méromorphes en utilisant une nouvelles approche sur le type de la croissance que

l�on appelle [n,p]-type et des nouvelles conditions sur les coe¢ cients qui assurent que

toute solution non nulle est d�ordre in�ni avec une estimation sur l�ordre itératif.
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Introduction

L�analyse complexe est un outil très e¢ cace pour résoudre certains problèmes épineux

en mathématiques comme le fameux théorème de Cauchy de calcul d�intégrales. Et

avec l�établissement de la théorie de Nevanlinna de la distribution des valeurs d�une

fonction méromorphe, l�étude de propriétés des solutions des équations di¤érentielles

linéaires dans le domaine complexe a connu une avance considérable depuis les années

trente du vingtième siècle.Il très connu que si les coe¢ cients Ai (z) (i = 0; :::; n� 1)

de l�équation di¤érentielle

f (n) + An�1 (z) f
(n�1) + :::+ A1 (z) f

0
+ A0 (z) f = 0: (1)

sont des fonctions entières, alors toute solution est une fonction entière aussi. Frei

[7] a démontré que si p est le plus grand entier tel que Ap (z) est transcendante,

alors il existe au maximum p solutions indépendantes d�ordre �ni de l�équation

di¤érentielle (1) ( pour la dé�nition de l�ordre d�une fonction entière f voir la page

(7)). Un autre résultat classique du à Wittich [21] a¢ rme que toutes les solutions de

(1) sont d�ordre �ni si et seulement si tous les coe¢ cients de l�équation di¤érentielle

(1) sont des polynômes. Pour une analyse complète sur l�ordre des solutions dans le

cas où tous les coe¢ cients sont des polynômes, voir [11].

Il y a une question principale qui intéresse plusieurs chercheurs dans ce domaine,

c�est la suivante: Quelles sont les conditions sur (1) les coe¢ cients qui assurent

que toutes les solutions sont d�ordre in�ni? Il y a pas mal de résultats concernant

cette question (voir par exemple [3, 4, 5, 13]), mais la question qui se pose ici est:

comment préciser plus la croissance des solutions d�ordre in�ni? A partir de là, la
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notion de l�hyper-ordre et d�une manière générale l�ordre itératif est introduite:(pour

les dé�nitions voir la page (9)), puis on a une autre notion qui est la notion de

type de croissance qui fait la di¤érence entre les fonctions de même ordre: (voir la

page(9,10)).

Ce travail comporte une contribution dans ce sens pour les équations di¤éren-

tielles linéaires d�ordre supérieur à coe¢ cients des fonctions entières.

Ce mémoire contient deux chapitres. Le premier est consacré à quelques éléments

de la théorie de Nevanlinna et quelques dé�nitions nécessaire à ce travail. Dans le

deuxième chapitre on étudie la croissance des solutions des équations di¤érentielles

linéaires dont les coe¢ cients sont des fonctions entières ou méromorphes en util-

isant une nouvelles approche sur le type de la croissance et les conditions sur les

coe¢ cients.
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Chapitre 1

Eléments de la théorie de R.

Nevanlinna

On va rappeler ici quelques notions et dé�nitions qui nous seront utiles par la suite.

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Soit f une fonction méromorphe non constante, pour tout nombre complexe a on

désigne par n(t; a; f) le nombre des racines de l�equation f(z) = a dans le disque

jzj � t, chaque racine étant comptée avec son ordre de multiplicité et par n(t; a; f)

les racines distinctes dans jzj � t, on désigne par n(t;1; f) le nombre des pôles de

la fonction f dans jzj � t, chaque pôle étant compté avec son ordre de multiplicité

et par n(t;1; f) le nombre des pôles distincts de f dans le disque jzj � t.

Notons par:

N(r; a; f) =

rZ
0

[n(t; a; f)� n(0; a; f)]
t

dt+ n(0; a; f) log r (a 6=1).

N(r;1; f) = N(r; f) =

rZ
0

[n(t;1; f)� n(0;1; f)]
t

dt+ n(0;1; f) log r.

�
N(r; a; f) =

rZ
0

h
�
n(t; a; f)� �

n(0; a; f)
i

t
dt+

�
n(0; a; f) log r (a 6=1).
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�
N(r;1; f) =

�
N(r; f) =

rZ
0

h
�
n(t;1; f)� �

n(0;1; f)
i

t
dt+

�
n(0;1; f) log r.

m(r; a; f) = m(r;
1

f � a) =
1

2�

2�Z
0

log+
1

jf(rei�)� ajd� (a 6=1).

et

m(r;1; f) = m(r; f) = 1

2�

2�Z
0

log+
��f(rei�)�� d�:

où

log+ x = max(log x; 0):

N(r; a; f) : est appelée fonction a�points de la fonction f dans le disque jzj � t.
�
N(r; a; f): est appelée fonction a�points distincts de la fonction f dans le disque

jzj � t.

m(r; a; f) : est dit fonction de proximite de la fonction f au point a.

Dé�nition 1.1.1 [14, 15] Soit f une fonction méromorphe, on dé�nit la fonction

caractéristique de Nevanlinna par

T (r; f) = m(r; f) +N(r; f):

où

0 < r < +1:

Cette fonction joue un rôle très important dans la théorie de la distribution des

valeurs des fonctions méromorphes.

Exemple 1.1.1 Pour la fonction f(z) = ez, on a

N(r; f) � 0:
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d�autre part

m (r;1; f) = m(r; f)

=
1

2�

2�Z
0

ln+
��er(cos'+i sin')�� d'

=
1

2�

2�Z
0

ln+ jer cos'j d'

=
1

2�

�
2Z

��
2

r cos'd'

=
r

2�
2

�
2Z
0

cos'd'

=
r

�
[sin']

�
2
0

=
r

�
:

D�où

T (r; f) =
r

�
:

1.2 Premier théorème fondamental de R. Nevan-

linna

Théorème 1.2.1 [14, 15] Soit a 2 C et f une fonction méromorphe avec le

développement de laurant de f � a autour de l�origine

f(z)� a =
+1X
j=0

cjz
j; cm 6= 0;m 2 Z;Z � C:

Alors

T (r;
1

f � a) = T (r; f)� ln jcmj+ '(r; a):
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où

j'(r; a)j � ln+ jaj+ ln 2:

et

ln jcmj =
1

2�

2�Z
0

ln jf(r exp('))j d'+N(r; f)�N(r; 1
f
):

Proposition 1.2.1 Soient f; f1; :::; fn des fonctions méromorphes et a; b; c; d des

constantes complexes telle que ad� cb 6= 0; alors

(a)

m

 
r;

nX
i=1

fi

!
�

nX
i=1

m (r; fi) + lnn:

(b)

m

 
r;

nY
i=1

fi

!
�

nX
i=1

m (r; fi) :

(c)

N

 
r;

nX
i=1

fi

!
�

nX
i=1

N (r; fi) :

(d)

N

 
r;

nY
i=1

fi

!
�

nX
i=1

N (r; fi) :

(e)

T

 
r;

nX
i=1

fi

!
�

nX
i=1

T (r; fi) + lnn; n � 1:

(f)

T

 
r;

nY
i=1

fi

!
�

nX
i=1

T (r; fi) ; n � 1:

(g)

T (r; fn) = nT (r; f) ; n 2 N�:

(h)

T

�
r;
af + b

cf + d

�
= T (r; f) +O (1) ; f 6� �d

c
:

Parmi les résultats fondamentanx de la théorie de R. Nevanlinna le résultat suivant.
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Lemme 1.2.1 (La dérivée logarithmique) Soit f une fonction méromorphe

transcendante. Alors

m

�
r;
f 0

f

�
= S (r; f) = o (T (r; f)) ;

où S (r; f) = O (lnT (r; f) + ln r) à l�extérieur d�un ensemble E � ]0;+1[ de mesure

linéaire �nie.

1.3 Ordre d�une fonction méromorphe

Dé�nition 1.3.1 [15] Soit f(z) une fonction méromorphe. Alors l�ordre de f

noté �(f) est dé�nie par :

�(f) = lim
r!+1

sup
log T (r; f)

log r
:

Pour f une fonction entière, alors l�ordre de f en utilisantM(r; f) est dé�ni aussi

par :

�M(f) = �(f) = lim
r!+1

sup
log logM(r; f)

log r
:

où

M(r; f) = max
jzj=r

jf(z)j :

Exemple 1.3.1 Soit f(z) = 1
z�1e

zn, et d�ordre �(f) = n:

Exemple 1.3.2: Soit f(z) = eez ;

Alors

T (r; f) � er

(2�3r)
1
2

quand r !1:

D�où

�(f) =1:

7



1.4 Type d�une fonction méromorphe

Dé�nition 1.4.1 [14, 15] Soit f(z) une fonction méromorphe d�ordre �ni �. Alors

le type de f noté �(f) est dé�nie par:

�(f) = lim
r!+1

sup
T (r; f)

r�
:

Pour f une fonction entière, alors le type de f est dé�ni par:

�M(f) = lim
r!+1

sup
logM(r; f)

r�n
:

Remarque:De l�inégalité remarquable T (r; f) � logM(r; f):

On déduit que �(f) � �M;n(f):

On a pas l�égalité comme le montre l�exemple suivant:

Pour f(z) = ez; on a �(f) = 1
�
et �M;n(f) = 1:

Exemples 1.4.1:

1)Soit f(z) = 1
z�1e

zn le type est

�(f) = 1:

2)Soit f(z) = 1
z
ez

2
:On a �(f) = 2 et le type

�(f) = 0:

1.5 Ordre itératif d�une fonction méromorphe

Dé�nition 1.5.1 Soit f(z) une fonction méromorphe. Alors l�ordre itératif de f

noté �n(f) est dé�nie par:

�n(f) = lim
r!+1

sup
logn T (r; f)

log r
:
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où

log1(r) = log(r):

et

logn+1(r) = log(logn(r)) (telle que (n 2 N)).

1.6 Type itératif d�une fonction méromorphe

Dé�nition 1.6.1 Soit f(z) une fonction méromorphe d�ordre �ni. Alors le type

itératif de f noté �n(f) est dé�nie par:

�n(f) = lim
r!+1

sup
logn�1M(r; f)

r�n
(n 2 N�).

Pour f une fonction entière, alors le type itératif de f est dé�ni par:

�M;n(f) = lim
r!+1

sup
lognM(r; f)

r�n

Maintenant, on introduit une nouvelle dé�nition que l�on note par [n; p]�type

comme suivant:

1.7 [n; p]�type de croissance

Dé�nition 1.6.2 [12] Soit f(z) une fonction méromorphe d�ordre n�itératif �ni

(0 < �n(f) := �n <1) par récurrence comme suivant

[n; n]�type est le type:

�n;n(f) = �n(f) := �n:
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Si (0 < �n <1), on peut dé�nir [n; n� 1]�type par:

�n;n�1(f) = lim
r!1

sup
logn�2 T (r; f)

exp f�n r�ng
:= �n;n�1:

Si ( 0 < �n;n�1 <1), on peut dé�nir [n; n� 2]�type par:

�n;n�2(f) = lim
r!1

sup
logn�3 T (r; f)

exp
�
�n;n�1 expf�n r�ng

	 := �n;n�2:
Après les calcules de �n;p+1(n� 1 � p � 1);Si ( 0 < �n;p+1 <1), on peut dé�nir

[n; p]�type i.e (�n;p(f)) par:

�n;p(f) = lim
r!1

sup
logn�2 T (r; f)

exp
�
�n;p+1��� expf�n;n�1 expf�n r�ngg : : :

	 := �n;p:
Pour f est une fonction entière, de même méthode on peut dé�nir �M;n;p(f) en

remplaçant T (r; f) par log M(r; f).

Exemple 1.6.1 Soit une fonction f(z) = exp f4 exp f2 exp f3z2ggg :

On a

�(f) = +1 �2(f) = +1 �3(f) = 2 �4(f) = 0:

et

�M [3;3] = 3 où (�M;3(f) = 3) �M [3;2] = 2 �M [3;1] = 4:

1.8 Indice de la croissance itératif d�une fonction

méromorphe

Dé�nition 1.7.1 Soit f(z) une fonction méromorphe, alors l�indice de la croissance

itératif de f noté i(f) est dé�nie par:

i(f) =

8>>><>>>:
0 si f est rational

min fn 2 N : �n(f) <1g si f est transcendante

1 si �n(f) =1 8(n 2 N)

10



Chapitre 2

Croissance des solutions des

équations di¤érentielles linéaires

2.1 Introduction et Résultats

Il y a plusieures théorèmes et lemmes

Dans [10], Gundersen a prouvé les résultats suivants.

Théorème 2.1.1 [10] Soit A0(z) 6� 0 et A1(z) des fonctions entières telles que

pour les constantes réelles �,�,�1,�2;

avec (� > 0,� > 0) et (�1 < �2) on a:

jA0(z)j � exp
n
(1 + o(1)� jzj�)

o
:

et

jA1(z)j � exp
n
o(1)� jzj�

o
:

Quand z ! 1 avec (�1 � arg(z) � �2) Alors, toute solution de l�équation

di¤érentielle

f
00
+ A1(z)f

0
+ A0(z)f = 0: (2.1)

est d�ordre in�ni.
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Ce résultat a été amelioré et généralizé par Belaidi and Hamouda dans [3] comme

suivant:

Théorème 2.1.2 [3] Soit A0(z) 6� 0, A1(z),. . . . . . , Ak�1(z) des fonctions entières

telles que pour les constantes réelles �,�,�, �1,�2;

avec (0 � � < �, � > 0) et( �1 < �2), on a :

jA0(z)j � e�jzj
�

:

et

jAj(z)j � e�jzj
�

(j = 1; : : : ; k � 1).

Quand z !1 avec (�1 � arg(z) � �2). Alors, toute solution f 6� 0 de l�équation

di¤érentielle

f (k) + Ak�1(z)f
(k�1) + : : : : : :+ A1(z)f

0
+ A0(z)f = 0: (2.2)

est d�ordre in�ni.

Ensuite, Tu, Chen et Zhen ont étendu ce résultat en utilisant l�ordre itératif

comme suivant.

Théorème 2.1.3 [18] Soit A0(z) 6� 0, A1(z),. . . . . . , Ak�1(z) des fonctions en-

tières telles que pour les constantes réelles �,�,�,�1,�2, et un entier positive n; avec

(0 � � < �, � > 0 et �1 < �2, 1 � n <1), on a :

jA0(z)j � expn f� jzj
�g :

et

jAj(z)j � expn f� jzj
�g , (j = 1; : : : k � 1).

Quand z ! 1 avec (�1 � arg(z) � �2), Alors �n+1(f) � � pour toute solution

f non triviale de (2:2):

Dans [17],Tu et Yi ont introduit la notion de type pour prouver le résultat
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suivant:

Théorème 2.1.4 [17] Soit Aj(z) telle que (j = 0; : : : k�1) des fonctions entières

satisfaisant � (A0) = �, � (A0) = � , 0 < � < 1, 0 < � < 1, � (Aj) � � et

� (Aj) < � si � (Aj) = � (j = 1; : : : ; k � 1). Alors, toute solution f 6� 0 de (2:2)

satisfait �2 (f) = � (A0).

Dans ce sens, ce document donne d�autre amélioration de ces résultats.

Théorème 2.1.5 [12] Soit A0(z) 6� 0, A1(z),. . . . . . , Ak�1(z) des fonctions méro-

morphes dans le plan complexe. s�il existe une courbe  tendant 1 et un ensem-

ble E � (1;1) de mesure logarithmique �ni de telle sorte que pour z 2  et

jzj =2 E [ [0; 1], on a:

lim
z!+1

 
k�1P
j=1

jAj (z)j+ 1
!
jzj�

jA0(z)j
= 0: (2.3)

Pour tout � > 0. Alors toute solution f 6� 0 de (2.2) est d�ordre in�nie .

Théorème 2.1.5 est également une amélioration du Théorème 2.1.1 en [19] et il

est très pratique.

Exemple 2.1.6 D�après le Théorème 2.1.5, toute solution f 6� 0 de l�équation

di¤érentiel

f
00
+ ez exp

�
eiz
	
f
0
+ e2z exp

�
eiz
	
f = 0:

est d�ordre in�nie.

Nous pouvons prendre la courbe � = fz : arg(z) = 0g :

Maintenant; nous donnons le cas de l�ordre itératif de cette étude comme suit .

Théorème 2.1.7 [12] Soit A0(z) 6� 0, A1(z),. . . . . . , Ak�1(z) des fonctions méro-

morphes dans le plan complexe. S�il existe une courbe  tendant 1 et un en-

semble E � (1;1) de mesure logarithmique �ni de telle sorte que pour z 2  et

jzj =2 E [ [0; 1], on a
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lim
z!+1

k�1P
j=1

jAj (z)j+ 1

jA0(z)j
expn f� jzj

�g = 0: (2.4)

où n � 1, est un nombre entier � > 0, � > 0. Sont des constantes réelles. Alors

toutes solution f 6� 0 de (2:2) satisfait �n(f) =1, et en plus �n+1(f) � �.

Remarque 2.1.8 Des résultats similaires du Théorème 2.1.5 et Théorème 2.1.7

sont obtenus récemment par M Hamouda dans [20] relative à certaines équations

di¤érentielles linéaires dans le disque unité.

Exemple 2.1.9 Considérons l�équation di¤érentielle suivante :

f
00
+ exp3 fezg exp4 fezg f

0
+ exp3

�
e2z
	
exp4 fezg f = 0:

D�après le théorème 2.1.7, toute solution f 6� 0 de cette équation di¤érentielle

satisfait �4(f) =1 et en plus �5(f) � 1:

Corollaire 2.1.10 Soit A0(z) 6� 0, A1(z),. . . . . . , Ak�1(z) des fonctions méro-

morphes dans le plan complexe. S�il existe une courbe  tendant 1 et un ensemble

E � (1;1) de mesure logarithmique �nie telles que quand z ! 1 sur  avec

jzj =2 E [ [0; 1], on a

jA0(z)j � expn f� jzj
�g : (2.5)

et

jAj(z)j � expn f� jzj
�g , (j = 1; 2 : : : ; k � 1). (2.6)

où n � 1; est un entier et (0 < � < �; � > 0) sont des constantes réelles. Alors,

toute solution f 6� 0 de (2:2) satisfait �n(f) =1 et en plus �n+1(f) � �.

Récemment, dans [1] Cao a généralizé le Théorème 1.4 en introduisant l�ordre

itératif comme suivant.
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Théorème 2.1.11 [1] Soit A0(z) 6� 0, A1(z),. . . . . . , Ak�1(z) des fonctions méro-

morphes dans le plan complexe, et soit i(A0) = n (0 < n <1).

Supposons que i( 1
A0
) < n ou �n

�
1
A0

�
< �n(A0); et que

i/ max fi(Aj) : j = 1; 2 : : : : : : ; k � 1g < n ou

ii/ max f�n(Aj) : j = 1; 2 : : : : : : ; k � 1g � �n(A0) := � (0 < � <1);

max f�n (Aj) : �n(Aj) = �n(A0)g < �n(A0) := � (0 < � <1):

Alors toute solution méromorphe f 6� 0, dont les pôles sont de multiplicité

uniformément bornée, de (2:2) satisfait et i(f) = n+ 1 et �n+1(f) = �n(A0):

En introduisant la nouvelle notion [n; p]-type on établir la résultat suivant.

Théorème 2.1.12 [12] Soit A0(z) 6� 0, A1(z),. . . . . . , Ak�1(z) des fonctions

méromorphes dans le plan complexe, et soit i(A0) = n (2 < n <1).

Supposons que i�( 1A0 ) < n ou �n
�
1
A0

�
< �n(A0); et

(*) max f�n(Aj) : j = 1; 2; : : : : : : ; k � 1g � �n(A0) := �; (0 < � < 1),

max f�n (Aj) : �n(Aj) = �n(A0)g � �n(A0) := � ; (0 < � <1),

max f�n;n�1 (Aj) : �n(Aj) = �n(A0) et �n (Aj) = �n (A0)g < �n;n�1 (A0) :=

� � (0 < � � <1)

et � � = lim
r!1

inf
logn�2 T (r;A0)

expf�nr�ng :

Alors toute solution méromorphe f 6� 0 dont les pôles sont de multiplicité uni-

formément bornée, de (2:2) satisfait i(f) = n+ 1 et �n+1(f) = �n(A0).

Remarque 2.1.13 Nous avons utilisé seulement �n;n�1 et nous pensons que cela

reste valable pour l�autre [n; p]�type (n� 2 � p � 1) :

Corollaire 2.1.14 Soit A0(z) 6� 0, A1(z),. . . . . . , Ak�1(z) des fonctions entières,

et soit i(A0) = n (0 < n < 1).Supposons que nous avons la condition (*) du

théorème 2.1.12. Alors toute solution f 6� 0 de (2:2) satisfait i(f) = n+ 1

et �n+1(f) = �n(A0).

Remarque 2.1.15 Dans le cas des fonctions entières, nous pouvons remplaçer

�n par �M;n et �n;n�1 par �M;n;n�1, mais nous ne pouvons pas les utiliser les deux en

même temps.

15



2.2 Lemmes Préliminaires

Pour prouver ces résultats nous avons besoin des lemmes suivants:

Lemme 2.2.1 [9, Theoreme 3] Soit f(z) une fonction méromorphe tran-

scendante et soit � > 1 une constante réelle donnée.Alors il existe un ensemble

E � (1;1) de mesure logarithmique �nie, et il existe une constante A > 0 qui

depend seulement en �, telle que pour tout z satisfaisnte jzj =2 E [ [0; 1], et pour

tout k; j; 0 � j � k; nous avons

����f (k) (z)f (j) (z)

���� � A �
T (�r; f)

r
log� r log T (�r; f)

�k�j
:

L�ensemble E � (1;1) dans tout le présent document ne sont pas nécessairement

les mêmes dans chaque cas, mais il est toujours de mesure logarithmique �nie, qui

est
R
E
dr
r
<1:

Le lemme suivant est une conséquence de Lemme 2.2.1.

Lemme 2.2.2 Soit f(z) une fonction méromorphe transcendante,

avec �n (f) := �n < 1 (n � 1), et soit " > 0 une constante donnée. Alors il

existe un ensemble E1 � (1;1) de mesure logarithmique �nie, telle que pour tout

z satisfaisante jzj =2 E [ [0; 1] et pour tout k; j; 0 � j � k; nous avons

Si n = 1 ����f (k) (z)f (j) (z)

���� � jzj(k�j)(��1+") :
et

Si n � 2 ����f (k) (z)f (j) (z)

���� � �expn�1 �r�n+"	�k�j :
Lemme 2.2.3 [12] Soit f(z) une fonction méromorphe telle que,

0 < �n (f) := �n < 1, 0 < �n(f) := � <1, 0 < �n;n�1(f) := �n;n�1 <1,

et

�n;n�1 = lim
r!1

inf
logn�2 T (r; f)

exp f�nr�ng
:

Alors pour tout 0 < � < �n;n�1 donnée, il existe un ensemble F � (1;1) qui de
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mesure logarithmique in�ni
R
E
dr
r
=1 telle que pour tout r 2 F nous avons:

logn�2 T (r; f) > � exp f�nr�ng :

Preuve de Lemme 2 2.3:

D�après la dé�nition de �n;n�1 et depuis,

�n;n�1 = lim
r!1

inf
logn�2 T (r; f)

exp f�n r�ng
:

Il existe une suite croissance frmg (rm !1) satisfaisant rm = m� avec
�
1 < � < 1

�n

�
;

et

�n;n�1 = lim
rm!1

logn�2 T (rm; f)

exp f�n r�nm g
:

Alors, il existe m0 telle que pour tout m � m0 et pour un " donnée, 0 < " <

�n;n�1; nous avons

logn�2 T (rm; f) > (�n;n�1 � ") exp f�n r�nm g : (2.7)

Pour r 2
�
rm;

m+1
m
rm
�
, on a:

lim
m!1

exp
�
�n
�

m
m+1

r
��n	

exp f�n r�ng
= 1:

Alors, pour un � donnée (0 < � < �n;n�1 � "), il existem1tel que pour tout m �

m1 et pour r 2
�
rm;

m+1
m
rm
�
, nous avons

exp
�
�n
�

m
m+1

r
��n	

exp f�n r�ng
>

�

(�n;n�1 � ")
: (2.8)

En (2:7) et (2:8), pour toutm �m2 = max fm0;m1g et pour tout r 2
�
rm;

m+1
m
rm
�

17



nous avons

logn�2 T (r; f) > logn�2 T (rm; f) > (�n;n�1 � ") exp f�n r�nm g

> (�n;n�1 � ") exp
�
�n

�
m

m+ 1
r

��n�
> � exp f�n r�ng :

Posons Im =
�
rm;

m+1
m
rm
�
et F = [1m+m2

Im. Alors,

m(F ) =

1X
m=m2

Z
Im

dr

r
=

1X
m=m2

log(1 +
1

m
) =1:

Lemme 2.2.4 [1, Theoreme3,2] Soit A0(z), A0(z),. . . . . . , Ak�1(z) des fonc-

tions méromorphe telleque max f�n(Aj) : j = 1; 2; : : : : : : ; k � 1g � � < 1; (0 <

n < 1). Alors, toute solution méromorphe f dont les pôles sont de multiplicités

uniformément bornée, de (2:2) satisfait �n+1(f) � �:

2.3 Preuve des Théorèmes

Preuve du Théorème 2.1.5:
Supposons que f 6� 0 est une solution de (2:2) d�ordre �ni �(f) := � <1:

D�après Lemme 2.2.2, il existe un ensemble E1 � (1;1) de mesure logarithmique

�nie, telle que pour tout z satisfaisant jzj =2 E1 [ [0; 1] et pour 1 � j � k; on a

����f (k) (z)f (j) (z)

���� � jzjj(��1+") : (2.9)

De (2:2), nous pouvons écrire

1 � 1

jA0(z)j

����f (k)f
����+ jAk�1(z)jjA0(z)j

����f (k�1)f

����+ : : : : : : : : :+ jA1(z)jjA0(z)j

����f 0f
���� : (2.10)

Par l�hypothèse (2:3) on a:

lim
z!+1

jAj(z)j
jA0(z)j

jzj� = 0, (j = 1, : : : : : : k) : (2.11)
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et

lim
z!+1

1

jA0(z)j
jzj� = 0: (2.12)

Avec, z 2 , jzj =2 E [ [0; 1] et pour tout � > 0. Utilisation de (2:9) et (2:11), et

(2:12) à (2:10), une contraduction suit quand z !1 sur  avec jzj =2 E1 [ [0; 1].

Preuve du Théorème 2.1.7:
Supposons que f 6� 0 une solution de (2:2) avec �n(f); = �n <1 (n � 1).

Si n = 1 on a (2:9) et si n � 2, D�après Lemme 2.2.2, il existe également

un ensemble E1 � (1;1) de mesure logarithmique �nie, telle que pour tout z

satisfaisant jzj =2 E1 [ [0; 1] et pour 1 � j � k;nous avons,

����f (j) (z)f (z)

���� � �expn�1 ���n+"	�j : (2.13)

Par l�hypothèse (2:4), on a :

lim
z!+1

jAj(z)j
jA0(z)j

expn f� jzj
�g = 0 , (j = 1, : : : : : : ; k) : (2.14)

et

lim
z!+1

1

jA0(z)j
expn f� jzj

�g = 0 , (j = 1, : : : : : : ; k) : (2.15)

avec z 2  et jzj =2 E [ [0; 1]. Utilisation de (2:13) ou (2:9),(2:14) et (2:15) à

(2:10), une contraduction suit quand z !1 sur  avec jzj =2 E1 [ E [0; 1].

Alors nous avons �n(f) = 1 pour n � 1. Maintenant, d�après Lemme 2.1 et

depuis �n(f) =1, on a:

����f (j) (z)f (z)

���� � (T (�r; f))k+" , (j = 1, : : : : : : ; k) : (2.16)

Par l�hypothèse (2:4), pour "1 > 0, "2 > 0, on a:

jAj(z)j
jA0(z)j

� "1
expn f� jzj

�g ; (j = 1, : : : : : : ; k) : (2.17)
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et

1

jA0(z)j
� "2
expn f� jzj

�g : (2.18)

Quand z !1 sur  avec jzj =2 E [ [0; 1].Utilisation de (2:16) et (2:18) à (2:10),

Nous obtient pour jzj = r =2 E [ [0; 1],

1 � B

expn f� jzj
�g (T (�r; f))

k+" : (2.19)

où B > 0 une constante réelle. posons R = �r. Nous signalons que E est ici de

mesure linéaire �ni. Si et seulement si E est de mesure logarithmique �nie. Donc,

(2:19) devient:

expn

�
�

��
R�
�
� B (T (�r; f))k+" ; R =2 E: (2.20)

De (2:20), nous obtenons :

�n+1 = lim
r!1

sup
logn+1 T (r; f)

log r
� �:

Preuve théorème 2.1.12:
Nous allons complèter la preuve du théorème 2.1.11 en introduisant le cas lorsque

nous avons �n (Aj) = �n (A0) et �n (Aj) = �n (A0).

Supposons que f 6� 0 est une solution méromorphe de (2:2). D�après (2:2) nous

pouvons écrire:

�A0(z) =
f (k)

f
+ Ak�1(z)

f (k�1)

f
+ : : :+ A1(z)

f
0

f
: (2.21)

En utilisant le lemme de la dérivée logarithmique et (2:21), on a :

m (r; A0) �
k�1X
j=1

m (r; Aj)+

k�1X
j=1

m

�
r;
f (j)

f

�
+O (1) =

k�1X
j=1

m (r; Aj)+O flog(rT (r; f))g :
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Par conséquent

T (r; A0) = m (r; A0) +N (r; A0) � N (r; A0) +
k�1X
j=1

m (r; Aj) + o flog(rT (r; f))g :

(2.22)

Valable pour tout r su¢ samment grand r 2 E, où E � (1;1) est de mesure

logarithmique in�ni .

Supposons que

max f�n(Aj) : j = 1; 2; : : : : : : ; k � 1g = �n(A0) := �(0 < � < 1),

max f�n (Aj) : �n(Aj) = �n(A0)g = �n(A0) := �(0 < � <1),

etmax f�n;n�1 (Aj) : �n(Aj) = �n(A0) et �n (Aj) = �n (A0)g < �n;n�1 (A0) := � � (0 < � � <1).

Donc, il existe un sous-ensemble J � f1; : : : : : : ; k � 1g telle que pour j 2 J ,

on a :�n(Aj) = �n(A0), �n (Aj) = �n (A0) , �n;n�1 (Aj) < �n;n�1 (A0) := � �.

Par conséquent, il existe des constantes réelles �1 et � avec

max f�n;n�1 (Aj) : j 2 J g < �1 < � < � �.

Alors, pour tout j 2 f1; 2; : : : : : : ; k � 1g et su¢ samment grand r,

On a

m (r; Aj) � T (r; Aj) � expn�2 f�1 exp f� �r�gg : (2.23)

Par l�ypothèse i�( 1A0 ) < n ou �n(
1
A0
) < �n(A0),

On a

N(r; A0) � expn�1
�
r��"

	
(" > 0).

Donc,

N (r; A0) � expn�2 f�1 exp f� �r�gg . (2.24)

DepuisA0 satisfait aux condition du lemme 2.2.3, il existe un ensemble F (1;1)de

mesure logarithmique in�ni telle que pour tout r 2 F ,
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On a

T (r; A0) � expn�2 f� exp f� �r�gg : (2.25)

De (2:22)-(2:25), pour r su¢ samment grand et r 2 F � E, on obtient:

expn�2 f� exp f� �r�gg � k expn�2 f�1 exp f� �r�gg+ o flog(rT (r; f))g : (2.26)

Par (2:26), on a �n+1 (f) � �.D�autre par, par le lemme 2.2.4, on a �n+1 (f) � �,

Par conséquent, nous concluons que �n+1 (f) = �.
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Conclusion

L�étude de la croissance des solutions des équations di¤érentielles linéaires dans

le plan complexe se base, en générale, sur la domination d�un coe¢ cient, souvent le

coe¢ cient de f , par rapport aux autres et donc plus les croissances des coe¢ cients

se rapprochent plus l�étude devient plus di¢ cile, excepté le cas où les coe¢ cients

sont des polynômes qui a été étudié par Gundersen, Steinbart et Wang dans [11] où

ils ont donné toutes les valeures possibles de l�ordre de la croissance des solutions.

La plupart des cas étudiés est le cas où les coe¢ cients sont de même ordre. Ce

mémoire contient une contribution dans ce sens, c�est à dire le cas où les coe¢ cients

sont de même ordre et de même type pour certaines classes d�équations linéaires

en utilisant une nouvelle approche sur la dé�nition de type et les conditions sur les

coe¢ cients mais le problème dans sa généralité reste ouvert.
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