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Résumé

Dans ce mémoire on donne de nouveaux résultats sur une équation différentielle abstraite
du second ordre de type elliptique a coefficients opérateurs variables avec des conditions aux
limites générales de type de Robin, nous supposons que la famille des coefficients variables
vérifie I’hypothése de Labbas-Terreni.

On utilise I'intégrale de Dunford, les espaces d’interpolation et les semi groupes pour
obtenir I'existence, I'unicité et la régularité de la solution du probléme.



Introduction

L’objectif de ce mémoire est de faire une synthése sur le travail de Rabah Haoua et
Ahmed Medeghri, concernant ’étude d’une équations différentielles abstaite du second ordre
de type elliptique a coefficients d’opérateur variable et les conditions aux limites générales
du type de Robin. Nous supposons que la famille des coefficients variables vérifier hypothése
de Labbas-Terreni.

On considére ’équation différentielle du second ordre suivante :

u’ (x) + A(x) u(x) —wu(z) = f(z),z €0,1], (1)
avec les conditions aux limites générales du type de Robin

{" ®

ott (A(2))ze[0,1 est une famille d’opérateur lineaire fermés de domaine D (A(x)) non nécessai-
rement dense dans E (un espace de banach), H est un opérateur linéaire fermés D (H) C FE,
et feC?([0,1];E),0<0<1,

w est un nombre réel positif, dy et u; est donné les éléments de F

Le but est I’étude de ’existence, 'unicité et régularite de la solution, la méthode utilisée
est basé sur une construction de la solution sous la forme d’une intégrale de Dunford, semi
groupe les espace de Holder

Dans ce travail nous considérons le cas elliptique exprimé par

Jwe > 0,dM > 0,Vz >0

» M
H(Awo (z) — 21) HL(E) < 1+2

) (3)
cette estimation reste vraie dans certains secteurs
I, ro = {7 € C\{0} : |arg (2)| < o} Uz € C: |2| <o},

ou fy et ry sont deux nombres positifs
Il existe autre secteur qui utilise dans notre travail

My, 1z = {z € C\{0} : |Arg(2)| <0, + g} U{zeC:|z| <m},

ou #; et r; sont deux nombres positifs

Apercu historique

L’équation différentielle (1) et (2) a été traitée par de nombreux auteurs parmi lesquelles,
on cite :
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1. Cas A constant et w = 0.

Le célebre travail de S. G. Krein fait en 1967 (voir [11] p. 249), ou Pauteur a traité
cette équation différentielle, en se basant sur la méthode de réduction de l'ordre et
les propriétés des semi-groupes et de la racine carrée (—A)% (avec D (A) dense dans
E). Cette équation a été étudiée aussi, dans le cadre des sommes d’opérateurs par G.
Da Prato et P. Grisvard en 1975 (voir [6]). Ici, les auteurs ont utilisé principalement
le calcul fonctionnel de Dunford et les espaces d’interpolation et ils ont imposé la
restriction f(0) = f (1) = 0. On signale aussi d’autres travaux liés a cette équation,
Sobolevskii [18], Kuyazyuk [12], etc...

Le cas A constant avec des conditions aux limites de Robin généralisées (i.e. & coeffi-
cients opérateurs) a été traité par M. Cheggag voir [5].

. Cas A variable (A dépend de x).

En 1975, I’équation différentielle (1) avec des conditions aux limites homogenes a été
largement traitée par G. Da Prato et P. Grisvard (voir [6]), dans un cadre plus général
des sommes d’opérateurs. Ils ont supposé que, pour chaque z € [0,1], (—A (z)) vérifie
I'hypotheése d’ellipticité dite de Krein (voir [11], (2.2), p. 249) et des hypothéses de
différentiabilité sur les résolvantes de la forme

= €]0,3], I €]0,1[ et IN > 0 tels que
S - <2
al’ L(E) wa+§
2
A - <X
(DG) Ox L(E) w
0 _ 0 _ N |z — s|"
2@ -wn™ - 2@ et <ML
L(E) 2
82 -1 82 1 N ‘:13 — S’n
— (A(z) —wl) — — (A(s) —wI) <——.
\ O0x? 0s? L(B) w

En 1985, R. Labbas et B. Terreni (voir [15]) ont étudié I’équation différentielle (1) avec
les conditions aux limites du type Sturm-Liouville

apu (0) — boUI(O) = 0,

aju (1) — by/(1) =0,

ou a;, b = 0et a;+b; > 0; 1 =0, 1. Ceci, en imposant aussi la restriction f (0) =
f (1) =0 et en utilisant ’hypothese

Ja, p, K > 0 tels que

(L.T) K|z — s|*

[4@) @@ =D [AE) ™ = (AE) e < =77

oua+2p—2>0.
En 1987, I’équation différentielle (1) avec des conditions aux limites non homogenes a
été traitée par R. Labbas (voir [13]) ceci en utilisant successivement ’hypothése du type
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(L.T) et les hypotheses du type (D.G). Ici, il n’a pas imposé que f(0) = f (1) = 0.
En utilisant les techniques de calculs de Sinestrari [17], il a obtenu des conditions
nécessaires de compatibilité entre les donnés et le second membre f, sous la forme

f(0)=A(0)p € D(A(0)), on ¢ =u(0),
f(A)—A1)peD(A(1)), on ¢ =u(l),

pour obtenir une solution stricte du probléme (1)-(2).

Dans ce travail la famille d’opérateurs (A (z)),¢(o ;) vérifie une hypothese de non différen-
tiabilité de la résolvante du type Labbas-Terreni. Notre résultat essentiel est résumé par le
théoreme 4.4.

Cet article est organisé comme suit. Dans la section 2, technique un peu préliminaire

les résultats sont prouvés.

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Dans le premier chapitre, on rappelle des notions de base quelques definitions sur
les opérateurs linéaires, les semi groupes d’opérateurs lineaires, 1’ espace d’interpolation, la
formule de Cauchy,l’intégrale de Dunford et les espaces de Holder.

Au deuxiéme chapitre, on donne quelque lemmes principaux et les hypotheses.

est consacré a la construction de la solution stricte du probléme aux limites. On suppose
I’existence de cette solution et & ’aide d’un raisomment heuristique on obtient une équation
intégrale équivalente a notre probléme.

Dans le chapitre 3 on montre le résultat de la régularité maximale de la solution stricte.
La méthode utilisée s’inspire des travaux de Labbas [13], Bouziani [4].

Au chapitre 3, on justifie la représentation trouvée dans le premier chapitre par ’étude
du probléme approché associé.

Finalement, au chapitre 4, on donne des exemples concrets variés liés aux équations aux
dérivées partielles.

Le résultat principal obtenu dans cette partie est le suivant :

Théoréme 0.1 Soit f € C?([0,1]; E) ou 0 €10, + p — 2]
et soit (Qu(0) — H) 'dy € Dgq ) N D(H), u1 € Dau). On suppose de plus que les
hypothéses (7?7 )~(??) sont vérifieés et que :

( Qu(0)(Qu(0) — H)™ [do — Qu(0)"£(0)] € D (Q. (0))

Qu0 (@0~ H) '~ Qu(0)£(0)] + F0) € D (5.

Ay (Dug — f(1) € Dagyy (g7+00> ,

alors il existe w* > 0 tel que Yw > w* 'équation (1) admet une unique solution
w(+) =Qu (- )2 (+) vérifiant :
1. Qu(-)u() € C([0,1]; E)
2. Qu()u(-) € C?([0,1]; E)
3. u" e C’(0,1];F)

4w e C(0.1]: E)N B (DA(.) (g —|—oo>) |



Chapitre 1

Rappels et définitions

1.1 Les opérateurs linéaires

Définition 1.1 Un opérateur linéaire A sur X, est une application linéaire définie sur un
sous-espace véctoriel D(A) C X, appelé domaine de ['opérateur A, o valeur dans X.

Définition 1.2 (Opérateur linéaire borné) On dit qu’un opérateur linéaire A : X — X
est borné si pour tout xy € X,

(lim |z — 2]l = 0) = (Jim || Az — Azl = 0),

T—TQ
ce qui équivalent a

lim [[Az|y = Azo.
T—T0

On note L(X) lespace des opérateurs linéaires bornés de X dans X. Cet espace muni de la
norme suivante

[ Az]]
||A||L(X) -= Sup = sup Az,
[2llx  sexazo

est un espace de Banach.

Définition 1.3 (Opérateur linéaire fermé) Un opérateur A : D(A) C X — Y est fermé

si et seulement si pour tout suite (x,) ., d’éléments de D(A) telle que

n>0

T, =1 € X
Az, »yeY’

on a
x € D(A) et Ax = y.

Définition 1.4 (Opérateur linéaire fermable)
Un opérateur A : D(A) C X — Y est fermable si pour tout suite (p,), ., d’élements de

7
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D(A) telle que

Définition 1.5 Soit A : D(A) C X — X un opérateur linéaire.
On appelle ensemble résolvant de l'opérateur A, ’ensemble ouvert p(A) défini par

p(A)={XeC/A—= Xl : D(A) — X  est bijectif et (A—N)"" € L(X)}

Si opérateur A est fermé, alors

p(A)={Ne C/A—- Xl : D(A) — X est bijectif }.

Si A € p(A), on définit la résolvante R\(A) de A au point X par
Ry(A) := (A=)

Le spectre de A, notée o(A), est défini par

a(A) = A e C\p(4)

1.2 Les semi-groupes d’opérateurs linéaires

1.2.1 semi-groupes fortement continu

On considere (T'(t));>o une famille d’opérateurs linéaires bornés définis sur X, a € |0, |

2
et le secteur

ZO‘ ={2€ C—{0}: |arg 2| < a}.

Définition 1.6 La famillle (T'(t));>0 est appelée semi-groupe si on a :

1. T(0) =1, ou I désigne 'opérateur identité

2. Vs, t e RF\T(s+1t)=T(s)T(t).

Si de plus, pour chaque x € X, Uappliqcation t — T(t)x de RT dans X est continue c’est
a dire

4 X, li T(t)xr — =0
v e X, lim |T(t)e -l =0,

alors la famillle (T'(t))i>0 est dit semi-groupe fortement continu ou Cy semi-groupe.
Si la famillle (T'(t)) est définie pour tout t € R et satisfait les conditions 1) et 2) alors
(T'(t))i>r est dit groupe.
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1.2.2 Générateur infinitésimal d’un semi-groupe

Définition 1.7 On appelle générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe (T'(t));>o0, l'opéra-
teur lineaire A, défini par

T(t)x —

D(A)={re X: lirrﬁr L existe dans X}
t—0

Vi € D(A), Az = lim LWZ =2

t—0t t

On dit aussi que l'opérateur A génére le Cy semi-groupe (T'(t))i>o-

1.2.3 Semi-groupe analytique

Définition 1.8 Une famille (T(z))zeza d’éléments de L(X) forme un semi-groupe analy-
tique de type o dans X si elle vérifie les conditions :

1. T(0)=1

2.V, 20 € ), tels que 21+ 2 € Y, T(21 + 22) = T(21)T(22)

3. Ve >0, Ve e X, lim |T(z) — x|y =0

z—0,x€ a—e

4. La fonction z — T (z) est analytique dans ), .

Proposition 1.1 On définit une famille d’opérateurs linéaires (T'(t));>0, notée (exp(tA))i>o
par :

1. T(0) =1
2.Vt >0,Vz € X,T(t)z = (exp(tA))z = 5= f,y exp(At)(A — X))~ tzd),
oty C p(A) est un contour non borné dans ZaJrg .allant de oo exp (—(a+ 7)) @ oo

exp ((a+ 7))

Alors (exp(tA))io est un Cy semi-groupe de générateur infinitésimal A.
L’opérateurs (exp(tA))i>o se prolonge analytiquement en un semi-groupe analytique de
1 . . . .
type o moté (exp(tA))ZGZ et lopérateur (—A)z est bien défini. De plus il existe un sec-

teur >« avec o € |0, %] telque Y- .« C p(—(—A)2) et —(—A)z génére un semi-groupe
2 2
analytique.

1.2.4 semi-groupe analytique

Définition 1.9 Un semi-groupe (T'(t));>0 est semi-groupe analytique généralisé d’angle o
dans X si :

1. T(.) est la restriction d’une fonction holomorphe T : )  — L(X).
2.V, 20 € ), tels que 21+ 20 € Y, T(21 + 22) = T(21)T(22)
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1.3 Les espaces d’interpolation

Soient (Xo; [|.|ly), (X1;]|.]l;) deux espaces de banach complexes.
On munit les espaces de banach Xy N X7, Xy + X7 des normes suivantes :

12l xor, = 17l 5, + 5, 5 stz € XoN X,
”x”XOJer = xe)g,leexl(uaj”XO +[lz]lx,) sl v € Xo+ Xy -
:v:z0+z1

Définition 1.10 Soit p € [1,+00], On note LP(R*; X) l'espace de banach des fonctions
mesurables [ : RT — X telle que :

= (B 1@ D) <o sipeltod

||f||L§3°(R+; x) = supess [ f(t)]x < oo
teR

On definit l'espace d’interpolation entre X, et X; notée (Xo : X1)g,p par

(X X) Vt>0,§|ul(t)€Xlx:uo(t)—i—ul(t),z:(),l
0 t~%uy € LP(R*; X)), t' %y € LP(RY; Xy).

:0u d’une maniére équivalente

0 dt
Vi >0,Ju(t) € XoN X,z = 0+ u(t)7

xr € (XO . Xl)@,p -
t=%u € LP2(R*; Xo),t'"%u € L2(R*; X))

Les espaces d’interpolation sont caractérisés par la propriété suivante :

Proposition 1.2 Soient p € [1,+00],0 € 10,1 et A un opérateur linéaire fermé sur X de
domaine D(A).

1. Si on suppose que
RT Cp(A) et
3C > 0,92 >0, [[(A =AD"

>/IC}

alors
Da(0,p) = {z € X,t’A(A— XI) 'z € L¥(R"; X)}.

2. Si A génére un semi-groupe analytique borné X, alors D 4(0,p) = {x € X,t' 9 Aexp(tA)r € LP(R*; X

3. Si A génére un semi-groupe fortement continu borné dans X,alors
Du(0,p) = {z € X,t Pexp(tA —I)z € LA(R"; X)}.
Dans notre cas

DA(G, +OO

EPAA = M) || < C < +oo}

sachant que
HIHDA(G,-‘FOO ||x||X+Suth0 A /\I ZEHX

Les espaces d’interpolation sont des espaces de Banach.
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1.4 Formule de Cauchy

U ouvert de C, H(U) est un espace des fonction holomorhes de U — C, g € H(U) et K
(un compact & bord) de U et zy € K,

o) = 5 [ 2L

2m Jp 2z — 29

I' est le bord positivement orienté de K.

1.5 Intégrale de Dunford

Pour U un ouvert de C, on désigne H(U) ’ensemble des fonctions holomorphes sur U

Définition 1.11 (Intégrale de dunford-Riesz) Soient A € L(U), U un ouvert de C, K un
compact de U contenant o(A) (spectre de A) et~ le bord de K orienté positivement (v est
donc finie et entoure le spectre de A). Soit f € H(U),alors

fA) = =5 [ F A =20

271

1.6 Les espaces de Holder

Soient a,b € R, telque a < b,0 € |0,1[ et k£ € N. L’ensemble des fonctions holdériennes
d’exposant 6 de [a, b] dans X noté CY([a, b], X) est défini par

(a8, X) = { £ fab] = X, sup O ZIOx o
x,s€[a,b] ’.CC - S|
z—s#0
Cet espace muni de la norme
1/ (x) — f(s)llx
1 llcoramxy = 1o apxy + sup :
C9([a,b);:X) C([a,b];X) e aclod] z — s|9
z—s#0

est un espace de Banach.
De plus
C%([a, b); X) € C([a, b]; X).



Chapitre 2

Position du probléme

2.1 Introduction

Dans un espace de Banach complexe E , on considére I’équation différentielle du second
ordre

W (x)+ A@)u(z) —wu(x) = f(x),z €]0,1], (2.1)

ainsi que

u'(0) — Hu(0) = do,  u(l) =uy (2.2)

Ici, w est un nombre réel positif, f € C?([0,1]; X),0 < § < 1,dy et u; est donné les éléments
de E, (A(x))zejo,1) est une famille d” opérateurs linéaires fermés dont D(A(z)) domaines ne
sont pas nécessairement dense dans E et H est un opérateur linéaire fermé avec D(H ). Posons
pour z € [0,1]

Ay(z) =A(z) —wl, w>0

Pour f € C?([0,1]; E), on cherchons une solution u stricte du probléme (2.1), (2.2); ce
qui est.

u e C*([0,1]; E).
v - Alr)u(r) € O(0,1]; E).
u(0) € D(H).

Tout au long de ce travail, nous supposons que la famille (A(x)),c[0,1) satisfait les hypotheses
suivantes :

(H1) 1l existe wg > 0 et C' > 0 tel que pour tout = € [0,1] et Vz > 0, (A, (z) —2I)7! €
L(E) et

vz € [0, 1] 'u(f) € D(A(x)),
)

C
1+2

[[(Auo (@) = 2D) 7| ) < : (2.3)

cette estimation reste vraie dans certains secteurs

gy ro = {7z € C\{0} : |arg(2)| < O} U{z € C: |z| < rp},

ou #y et 1y sont des petits nombres positifs.

12
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Remarque 2.1 1] est bien connu que l'hypothése (2.3) implique les mémes propriétés

pour un A, (x),w > wy.
D’autre part, il est bien connu que les racines carrées

Qu(z) = —(—Au(2))?, 2€[0,1], w> wp,

sont bien définies et générent des semigroupes analytiques pas fortement continus en zéro ,
(Voir Balakrishnan [2] pour les domaines denses et Martinez-Sanz [16] pour les domaines
non denses).et on suppose que 'opérateur @, (x) verifié 'hypotheése Labbas-Terreni
(H2) 1 existe C, a, u > 0 tel que pour tout x,7 € [0,1] et ral w > wp :
jz —7]"
|z + w|"

Qu(@)(Qu(@) = 21 (Qu(@) ™" = Qu(r) M| < C

avec a+ 1 — 2 > 0.

(2.4)

Remarque 2.2 De (2.4) on peut prowver qu’il existe C, o, u > 0 tel que pour

tout x, 7 € [0,1] et tout w > wo,

|z — 7"
|z + w|"’

1Qu(2)(Qul@) = 21) M (Qu() > = Qu(r) *|| ) < C

avec o+ p— 2> 0.
(H3) 1l existe C' > 0 tel que pour tout x € [0, 1] et tout w > wp : Q,(x) — H est fermable,
( Qu(x) — H) est inversible et bornée

@)

(H4) Pour tout = € [0,1] et tout w > wy

<01+ Vw, (2.5)

L(E)

(e —H) " (D(Qul@). B)i-s) € DQu(a)) 1 D),

SN (2.6)
Qul®) (Qul@) = 1) (D(Qul®)), E)1-0.0) € (D(Qul®)), E)1o.cc
Rappelons que pour tout = € [0, 1],
Dg,@)(0,+0) = {pcE: sup ||7"9Qw(:p)(Qw( ) —2I)” goHE < 400}
= (D (Qw( )) E)i-6.00-
Voir Grisvard [9].
(H5) Pour tout = € [0, 1] et tout w > wy,
Qo) (@l —#) = () —H) Qula)™ 27)

(H6) 1 existe C' > 0 tel que pour tout z,7 € [0, 1] et tout w > wy,
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<Clz- T|a+“, (2.8)
L(E)

|(@=n)" - (@wm)”

On notera que, a partir de Remarque 1.1 il existe un autre secteur
s
Moy = { € C\{0} : Jarg()| < 61+ T} U{z €C: 2| <),
avec une petite 6, > 0 et 1 > 0 tel que ensemble des résolvante —(—A,,(z))2 satisfait

p(=(=Au(2))2) D gy 4700,
pour tout x € [0, 1].

D= {z=pe 03 . p>r Uz C:|z| =r,|arg(z)| > 6, + g}’

orienté de ooe~ 1 3 ooeifr.

2.2 Lemmes techniques

Lemme 2.1 Supposons (2.3). Il existe une constant C' > 0, telque pour tout w > wp, z € I’
et x € [0, 1],

1 C
H(Qw(x)—zf) HL(E) < m

Lemme 2.2 Supposons (2.3), Yw > wy et x € [0,1], Uoperateur I — e2?=(*) q une inverse
bornée et

1 6227

(I— eQQ“’(w))_l = — (2] — Qu(z)) tdz + 1.

omi Jp 1— e

Voir Lunardi[15].

Proposition 2.1 Supposons (2.3), (2.5) et (2.7) Il existe w* > wyq tel que pour tout w > w*
et v € [0,1], II,(x) est inversible bornée.

Lemme 2.3 Supposons (2.3) et (2.5) ~ (2.8), pour toutr € [0,1] et w > wo, loperateur
lineaire

Aw(l’) :Qw(m)_H+€2QW(m)(Qw(x)+H)’ S [07 ]-]a
de domaine D(A,(x)) = D(Q.(x)) N D(H) est farmable, sa fermeture est inversible avec

1

(Au(@))™t = (Qulz) + H)'(lu(2)) " (I — ¢) (2.9)
Au(@) ™ = (Qul@)+ H) " + (Qu(z) + H) "W (z), (2.10)
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W(z) € L(z), (Qu(z) — H)"'W(2) = W(2)(Qu(x) — H) ™,
W(x)(E) C ﬂ D(Qu(@)").

Preuve. Soit A, (z)=(I — e*@ ) (Qu(z) — H) 4+ 2Q.(x)e*?) avec A, () est fermé (voir
kato [12]) et

M) = (1= ) (Qule) = H) + 222
- (f ¢2Q@) IL,, () (Qu(z) — H)

L’égalité ci-dessus avec (2.6)et la proposition (2.4) donne 0 € p(A,(x)) et (2.9). Par (2.9),
nous avons

(Au(@) ! = (Qu(@) — H) ™M1 + M(2)) (I + N(x)) %,
M(z) = 2(I—e*W) Qu(2)e* W (Qu(x) — H)™ € L(E),
N(z) = —2e2@) ¢ L(B), [M(2)(E)C N D(Qu(z)"),

IN@)](E) ¢ 0 DQu)).

SoitA(l](ac) =—M(z)(I + M(z))™' € L(E) etV(z) = —N(z)(I + N(x))™' € L(E).

avec

W(z) =U(z)+ V(z)+ U(z)V(z) on deduire le resultat. m
Lemme 2.4 [ existe K > 0 tel que pourVz €' etr >0, on a

[zl = Klz], [z 4+ = K|r|,
lz—r| = Klz|,[z =7 = K|z,

il existe K > 0 ne depend que de T telle que pour tout A > 0 et v € [0, 1],

|dz| K
B el B el
rlzEAz]” T AY



Chapitre 3

Représentation de la solution et la
régularité

On considére A, = A un opérateur lineaire constant, alors le probléme suivant

V'(x) + Ayv(z) = f(x), x€]0,1]
HU(O) = do

G\

—~~

S

N~—
|

admet une solution qui s’écrit sous la forme suivante :

v(z) = " [(A_w)_ldoJr(QerH) (A) " e }
e (@t ) ()7 @ [ s
e Qe H) () e / I (s) ds
el [(1—(Qw+H) (A) e ) ur = () deo}
—;d Qu(Qu + H) (K2) " eQ, / e f (s
el [I—<QM+H> ()] @ / 199 £ () ds

1 @ 1 !
+§Q;l/ e(x_s)Q“f (s)ds + QQU‘Jl/ e(S_I)Q“’f (s)ds
0 T

Voir le travail de M. Cheggag [5].

16
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Posons pour chaque = € [0, 1] :

3 + 1) (M) @) [ o7 s s

Lo, (z, f) = 5

O (Qulr) + H) () %00, (2) /Ole“%w(@f (s)ds

-1

1
(1= x)Qw(x)(Qw(z) —I—H) <AW(ZU)> GQ“(I)le(x)/ GSQw(w)f(s) ds
0

1
2°
1
“2°
1 -1 !
L= { _ ) €2Qw(a:)} “1(p) /0 (1-9) £ (5) ds
1 (@)
T2
1

(Qulw) + H) (Aufa) Q
et 11— @ute) + 1) (@) 0] Q') [ 09901 ()

x 1 1
+§Qw1/ e(w_s)Q“f (s)ds + §Qw1/ e(s_’”)Q“f (s)ds
0 x

on remplace f(x) par u”(x) — Q*(z)u(x), on trouve

Lol @) = 50,10 [ e 90w (s) — Q2s)uls)ds
2T (1)Q () / Q) (4/"(5) — Q2 (s)u(s))ds
Lo / I (o (5) — Q2(s)uls))ds

2
1
2
1 1
~5e G ) [ (5) — Q2 (s)u(s))is
0
1
2
1

__erw(x)eQw(x)le(m)/o (1-5)Qu () ( ( ) — Q2( Yu(s))ds

+§e(1_$)Qw(“)62Qw(x)Tw(m)QJl(x)/ e1=9)Qu(@) (/" (5) — Q2 (s)u(s))ds

0

1

eI ()0 o) [ e ((5) — Q2 (s)u(s))ds
0

7
= > L.
=1

En faisant une double intégration par parties, on obtient :
u(w) + 5T, / Qu(@)e ) (Q22(s) — Q2(x)) QA(s)u (s) ds

;IQW . / Qu () eI (Q2(s) — Q2 (x)) Q2 (s)uls)ds

1

— 5T QT (o / Qu (2) %) (Q22(s) — Q22 () Q2 (s)u(s)ds

L) 7, () 20 / Qu(@)e1 %) (Q2(5) — Q2*(x)) @2 (s)u(s)ds
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L / Qul)eT I QL (s) — Q2 (x)) QP (s)uls)ds

/ Qu(x)et D% Q2 (s) — QX))@ (s)ulr)ds
= Lo,w(@ f)+ mQ“(” (1 + T (2) + 90T, (2)) Q' (2)u/(0))
e ((—1 LT, (2) + 90T, () u(0)
+; P (1) @l 4 %e(l—m)Qu(x) (I+7T, (x) @%@
G IR (< 4+ T (1) 4+ I, (1) Q5 () (0))) %)
el (<] 4 T, (1) + P, (1)) u(0)) 9
= Lo )+ e [(A)) do + T, (2) €% |
1 e1-)Qu(@) [( [—T, (x) @)y — mflexmmdo} ,

ou
-1
T() = (Qu(@) + H) (As()) .
On applique Q,,(7)?, et en posant :
w () = Q% )ul.),
, On obtient I’équation intégrale suivante :

w + wa = GQW(I) (dOaU'l?f) )

tels que

(Pow) () = e, / Q3 ()¢ (Q23(s) — Q2(x)) w (s) ds
_%eww Q1) / Q8 (@) eI (Q2(s) — QL)) w (5) ds
_;eu )Qu(x Qul w)/ Q2 () e (QL%(s) — Q% (w)) w(s) ds
IR, (1) (2000 / Q3 ()19 (Q52(s) — Q2(x)) w (5) ds
1

L1-)Qu(e / Q2 (1))@ (Q7%(s) — Q2(x)) w (s) ds
/ Q3 (2)e 1@ (Q2(s) — Q22(x))w () ds
*5/95 Q3 (2)el 4 D(Q2(s) — Q22(x))uw (5) ds
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Y5
et -
GQu (dyu, f) ()
— Qe ) + Qe | (R0) do T (0) 0

€Qw (@) d0:| .

+Q2( ) (1-2)Qu (z) {(I T, (z) 2Qw(m))ul_(M)

Proposition 3.1 Sous les hypothéses (2.3) ~ (2.8), il existe w* > 0,tel que pour tout
w > wr,

—_

1Pollcionss < 5

Preuve. On traite par exemples.

h) =GP QLo MQ:He) - Q)@ ule)ds
)@ [ Q@) Q2 (s) - QLHa))Q uls)ds
- —i.Tw<x> / x / Q) (Qulr) = 2) 7 Q) — QUP(@))w (s) ds

47rz
= a-+b,

/ / 22 T2Qu(7) (Qul@) — 2)7H(QL%(s) — Q% (x))w (s) ds

Pour a, on a :

IN

lall g

2 —(x+s)|z| |S |
// | 2+ w |Md|z|ds||w( )HC([O’H;E)
o[ (s [ et @ el o)
Sup T —S8) ds 2| [|w(s .
N xG[O,l] 0 ‘Z + w‘/_t C([Ovl]!E)

T -« T a
C’/ ( sup [(/ e—(x+s)|zd5> (/ e~ (@+s)lzl (z — 5) ds) ]) .
I \ z€[0,1] 0 0

i
|z +w

W
c / - |1+a 1) o
< / e o O e

IN

IN

7l 2l ()l eqo1):)

IN
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D’aprés le lémme de Labbas-Terreni

1
lall, < C / _ ) ()l
E r 2%z w2+ wf C(01:E)

IN

1
¢ [ 2] [l
e 12" e+ wl o ons

IN

C
= d |z [lw(s)ll oo,
/1“|Z’ +p Q‘Z—l—w‘ C([0,1;E)
C

IN

atn—2 ||w(s)||0([0,1];E)7

et

L e s — 2l
ol < C - 2|7 e —d|z|d3||W(3)||c([0,1];E)

|2+ w|”

1 i
< C/ sup / e~ @Fll (1 — )™ ds d|z| ||lw(s .
T <x€[071} = ( ) ’Z"’W’M | ‘” ( )HC([O,ILE)
1 11—« . a
< C’/ sup </ e(x+s)|2|d8> (/ ef(x+s)\z| (.%’—S) dS) ]
r \ z€l0,1] m 0
|2
|z+w|“d|z| Hw<3)|’0([071];E)
< [l Capleo
= = 2] [|w(s ,
r 2]z 4wl C(0.1:E)

1
< C / _ d 12 10(5)lleqo
r 2| 2 \z—i—w\“ C([0,1;E)

D’aprés le lemme de Labbas-Terreni

IN

1
b C/ dlz| ||w(s )
e < € f e 215 logos

w| |z + Wl

IN

1
C/ dlz| ||w(s )
o O o

C
< — d|z| ||w(s :
e Ol
C

S a2 [w() o1 -

Donc, il existe w* > 0,tellque pour tout w > w*, || Full 1 cpo11.m) < 1. Alors I'équation admet
une unique solution w(-) = Q2(-)u(-) et donc

w(.) = Qu () (I + P,) " Goyu) (doy us, f) .

|
Pour montrer la régularité de la solution u (.), on doit étudier la régularité du second
membre G et la régularité de (I — P,)~".
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3.1 Régularité du second membre G, (do, u1, f) -

Dans cette section, on utilise les lemmes suivants :

Lemme 3.1 .On fize x € [0,1] et § € ]0,1].tels que
1. 5 — W@y e 0([0,1]; ) ssip € D(Q,(x)).
2. 5 — @@y e C(0,1]; E) ssi ¢ € Do) (0,400).

Lemme 3.2 Soit f € C?([0,1]; E) .tels que 0 € ]0; o+ p — 2]

Q. (0) / 20 (£ (5) — £ (0))ds € (D (Qu (0)): ), .

Proposition 3.2 Sous les hypothéses(2.3) ~ (2.8) et soit f € C?([0,1]; E) avec 0 €
-1
10,0+ 11— 2] etuy € D (Qu (1)) (Qw 0) — H) do € D (Q., (0)) "D (H), alors
1. G, (z) (do,ur,f) € C([0,1]; E) si et seulement si

Qo (0) (O — 1) (do—Qu(0) " F(0) € D (@ (0)).

Q07 (@) —H)  (d—Qu0) f(O) +7(0) e D@ @), @D
Qo (i + 7 (1) € D@L D).

2. Gou) (do,ur,f) € C?([0,1]; E) si et seulement si

Qo (0) (o) 7)) (do—Qu (0) £ (1) € D(Qu(0)).

)
QO (@O —H) " (do = Qu(0) £ (0)) + 1 (0) € D(Qu(0), B)y_yee

Qu(1) ur+ f(1) € D(Qu(1);E)) g
(3.2)

Preuve. On a :

GQu(x) (do,u1, f) ()
— Q2 (1)@ [(Aw(m)) do + T, () e? <>u1}

—1
+Q2 (1 33 Qw x) |: 2Qw(x Uy — (Aw(x)> erw(I)dO‘|
1

5T, @) [ Qe (3 ds

_;GIQW 07, ( / O (2)e@ %@ f (5) ds

; 1—2)Qu(x /Q 1+8wa)f(8>ds
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;el ) Qu(x / Q (1+5)Qw(x f( )dS

1
+2 (1- x)Qw(x /Q 3 $)Qu(z f(S)dS
1 —2)Qu(z /Q (1 $)Quw(x) f( )dS
/@ )ele=903)  (5) ds
g s

— Q2 (1)@ [(Aw(x)) do + T, (z) €@y,
FQ2 (@)t [(1 = T, (2) 22wy — (o (@)

1
-+26wax»r L/°q; )e* @@ (f (5) — £ (0)) ds

erw (37) dO

1
T DY
1

_2 wa /Q 2 S)Qw(x)f(s) ds
1

_261 2)Qu (@) / Q_ ()99 £ () ds
Fye I 0) [ QU9 ) s
;1x% [ Q9 1 () - s
1)@l /Q )e1=2)24() £ (1) ds
/ka )l (£ (5) = 1 (0)) ds
+5 | @l 201 0)as
3 [ QI () = g 1) s
by [ QL= (s

- —a%wﬂ(xxﬂ)4ﬂ>+@%>x%@(xxﬁyd%
+€(1—1Qw x)f( )+Q2( ) (1- me(w)

1
-+26wam»r i/“q; esQu(z ><f<s>—-f<o>>ds

=00 (s /kg eI (£ (5) = f (1)) ds
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+5 | Q)9 (£ (5) — f O) ds— 3£ (0)

3 [ QU8 () — () ds — 7 1)
FQUEPe T, () oy — 2Qu(@) [ (a1 L (14 00:9).
0
Qule) 2 (0]~ Qula eI 3T, () [y = 1.y [ 190001 ()
0

_Qw($)2e(lJ:)Qw(x)eQw(x)[<—Aw(x)>—1do N %Tw (@) Qw<$)1/0 5@ £ (5) ds
5 Qul@) ()
= [T 0+ Q@) (RW)  do] + 4090 (1)

+QAa)e ) + 50T, () [ Q@) (£ (5) - £ (0)ds

ww/@ )e(1=99) (£ (5) — f (1)) ds

/@ 9 (£ (5) — £ (0))ds — £ (0)
/@ 9 (£ (5) — f (1)) ds — 5 (1)

R (z, f,do, u1)
Zm:c) FeOr (@) £0)+ Qe (R)  di

HeIWD f (1) + Q% ()N ] + A, (2) R (. f,do,w)

R(Q?, f? dU? U’l)
- 00, () [~ S [ s (4@ 0) @002 0
+€(1—w)QW(m)e2Qu(x)Tw (l’) |:U1 . %Qw((l})_l /1 e(l—S)Qw(w)f (S) d8:|
0
e (1=DQ () (00 [(m)” o+ 5T @) Qula) ™ [ e (5)ds + 5Qu() 2 ﬂ

Chaque terme R(x, f,dy, u1) contient e%~(®) et e@=() ¢ L(E, D(Q,(x)™)) pour tout m € N,
alors
R(., f,do,uy) € C([0,1]; E),

et
Ay () R(x, f,dy,ur) € C([0,1]; E).
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Pour Iy, on écrit

I(z)
on a :
. (e
et de plus

0

alors

de méme pour a,.

/ £ (f (5) — £ (0)) ds

— QOO =

570 [ Q) ()~ f 0 s

1

3 Q.00 = QO] [ (1(5) — f (0) s

QO [0 - O] (1 () - £ () ds

QOO [0 (7 (5) £ 0) s

aq +CL2+CL3,

[Q (2)(Q.(z) — )7 = Q. (0)(Q,(0) — 2)]ed=

E

< / 26, (2)(Qu(x) — 2) Q. ()" — Q. (0) QL (0)(QL(0) — )~
< K / sl |z\‘ |ﬂdrz|

< K[ e
< Ka*th?,
- H .- / [ @) =27 () - 7 O)dds )
< K/ [ —SerHce[oudeZ!dS
<

—S|z 1
K/ / s _d5||f||c9 ([0,1],E)

< K| fllcoqo,m) -

a1l < Kaote? HfHCf’([O,l],E) g

D’apres le lemme 3.2, on obtient

Q.(0) / 20 (£ (3) — £ (0)) ds € (D(Qul(0)). E)1-p e

a partir de laquelle on déduit que

= 5Q O [0 (£ (5)— f ) ds € € ([0.1]: B).
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On fait de méme pour les autres termes.
Et de plus on a :

[e(l—m)Qw(w)f(]_) + Qw(m)%(l—w)Qw(w)ul}
[e(lfm)Q“(x)f(l) . 6(1—x)Qw(1)f(1)] + I:Qw (x)Ze(l—x)Qw(x)ul _ Qw(l)Ze(l—m)Qw(l)ul}

DR £(1) 1 @, (1)un).
~ L ez (Qu) — 2D - (Qu(1) — 2D Y f(1)de

2m Jr
~ L e (0)(Qu(r) — 2D - Q)(Q(L) — 21)

2m Jp

_i_e(l*x)Qw(l)[f( )+Q (1)2u1]
5w e Q@)@ w) — 2D 7R T = QUM TIRMNQ.() = 2D)7 (1)
_% A z2e(17:p)ZQw (SU)(QW (:13) — z[)*l[Qw (gj)*l _ Qw(l)il]Qw(l)(Qw(l) . Z[)fluldz

+etm D% O[f(1) + Q, (1)*u]
by + by + bs.

Pour b1, on a

et

IN

—(1—2)|2 1— )"
hlly < & [ 12]e0- '%rdzr L,

1 — ) — )
K / —ide )

- )““‘ 2Hf( Nz
Kllf( Nz

IN

IAINA

—(1—2z)|z (‘T — 1)04
b2l p - < K/|Z\2€ (=l |T|dz| 1Q. (Dusl|

K / (-2l ||”) 1Q. (Vs d 2]

IN

(= 1)t
< K / e Q.

< - )‘”“ Q. (Ml

Ona:

-1

Q) (R@) " dy— 0o (K@) £(0)
_ @@ygmm[@h@yJﬂ1+(@¢@—H)WV@4%
e (@@ - 1)+ (@@ H) W) o
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= Que?e = (QUE —H) do—WH (Qu{) —H)  F(0)
HQuPe W (U = H) W () dy

~COH (Qu)—H) W (2)f(0)
= Que = QT H) dy ) (Qu(a) — H) (Qul) —H) £ (0

~“OH (Qu)—H) f(0)
Q. ()27 @) (Qw (@) — H>_ W () do — e"Q~@ (Qw @) — H>_ W (z) £ (0)
= QP (U H) o+ %W (0) — O H (Qu —H) [ (0)

-1 N1

Q. ()27 @) (Qw (@-H) W(a;)do—eww@)ff(cgw (m)—H) W (z) £ (0),

avec W (z) € L(E) et R(W (2)) C korle <Qw (m)k> Alors :

Qo) (QUUOT—H)  dy+ %01 (0) — #%0Q, (2) (@O~ H) 1 (0)
- [cm P (@O A) do - Q0P (G0 - 1) do
#eueren e QU= H) - Quaret (GO 1) dl

+ :_ewmw O (@O —H)  F0)+e%0q ) (G0 - H) 1 <o>}

#[-eena. @ (@O 1) 0+ 0. 0) (@O - 1) 0]
+ [emQu(x)f (0) — @ (0) f (0)}

+e20 Q02 (G0~ 1) do- QO (@O 7)1 0+70),
Utilisant I'identité algebrique

Q.(2)(Q.(2) = 2)7 = Q(0)(Q,(0) = 2)~*
= 2Q,(2)(Q.(z) —2) 7

Q
~— &
&
N—
L
|
O
€
—
]
~—
=
Q
€
—~
]
SN—
—
QO
€
P
@)
N—
|
N
N—
—

w

On obtient :

Qu(Ver @ (o) —H) dy+ €01 (0) — =Q () (Qui0) —H) £ (0)
= L e (1) (Qu (@) — 2D [Qu () - Qu(0)7]

21 r

Qu0)(Qu(0) =N (@)~ H) " dudz
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L [ 2Qu (@) (Qu (@)~ D) [Qu ()~ Q. (0) ]

271
0. 0@ ) 21 (@0 —#) f(0)d
L[ 2o, () (Qu (1) — 217 [Qu ()™ — Qu (0)7] -

271—2 r

Q0@ )~ =0 (@~ #) (@A) | ds
( (

Qjm 7. (0 ><Qw<o>—zf>1[ .- 1)~ (@A) |
/ “Qu (@) (Qu (2) - 1[(Qw<> i) - (@) | o
/ Qu () (Qu () = 2D [Qu (@) = Q. (0]

0. 0. )~ >f<>dz

o ([Q()(Qw() H) do ~ Qu (0)(@u (0) — H) [ (0)+ f (0)]

Pour a; on a
e < K [ Jzfe Wd\zr Qu (0 ( -0~ H) |
< K[y |0 @0-7) @)

a+;¢2
< K/ do

@m(@w()—ﬂ) dy

Q) (@O —H) dy

E

< Kxa-i—u 2

E
-1

k@) () —H) do| .

E

<

De méme pour les autres termes.
Finalement on a G (dy, u1, f) € C ([0,1]; E) si et seulement si

{ 90 [ Q07 (QUOT— 1) (da - G (0)"10) +70)] € € (0.1]: ),
(

e A, (D uy — f(1)] € C([0,1]; E),
et donc

Qu (02 (Qul) —H)  (dy — Qu (0)* F(0)) + F(0) € D(Q(0).
A, (D)~ £ (1) € DQ(1)
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et puisque pour tout o € |0, 1[ on a

et donc
D (Aw) =D (Ag)
alors
D (Q. (0)) =D (A(0))
D(Q. (1)) =D (A(1)),
donc

Qu (07 (Qul0)— ) (do — Qu (0) J(0)) + £(0) € DA))
A, (1w — f (1) € DIAD).

Et de plusG (do, u1, f) € C?([0,1]; E) si et seulement si

{ a0 {Qw O (GO —H)  (do—Qu (0) F(0) + £(0)] € C*((0.1]: )

DWW A, (Du — f(1)] € C°([0,1]; B),

alors
Qu 0 (QUO =) " (do = Qu(0) F0) + F(0) € (Davioy B), .
{ Ay (D = £ (1) € (Do), E) o
donc
(07 (O~ 1) (da—Qu (0 (0) + f0) € (Daw. B), o _
Ay (D uy = f(1) € (Daqy, E)l_gm'
.

3.2 Regularité de P,

Proposition 3.3 Sous l’hypothéses (2.3) ~ (2.8), on a :
1. P,e L(C(E),C"2(E))
2. P, € L(C(E),C(E)NB (Dag) (4 400))) ,avec 6 €10,a+ p— 2] .
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Preuve. On montre la régularité de P, si0 <7<z <letw e C([0,1];F),ona:

-
= Je /@35%@ ) = Qule) ) w(s) ds

3O 0) [ QU (@)~ Qulr) ) w () ds

—ge@@Qw@{/'af<¢> (179900 (Q2(s) - Q3 (a)) w (5)ds
NIt /kf U090 (Q7(s) — Q2(r)) w (s) ds
/@3 el (Q2(s) — QL% (@))w (s) ds

-5 | QU OQe) - QR (s) ds
/Q3 =P Q22 (s) — Q3% (x))w (s) ds
/Q3 )l (Q22(s) — Q2(r))w (s) ds

L0, () ) [ @3 () it (Q2(s) = QL2 (2)) w (s) ds

T2 0

5O, () 0 01 Q% (1) e IH(Q(s) = Q7)) w () ds
;6@ Q@ () Qo)) / Q2 (2)e* ) (Q2(s) — Q% (x)) w(s) ds
+;um% Qw‘/@3 e (QL2(s) = QL3(T)) w(s) ds
+;6(1 Qe 20 (0)) / Q3 (2)e 99 (Q12(s) — Q5 (x)) w (s) ds
_%eaﬂcaw(f)Tw (7) 2Qu() /0 Q2 (1)eM %M Q2 (s) — QL% (m)) w (s) ds

14
= Z I,
=1

On a Iy + Lo, I11 + 1o et I1s + T4 dansO(]x—r]e) avec 0 <O < a+pu—2.
On a:

L+, = ””Q“(I / Q (v SQW(”C) Qu(s) 2 — Qw(x)_Q) w(s)ds.

e J/ Q3(7)e @) (Quls) ™ — Quir) ) w(s)ds
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= NI ) [ QU (Qul) — Qule) ) wls)ds
+16$Q“’($T (x / Q3 ( xeSQW(w) s)_Q—Qw(x)_2)w(s)ds

2
5L ) [ QU (Qule) = Qulr) ) w () s
5T ) [ QU (Qule) - Qulr ) s s

_ xQu(z /Q3 )e ) (Qu(5) 2 — Qu(x)?) w(s) ds

_%QTQW (1 / Q3 (1) eSQ“ Qw s)_2 — Qw(T)_2) w(s)ds
+§6”“Q“(”” @) [ QU (@)~ ol 5)ds
201 ) [ QU (@) - Qulr) ) w o) s

= a+b+c+d,

pour a+ b, on a :

a+h = Lewor / Q% (2)e %@ (Qu(5)™? — Qulz)~?) w (s) ds
e / Q3 (1) (Quls) ™ — Qulr) ) w(s) ds
- IQw(I / Q3 (x SQW Qw( )72 — Qw(:c)’2) w(s)ds

—|—%e$Q“’(‘” (x / Q3 (2) eSQ“(I Qu(s)? — Qw(x)_Q) w(s)ds

e, /@3 e (Qu(5)2 — Qulr)?) w (s) ds

= 3O @) [ Qe (Qus) - Qulr) ) (o) ds
" L e@u@p / Q3 (1) %@ (Qu()2 = Qul@)™2) w (s) ds
5O (@) [ QU (Quls) 7 - Qule) ) w(s)ds
3O [ QUNE (@uls) - Qulr) D ws) ds
_ / [ e QU Qute) — 217 (@) = Qur) ) w (5 s
/ / 22l Qu (1) (Qulw) = ) (Qu(T) ™ = Qul(@) ) w (s) dsdz

4m
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Hmmzzw_qﬂ ) [ e @ule) — 2 (Qule) = Qulr) ) (s) s

iy = =m0 [ [ 20 Qule) =07 (Qul) = Qule) ) w (o) dsc

4m

v@) [ [ QU Qule) = D) (Quls)? — Qulo) ) w () s
/:/ 20902 Q (1)(Qul) — 21) ™ (Quls)? — Qulr)2) w (s) dsdz

47rz

4
:ZAZ,
1

1=

47y

K// z2e(x+3)|z|udsdz w .
[k =L dsdlel oy

’ —(xr—s8)|z (7— _ S)a

K/r/o e~ (@)l |—|Z|“_2 dsd |z ||ch([0,1];E)
T Y (7’ — s)a do

K/r/o e PR SdS HwHC([O,l];E)

Tr— S

K [ = s(a = sy ds [l
K [ (o= 9= 9 %ds ol
< K/ —5) T 3d3||w||c(01 E)

m [(z = ) 2] wll oo,
—K [(x — 1) — g0 th? lwlle(o,11:m)

K(x —7)*" 2 |wll 0.13:1)

E

IN

IN

IN

IN

IN

IN

VAR VAN

471

;</:/ffW%WL—:—ldau4Hwn .
T x—T)
K//GWHML—Twwawm .
iy ‘Z"u D) | ’ C([0,1;E)
T Y (x — T)O‘ do
K/r/o e . “_stx s HwHC([O,I];E)

Tr— S
K/’x—T = 5735 oo

< — r)etut lwll opo,11:) -

E

IN

IN

IN

IN

On fait de méme pour les autres termes.
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Finalement on déduit que
a+p—2
[(Pow) () = (Pow) (T)l| g < K (z = 7)™ lwll oo, -

d'ou P, € L(C([0,1]; E),C*"*=2([0,1]; F)).

Probléme approché :

Je rappele qu’on a supposé l'existence de la solution et on aobtenu une representation.
Maintenent on a va montrer ’existence, pour cela on considére les problémes approcheés

suivants :
ul(x) + Ap(2)u,(2) — wup () = f(x), x€]0,1]

ul, (0) — Hu,(0) = dy
un(l) = uy,
On pose, pour = € [0, 1],
Apn () =An(2) —wl et Qun(z)=—(—Aun (:17))1/2 )
et on considére la famille des approchants de Yosida de ( Q. ()),¢[p ) définie par : m
Qun(x) = —n Qu () ( Qu(x) —nl)™", n € N*.
Par un calcul classique on a

—1
n—+=z

(Qupn (x) —2I) " =

(Qu (x) —nl) <Qw () — nrle)l |

Par passage a la limite on a Gy, (do, u1, f) — G (d,us, f) et B, (z) — P, (x).

Théoréme 3.1 Soit f € C?([0,1]; E) ou 0 €10, + p — 2]
et soit (Qu(0) — H) 'dy € Dgq ) N D(H), u1 € Dau). On suppose de plus que les
hypothéses (2.3 )~ (2.8) sont vérifieés et :

( Qu(0)(Qu(0) — H)™ [do — Qu(0)~f(0)] € D (Q. (0))

Qu0)(QuI0) ~ H)™ fdo — Qu0) (0] + F(0) € D ( )

2

Ay (Dur — f (1) € Daqy (97 +OO> ,

\
alors il existe w* > 0 tel que Yw > w*, alors la solution w (-) = Q,, (-)*u () de Uéquation(1)
vérifie :

1 Qu()ul) e C0,1];E)

2. Qu () u(-) e C?([0,1]; E)

3. " e C(0,1]; E)

4. €C(0,1;E)NB (DA(.) (g +oo)) .
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Preuve. On a :

<
I
—~
~—

D] = (Paw) ().



Chapitre 4

Exemple

Considérons 'espace de Banach E = L7(]0,1[), (1 < ¢ < +00) muni de sa norme na-
turelle. On définit la famille d’opérateurs linéaires fermés Q(z) = —/—A (x) pour tout
z € [0,1] par

D(Q(x)) ={p e W?1(]0,1]) : ¢ (0) = b(x) ¢' (0) =0, ¢ (1) = 0}
[(Q(2) ¢l (v) = ¢" (y), y €10,1[,

ot b (x) est une fonction vérifiant :

[b(x) = b(s)| < K o — 5|

On en déduit que :

"(0) = b(@) " (0) =0, ¢ (1 m

On définit 'opérateur H par H = al, avec a > 0.
Remarque 4.1 Comme Q (x) est fermé pour tout x € [0,1] et al est borné, alors

Exemple 4.1 Remarque 4.2 Preuve.
Q(x)—al =Q(x) —al.

Voir [10], p. 190, Theorem 1.1. =
Alors les hypothéses (2.3)~(2.8) sont vérifiées.

34
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Finalement tous les résultats obtenus s’appliquent au probléme concret quasi-elliptique
suivant ot (w > 0)

(

%(x’y)—g—;ﬁ(%y)—wuw,y):f(m,y), (z,y) €[0,1] x [0,1]
_U(an)—aU(Qy):do(y), U(l,y):ul(y), ye[()’l]

ox 5 o
u u

0u d°u

a_yg(xao)_b(‘r>a_y3($70)zo'
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