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Résumé

Dans ce mémoire on donne de nouveaux résultats sur une équation di¤érentielle abstraite
du second ordre de type elliptique à coe¢ cients opérateurs variables avec des conditions aux
limites générales de type de Robin, nous supposons que la famille des coe¢ cients variables
véri�e l�hypothèse de Labbas-Terreni.
On utilise l�intégrale de Dunford, les espaces d�interpolation et les semi groupes pour

obtenir l�existence, l�unicité et la régularité de la solution du problème.
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Introduction

L�objectif de ce mémoire est de faire une synthèse sur le travail de Rabah Haoua et
Ahmed Medeghri, concernant l�étude d�une équations di¤érentielles abstaite du second ordre
de type elliptique à coe¢ cients d�opérateur variable et les conditions aux limites générales
du type de Robin. Nous supposons que la famille des coe¢ cients variables véri�er hypothèse
de Labbas-Terreni.
On considère l�équation di¤érentielle du second ordre suivante :

u00 (x) + A (x)u (x)� !u (x) = f (x) ; x 2]0; 1[; (1)

avec les conditions aux limites générales du type de Robin�
u0 (0)�Hu (0) = d0

u (0) = u1
(2)

où (A(x))x2[0;1] est une famille d�opérateur lineaire fermés de domaine D (A(x)) non nécessai-
rement dense dans E (un espace de banach), H est un opérateur linéaire fermés D (H) � E;
et f 2 C� ([0; 1] ;E) ; 0 < � < 1,

! est un nombre réel positif, d0 et u1 est donné les éléments de E
Le but est l�étude de l�existence, l�unicité et régularite de la solution, la méthode utilisée

est basé sur une construction de la solution sous la forme d�une intégrale de Dunford, semi
groupe les espace de Hölder
Dans ce travail nous considérons le cas elliptique exprimé par

9!0 > 0;9M > 0;8z � 0(A!0 (x)� zI)�1

L(E)

� M

1 + z
; (3)

cette estimation reste vraie dans certains secteurs

�
�0;
r0 = fz 2 Cn f0g : jarg (z)j � �0g [ z 2 C : jzj � r0g;

ou �0 et r0 sont deux nombres positifs
Il existe autre secteur qui utilise dans notre travail

��1+�
2
;r1 =

n
z 2 Cnf0g : jArg(z)j � �1 +

�

2

o
[ fz 2 C : jzj � r1g;

ou �1 et r1 sont deux nombres positifs
Aperçu historique
L�équation di¤érentielle (1) et (2) a été traitée par de nombreux auteurs parmi lesquelles,

on cite :
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1. Cas A constant et ! = 0:
Le célèbre travail de S. G. Krein fait en 1967 (voir [11] p. 249), où l�auteur a traité
cette équation di¤érentielle, en se basant sur la méthode de réduction de l�ordre et
les propriétés des semi-groupes et de la racine carrée (�A)

1
2 (avec D (A) dense dans

E). Cette équation a été étudiée aussi, dans le cadre des sommes d�opérateurs par G.
Da Prato et P. Grisvard en 1975 (voir [6]). Ici, les auteurs ont utilisé principalement
le calcul fonctionnel de Dunford et les espaces d�interpolation et ils ont imposé la
restriction f (0) = f (1) = 0. On signale aussi d�autres travaux liés à cette équation,
Sobolevskii [18], Kuyazyuk [12], etc...
Le cas A constant avec des conditions aux limites de Robin généralisées (i.e. à coe¢ -
cients opérateurs) a été traité par M. Cheggag voir [5].

2. Cas A variable (A dépend de x).
En 1975, l�équation di¤érentielle (1) avec des conditions aux limites homogènes a été
largement traitée par G. Da Prato et P. Grisvard (voir [6]), dans un cadre plus général
des sommes d�opérateurs. Ils ont supposé que, pour chaque x 2 [0; 1], (�A (x)) véri�e
l�hypothèse d�ellipticité dite de Krein (voir [11], (2:2), p. 249) et des hypothèses de
di¤érentiabilité sur les résolvantes de la forme

(D:G)

8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

9� 2
�
0; 1

2

�
; 9� 2 ]0; 1[ et 9N > 0 tels que @@x (A (x)� !I)�1


L(E)

6 N

!�+
1
2 @2@x2 (A (x)� !I)�1


L(E)

6 N

!� @@x (A (x)� !I)�1 � @

@s
(A (s)� !I)�1


L(E)

6 N jx� sj�

!�+
1
2 @2@x2 (A (x)� !I)�1 � @2

@s2
(A (s)� !I)�1


L(E)

6 N jx� sj�

!�
:

En 1985, R. Labbas et B. Terreni (voir [15]) ont étudié l�équation di¤érentielle (1) avec
les conditions aux limites du type Sturm-Liouville8<: a0u (0)� b0u

0(0) = 0;

a1u (1)� b1u
0(1) = 0;

où ai, bi > 0 et ai + bi > 0; i = 0, 1: Ceci, en imposant aussi la restriction f (0) =
f (1) = 0 et en utilisant l�hypothèse

(L:T )

8><>:
9�; �; K > 0 tels queA (x) (A (x)� zI)�1

�
(A (x))�1 � (A (s))�1

�
L(E)

6 K jx� sj�

jzj� ;

où �+ 2�� 2 > 0:
En 1987, l�équation di¤érentielle (1) avec des conditions aux limites non homogènes a
été traitée par R. Labbas (voir [13]) ceci en utilisant successivement l�hypothèse du type
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(L:T ) et les hypothèses du type (D:G) : Ici, il n�a pas imposé que f (0) = f (1) = 0:
En utilisant les techniques de calculs de Sinestrari [17], il a obtenu des conditions
nécessaires de compatibilité entre les donnés et le second membre f , sous la forme8<: f (0)� A (0)' 2 D (A (0)); où ' = u (0) ;

f (1)� A (1) 2 D (A (1)); où  = u (1) ;

pour obtenir une solution stricte du problème (1)-(2).

Dans ce travail la famille d�opérateurs (A (x))x2[0;1] véri�e une hypothèse de non di¤éren-
tiabilité de la résolvante du type Labbas-Terreni. Notre résultat essentiel est résumé par le
théorème 4:4:
Cet article est organisé comme suit. Dans la section 2, technique un peu préliminaire
les résultats sont prouvés.
Ce mémoire est composé de trois chapitres :
Dans le premier chapitre, on rappelle des notions de base quelques de�nitions sur

les opérateurs linéaires, les semi groupes d�opérateurs lineaires, l�espace d�interpolation, la
formule de Cauchy,l�intégrale de Dunford et les espaces de Hölder.
Au deuxiéme chapitre, on donne quelque lemmes principaux et les hypothèses.
est consacré à la construction de la solution stricte du problème aux limites. On suppose

l�existence de cette solution et à l�aide d�un raisomment heuristique on obtient une équation
intégrale équivalente à notre problème.
Dans le chapitre 3 on montre le résultat de la régularité maximale de la solution stricte.

La méthode utilisée s�inspire des travaux de Labbas [13], Bouziani [4].
Au chapitre 3, on justi�e la représentation trouvée dans le premier chapitre par l�étude

du problème approché associé.
Finalement, au chapitre 4, on donne des exemples concrets variés liés aux équations aux

dérivées partielles.
Le résultat principal obtenu dans cette partie est le suivant :

Théorème 0.1 Soit f 2 C� ([0; 1] ;E) où � 2 ]0; �+ �� 2]
et soit (Q!(0)�H)�1d0 2 DQ!(0) \ D(H), u1 2 DA(1): On suppose de plus que les

hypothèses (??)�(??) sont véri�eés et que :8>>>>>><>>>>>>:

Q!(0)(Q!(0)�H)�1 [d0 �Q!(0)
�1f(0)] 2 D (Q! (0))

Q!(0)
2(Q!(0)�H)�1 [d0 �Q!(0)

�1f(0)] + f(0) 2 DA(0)

�
�

2
;+1

�
A! (1)u1 � f (1) 2 DA(1)

�
�

2
;+1

�
;

alors il existe !� > 0 tel que 8! > !� l�équation (1) admet une unique solution
w (�) = Q! (�)2 u (�) véri�ant :
1. Q! (�)2 u (�) 2 C ([0; 1] ;E)
2. Q! (�)2 u (�) 2 C� ([0; 1] ;E)
3. u00 2 C� ([0; 1] ;E)

4. u00 2 C ([0; 1] ;E) \B
�
DA(�)

�
�

2
;+1

��
:



Chapitre 1

Rappels et dé�nitions

1.1 Les opérateurs linéaires

Dé�nition 1.1 Un opérateur linéaire A sur X; est une application linéaire dé�nie sur un
sous-espace véctoriel D(A) � X; appelé domaine de l�opérateur A, à valeur dans X:

Dé�nition 1.2 (Opérateur linéaire borné) On dit qu�un opérateur linéaire A : X ! X
est borné si pour tout x0 2 X;

( lim
x!x0

kx� x0kX = 0)) ( lim
x!x0

kAx� Ax0kX = 0);

ce qui équivalent à

lim
x!x0

kAxkX = Ax0:

On note L(X) l�espace des opérateurs linéaires bornés de X dans X: Cet espace muni de la
norme suivante

kAkL(X) := sup
kAxkX
kxkX

= sup
x2X;x 6=0

kAxkX ,

est un espace de Banach.

Dé�nition 1.3 (Opérateur linéaire fermé) Un opérateur A : D(A) � X ! Y est fermé
si et seulement si pour tout suite (xn)n�0 d�éléments de D(A) telle que�

xn ! x 2 X
Axn ! y 2 Y ;

on a
x 2 D(A) et Ax = y:

Dé�nition 1.4 (Opérateur linéaire fermable)
Un opérateur A : D(A) � X ! Y est fermable si pour tout suite ('n)n2N d�élements de

7
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D(A) telle que �
'n ! 0
A'n ! 	

=) 	 = 0

Dé�nition 1.5 Soit A : D(A) � X ! X un opérateur linéaire.
On appelle ensemble résolvant de l�opérateur A, l�ensemble ouvert �(A) dé�ni par

�(A) =
�
� 2 C=A� �I : D(A)! X est bijectif et (A� �I)�1 2 L(X)

	
Si l�opérateur A est fermé, alors

�(A) = f� 2 C=A� �I : D(A)! X est bijectif g :

Si � 2 �(A); on dé�nit la résolvante R�(A) de A au point � par

R�(A) := (A� �I)�1:

Le spectre de A, notée �(A); est dé�ni par

�(A) = � 2 Cn�(A)

1.2 Les semi-groupes d�opérateurs linéaires

1.2.1 semi-groupes fortement continu

On considère (T (t))t�0 une famille d�opérateurs linéaires bornés dé�nis sur X; � 2
�
0; �

2

�
et le secteur X

� := fz 2 C� f0g : jarg zj < �g:

Dé�nition 1.6 La famillle (T (t))t�0 est appelée semi-groupe si on a :

1. T (0) = I; où I désigne l�opérateur identité

2. .8s; t 2 R+; T (s+ t) = T (s)T (t):

Si de plus, pour chaque x 2 X; l�appliqcation t! T (t)x de R+ dans X est continue c�est
à dire

8x 2 X; lim
t!0+

kT (t)x� xkX = 0;

alors la famillle (T (t))t�0 est dit semi-groupe fortement continu ou C0 semi-groupe.
Si la famillle (T (t)) est dé�nie pour tout t 2 R et satisfait les conditions 1) et 2) alors
(T (t))t�R est dit groupe.
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1.2.2 Générateur in�nitésimal d�un semi-groupe

Dé�nition 1.7 On appelle générateur in�nitésimal d�un C0 semi-groupe (T (t))t�0; l�opéra-
teur lineaire A, dé�ni par8><>:

D(A) = fx 2 X : lim
t!0+

T (t)x� x

t
existe dans Xg

8x 2 D(A); Ax = lim
t!0+

T (t)x� x

t

:

On dit aussi que l�opérateur A génére le C0 semi-groupe (T (t))t�0:

1.2.3 Semi-groupe analytique

Dé�nition 1.8 Une famille (T (z))
z2
P

�

d�éléments de L(X) forme un semi-groupe analy-

tique de type � dans X si elle véri�e les conditions :

1. T (0) = I

2. 8z1; z2 2
P

� tels que z1 + z2 2
P

�; T (z1 + z2) = T (z1)T (z2)

3. 8" > 0; 8x 2 X; lim
z!0;x2

P
��"

kT (x)� xkX = 0

4. La fonction z ! T (z) est analytique dans
P

� :

Proposition 1.1 On dé�nit une famille d�opérateurs linéaires (T (t))t�0; notée (exp(tA))t�0
par :

1. T (0) = I

2. 8t > 0; 8x 2 X;T (t)x = (exp(tA))x = 1
2�i

R

exp(�t)(A� �I)�1xd�;

où  � �(A) est un contour non borné dans
P

�+�
2
:allant de 1 exp (�(� + �

2
)) à 1

exp ((�+ �
2
)):

Alors (exp(tA))t�0 est un C0 semi-groupe de générateur in�nitésimal A:
L�opérateurs (exp(tA))t�0 se prolonge analytiquement en un semi-groupe analytique de

type � noté (exp(tA))
z2
P

�
et l�opérateur (�A) 12 est bien dé�ni. De plus il existe un sec-

teur
P

�+�
2
avec � 2

�
0; �

2

�
telque

P
�+�

2
� �(�(�A) 12 ) et �(�A) 12 génére un semi-groupe

analytique.

1.2.4 semi-groupe analytique

Dé�nition 1.9 Un semi-groupe (T (t))t�0 est semi-groupe analytique généralisé d�angle �
dans X si :

1. T (:) est la restriction d�une fonction holomorphe T :
P

� ! L(X):

2. 8z1; z2 2
P

� tels que z1 + z2 2
P

�; T (z1 + z2) = T (z1)T (z2)
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1.3 Les espaces d�interpolation

Soient (X0; k:k0); (X1; k:k1) deux espaces de banach complexes.
On munit les espaces de banach X0 \X1; X0 +X1 des normes suivantes :8<: kxkX0\X1 = kxkX0 + kxkX1 ; si x 2 X0 \X1

kxkX0+X1 = inf
x2X0;x2X1
x=x0+x1

(kxkX0 + kxkX1); si x 2 X0 +X1 :

Dé�nition 1.10 Soit p 2 [1;+1]; On note Lp�(R+;X) l�espace de banach des fonctions
mesurables f : R+ ! X telle que :8><>: kfkLp�(R+;X) =

�R +1
0

kf(t)kpX
dt

t
)

� 1
p

<1 si p 2 ]1;+1[

kfkL1� (R+;X) = sup
t2R+

ess kf(t)kX <1
:

On de�nit l�espace d�interpolation entre X0 et X1 notée (X0 : X1)�;p par

x 2 (X0 : X1)�;p ,
�
8t > 0;9ui(t) 2 Xi : x = u0(t) + u1(t); i = 0; 1
t��u0 2 Lp�(R+;X0); t

1��u1 2 Lp�(R+;X1):

:Où d�une manière équivalente

x 2 (X0 : X1)�;p ,
(
8t > 0;9u(t) 2 X0 \X1 : x =

R +1
0

u(t)
dt

t
t��u 2 Lp�(R+;X0); t

1��u 2 Lp�(R+;X1)
:

Les espaces d�interpolation sont caractérisés par la propriété suivante :

Proposition 1.2 Soient p 2 [1;+1]; � 2 ]0; 1[ et A un opérateur linéaire fermé sur X de
domaine D(A):

1. Si on suppose que (
R+ � � (A) et

9C > 0;8� > 0; k(A� �I)�1kL(X) �
C

�

;

alors
DA(�; p) =

�
x 2 X; t�A(A� �I)�1x 2 Lp�(R+;X)g:

2. Si A génére un semi-groupe analytique bornéX; alorsDA(�; p) =
�
x 2 X; t1��A exp(tA)x 2 Lp�(R+;X)g:

3. Si A génére un semi-groupe fortement continu borné dans X;alors

DA(�; p) =
�
x 2 X; t�� exp(tA� I)x 2 Lp�(R+;X)g:

Dans notre cas

DA(�;+1) =
�
x 2 X;

t�A(A� �I)�1x
 � C < +1g:

sachant que
kxkDA(�;+1) = kxkX + sup

t>0

t�A(A� �I)�1x

X

Les espaces d�interpolation sont des espaces de Banach.
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1.4 Formule de Cauchy

U ouvert de C, H(U) est un espace des fonction holomorhes de U ! C, g 2 H(U) et K
(un compact à bord) de U et z0 2 K;

g(z0) =
1

2�i

Z
�

g(z)

z � z0
dz;

� est le bord positivement orienté de K:

1.5 Intégrale de Dunford

Pour U un ouvert de C; on désigne H(U) l�ensemble des fonctions holomorphes sur U

Dé�nition 1.11 (Intégrale de dunford-Riesz) Soient A 2 L(U); U un ouvert de C; K un
compact de U contenant �(A) (spectre de A) et  le bord de K orienté positivement ( est
donc �nie et entoure le spectre de A). Soit f 2 H(U);alors

f(A) = � 1

2�i

Z


f(z)(A� zI)�1dz:

1.6 Les espaces de Hölder

Soient a; b 2 R; telque a < b; � 2 ]0; 1[ et k 2 N. L�ensemble des fonctions holdériennes
d�exposant � de [a; b] dans X noté C�([a; b]; X) est dé�ni par

C�([a; b]; X) :=

8><>:f : [a; b]! X; sup
x;s2[a;b]
x�s 6=0

kf(x)� f(s)kX
jx� sj�

<1

9>=>; :

Cet espace muni de la norme

kfkC�0([a;b];X) = kfkC0([a;b];X) + sup
x;s2[a;b]
x�s 6=0

kf(x)� f(s)kX
jx� sj�

;

est un espace de Banach.
De plus

C�([a; b];X) � C([a; b];X):



Chapitre 2

Position du problème

2.1 Introduction

Dans un espace de Banach complexe E , on considère l�équation di¤érentielle du second
ordre

u00 (x) + A (x)u (x)� !u (x) = f (x) ; x 2]0; 1[; (2.1)

ainsi que
u0(0)�Hu(0) = d0; u(1) = u1 (2.2)

Ici, ! est un nombre réel positif, f 2 C�([0; 1];X); 0 < � < 1; d0 et u1 est donné les éléments
de E; (A(x))x2[0;1] est une famille d�opérateurs linéaires fermés dont D(A(x)) domaines ne
sont pas nécessairement dense dans E etH est un opérateur linéaire fermé avecD(H): Posons
pour x 2 [0; 1]

A!(x) = A(x)� !I; ! > 0

Pour f 2 C�([0; 1];E); on cherchons une solution u stricte du problème (2:1); (2:2); ce
qui est. 8>><>>:

8x 2 [0; 1] u(x) 2 D(A(x));
u 2 C2([0; 1];E):
x! A(x)u(x) 2 C([0; 1];E);

u(0) 2 D(H):
Tout au long de ce travail, nous supposons que la famille (A(x))x2[0;1] satisfait les hypothèses
suivantes :
(H1) Il existe !0 > 0 et C > 0 tel que pour tout x 2 [0; 1] et 8z > 0; (A!0(x)� zI)�1 2

L(E) et (A!0(x)� zI)�1

L(E)

� C

1 + z
; (2.3)

cette estimation reste vraie dans certains secteurs

��0;r0 = fz 2 Cnf0g : jarg(z)j � �0g [ fz 2 C : jzj � r0g;
où �0 et r0 sont des petits nombres positifs.

12
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Remarque 2.1 Il est bien connu que l�hypothèse (2:3) implique les mêmes propriétés

pour un A!(x); ! � !0:
D�autre part, il est bien connu que les racines carrées

Q!(x) = �(�A!(x))
1
2 ; x 2 [0; 1]; ! � !0;

sont bien dé�nies et génèrent des semigroupes analytiques pas fortement continus en zéro ,
(Voir Balakrishnan [2] pour les domaines denses et Martinez-Sanz [16] pour les domaines

non denses).et on suppose que l�opérateur Q!(x) veri�é l�hypothèse Labbas-Terreni
(H2) Il existe C; �; � � 0 tel que pour tout x; � 2 [0; 1] et ral ! � !0 :Q!(x)(Q!(x)� zI)�1(Q!(x)

�1 �Q!(�)
�1

L(E)
� C

jx� � j�

jz + !j� (2.4)

avec �+ �� 2 > 0.

Remarque 2.2 De (2:4) on peut prouver qu�il existe C; �; u > 0 tel que pour

tout x; � 2 [0; 1] et tout ! � !0;Q!(x)(Q!(x)� zI)�1(Q!(x)
�2 �Q!(�)

�2
L(E)

� C
jx� � j�

jz + !j� ;

avec �+ �� 2 > 0:
(H3) Il existe C > 0 tel que pour tout x 2 [0; 1] et tout ! � !0 : Q!(x)�H est fermable,

( Q!(x)�H) est inversible et bornée�Q!(x)�H
��1

L(E)

� C(1 +
p
!; (2.5)

(H4) Pour tout x 2 [0; 1] et tout ! � !0�
Q!(x)�H

��1
((D(Q!(x)); E)1��;1) � D(Q!(x)) \D(H);

Q!(x)
�
Q!(x)�H

��1
((D(Q!(x)); E)1��;1) � (D(Q!(x)); E)1��;1:

(2.6)

Rappelons que pour tout x 2 [0; 1];

DQ!(x)(�;+1) = f' 2 E : sup
r>0

r�Q!(x)(Q!(x)� zI)�1'

E
< +1g

: = (D(Q!(x)); E)1��;1:

Voir Grisvard [9]:
(H5) Pour tout x 2 [0; 1] et tout ! � !0;

Q!(x)
�1
�
Q!(x)�H

��1
=
�
Q!(x)�H

��1
Q!(x)

�1: (2.7)

(H6) Il existe C > 0 tel que pour tout x; � 2 [0; 1] et tout ! � !0;
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�Q!(x)�H
��1

�
�
Q!(x)�H

��1
L(E)

� C jx� � j�+� ; (2.8)

On notera que, à partir de Remarque 1.1 il existe un autre secteur

��1+�
2
;r1 =

n
z 2 Cnf0g : jarg(z)j � �1 +

�

2

o
[ fz 2 C : jzj � r1g;

avec une petite �1 > 0 et r1 > 0 tel que l�ensemble des résolvante �(�A!(x))
1
2 satisfait

�(�(�A!(x))
1
2 ) � ��1+�

2
;r1 ;

pour tout x 2 [0; 1]:

� = fz = �e�i(�1+
�
2
) : � � r1g [ fz 2 C : jzj = r1; jarg(z)j > �1 +

�

2
g;

orienté de 1e�i�1 à 1ei�1 :

2.2 Lemmes techniques

Lemme 2.1 Supposons (2:3): Il existe une constant C > 0; telque pour tout ! � !0; z 2 �
et x 2 [0; 1];

(Q!(x)� zI)�1

L(E)

� Cp
! + jzj :

Lemme 2.2 Supposons (2:3), 8! � !0 et x 2 [0; 1]; l�operateur I � e2Q!(x) a une inverse
bornée et

�
I � e2Q!(x)

��1
=

1

2�i

Z
�

e2x

1� e2z
(zI �Q!(x))

�1dz + I:

Voir Lunardi[15]:

Proposition 2.1 Supposons (2:3), (2:5) et (2:7) Il existe !� � !0 tel que pour tout ! � !�

et x 2 [0; 1]; �!(x) est inversible bornée.

Lemme 2.3 Supposons (2:3) et (2:5) � (2:8), pour toutx 2 [0; 1] et ! � !0; l�operateur
lineaire

�!(x) = Q!(x)�H + e2Q!(x)(Q!(x) +H); x 2 [0; 1];
de domaine D(�!(x)) = D(Q!(x))\D(H) est farmable, sa fermeture est inversible avec

(�!(x))
�1 = (Q!(x) +H)�1(�!(x))

�1 �I � e2Q!(x)
��1

; (2.9)

(�!(x))
�1 = (Q!(x) +H)�1 + (Q!(x) +H)�1W (x); (2.10)
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oū (
W (x) 2 L(x); (Q!(x)�H)�1W (x) =W (x)(Q!(x)�H)�1;

W (x)(E) �
1
\
k=1

D(Q!(x)
k):

Preuve. Soit �!(x)=
�
I � e2Q!(x)

�
(Q!(x)�H) + 2Q!(x)e

2Q!(x); avec �!(x) est fermé (voir
kato [12]) et

�!(x) =
�
I � e2Q!(x)

� �
Q!(x)�H

�
+ 2e2Q!(x)

=
�
I � e2Q!(x)

�
�!(x)(Q!(x)�H)

L�égalité ci-dessus avec (2:6)et la proposition (2:4) donne 0 2 �(�!(x)) et (2:9): Par (2:9);
nous avons

(�!(x))
�1 = (Q!(x)�H)�1(I +M(x))�1(I +N(x))�1;

avec

M(x) = 2
�
I � e2Q!(x)

�
Q!(x)e

2Q!(x)(Q!(x)�H)�1 2 L(E);

N(x) = �2e2Q!(x) 2 L(E); [M(x)](E) �
1
\
k=1

D(Q!(x)
k);

[N(x)](E) �
1
\
k=1

D(Q!(x)
k):

Soit U(x) = �M(x)(I +M(x))�1 2 L(E) etV (x) = �N(x)(I +N(x))�1 2 L(E):
Alors

(�!(x))
�1 = (Q!(x)�H)�1(I + U(x))(I + V (x))�1;

avec

(Q!(x)�H)�1U(x) = U(x))(Q!(x)�H)�1;

(Q!(x)�H)�1V (x) = V (x))(Q!(x)�H)�1;

[U(x)](E); [V (x)](E) �
1
\
k=1

D(Q!(x)
k):

W (x) = U(x) + V (x) + U(x)V (x) on deduire le resultat.

Lemme 2.4 Il existe K > 0 tel que pour 8z 2 � et r > 0; on a

jz + rj � K jzj ; jz + rj � K jrj ;
jz � rj � K jzj ; jz � rj � K jzj ;

il existe K > 0 ne depend que de � telle que pour tout � > 0 et � 2 [0; 1],Z
�

jdzj
jz � �j jzj� �

K

��
:



Chapitre 3

Représentation de la solution et la
régularité

On considère A! = A un opérateur lineaire constant, alors le problème suivant

8>><>>:
v00(x) + A!v(x) = f(x); x 2 ]0; 1[
v0(0)�Hv(0) = d0

v(1) = u1;

admet une solution qui s�écrit sous la forme suivante :

v(x) = exQ!
h�
�!
��1

d0 + (Q! +H)
�
�!
��1

eQ!u1

i
+
1

2
exQ!(Q! +H)

�
�!
��1

Q�1
!

Z 1

0

esQ!f (s) ds

�1
2
exQ!(Q! +H)

�
�!
��1

eQ!Q�1
!

Z 1

0

e(1�s)Q!f (s) ds

+e(1�x)Q!
h�
I � (Q! +H)

�
�!
��1

e2Q!
�
u1 �

�
�!
��1

eQ!d0

i
�1
2
e(1�x)Q!(Q! +H)

�
�!
��1

eQ!Q�1
!

Z 1

0

esQ!f (s) ds

�1
2
e(1�x)Q!

h
I � (Q! +H)

�
�!
��1

e2Q!
i
Q�1
!

Z 1

0

e(1�s)Q!f (s) ds

+
1

2
Q�1
!

Z x

0

e(x�s)Q!f (s) ds+
1

2
Q�1
!

Z 1

x

e(s�x)Q!f (s) ds:

Voir le travail de M. Cheggag [5].
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Posons pour chaque x 2 [0; 1] :

LQ!(x)(x; f) =
1

2
exQ!(x)(Q!(x) +H)

�
�!(x)

��1
Q�1
! (x)

Z 1

0

esQ!(x)f (s) ds

�1
2
exQ!(x)(Q!(x) +H)

�
�!(x)

��1
eQ!(x)Q�1

! (x)

Z 1

0

e(1�s)Q!(x)f (s) ds

�1
2
e(1�x)Q!(x)(Q!(x) +H)

�
�!(x)

��1
eQ!(x)Q�1

! (x)

Z 1

0

esQ!(x)f (s) ds

�1
2
e(1�x)Q!(x)

�
I � (Q!(x) +H)

�
�!(x)

��1
e2Q!(x)

�
Q�1
! (x)

Z 1

0

e(1�s)Q!(x)f (s) ds

�1
2
e(1�x)Q!(x)

�
I � (Q!(x) +H)

�
�!(x)

��1
e2Q!(x)

�
Q�1
! (x)

Z 1

0

e(1�s)Q!(x)f (s) ds

+
1

2
Q�1
!

Z x

0

e(x�s)Q!f (s) ds+
1

2
Q�1
!

Z 1

x

e(s�x)Q!f (s) ds:

on remplace f(x) par u00(x)�Q2!(x)u(x); on trouve

LQ!(x)(x; f(x)) =
1

2
Q�1

!
(x)

Z x

0

e(x�s)Q!(x)(u00(s)�Q2!(s)u(s))ds

+
1

2
exQ!(x)T!(x)Q

�1
!
(x)

Z 1

0

esQ!(x)(u00(s)�Q2!(s)u(s))ds

+
1

2
Q�1

!
(x)

Z 1

x

e(s�x)Q!(x)(u00(s)�Q2!(s)u(s))ds

�1
2
e(1�x)Q!(x)Q�1

!
(x)

Z 1

0

e(1�s)Q!(x)(u00(s)�Q2!(s)u(s))ds

�1
2
exQ!(x)eQ!(x)Q�1

!
(x)

Z 1

0

e(1�s)Q!(x)(u00(s)�Q2!(s)u(s))ds

+
1

2
e(1�x)Q!(x)e2Q!(x)T!(x)Q

�1
!
(x)

Z 1

0

e(1�s)Q!(x)(u00(s)�Q2!(s)u(s))ds

�1
2
e(1�x)Q!(x)eQ!(x)T!(x)Q

�1
!
(x)

Z 1

0

esQ!(x)(u00(s)�Q2!(s)u(s))ds

=
7X
i=1

Ii:

En faisant une double intégration par parties, on obtient :

u(x) +
1

2
exQ!(x)T! (x)

Z 1

0

Q!(x)e
sQ!(x)

�
Q�2! (s)�Q�2! (x)

�
Q2!(s)u (s) ds

�1
2
exQ!(x)eQ!(x)T! (x)

Z 1

0

Q! (x) e
(1�s)Q!(x)

�
Q�2! (s)�Q�2! (x)

�
Q2!(s)u(s)ds

�1
2
e(1�x)Q!(x)eQ!(x)T! (x)

Z 1

0

Q! (x) e
sQ!(x)

�
Q�2! (s)�Q�2! (x)

�
Q2!(s)u(s)ds

�1
2
e(1�x)Q!(x)(I � T! (x) e

2Q!(x))

Z 1

0

Q!(x)e
(1�s)Q!(x)

�
Q�2! (s)�Q�2! (x)

�
Q2!(s)u(s)ds
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+
1

2

Z x

0

Q!(x)e
(x�s)Q!(x)(Q�2! (s)�Q�2! (x))Q

2
!(s)u(s)ds

+
1

2

Z 1

x

Q!(x)e
(s�x)Q!(x)(Q�2

!
(s)�Q�2

!
(x))Q2

!
(s)u(x)ds

= LQ!(x)(x; f) +
1

2
exQ!(x)

��
�I + T! (x) + e2Q!(x)T! (x)

�
Q�1! (x)u

0(0)
�

�1
2
exQ!(x)

��
�I + T! (x) + e2Q!(x)T! (x)

�
u(0)

�
+
1

2
exQ!(x)T! (x) e

Q!(x)u1 +
1

2
e(1�x)Q!(x)

�
I + T! (x) e

2Q!(x)
�
u1

�1
2
e(1�x)Q!(x)

���
�I + T! (x) + e2Q!(x)T! (x)

�
Q�1! (x)u

0(0)
��
exQ!(x)

+
1

2
e(1�x)Q!(x)

��
�I + T! (x) + e2Q!(x)T! (x)

�
u(0)

�
exQ!(x)

= LQ!(x)(x; f) + exQ!(x)
h
(�(x))

�1
d0 + T! (x) e

Q!(x)u1

i
+e(1�x)Q!(x)

h�
I � T! (x) e

2Q!(x)
�
u1 � (�!(x))

�1
exQ!(x)d0

i
;

où
T!(x) = (Q!(x) +H)

�
�!(x)

��1
:

On applique Q!(x)2�et en posant :

w (:) = Q2!(:)u(:);

, On obtient l�équation intégrale suivante :

w + P!w = GQ!(x) (d0; u1; f) ;

tels que

(P!w) (x) =
1

2
exQ!(x)T! (x)

Z 1

0

Q3!(x)e
sQ!(x)

�
Q�2! (s)�Q�2! (x)

�
w (s) ds

�1
2
exQ!(x)T! (x) e

Q!(x)

Z 1

0

Q3! (x) e
(1�s)Q!(x)

�
Q�2! (s)�Q�2! (x)

�
w (s) ds

�1
2
e(1�x)Q!(x)T! (x) e

Q!(x)

Z 1

0

Q3! (x) e
sQ!(x)

�
Q�2! (s)�Q�2! (x)

�
w (s) ds

+
1

2
e(1�x)Q!(x)T! (x) e

2Q!(x)

Z 1

0

Q3!(x)e
(1�s)Q!(x)

�
Q�2! (s)�Q2!(x)

�
w (s) ds

�1
2
e(1�x)Q!(x)

Z 1

0

Q3!(x)e
(1�s)Q!(x)

�
Q�2! (s)�Q2!(x)

�
w (s) ds

+
1

2

Z x

0

Q3!(x)e
(x�s)Q!(x)(Q�2! (s)�Q�2! (x))w (s) ds

+
1

2

Z 1

x

Q3!(x)e
(s�x)Q!(x)(Q�2! (s)�Q�2! (x))w (s) ds
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=
7X
i=1

Ii (x) ;

et

GQ!(x) (d; u1; f) (x)

= Q!(x)
2LQ!(x)(x; f) +Q2!(x)e

xQ!(x)

��
�!(x)

��1
d0 + T! (x) e

xQ!(x)u1

�
+Q2!(x)e

(1�x)Q!(x)
��
I � T! (x) e

2Q!(x)
�
u1 �

�
�!(x)

��1
eQ!(x)d0

�
:

Proposition 3.1 Sous les hypothéses (2:3) � (2:8); il existe !� > 0;tel que pour tout
! � !�;

kP!kL(C[0;1];E) �
1

2
:

Preuve. On traite par exemples.

I1(x) =
1

2
T!(x)e

xQ!(x)

Z x

0

Q3!(x)e
sQ!(x)(Q�2! (s)�Q�2! (x))Q

2
!(s)u(s)ds

+
1

2
T!(x)e

xQ!(x)

Z 1

x

Q3!(x)e
sQ!(x)(Q�2! (s)�Q�2! (x))Q

2
!(s)u(s)ds

= � 1

4�i
T!(x)

Z x

0

Z
�

z2e(x+s)zQ!(x) (Q!(x)� z)�1 (Q�2! (s)�Q�2! (x))! (s) ds

� 1

4�i
T!(x)

Z 1

x

Z
�

z2e(x+s)zQ!(x) (Q!(x)� z)�1 (Q�2! (s)�Q�2! (x))! (s) ds

= a+ b;

Pour a; on a :

kakE � C

Z
�

Z x

0

jzj2 e�(x+s)jzj js� xj�

jz + !j�d jzj ds k!(s)kC([0;1];E)

� C

Z
�

 
sup
x2[0;1]

Z x

0

e�(x+s)jzj (x� s)� ds

!
jzj2

jz + !j�d jzj k!(s)kC([0;1];E)

� C

Z
�

 
sup
x2[0;1]

"�Z x

0

e�(x+s)jzjds

�1���Z x

0

e�(x+s)jzj (x� s) ds

��#!
�

jzj2

jz + wj�d jzj k!(s)kC([0;1];E)

� C

Z
�

jzj2

jzj1+� jz + wj�
d jzj k!(s)kC([0;1];E)

� C

Z
�

1

jzj��1 jz + !j�
d jzj k!(s)kC([0;1];E)
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D�aprés le lémme de Labbas-Terreni

kakE � C

Z
�

1

jzj��1 jz + !j� jz + !j��1
d jzj k!(s)kC([0;1];E)

� C

Z
�

1

jzj��1 jz + !j jzj��1
d jzj k!(s)kC([0;1];E)

�
Z
�

C

jzj�+��2 jz + !j
d jzj k!(s)kC([0;1];E)

� C

!�+��2
k!(s)kC([0;1];E) ;

et

kbkE � C

Z
�

Z 1

x

jzj2 e�(x+s)jzj js� xj�

jz + !j�d jzj ds k!(s)kC([0;1];E)

� C

Z
�

 
sup
x2[0;1]

Z 1

x

e�(x+s)jzj (x� s)� ds

!
jzj2

jz + !j�d jzj k!(s)kC([0;1];E)

� C

Z
�

 
sup
x2[0;1]

"�Z 1

x

e�(x+s)jzjds

�1���Z x

0

e�(x+s)jzj (x� s) ds

��#!
�

jzj2

jz + !j�d jzj k!(s)kC([0;1];E)

� C

Z
�

jzj2

jzj1+� jz + !j�
d jzj k!(s)kC([0;1];E)

� C

Z
�

1

jzj��2 jz + !j�
d jzj k!(s)kC([0;1];E)

D�aprés le lemme de Labbas-Terreni

kbkE � C

Z
�

1

jzj��1 jz + !j jz + !j��1
d jzj k!(s)kC([0;1];E)

� C

Z
�

1

jzj��1 jz + !j jzj��1
d jzj k!(s)kC([0;1];E)

�
Z
�

C

jzj�+��2 jz + !j
d jzj k!(s)kC([0;1];E)

� C

!�+��2
k!(s)kC([0;1];E) :

Donc, il existe !� > 0;tellque pour tout ! � !�; kP!kL(C[0;1];E) � 1
2
. Alors l�équation admet

une unique solution !(�) = Q2!(�)u(�) et donc

u(:) = Q! (:)
�2 (I + P!)

�1GQ!(:) (d0; u1; f) :

Pour montrer la régularité de la solution u (:) ; on doit étudier la régularité du second
membre G et la régularité de (I � P!)

�1 :
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3.1 Régularité du second membre GQ!(x) (d0; u1; f) :

Dans cette section, on utilise les lemmes suivants :

Lemme 3.1 .On �xe x 2 [0; 1] et � 2 ]0; 1[ :tels que
1. s! esQ!(x)' 2 C ([0; 1] ;E) ssi ' 2 D(Q!(x)):
2. s! esQ!(x)' 2 C� ([0; 1] ;E) ssi ' 2 DQ!(x) (�;+1) :

Lemme 3.2 Soit f 2 C� ([0; 1] ;E) :tels que � 2 ]0;�+ �� 2]

Q! (0)

Z 1

0

esQ!(0) (f (s)� f (0)) ds 2 (D (Q! (0)) ;E)1��;1 :

Proposition 3.2 Sous les hypothèses(2:3) � (2:8) et soit f 2 C� ([0; 1] ;E) avec � 2
]0; �+ �� 2] et u1 2 D

�
Q! (1)

2� ;�Q! (0)�H
��1

d0 2 D (Q! (0)) \D (H) ; alors

1. GQ!(x) (d0; u1;f) 2 C ([0; 1] ;E) si et seulement si

8>>><>>>:
Q! (0)

�
Q! (0)�H

��1 �
d0 �Q! (0)

�1 f (0)
�
2 D (Q! (0)) ;

Q! (0)
2
�
Q! (0)�H

��1 �
d0 �Q! (0)

�1 f (0)
�
+ f (0) 2 D (Q! (0));

Q! (1)
2 u1 + f (1) 2 D (Q! (1)):

(3.1)

2. GQ!(x) (d0; u1;f) 2 C� ([0,1] ;E) si et seulement si8>>><>>>:
Q! (0)

�
Q! (0)�H

��1 �
d0 �Q! (0)

�1 f (0)
�
2 D (Q! (0)) ;

Q! (0)
2
�
Q! (0)�H

��1 �
d0 �Q! (0)

�1 f (0)
�
+ f (0) 2 D (Q! (0) ; E)1��;1;

Q! (1)
2 u1 + f (1) 2 D (Q! (1) ;E)1��;1:

(3.2)

Preuve. On a :

GQ!(x) (d0; u1; f) (x)

= Q2!(x)e
xQ!(x)

��
�!(x)

��1
d0 + T! (x) e

Q!(x)u1

�
+Q2!(x)e

(1�x)Q!(x)
��
I � T! (x) e

2Q!(x)
�
u1 �

�
�!(x)

��1
exQ!(x)d0

�
+
1

2
exQ!(x)T! (x)

Z 1

0

Q!(x)e
sQ!(x)f (s) ds

�1
2
exQ!(x)T! (x)

Z 1

0

Q!(x)e
(2�s)Q!(x)f (s) ds

�1
2
e(1�x)Q!(x)T! (x)

Z 1

0

Q!(x)e
(1+s)Q!(x)f (s) ds
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�1
2
e(1�x)Q!(x)T! (x)

Z 1

0

Q!(x)e
(1+s)Q!(x)f (s) ds

+
1

2
e(1�x)Q!(x)T! (x)

Z 1

0

Q!(x)e
(3�s)Q!(x)f (s) ds

�1
2
e(1�x)Q!(x)

Z 1

0

Q!(x)e
(1�s)Q!(x)f (s) ds

+
1

2

Z x

0

Q!(x)e
(x�s)Q!(x)f (s) ds

+
1

2

Z 1

x

Q!(x)e
(s�x)Q!(x)f (s) ds

= Q2!(x)e
xQ!(x)

��
�!(x)

��1
d0 + T! (x) e

Q!(x)u1

�
+Q2!(x)e

(1�x)Q!(x)
h�
I � T! (x) e

2Q!(x)
�
u1 � (�!(x))

�1
exQ!(x)d0

i
+
1

2
exQ!(x)T! (x)

Z 1

0

Q!(x)e
sQ!(x) (f (s)� f (0)) ds

�1
2
exQ!(x)T! (x)

Z 1

0

Q!(x)e
(2�s)Q!(x)f (0) ds

�1
2
exQ!(x)T! (x)

Z 1

0

Q!(x)e
(2�s)Q!(x)f (s) ds

�1
2
e(1�x)Q!(x)T! (x)

Z 1

0

Q!(x)e
(1+s)Q!(x)f (s) ds

+
1

2
e(1�x)Q!(x)T! (x)

Z 1

0

Q!(x)e
(3�s)Q!(x)f (s) ds

�1
2
e(1�x)Q!(x)

Z 1

0

Q!(x)e
(1�s)Q!(x) (f (s)� f (1)) ds

�1
2
e(1�x)Q!(x)

Z 1

0

Q!(x)e
(1�s)Q!(x)f (1) ds

+
1

2

Z x

0

Q!(x)e
(x�s)Q!(x) (f (s)� f (0)) ds

+
1

2

Z x

0

Q!(x)e
(x�s)Q!(x)f (0) ds

+
1

2

Z 1

x

Q!(x)e
(s�x)Q!(x) (f (s)� f (1)) ds

+
1

2

Z 1

x

Q!(x)e
(s�x)Q!(x)f (1) ds

= �exQ!(x)H
�
�!(x)

��1
f (0) +Q2!(x)e

xQ!(x)
�
�!(x)

��1
d0

+e(1�x)Q!(x)f (1) +Q2!(x)e
(1�x)Q!(x)u1

+
1

2
exQ!(x)T! (x)

Z 1

0

Q!(x)e
sQ!(x) (f (s)� f (0)) ds

�1
2
e(1�x)Q!(x)

Z 1

0

Q!(x)e
(1�s)Q!(x) (f (s)� f (1)) ds
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+
1

2

Z x

0

Q!(x)e
(x�s)Q!(x) (f (s)� f (0)) ds� 1

2
f (0)

+
1

2

Z 1

x

Q!(x)e
(s�x)Q!(x) (f (s)� f (1)) ds� 1

2
f (1)

+Q!(x)
2exQ!(x)eQ!(x)T! (x) [u1 �

1

2
Q!(x)

�1
Z 1

0

e(1�s)Q!(x)f (s) ds+
1

2

�
I + eQ!(x)

�
�

Q!(x)
�2f (0)]�Q!(x)

2e(1�x)Q!(x)e2Q!(x)T! (x)

�
u1 �

1

2
Q!(x)

�1
Z 1

0

e(1�s)Q!(x)f (s) ds

�
�Q!(x)2e(1�x)Q!(x)eQ!(x)[

�
�!(x)

��1
d0 +

1

2
T! (x)Q!(x)

�1
Z 1

0

esQ!(x)f (s) ds

+
1

2
Q!(x)

�2f(1)]

= [�exQ!(x)H(�!(x))
�1
f (0) +Q2!(x)e

xQ!(x)
�
�!(x)

��1
d0] + [e

(1�x)Q!(x)f (1)

+Q2!(x)e
(1�x)Q!(x)u1] +

1

2
exQ!(x)T! (x)

Z 1

0

Q!(x)e
sQ!(x) (f (s)� f (0)) ds

�1
2
e(1�x)Q!(x)

Z 1

0

Q!(x)e
(1�s)Q!(x) (f (s)� f (1)) ds

+
1

2

Z x

0

Q!(x)e
(x�s)Q!(x) (f (s)� f (0)) ds� 1

2
f (0)

+
1

2

Z 1

x

Q!(x)e
(s�x)Q!(x) (f (s)� f (1)) ds� 1

2
f (1)

+A! (x)R (x; f; d0; u1)
4X
k=1

Ik(x) + [�exQ!(x)H
�
�!(x)

��1
f (0) +Q2!(x)e

xQ!(x)
�
�!(x)

��1
d0]

+[e(1�x)Q!(x)f (1) +Q2!(x)e
(1�x)Q!(x)u1] + A! (x)R (x; f; d0; u1) ;

oū

R(x; f; d0; u1)

= �exQ!(x)eQ!(x)T! (x)
�
u1 �

1

2
Q!(x)

�1
Z 1

0

e(1�s)Q!(x)f (s) ds+
1

2

�
I + eQ!(x)

�
Q!(x)

�2f (0)

�
+e(1�x)Q!(x)e2Q!(x)T! (x)

�
u1 �

1

2
Q!(x)

�1
Z 1

0

e(1�s)Q!(x)f (s) ds

�
+e(1�x)Q!(x)eQ!(x)

��
�!(x)

��1
d0 +

1

2
T! (x)Q!(x)

�1
Z 1

0

esQ!(x)f (s) ds+
1

2
Q!(x)

�2f(1)

�
:

Chaque terme R(x; f; d0; u1) contient eQ!(x) et eQ!(x) 2 L(E;D(Q!(x)m)) pour tout m 2 N;
alors

R(:; f; d0; u1) 2 C1([0; 1];E);

et
A! (x)R (x; f; d0; u1) 2 C1([0; 1];E):
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Pour I1; on écrit

I1(x) =
1

2
exQ!(x)

Z 1

0

Q!(x)e
sQ!(x) (f (s)� f (0)) ds

=
1

2

�
Q!(x)e

xQ!(x) �Q!(0)e
xQ!(0)

� Z 1

0

esQ!(x) (f (s)� f (0)) ds

+
1

2
Q!(0)e

xQ!(0)

Z 1

0

[esQ!(x) � esQ!(0)] (f (s)� f (0)) ds

+
1

2
Q!(0)e

xQ!(0)

Z 1

0

esQ!(0) (f (s)� f (0)) ds

= a1 + a2 + a3;

on a :Q!(x)e
xQ!(x) �Q!(0)e

xQ!(0)

E
=

Z
�

[Q!(x)(Q!(x)� z)�1 �Q!(0)(Q!(0)� z)�1]eszdz


E

�
Z
�

zeszQ!(x)(Q!(x)� z)�1[Q!(x)
�1 �Q!(0)

�1]Q!(0)(Q!(0)� z)�1

E
d jzj

� K

Z
�

e�sjzj jzj x
�

jzj�d jzj

� K

Z
�

e��
x��1

(�
x
)��1

d�

� Kx�+��2;

et de plusZ 1

0

esQ!(x) (f (s)� f (0)) ds


E

=

� 1

2�i

Z 1

0

Z
�

esz(Q!(x)� z)�1(f (s)� f (0))dzds


E

� K

Z 1

0

Z
�

e�sjzj
1

jzjs
� kfkC�([0;1];E) d jzj ds

� K

Z 1

0

Z
�

e�sjzj
1����
s

���s� d�s ds kfkC�([0;1];E)
� K kfkC�([0;1];E) ;

alors
ka1kE � Kx�+��2 kfkC�([0;1];E) ;

de même pour a2.
D�après le lemme 3.2, on obtient

Q!(0)

Z 1

0

esQ!(0) (f (s)� f (0)) ds 2 (D(Q!(0)); E)1��;1;

à partir de laquelle on déduit que

a3 =
1

2
Q!(0)e

xQ!(0)

Z 1

0

esQ!(0) (f (s)� f (0)) ds 2 C� ([0; 1] ;E) :
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On fait de même pour les autres termes.
Et de plus on a :�

e(1�x)Q!(x)f(1) +Q!(x)
2e(1�x)Q!(x)u1

�
=

�
e(1�x)Q!(x)f(1)� e(1�x)Q!(1)f(1)] + [Q!(x)

2e(1�x)Q!(x)u1 �Q!(1)
2e(1�x)Q!(1)u1

�
+e(1�x)Q!(1)[f(1) +Q!(1)

2u1]:

= � 1

2�i

Z
�

e(1�x)z((Q!(x)� zI)�1 � (Q!(1)� zI)�1)f(1)dz

� 1

2�i

Z
�

ze(1�x)z(Q!(x)(Q!(x)� zI)�1 �Q!(1)(Q!(1)� zI)�1)u1dz

+e(1�x)Q!(1)[f(1) +Q!(1)
2u1]

= � 1

2�i

Z
�

e(1�x)zQ!(x)(Q!(x)� zI)�1[Q!(x)
�1 �Q!(1)

�1]Q!(1)(Q!(1)� zI)�1f(1)dz

� 1

2�i

Z
�

z2e(1�x)zQ!(x)(Q!(x)� zI)�1[Q!(x)
�1 �Q!(1)

�1]Q!(1)(Q!(1)� zI)�1u1dz

+e(1�x)Q!(1)[f(1) +Q!(1)
2u1]

= b1 + b2 + b3:

Pour b1; on a

kb1kE � K

Z
�

jzj e�(1�x)jzj (1� x)�

jzj� jdzj kf(1)kE

� K

Z
�

e��
(1� x)��

�
1�x
�� (1� x)

(1� x)2
d� kf(1)kE

� K (1� x)�+��2 kf(1)kE
� K kf(1)kE ;

et

kb2kE � K

Z
�

jzj2 e�(1�x)jzj (x� 1)
�

jzj� jdzj kQ!(1)u1kE

� K

Z
�

e�(1�x)jzj
(x� 1)�

jzj��2
kQ!(1)u1kE d jzj

� K

Z
�

e��
(x� 1)�+��1

j�j��2
d� kQ!(1)u1kE

� K (x� 1)�+��1 kQ!(1)u1kE :

On a :

Q!(x)
2exQ!(x)

�
�!(x)

��1
d0 � exQ!(x)H

�
�!(x)

��1
f(0)

= Q!(x)
2exQ!(x)

��
Q! (x)�H

��1
+
�
Q! (x)�H

��1
W (x)

�
d0

�exQ!(x)H
��
Q! (x)�H

��1
+
�
Q! (x)�H

��1
W (x)

�
f (0)
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= Q!(x)
2exQ!(x)

�
Q! (x)�H

��1
d0 � exQ!(x)H

�
Q! (x)�H

��1
f (0)

+Q!(x)
2exQ!(x)

�
Q! (x)�H

��1
W (x) d0

�exQ!(x)H
�
Q! (x)�H

��1
W (x) f (0)

= Q!(x)
2exQ!(x)

�
Q! (x)�H

��1
d0 + exQ!(x) (Q! (x)�H)

�
Q! (x)�H

��1
f (0)

�exQ!(x)H
�
Q! (x)�H

��1
f (0)

+Q!(x)
2exQ!(x)

�
Q! (x)�H

��1
W (x) d0 � exQ!(x)H

�
Q! (x)�H

��1
W (x) f (0)

= Q!(x)
2exQ!(x)

�
Q! (x)�H

��1
d0 + exQ!(x)f (0)� exQ!(x)H

�
Q! (x)�H

��1
f (0)

+Q!(x)
2exQ!(x)

�
Q! (x)�H

��1
W (x) d0 � exQ!(x)H

�
Q! (x)�H

��1
W (x) f (0) ;

avec W (x) 2 L (E) et R (W (x)) �
1
\
k=1

D
�
Q! (x)

k
�
. Alors :

Q!(x)
2exQ!(x)

�
Q! (0)�H

��1
d0 + exQ!(x)f (0)� exQ!(x)Q! (x)

�
Q! (0)�H

��1
f (0)

=

�
Q!(x)

2exQ!(x)
�
Q! (0)�H

��1
d0 �Q!(0)

2exQ!(0)
�
Q! (0)�H

��1
d0

�
+

�
Q!(x)

2exQ!(x)
�
Q! (0)�H

��1
d0 �Q!(x)

2exQ!(x)
�
Q! (0)�H

��1
d0

�
+

�
�exQ!(x)Q! (0)

�
Q! (0)�H

��1
f (0) + exQ!(0)Q! (0)

�
Q! (0)�H

��1
f (0)

�
+

�
�exQ!(x)Q! (x)

�
Q! (0)�H

��1
f (0) + exQ!(x)Q! (0)

�
Q! (0)�H

��1
f (0)

�
+
�
exQ!(x)f (0)� exQ!(0)f (0)

�
+exQ!(0)

�
Q!(0)

2
�
Q! (0)�H

��1
d0 �Q! (0)

�
Q! (0)�H

��1
f (0) + f (0)

�
;

Utilisant l�identité algebrique

Q!(x)(Q!(x)� z)�1 �Q!(0)(Q!(0)� z)�1

= zQ!(x)(Q!(x)� z)�1[Q!(x)
�1 �Q!(0)

�1]Q!(0)(Q!(0)� z)�1;

On obtient :

Q!(x)
2exQ!(x)

�
Q! (0)�H

��1
d0 + exQ!(x)f (0)� exQ!(x)Q! (x)

�
Q! (0)�H

��1
f (0)

= � 1

2�i

Z
�

z2exzQ! (x) (Q! (x)� zI)�1
�
Q! (x)

�1 �Q! (0)
�1� �

Q! (0) (Q! (0)� zI)�1
�
Q! (0)�H

��1
d0dz
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+
1

2�i

Z
�

zexzQ! (x) (Q! (x)� zI)�1
�
Q! (x)

�1 �Q! (0)
�1� �

Q! (0) (Q! (0)� zI)�1
�
Q! (0)�H

��1
f (0) dz

� 1

2�i

Z
�

z2exzQ! (x) (Q! (x)� zI)�1
�
Q! (x)

�1 �Q! (0)
�1� �

Q! (0) (Q! (0)� zI)�1
��
Q! (x)�H

��1
�
�
Q! (0)�H

��1�
d0dz

� 1

2�i

Z
�

zexzQ! (0) (Q! (0)� zI)�1
��
Q! (x)�H

��1
�
�
Q! (0)�H

��1�
d0dz

+
1

2�i

Z
�

exzQ! (x) (Q! (x)� zI)�1
��
Q! (x)�H

��1
�
�
Q! (0)�H

��1�
f (0) dz

� 1

2�i

Z
�

exzQ! (x) (Q! (x)� zI)�1
�
Q! (x)

�1 �Q! (0)
�1� �

Q! (0) (Q! (0)� zI)�1 f (0) dz

+exQ!(0)
h
Q!(0)

2(Q! (0)�H)
�1
d0 �Q! (0) (Q! (0)�H)

�1
f (0) + f (0)

i
=

7X
i=1

ai:

Pour a1 on a

ka1kE � K

Z
�

jzj e�xjzj x
�

jzj�d jzj
Q! (0)�Q! (0)�H

��1
d0


E

� K

Z
�

e��
x��
�
x

���1 d�x
Q! (0)�Q! (0)�H

��1
d0


E

� K

Z
�

e��
x�+��2

���1
d�

Q! (0)�Q! (0)�H
��1

d0


E

� Kx�+��2
Q! (0)�Q! (0)�H

��1
d0


E

� k

Q! (0)�Q! (0)�H
��1

d0


E

;

De même pour les autres termes.
Finalement on a G (d0; u1; f) 2 C ([0; 1] ;E) si et seulement si8>><>>:

exQ!(0)
�
Q! (0)

2
�
Q!(0)�H

��1 �
d0 �Q! (0)

�1 f(0)
�
+ f(0)

�
2 C ([0; 1] ;E) ;

e(1�x)Q!(1) [A! (1)u1 � f (1)] 2 C ([0; 1] ;E) ;

et donc 8>><>>:
Q! (0)

2
�
Q!(0)�H

��1
(d0 �Q! (0)

�1 f(0)) + f(0) 2 D(Q!(0));

A! (1)u1 � f (1) 2 D(Q!(1))
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et puisque pour tout � 2 ]0; 1[ on a8><>:
D (A�!) � D (A!)

D (A!) � D (A�!) ;

et donc
D (A!) = D (A�!);

alors 8><>:
D (Q! (0)) = D (A (0))

D (Q! (1)) = D (A (1));

donc 8>><>>:
Q! (0)

2
�
Q!(0)�H

��1
(d0 �Q! (0)

�1 f(0)) + f(0) 2 D(A(0))

A! (1)u1 � f (1) 2 D(A(1)):

Et de plusG (d0; u1; f) 2 C� ([0; 1] ;E) si et seulement si8>><>>:
exQ!(0)

�
Q! (0)

2
�
Q!(0)�H

��1 �
d0 �Q! (0)

�1 f(0)
�
+ f(0)

�
2 C� ([0; 1] ;E)

e(1�x)Q!(1) [A! (1)u1 � f (1)] 2 C� ([0; 1] ;E) ;

alors 8>><>>:
Q! (0)

2
�
Q!(0)�H

��1
(d0 �Q! (0)

�1 f(0)) + f(0) 2
�
DQ!(0); E

�
1��;1

A! (1)u1 � f (1) 2
�
DQ!(1); E

�
1��;1 ;

donc 8>>><>>>:
Q! (0)

2
�
Q!(0)�H

��1
(d0 �Q! (0)

�1 f(0)) + f(0) 2
�
DA(0); E

�
1� �

2
;1

A! (1)u1 � f (1) 2
�
DA(1); E

�
1� �

2
;1
:

3.2 Regularité de P!
Proposition 3.3 Sous l�hypothèses (2:3) � (2:8); on a :
1. P! 2 L (C (E) ; C�+��2 (E))
2. P! 2 L

�
C (E) ; C (E) \B

�
DA(:)

�
�
2
;+1

���
;avec � 2 ]0; �+ �� 2] :
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Preuve. On montre la régularité de P! si 0 � � � x � 1 et w 2 C ([0; 1] ;E) ;on a :

(P!w) (x)� (P!w) (�)

=
1

2
exQ!(x)T! (x)

Z 1

0

Q3!(x)e
sQ!(x)

�
Q!(s)

�2 �Q!(x)
�2�w (s) ds

�1
2
e�Q!(�)T! (�)

Z 1

0

Q3!(�)e
sQ!(�)

�
Q!(s)

�2 �Q!(�)
�2�w (s) ds

�1
2
e(1�x)Q!(x)

Z 1

0

Q3! (x) e
(1�s)Q!(x)

�
Q�2! (s)�Q�2! (x)

�
w (s) ds

+
1

2
e(1��)Q!(�)

Z 1

0

Q3! (�) e
(1�s)Q!(�)

�
Q�2! (s)�Q�2! (�)

�
w (s) ds

+
1

2

Z x

0

Q3!(x)e
(x�s)Q!(x)(Q�2! (s)�Q�2! (x))w (s) ds

�1
2

Z �

0

Q3!(�)e
(��s)Q!(�)(Q�2! (s)�Q�2! (�))w (s) ds

+
1

2

Z 1

x

Q3!(x)e
(s�x)Q!(x)(Q�2! (s)�Q�2! (x))w (s) ds

�1
2

Z 1

�

Q3!(�)e
(s��)Q!(�)(Q�2! (s)�Q�2! (�))w (s) ds

�1
2
exQ!(x)T! (x) e

Q!(x)

Z 1

0

Q3! (x) e
(1�s)Q!(x)

�
Q�2! (s)�Q�2! (x)

�
w (s) ds

+
1

2
e�Q!(�)T! (�) e

Q!(�)

Z 1

0

Q3! (�) e
(1�s)Q!(�)

�
Q�2! (s)�Q�2! (�)

�
w (s) ds

�1
2
e(1�x)Q!(x)T! (x) e

Q!(x))

Z 1

0

Q3!(x)e
sQ!(x)

�
Q�2! (s)�Q�2! (x)

�
w (s) ds

+
1

2
e(1��)Q!(�)T! (�) e

Q!(�))

Z 1

0

Q3!(�)e
sQ!(�)

�
Q�2! (s)�Q�2! (�)

�
w (s) ds

+
1

2
e(1�x)Q!(x)T! (x) e

2Q!(x))

Z 1

0

Q3!(x)e
(1�s)Q!(x)

�
Q�2! (s)�Q�2! (x)

�
w (s) ds

�1
2
e(1��)Q!(�)T! (�) e

2Q!(�))

Z 1

0

Q3!(�)e
(1�s)Q!(�)

�
Q�2! (s)�Q�2! (�)

�
w (s) ds

=

14X
i=1

Ii

On a I9 + I10; I11 + I12 et I13 + I14 dans 0
�
jx� � j�

�
avec 0 < � � �+ �� 2:

On a :

I1 + I2 =
1

2
exQ!(x)T! (x)

Z 1

0

Q3!(x)e
sQ!(x)

�
Q!(s)

�2 �Q!(x)
�2�w (s) ds:

�1
2
e�Q!(�)T! (�)

Z 1

0

Q3!(�)e
sQ!(�)

�
Q!(s)

�2 �Q!(�)
�2�w (s) ds
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=
1

2
exQ!(x)T! (x)

Z x

0

Q3!(x)e
sQ!(x)

�
Q!(s)

�2 �Q!(x)
�2�w (s) ds

+
1

2
exQ!(x)T! (x)

Z 1

x

Q3!(x)e
sQ!(x)

�
Q!(s)

�2 �Q!(x)
�2�w (s) ds

�1
2
e�Q!(�)T! (�)

Z �

0

Q3!(�)e
sQ!(�)

�
Q!(s)

�2 �Q!(�)
�2�w (s) ds

�1
2
e�Q!(�)T! (�)

Z 1

�

Q3!(�)e
sQ!(�)

�
Q!(s)

�2 �Q!(�)
�2�w (s) ds

=
1

2
exQ!(x)T! (x)

Z x

0

Q3!(x)e
sQ!(x)

�
Q!(s)

�2 �Q!(x)
�2�w (s) ds

�1
2
e�Q!(�)T! (�)

Z �

0

Q3!(�)e
sQ!(�)

�
Q!(s)

�2 �Q!(�)
�2�w (s) ds

+
1

2
exQ!(x)T! (x)

Z 1

x

Q3!(x)e
sQ!(x)

�
Q!(s)

�2 �Q!(x)
�2�w (s) ds

�1
2
e�Q!(�)T! (�)

Z 1

�

Q3!(�)e
sQ!(�)

�
Q!(s)

�2 �Q!(�)
�2�w (s) ds

= a+ b+ c+ d;

pour a+ b; on a :

a+ b =
1

2
exQ!(x)T! (x)

Z x

0

Q3!(x)e
sQ!(x)

�
Q!(s)

�2 �Q!(x)
�2�w (s) ds

�1
2
e�Q!(�)T! (�)

Z �

0

Q3!(�)e
sQ!(�)

�
Q!(s)

�2 �Q!(�)
�2�w (s) ds

=
1

2
exQ!(x)T! (x)

Z �

0

Q3!(x)e
sQ!(x)

�
Q!(s)

�2 �Q!(x)
�2�w (s) ds

+
1

2
exQ!(x)T! (x)

Z x

�

Q3!(x)e
sQ!(x)

�
Q!(s)

�2 �Q!(x)
�2�w (s) ds

�1
2
e�Q!(�)T! (�)

Z �

0

Q3!(�)e
sQ!(�)

�
Q!(s)

�2 �Q!(�)
�2�w (s) ds

=
1

2
exQ!(x)T! (x)

Z �

0

Q3!(x)e
sQ!(x)

�
Q!(s)

�2 �Q!(�)
�2�w (s) ds

+
1

2
exQ!(x)T! (x)

Z �

0

Q3!(x)e
sQ!(x)

�
Q!(�)

�2 �Q!(x)
�2�w (s) ds

+
1

2
exQ!(x)T! (x)

Z x

�

Q3!(x)e
sQ!(x)

�
Q!(s)

�2 �Q!(x)
�2�w (s) ds

�1
2
e�Q!(�)T! (�)

Z �

0

Q3!(�)e
sQ!(�)

�
Q!(s)

�2 �Q!(�)
�2�w (s) ds

= � 1

4�i
T! (x)

Z
�

Z �

0

z2e(x+s)zQ!(x)(Q!(x)� zI)�1
�
Q!(s)

�2 �Q!(�)
�2�w (s) dsdz

� 1

4�i
T! (x)

Z
�

Z �

0

z2e(x+s)zQ!(x)(Q!(x)� zI)�1
�
Q!(�)

�2 �Q!(x)
�2�w (s) dsdz
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� 1

4�i
T! (x)

Z
�

Z x

�

z2e(x+s)zQ!(x)(Q!(x)� zI)�1
�
Q!(s)

�2 �Q!(x)
�2�w (s) dsdz

+
1

4�i
T! (x)

Z
�

Z �

0

z2e(�+s)zQ!(x)(Q!(x)� zI)�1
�
Q!(s)

�2 �Q!(�)
�2�w (s) dsdz

=

4X
i=1

Ai;

kA1kE =

� 1

4�i
T! (x)

Z
�

Z �

0

z2e(x+s)zQ!(x)(Q!(x)� zI)�1
�
Q!(s)

�2 �Q!(�)
�2�w (s) dsdz

E

� K

Z
�

Z �

0

jzj2 e(x+s)jzj (� � s)�

jzj� dsd jzj kwkC([0;1];E)

� K

Z
�

Z �

0

e�(x�s)jzj
(� � s)�

jzj��2
dsd jzj kwkC([0;1];E)

� K

Z
�

Z �

0

e��
(� � s)����� �

x� s

������2
d�

x� s
ds kwkC([0;1];E)

� K

Z �

0

(� � s)�(x� s)��3ds kwkC([0;1];E)

� K

Z �

0

(x� s)�(x� s)��3ds kwkC([0;1];E)

� K

Z �

0

(x� s)�+��3ds kwkC([0;1];E)

� �K
�+ �� 2

�
(x� s)�+��2

��
0
kwkC([0;1];E)

� �K
�
(x� �)�+��2 � x�+��2

�
kwkC([0;1];E)

� K(x� �)�+��2 kwkC([0;1];E) ;

kA2kE =

� 1

4�i
T! (x)

Z
�

Z �

0

z2e(x+s)zQ!(x)(Q!(x)� zI)�1
�
Q!(�)

�2 �Q!(x)
�2�w (s) dsdz

E

� K

Z
�

Z �

0

e�(x+s)jzj
(x� �)�

jzj��2
dsd jzj kwkC([0;1];E)

� K

Z
�

Z �

0

e�(x�s)jzj
(x� �)�

jzj��2
dsd jzj kwkC([0;1];E)

� K

Z
�

Z �

0

e��
(x� �)����� �

x� s

������2ds
d�

x� s
kwkC([0;1];E)

� K

Z �

0

(x� �)�(x� s)��3ds kwkC([0;1];E)

� K(x� �)�+��4 kwkC([0;1];E) :

On fait de même pour les autres termes.
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Finalement on déduit que

k(P!w) (x)� (P!w) (�)kE 6 K (x� �)�+��2 kwkC([0;1];E) ;

d�ou P! 2 L (C ([0; 1] ;E) ; C�+��2 ([0; 1] ;E)) :
Problème approché :
Je rappele qu�on a supposé l�existence de la solution et on aobtenu une representation.

Maintenent on a va montrer l�existence, pour cela on considère les problèmes approchès
suivants : 8>><>>:

u00n(x) + An(x)un(x)� !un(x) = f(x); x 2 ]0; 1[
u0n(0)�Hun(0) = d0

un(1) = u1;

On pose, pour x 2 [0; 1],

A!;n (x) = An (x)� !I et Q!;n (x) = � (�A!;n (x))1=2 ;

et on considère la famille des approchants de Yosida de ( Q! (x))x2[0;1] dé�nie par :

Q!;n(x) = �n Q! (x) ( Q! (x)� nI)�1 ; n 2 N�:
Par un calcul classique on a

(Q!;n (x)� zI)�1 =
�1
n+ z

(Q! (x)� nI)

�
Q! (x)�

nz

n+ z
I

��1
:

Par passage a la limite on a Gn (d0; u1; f) �! G (d; u1; f) et P!;n (x) �! P! (x) :

Théorème 3.1 Soit f 2 C� ([0; 1] ;E) où � 2 ]0; �+ �� 2]
et soit (Q!(0)�H)�1d0 2 DQ!(0) \ D(H), u1 2 DA(1): On suppose de plus que les

hypothèses (2:3)�(2:8) sont véri�eés et :8>>>>>><>>>>>>:

Q!(0)(Q!(0)�H)�1 [d0 �Q!(0)
�1f(0)] 2 D (Q! (0))

Q!(0)
2(Q!(0)�H)�1 [d0 �Q!(0)

�1f(0)] + f(0) 2 DA(0)

�
�

2
;+1

�
A! (1)u1 � f (1) 2 DA(1)

�
�

2
;+1

�
;

alors il existe !� > 0 tel que 8! > !�, alors la solution w (�) = Q! (�)2 u (�) de l�équation(1)
véri�e :

1. Q! (�)2 u (�) 2 C ([0; 1] ;E)
2. Q! (�)2 u (�) 2 C� ([0; 1] ;E)
3. u00 2 C� ([0; 1] ;E)

4. u00 2 C ([0; 1] ;E) \B
�
DA(�)

�
�

2
;+1

��
:
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Preuve. On a :

u00 (:) = f (:) +Q! (:)
2 u (:)

= f (:) +
�
GQ!(x) (d0;u1;f) (:)� (P!w) (:)

�
=

�
f (:) +GQ!(x) (d0;u1;f) (:)

�
� (P!w) (:) :



Chapitre 4

Exemple

Considérons l�espace de Banach E = Lq (]0; 1[), (1 < q < +1) muni de sa norme na-
turelle. On dé�nit la famille d�opérateurs linéaires fermés Q(x) = �

p
�A (x) pour tout

x 2 [0; 1] par8<: D (Q (x)) = f' 2 W 2;q (]0; 1[) : ' (0)� b (x)'0 (0) = 0; ' (1) = 0g
[(Q (x))'] (y) = '00 (y) ; y 2 ]0; 1[ ;

où b (x) est une fonction véri�ant :8>>><>>>:
b (x) > b0

jb (x)� b (s)j 6 K jx� sj1+"

" >
1

2
� 1

2q
:

On en déduit que :8>><>>:
D (A (x)) =

�
' 2 W 4;p (]0; 1[) : ' (0)� b (x)'0 (0) = 0; ' (1) = 0

'00 (0)� b (x)'000 (0) = 0; '00 (1) = 0

�
(A (x)') (y) = �'(4) (y) ; y 2 ]0; 1[ :

(4.1)

On dé�nit l�opérateur H par H = aI, avec a > 0:

Remarque 4.1 Comme Q (x) est fermé pour tout x 2 [0; 1] et aI est borné, alors

Exemple 4.1 Remarque 4.2 Preuve.

Q (x)� aI = Q (x)� aI:

Voir [10], p. 190, Theorem 1.1.
Alors les hypothèses (2.3)�(2.8) sont véri�ées.
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Finalement tous les résultats obtenus s�appliquent au problème concret quasi-elliptique
suivant où (! > 0)8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

@2u

@x2
(x; y)� @4u

@y4
(x; y)� !u (x; y) = f (x; y) ; (x; y) 2 [0; 1]� [0; 1]

@u

@x
(0; y)� au (0; y) = d0 (y) ; u (1; y) = u1 (y) ; y 2 [0; 1]

u (x; 0)� b (x)
@u

@y
(x; 0) = 0; =

@2u

@y2
(x; 1) = u (x; 1)

@2u

@y2
(x; 0)� b (x)

@3u

@y3
(x; 0) = 0:
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