Résumé

Ce travail est consacré a ’étude d’une équation différntielle abstaite de second ordre de
type elliptique de la forme

u' () + Au(z) = f(z), ae. x€(0,1), (1)
avec les conditions aux limites de type Sturm Liouville abstrait
u'(0) — Hu(0) = do, u(l) = uy, (2)

ou A et H sont deux opérateurs linéaires fermés sur X un espace de Banach complexe, f est
une fonction définie de [0, 1] a valeurs dans X et dp, u; sont donnés dans X.

On s’interesse, sous certaines hypothéses sur les opérateurs A, H et lorsque le second
membre f appartient & Pespace de Holder €Y ([0,1], X), avec 0 < 6 < 1, a lexistence,
I'unicité et la régularité maximale d’une solution stricte u, c’est-a-dire

uwe C?(0,1]; X)NC ([0,1]; D (A)),

avec u(0) € D(H) et satisfaisant (1)-(2).

Mots clés :
Semi-groupes, espaces d’interpolation, les espaces de Holder, solution stricte, équation
elliptique, les conditions aux limites.
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Introduction générale

Historique

De nombreux auteurs ont étudié les Equations Différentielles Abstraites (en abrégé
EDA) ; citons en premier les travaux de E. Hille et B. Sz. Nagy (1938) dans le cadre hilber-
tien. En 1948, E. Hille et K. Yosida, ont pour la premiére fois, résolus le probléme de Cauchy
abstrait

u (t) — Au(t) =0, t€[0,4+00),
{ u(0) = wo,

ol A est un opérateur linéaire fermé sur un espace de Banach complexe, uy € X. la
résolution de ce probléme & donné naissance a la théorie des semi-groupes, qui s’est intensi-
vement développée des années 1930 a 1960 avec les travaux fondateurs de M. H. Stone, E.
Hille, K. Yosida, W. Feller, G. Lumer, I. Miyadera et R. S. Phillips.

A partir 2004 dans une séries d’articles, les auteurs A. Favini, R. Labbas, S. Maingot, H.
Tanabe et A. Yagi traitent le probléme

u” (t) + Au(t) = f(1),
u(0) = uo, (3)
u(1l) = uyq,

en utilisant les techniques de semi-groupes et les puissances fractionnaires d’opérateurs.
L’étude est réaliser dans deux type d’espaces : les cadres holderienne et f € LP(0,1, X),
1 < p<oo,ou X est de type UMD (Unconditional Martingale Différences). Ils ont étudié
cette équation sur U'intervalle borné [0, 1] et sous ’hypothése de majoration de la résolvante
en C/(1 4+ A) pour A dans ’ensemble résolvante de 'opérateur A avec constante C. Ils
donnent une condition nécessaire et suffisante de compatibilité entre les données pour avoir
une solution stricte et on détaille ci-dessous les résultats obtenus dans cadre holderien

Theoréme 0.1 Pour
feC’([0,1];X),0 €01

Les deux assertions sutvantes sont équivalentes :
i) Le probléeme

{ u'(x) + Au(z) = f(z), € (0,1),
u(0) = up, u(l) = uy,

admet une unique solution u satisfaisant
u € C*([0,1];X) N C([0,1]; D(A)),

tel que cette solution sera appelée la solution stricte de (3).
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i) ugp, uy € D(A) et

f(i)— Au; € D(A), i=0, 1.

Theoréme 0.2 Pour
fec’([0,1],X), 6 €]o,1].

Les deux assertions sutvantes sont équivalentes :
i) Le probléeme (3) admet une solution stricte et unique vérifiant la propriété de réqularité
mazimale

u”, Aue C%([0,1];X), 6 €]0,1].
i) f € CY([0,1]; X), ug, uy € D(A) et

f (i) — Au; € Da(0/2,00), i =0, 1.

Ces travaux ont été généralisés par la suite par M. Cheggag, A. Favini, R. Labbas, S.
Maingot, A. Medeghri, en supposant dans ce cas des conditions aux limites de type Sturm-
Liouville absrait de type

{ u'(z) + Au(z) = f(x), =€ (0,1),
uw'(0) — Hu(0) = do, u(1l) = uy,

ou A et H sont deux opérateurs linéaires fermés sur X un espace de Banach complexe et f
est une fonction définie de [0, 1] & valeurs dans X.

Présentation du mémoire

L’objectif de ce mémoire est de faire une synthése sur le travail de M. Cheggag, A.
Favini, R. Labbas, S. Maingot, A. Medeghri "Abstract differential equation of elliptic type
with general Robin boundary conditions in Holder spaces” [3] concernant I’étude de I’équation
différentielle abstraite simple, du second ordre de type elliptique dans un cadre commutatif,
suivante

u'(x) + Au(z) = f(z), x€(0,1), (4)
avec les conditions aux limites de type Sturm Liouville abstrait
u'(0) — Hu(0) = do, u(l) = uy, (5)

ou A et H sont deux opérateurs linéaires fermés sur X un espace de Banach complexe ,
(X, |I.]l) étant un espace de Banach complexe, f est une fonction définie de [0, 1] a valeurs
dans X

fec’(0,1],X), 0<60<1,

dy, u; sont donnés dans X.
On cherche une solution stricte du probléme (4)-(5), c’est-a-dire une solution u telle que

ue C?(0,1]; X)NC ([0,1]; D (A)),

avec u(0) € D(H) et satisfaisant (4)-(5). Ainsi que dans ce cas on dira qu’une solution
stricte u a la régularité maximale si

we O (10,1]; X) N C([0,1]; D (A)), 0 <0 < 1.



Cette régularité maximale de la solution stricte sera en générale obtenue en supposant
que f(0), f(1) vérifient des conditions de compatibilité relatives a 1’équation (4).

Ce mémoire comporte trois chapitres et est organisé comme suit.

Chapitre un est consacré a quelques rappels sur les outils mathématiques nécessaires
pour la suite de ce travail. Ils concernent les opérateurs linéaires, les espaces fonctionnels, le
calcul fonctionnel de Dunford et les semi-groupes....

Dans le deuxiéme chapitre : On se propose d’étudier le probléme de Robin régi par
une équation différentielle abstraite du second ordre dans le cadre commutatif, c¢’est-a-dire
que les opérateurs A et H commutent en un certain sens (voir I’hypothése (2.5)).

Cette étude se base sur la formule explicite de la solution, afin de construire cette re-
présentation, on résout par la méthode de la réduction de 'ordre de Krein [6]. En fait, ici
pour résoudre (4)-(5), on se donne un peu plus de régularité sur f (f est holdérienne). On
espére récupérer ce "plus” sur la solution quand f € C?([0,1],X), 0 < 6 < 1. Grace a la
théorie des semi-groupes analytiques, on donnera la représentation de la solution et ensuite
on étudiera sa régularité. On détaille ci-dessous les résultats obtenus.

Il s’agit d’étudier une équation différentielle du second ordre sur l'intervalle borné [0, 1]
suivante :

u"(z) + Au(z) = f(z), =€ (0,1), (6)

avec les conditions aux limites de type Sturm Liouville abstrait
uw'(0) — Hu(0) = do, u(l) = uy, (7)

o A est un opérateur linéaires fermés de domaine D(A) non nécessairement dense dans
X, (X,].]]) étant un espace de Banach complexe et H est un opérateur linéaire fermé de
domaine D(H), f est une fonction définie de R a valeurs dans X et on suppose toujours
I’hypothése d’ellipticité :

A est un opérateur linéaire fermé dans X, [0, +oo[ C p(A) et g
30> 0:YAZ 0, (A= AN, < O/ (14N (8)

D’autres hypothéses (inclusion de domaines, commutativité au sens des résolvantes ...)
permettront d’activer la formule de représentation de la solution et nécessaires pour assurer la
convergence des intégrales (majoration de résolvante ...), alors les hypothéses supplémentaires
qui sevent & établir les théoréemes sont les suivantes :

(i) Q — H est fermable,
ii) 0 € p(@ = H),

i) QNQ 1) =@ 1) Q. (9)
v) ( > (<D< ), X)1-g) € D(Q) N D(H),
L 0) QQ—H) " ((D(Q),X)1_g) € (D(Q), X, g

Notation 0.1 On a
Dq(0,p) = (D(A), X)1-6/2,-

et on fera de plus les hypothése suivant :

0 € p(II),
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B

M=1+2(I-¢?) ' Q*Q—H) . (10)

Pour construire la formule de représentation de la solution dans le cas abstrait on s’inspire de
la résolution de ’équation (6) quand l'opérateur A est un réel négatif : on utilise la méthode
de la variation de la constante pour obtenir la fonction u définie par :

T 1
u(x) = erfo + 6(171«)@51 + %Ql / e(x*S)Qf(s)ds + %Ql / e(s’x)Qf(s)ds, (11)
0 T

est calculé en exploitant les conditions aux limites (7). La théorie des semi-groupes nous
permet de considérer (11) comme formule de représentation de la solution dans le cas abstrait
et donnée formellement par.

u(z) = e [A o+ (Q+ H)A e

1
+%er (Q+ H) AlQl/eSQf (s)ds
0

1
QAR [0 (5 as

0
+e(1—:ﬂ)Q [(I o (Q + H) A—1€2Q) Uy — A—leQdo] (12)

1
—%e(l_””)Q (Q@+ H) A_leQQ_l/esQf (s)ds
0

1

—%e(lz)Q ([ —(Q+H) A’leQQ) Ql/e(ls)Qf (s)ds

0
17 1
+§Q_1/e(w_s)Qf (s)ds + §Q_1/e(5_x)Qf (s)ds.
0 x

Il s’agit de montrer que la solution uw donnée par (12) est la solution stricte du probléme
(6)-(7). Rappelons que u est une solution stricte dans cadre holderien du probléme (6)-(7) si

ue C*(0,1],X)NC([0,1], D(A)),

avec u(0) € D(H) et qui satisfait le Probléme (6)-(7). On veut montrer également la propriété
de régularité mazximale de la solution u, c’est-a-dire

u”’, Aue C?([0,1],X), 0<fh<1.

L’étude de la régularité de cette représentation assurera l’existence d’une solution stricte de
(6)-(7), quant a lunicité, elle est donnée par les théorémes suivantes :

Theoréme 0.3 Sous les hypothéses (8)~(10). soit
feC’([0,1];X), 0 €]o,1[.

Alors, les deux affirmations suivantes sont équivalentes :



1. Le Probléme (6)-(7) admet une unique solution stricte donnée par (12).
2. u(0) € D(H) et

(uy € D(Q?) = D(A),

(@—H) "doe D(Q Q)N D(H)
@<—Q—H)‘1<do— @) D@,
Q*(@—H) ' (do — Q7' f(0)) + f(0) € D(Q),
| Qui + f(1) € (Q)-

Theoréme 0.4 Sous les hypothéses (8)~(10). soit

fec?(0,1];X), 6 €]o,1[.

Alors, les deux affirmations suivantes sont équivalentes :

1. Le Probléme (6)-(7) admet une unique solution stricte ayant la propriété de la régularité
mazimale

u’, Au e C?([0,1];X), 6 €]0,1[.
2. u(0) € D(H) et

(ui € D(Q%) = D(A),

(@—H) 'dy € D(Q) N D(H),
Q@Q=H) '(d—-Qf(0) €DQ),
Q*(@Q—H) " (do— Q' f(0)) + f(0) € D(Q),
[ Q%ur+ (1) € (D(Q), X)1-p00

Dans le troisiéme chapitre : On donne un exemple modéle auquel cette théorie s’ap-
plique.



Chapitre 1

Rappels

Dans ce chapitre on donne quelques définitions, théorémes, et notions utilisées dans ce
travail.
Nous considérons X un espace de Banach complexe.

1.1 Les opérateurs
Soient (X, ||.|x), (Y, ||.lly) et (Z,]].]| ;) trois espaces vectoriels normés complexes.

Définition 1.1 Un opérateur linéaire de X dans Y est une application linéaire A définie
d’un sous-espace vectoriel D (A) C X a valeurs dans Y, i.e pour tout x,y € D (A) et pour
tout \ € C on a :

i) Az +vy) = Az + Ay.

ii) A(Ax) = \Azx.

On appelle domaine de A, et on le note D (A) le sous espace vectoriel des éléments x de
E tels que Ax ait un sens.

On appelle image de A notée R (A), le sous espace vectoriel A (D (A)).

Remarque 1.1 On note que, par abus, on écrit toujours A(x) = Ax por tout x € D (A).

Définition 1.2 Soient A: D(A) C X — Y et B: D(B) — Z deux opérateurs linéaires.
On peut définir ['opérateur BA par

{ D(BA) = {x € D(A), Az € D(B)}
(BA)z = B(Az),  x € D(BA)

Si A est injectif, on peut définir linverse de A, noté A™Y, par :
A1 A(D(A) —  D(A)
Y — Aly=ua.

Définition 1.3 Soient (A, D (A)), (B, D (B)) deuz opérateurs linéaires de X dans Y. On
dit que B est une extension ou un prolongement de A et on note A C B si

{D(A)CD(B)
Ve e D(A), Az = Bx.



1.1.1 Opérateurs linéaires bornés

Définition 1.4 On dit qu’un opérateur A définit de X dans Y est borné si

D(A)=X et sup ||AE|| < oo

l€ll<1
et on écrit A e L(X).

Définition 1.5 A est dit fermable si et seulement s’il admet une extention fermée, ce qui
équivaut & dire que pour toute suite (x,),.y C D(A) telle que x, — 0 et Az, — y

n—-+o0o n—-+o0o
alors y = 0.
les convergences des suites x,, et Ax, sont au sens de la norme de [’espace X.

Proposition 1.1 Soit A€ L(X) et B: D(B) C X — X un opérateur linéaire fermé tels
que Im (A) C D (B). Alors BA € L (X).

Proposition 1.2 Soit A € L(X). Si ||Al| < 1 alors (I — A) est inversible dans L (X) et
(I—A)"'=> A
n=0

1.1.2 Opérateurs linéaires fermés

Définition 1.6 Un opérateur linéaire A : D (A) C X — Y est dit fermé si et seulement si
pour toute suite (x,), € D (A) telle que

{ Ty — T
Ax, — vy
onaxeD(A) et Av =y.
Définition 1.7 On appelle ensemble résolvant de A [’ensemble
p(A)={AeC:(A—X) estinversible dans L (X)}
Un élément de p (A) est appelé valeur résolvante de A.
1. Si A € p(A) on définit Ry (A) la résolvante de A au point A par
Ry(A)=(A— )",

2. 0(A) =C\ p(A) est appelé le spectre de A et un élément de o (A) est appelé valeur
spectrale de A.

Proposition 1.3 Soit A: D (A) C X — Y un opérateur linéaire.

1. Si A est un opérateur fermé alors pour tout B € L (X,Y) l'opérateur A+ B : D (A) C
X — Y est fermé.



1.1.3 Opérateurs sectoriels

Définition 1.8 Soit 0 < w < 7. On définit le secteur suivant
S, ={z€C\{0} : Jargz| < ™ — w}.
— Un opérateur linéaire fermé A sur X est dit sectoriel d’angle w si
p(A) DS,
et

f;lsp A (A =AD"

1||L(X) < 00.

1.2 Les semi- groupes d’opérateurs linéaires

1.2.1 Semi -groupes fortement continu

Définition 1.9 Soit {G (t)},5, une famille d’opérateurs linéaires dans X. On dit que cette
famille forme un semi-groupe dans X si elle vérifie les propriétés suivantes :

1. G(0O)=1=1Iyx
2. Vs,t e R G(t+35)=G(t)G(s).

Lorsque la famille {G ()}, est défini pour ¢ € R, et que la deuxiéme propriété est vérifié
pour tout s, ¢ de R on dira qu’on a un groupe.

Définition 1.10 On dit qu’un semi-groupe {G ()}, est fortement continu si et seulement
si pour tout x € X, Uapplication t — G (t) x de RT dans X est continue, c’est-a-dire pour
tout r € X

lim |G (t)x — x|y = 0.

Tim G (1) 7 —

On dit aussi que {G (1)}, est un Co semi-groupe.

1.2.2 Générateur infénitisémal d’un semi-groupe

Définition 1.11 On appelle générateur infinitésimal d’un semi-groupe {G (t)},5,, 'opéra-
teur A définit par

. Ghe—p
D (A) = X lim ————
(A) € i 7 existe

_ . Ghe—v
Ap = lim ——==—=, e D(4).

D (A) est non vide (0 € D (A)) et est bien un sous espace vectoriel de X. A est linéaire de
D (A) dans X.
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1.2.3 Semi-groupes analytiques

On définit, pour tout 0 < a < g, le secteur
Yo ={2€C\{0}: |argz| < a}
Définition 1.12 Soit 0 < a < g Une famille {G (2)},c5,. d’éléments de L£(X) forme un

semi-groupe analytique de type o dans X st elle vérifie les conditions suivantes :
1. G(0) =1,
2.V 21,20 € Xy, tel que 21 + 25 € X, G (21 + 22) = G (21) G (22),
3. Ve = 0,Vxr e X, ilir(l) G(z)x =z,
2€%,
4. Dapplication z — G (z) est holomorphe sur ¥,,.

Le théoréme suivant est un résultat de Balakrishnan [1]. Il donne une propriété importante
utilisée par la suite.

Theoréme 1.1 Soit A un opérateur linéaire fermé o domaine dense D (A) dans X tel que

M
. _ -1 -
10, +00[ C p(A) et IM >0, VA>0: [[(A= M) | ) <
Alors il existe un secteur X5, 0 < § < g, tel que
‘ 1 M
S5 Cp(A) et VA€ Ss: [[(A= A7) < oy

1 T
De plus, l’opérateur (—A)é est bien défini et il existe un secteur Yo 2 avec 0 < a < 5 tel
que

Yiarm2 C p <_ (_A)%>

et — (—A)% géneére un semi-groupe analytique.

1.2.4 Les espaces de Holder

Définition 1.13 Soient X un espace de Banach complexe et C ([0,1]; X) lespace des fonc-
tions continues sur [0,1] a valeurs dans X muni de la norme

||f||0([0,1];x}) = 756H1[6a,}1(} 1Lf ()l -

On consideére pour 0 < o < 1, [’espace

C*([0,1],X) =< feC([0,1],X): sup ”f(t)_f(S)HX<oo

t,5€[0,1] |t - S’a
t#s
munit de la norme
1f () = f(s)llx
Fllewgon s = 17 + s T
1l ooz = Ifleqomx tacloy] [t =]
t#s

Cet espace est un espace de Banach appelé espace Holdérien d’exposant a.
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1.2.5 Espace d’interpolation

Soient (Xo, ||.Il,) et (X1, ]|.|]|;) deux espaces de Banach s’injectant continument dans un
espace vectoriel topologique séparé F.
En posant
1l xpny, = =max{llzly, . llzllx,} sizeXonX
ol : =, it (ol +lmill,)  sioe X+ X
To+T1=2

II est connu que les espaces (Xo N X1, |||l y,~x,) €t (Xo+ X1, ||l x,+x,) sont des espaces
de Banach. De plus on a
XoNX; C Xo,Xl Cc Xo+ Xy

avec des injections continues. Pour plus de détails voir J. L. Lions et J. Peetre [8].

Définition 1.14 Pour p € [1,4+o0| et 8 € |0,1[, on définit l’espace intermédiaire noté
(Xo, Xl)e,p entre Xo N X, et Xo + X1 par

Yt >0, Jug (t) € Xo, Juy (1) € Xy tel que
S (X(), Xl)Q,p < T = Uy (t) + u (t)
t=%ug € L2 (Ry, Xo), t17%; € LP (R, X))

ou LP (R, X;) est lespace des fonctions fortement mesurables u; : R, — X; telles que

400
dt
e WA G s
0

s

pour p € [1,400] et par

lall e, xiy = sup- essui (2)]

X,
eR4

81 p = 00.

Alors, (Xo, X1), , est un espace de Banach muni de la norme

el = ot ([l )

u; €X;,1=0,1
x=uo(t)+u1(t),vt>0

+ Htl_eul{

L (R4, Xo)

De plus, on a
XoNX; C (XO,Xl),,p c Xo+ X,

avec des injections continues.
Remarque 1.2 Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D (A) C X. On note
Dy (6)7p) = (D (A) 7X)1—¢9;p
ot p € [1,400], 8 €10,1[. De plus, on a
(X, D (A))y g0 = {0 € DIA) : Ap € (X, D (), }

(voir Triebel [?7], p 25. et 76).



12

Lorsque A vérifie certaines propriétés spectrales, on peut caractériser explicitement 1’es-
paces D4 (0,p), par exemple;

e Supposons que R, C p(A) et qu’il existe une constante C' > 0 telle que

C

YA >0, |[(A—=AI)” <5

1
HE(X)

alors
Da(0,p)={pe X :t’A(A—t])" pe L2 (Ry, X)}
sipe[l,+o0], 8 €]0,1] (voir Grisvard [7]), et si p = oo, on a

Dy (0,00) = {x € X :sup |[t’A(A - t])_la:”X < oo}
>0

e Si A génére un semi-groupe fortement continu borné dans X, alors
DA (eap) = {90 € X7t_9 (etA - [) 2 € L€ (R-I-aX)}
(voir Lions [9]).
e Si A génére un semi-groupe analytique borné dans X alors

Dy(0,p) ={pe X t" PAep e L (R, X)} .

Proposition 1.4 Soit L un opérateur générateur d’un semi-groupe analytique généralisé
(ewL);@o‘
1. Soit p € X. Alors les deuz assertions suivantes sont équivalentes
(a) o € C([0,1];X).
(b) ¢ € D(L).
2. Soit 6 €]0,1[, g € C?([0,1];X), ¢ € X. Posons

S(z) = ey +/ @Iy (s)ds, = €0,1].
0

Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes
(a) S € CH([0,1]; X)NC([0,1]; D (L))

(b) p€ D(L) et g(0)+ Ly € D(L).
(voir H. Triebel [?] p. 25 et 76).
Proposition 1.5 Soient 0 € |0, 1] et L un opérateur générateur d’un semi-groupe analytique
généralisé (e") _ .
1. Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes
(a) et € C7([0,1]; X).
(b) p € Dy, (6,400).
2. Soit p€ X, 0€)0,1] et g€ C?(]0,1]; X). Posons

o(z) = / Tl (g (s) — g(0)) ds, x € [0,1],

alors

ve O ([0,1]; X)nC? ([0,1]; D (L)).
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3. Soit g € C ([0,1]; X) et ¢ € X. Posons
w(z) = "o +/ eIy (s)ds, = el0,1].
0

Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes

(a) we C0([0,1]; X) N C?([0,1]; D (L)).

(b) g€ C’([0,1];X), o€ D(L) et g(0) + Ly € Dy, (0, +0).
4. Soit g € C?([0,1]; X) . Alors

L/O e (g (s) — 9 (0)) ds € Dy (0, +00) = (D (L), X)y g

1.3 Equation différentielle abstraite du premier ordre

On considére le probléme suivant

{ u'(t) = Au(t) + f(t);  te€0,7],

w(0) = up, (1.1)

ol A est un opérateur linéaire de X dans X un espace de Banach, f € C([0,7]; X) et
g est une donnée dans X.

Définition 1.15 On dira que u est une solution stricte du Probléme (1.1) si
ue O ([0,7],X) N C ([0, 7], D(A))
et u satisfait le Probléme (1.1).
Définition 1.16 On dira que u est une solution forte du Probléme (1.1) s’il existe une
suite (Un), oy C D(A) telle que :

U, — u etu,—Au, — [ avecu(0) = up.
n—-+oo n—-4o0o

Theoréme 1.2 Soient ug € D(A) et f € C([0,7],X). Sl existe une solution stricte u du
Probléme (1.1), alors u est unique et donnée par l’expression suivante :

u(t) = S(t)ug + /Ot S(t—s)f(s)ds,t €[0,7].

ot A est un générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continue {S(t)},5o-



Chapitre 2

Sur une classe d’équations elliptiques
avec conditions aux limites de type
Sturm-Liouville dans les espaces

Holder

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie les équations différentielles opérationnelles elliptiques du se-
cond ordre posés sur l'intervalle borné [0, 1], munies des conditions de Robin. L’existence
et I'unicité de la solution classique sont prouvées sous des hypothéses naturelles de com-
mutativité des coefficients opérateurs, c’est-a-dire que les opérateurs commutent au sens
des résolvantes. L’étude se fait dans I'espace C? ([0,1],X), # € ]0,1[. On montre aussi des
propriétés de régularité maximale de la solution.

2.2 Position du probléme

On considére I'équation différentielle opérationnelle du second ordre et de type elliptique
suivante

u"(z) + Au(z) = f(z), =z € (0,1), (2.1)
avec les conditions aux limites de type Sturm Liouville abstrait
u'(0) — Hu(0) = do, u(1) = uy, (2.2)

ol A est un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) non nécessairement dense dans
X, (X,].]]) étant un espace de Banach complexe et H est un opérateur linéaire fermé de
domaine D(H), f est une fonction définie de R & valeurs dans X.On s’intéressera a l'existence
et I'unicité d’une solution stricte du Probléme (2.1)-(2.2), c’est-a-dire une fonction u telle
que

ue C*([0,1], X) N C([0,1], D(A)),
avec u(0) € D(H) et qui satisfait le Probleme (2.1)-(2.2). On veut montrer également la
proprieté de régularité maximale de la solution u, c’est-a-dire

u’, Aue C?(0,1],X), 0<6<1.

14
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On a de plus, par convention d’écriture :

Au(x) = A(u(z)), x€(0,1).

2.3 Les hypothéses

On suppose ici que

fec’(o,1],X), 6<]o,1[.

Les hypothéses sur les opérateurs A et H sont suivantes.

1.
A est un opérateur linéaire fermé dans X, [0,400[ C p(A) et 53
30> 0:9A 2 0[[(A =AD"y, < O/ (LN (23)
cette hypothése implique que QQ = — (—A)Eest défini et est générateur infinitésimal

d’un semi-groupe analytique généralisé {er}m>o non fortement continu en zéro car

D(A) n’est pas supposé dense dans X, c’est-a-dire D(A) # X voir Balakrishnan [1] et

on a
20 2mfe’\x (M — Q) tdrsiz >0,
e —=
I81x—0

ou 7 est une courbe de Jourdan infinie entourant le spectre de 'opérateur Q).
2. On suppose aussi que

Q) — H est fermable et () — H inversible dans £(X). (2.4)

3. L’hypothése de commutativité est la suivante :

1 —1

QQ-H) ' =@-H) Q" (2.5)
4. Ensuite, on suppose que
i) @-1)  ((P(Q),X)14s) € DQ)ND(H),
i) QQ—H)  ((D(Q)X)g) € (P(Q):X)1_ e
) 210, +oof et

(2.6)

On rappelle que pour un opérateur P dans X qui vérifie p(P
C
A

)

3C > 0,VA > 0, ||(P_>‘] 1”5(){)

nous définissons 'espace d’interpolation Dp (6, +00) par

Dp (0,400) = {xEX:sutheP( —tl)” :)3|| <+oo}
>0
et par la propriété réitération, on a
DP (07 +OO) = (‘D (P> 7X)1—6';oo .

5. On suppose également, 'opérateur II est inversible dans £(X), ou
1

M=1+2(1-¢9)"' Q- H) . (2.7)
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2.4 Conséquences des hypothéses

1.

De I’hypothese (2.3) 'opérateur A est inversible.

2. L’hypothése (2.3) exprime Dellipticité de 'équation (2.1).

Bien évidemment que ’existence d’une telle solution u nécessite que
u(0), u(1) € D(A),

car u € C([0,1], D(A)).
Sous I’hypothése (2.5), il vient

(Q—H) (D(Q)) C D(Q). (2.8)

Les hypotheses (2.5) et (2.7) impliquent que, Q™! est commute avec I'opérateur II,
donc il est commute avec II71.

On sait que
alors, grace a (i) de (2.6), il vient

(Q—H) ' (D(Q)) C D(Q) N D(H).

De plus, sous I'hypotheses (2.3), (2.5) et (2.6), pour tout £ € (D (Q), X), 4., on a

B |

H(Q—-H) ¢

- (H-Q+QQ-H) ¢
= —(Q-H)(Q-H ¢+QQ-H) ¢

d’autr part, nous avons X
Q@-H)(Q-H) ¢=¢, (2.9)

donc

— 1

HQ—H) ¢=—¢+QQ—H) ¢
une fois encore grage a (ii) de (2.6), on obtient
QQ—H) €€ (D(Q):X), g

donc on déduit .
HQ-H) €€ (D(Q),X); go0- (2.10)
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2.5 Notation

i) Tout au long de I’étude, on pose

A=Q—-H+e*Q+ H),
{ D(A) = D(Q) N D(H). (2.11)
ii) On définie un opérateur L sur X par :
{ D(L) = {g eX tlque (A) ' ¢eD@Q+ H)} , _—
L= (Q+H)(K) ¢

2.6 Quelques résultats
Lemme 2.1 Supposons que les hypothéses (2.3)~(2.7) sont vérifiées, alors on a

1. L’opérateur A est fermable,

2. 0€p(A)

3. L’inverse de A est donné par :

ou

WeL(X), @ B) ' W=w (@ ") aec W(X)c N D(Q.

k=1
Preuve. La notation (2.11) permet d’écrire A sous la forme

A= Q-H+Q+H)
= Q-H+Q+H-Q+0Q)
= (]—€2Q) (Q—H)+2Q€2Q.

Puisque @ est un générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique généralisé ¥, alors
on a
@ e L(X),

et ainsi que I'opérateur ) est fermé, donc grage la Proposition 1.1, il vient
Qe*? € L(X). (2.13)

Maintenant, d’aprés la formule (2.13) et ’hypothése (2.4), on peut déduire que I'opérateur
A est fermable et on a B
A= (I-¢€)(Q— H)+2Qe*,
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D’aprés A. Lunardi (voir [10], p. 59-60), Popérateur (I — ezQ) est inversible et encore en

utilisant I’hypothése (2.4) , en factorisant, A peut s’écrire on
A= (I- eQQ) (Q — H) +2Qe*?
= (1= +20Q - 1) | @ 1)
= (1= |[1+2(1-¢9) " Qe(Q-H) | (@),

Par conséquant, on utilise ’hypothese (2.7), on trouve

M = @ &) 2 Q- a) | -9
— (Q-H) I (-9

Maintenant, posons

il est clair que

S e L(X).

De méme, en utilisant une fois encore grace la Propostion 1.1, on obtient

T e L(X).

(2.14)

(2.15)

De plus puisque ) génére un semi-groupe analytique généralisé, on a pour tout n € N

“eL(X,D(Q),

nous concluons - -
c (D@ et  T(X)cC()D@QY.
k=1 k=1

Remplagons 7" et S dans la formule (2.14), on trouve

posons
U=-TI+7T)",
et
V=-S{I+S5)"
bien évidemment

U, VeL(X),

(2.16)

(2.17)

®"

= (@-H) u+1) 1+

- (@-H) 1[]+T TYI+T) [T +S—8)(I+85)"]

— (Q=H)  [U+T)I+T) " =TU+T) ][I+ I+ =S +5)7]
— @Q@-H) '[I-TU+T)"|[I-SUT+57"],
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ainsi (2.16) devient

C ﬁ D(
et =
V(X) c [ D@

Ce qui peut étre écrit, en utilisant la relation (2.17) sous la forme suivante

- /S

®) " =@-H) I+ +V).

D’autre part, on a

-1

@=—H)'V = (@Q=H) ' (-S(UI+5)™")
— @Q—H) (-7
— (- (Q-H)"
- V(Q-H)".

Similairement, on obtient
-1

@-H) U=U(@Q-H)

u
Lemme 2.2 Sous l’hypothéses (2.3)~(2.7) on a

(I+L—-e*¥L)Q™" € L(X),
et
{ (I +L+e*L) Q7" e L(X).

Ainsi que
et
(—I+(I+62Q)L)Q —-2(Q — H)() Q" +2Q() Ql.

Preuve. Il s’ensuit de (2.12) que

LQ = (Q+H)(X) Q™

En vertu du point 3. du lemme 2.1, on a

Q™
= Q+H)(Q—H) T'(I-e?) Q!
= 2Q-Q+H)(Q—H) 'm(I- ZQ)* Q! (2.18)

HI—-e) Q!
Q' '—(Q-H)(Q—H) ' (I-e?) Q"

1

= 2Q-(Q-H)(Q—H) '
= 2Q(Q-H) I (I-¢2)
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On a, en utilisant (2.7),
(-9 Q7 = [re2(i-) Qe A ] (1-e9) Q!
= [re20-eteegm e -

de plus, en vertu du point 6. du Conséquence des hypothéses, on obtient

-1
m'(I—e?) ' Q=@ [1 +2(1—¢) Qe (Q — H) 1] (1—e2)7"
D’aprés la formule (2.18), il suffit ensuite d’écrire

= 2Q@—H) QM (I - - (Q-H)(@—H) QI (1)

Il est clair que
I (1 —e*) 7 e £(X). (2.20)

Dans cette derniere équation on remarque que, pour tout ¢ € X, on a
Qe DQ) C(D(Q), X)) g
en vertu du point ii. du '’hypothése 2.6, on a
Q@ —H)  Q'eL(x) (2.21)
en appliquant IT7* (1 — eQQ)_l et en vertu de (2.20)
2Q(Q—H) QI (1-e) ' e L(X). (2.22)
Ainsi que, nous avons
Q-H)(Q-H) 'Q'=Q@-H) 'Q'-H@Q@-H) Q"
ensuite, en utilisant (2.10) et (2.21),
(Q-H)(@—H) Q" eLX)
en appliquant 111 (I — eZQ)fl et une fois encore en utilisant (2.20), il vient
Q-H)(Q—H) Q' (I-e?) " e L(X). (2.23)
En sommant les formules (2.22) et (2.23), il vient
LQ7 ' e L(X). (2.24)
D’aprés A. Lunardi (voir [10], p. 59-60) et grage a (2.24), on trouve

(I+L—-eL)Q ' =Q '+ (I-e)LQ™ ",
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est donc un opérateur borné défini sur X. Par conséquant, comme
(-I+L+eXL)Q ' =-Q '+ LQ " +LQ™,

on peut déduire que
(I +L+eL)Q " e L(X).

Enfin, on remarque que
(I+L—e®L)Q ' =Q '+ (I -e?) LQ7,
il S'ensuit de (2.19) et Uhypothése (2.5) que
(I+L-€e*L)Q™"
= Q!
(1= ¢*) 2@~ H)

-1

— Q' +2(I-)Q@-H) QI (I-e9)!
- (1= 2Q)(Q H)(@—H) Q' (1-¢)
= Q +2( Q) (Q—H) "I (1—e2)”"

—(I- ><Q—H> (@=H) " Q' (1—e*)”"

en utilisant (2.6), on obtient
(I+L-e*L)Q™"
— Q'+2(Q—H)"

-1

T-@-m@-m e

et d’aprés la formule (2.9), il vient
(I+L-e?L)Q™
= Q'+2(Q-H) 'mt-Q !
— QI =) 42@Q—H) I (1)~ QI (1= )| (1- )7
= Q= n+2(@Q—H) " (1-®) - Q7 (1 =) | n7 (1 - )

(- ) - Q- ) @—H) QT (1 - )7
)

(2.25)

— [QTUI-NTNQ-H)+2(I—)—Q ' (I-e2) (Q-H)] (Q—H) T (I-e2)".

Remplacant IT par leur expressions (2.7), on obtient

Q7 (1= @A) +2(1- ) - Q7 (1) (@A)

- @*1 (1 =) [1+2(1 =) Qe(Q=H) '] (@=H) +2(1 - *?)
(=) (Q-H) (2.26)
= Q 1([ e*?) (Q — H) +2e°% +2 (I — e*?)
Q7 (I—-e*) (Q—H)
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De plus, en remplacant (2.26) dans (2.25), on trouve

-1

(I+L—-e®0)Q ' =2(Q—H) ' (I-e9)7",

alors, d’aprés le Lemme 2.1, point 3., il vient

-1

(I+L—-eL)Q ' =2(A)
De la méme maniére on obtient la deuxiéme formule. m

Lemme 2.3 Supposons que les hypothéses (2.3), (2.5) et (??) sont satisfaites. Soit ny €
N\ {0} tel que

|@+m(@=m™)"

<1. (2.27)

L(X)

Alors on a
0 € p(1I).

Preuve. Nous avons

— 1

M=1+2(1-e)"'Qe*Q-H) ,

en utilisant (2.9), on peut écrire

M= I+2(1-¢*) 7' (Q-H)
= (=) 1= 420 @ H) ]
N )
(e - (1 20@) )
= (=) 1= (~H@Q-H) '-Q@-H) ")
(1= )7 [T+ Q-+ 1) (@—1) " e,

Posons )
C=-—(Q+H)(Q-—H) €@,
Le point (ii) de ’hypothése (2.6) et la formule (2.10) montre que
C e L(X).
Maintenant, on obtient
M= (I-e*) " (I-0).

L’opérateur II est inversible dans £(X) si et seulement si [ — C' est inversible, donc il suffit
de montrer que qu’il existe un opérateur linéaire borné P tel que, pour tout x € X on a

(I -C)Px=P(—-C)x=ux.

On a @ et inversible et est un générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique généralisé
{er}po' Alors, il existe des constantes M > 1 et § > 0 tel que, pour tout y > 0, on a

d’apres Pazy (Voir [11], page 74)

HeyQHc(X) < Me™,
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ainsi que, il existe un entier naturelle non nule k, tel que
2kn1Q —2kn16
He ' Hc(X) < Mem™M0 < 1

En effet, d’aprés (2.27), il vient

. -~ 4 kni
0 ey = |1+ (@) )|
_ _ kna
= l@+m(@m7)]"| 1
r —\ -1 n |k n1i
= |||(@+H) ((Q_H) )] £(x) Il
S M6—2kn1(5
< 1,

ce qui implique que 'opérateur ([ — C"”“) est inversible. De plus, on a

[-C)(I+C+C*+CP¥+ .. +CFm )
= [+C+C*+CP+..+C"™ ) —(C-C*-C*— ... = C"™)
= - Ctm,

Ainsi, on obtient ’égalité suivante

(I-C)(I+C+C*+C+ ..+ C ) (I—CP) =T
Posons 1
P=(I+C+C*+C+..+C" ) (1-CF) 7, (2.28)
on trouve
(I-C)P=1 (2.29)
Puisque, pour tout s € {0, 1, 2, ..., kn; — 1}, on a

“+oo
Co(1-crm)™ = ooy tmid
=0
“+oo

_ Z C(erknlj)

Jj=0
—+00

_ Z C(kn1j+s)

J=0

“+o0o
_ (Z Ckn1j> C*

=0
— (1-c*) e,
De (2.28), on en déduit la commutativité suivante :

P(I-C)=1. (2.30)
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donc l'opérateur(/ — C') est inversible avec

(I-C)P=PI-C)=1.

2.7 Formule de représentation de la solution

Pour résoudre le probléme (2.1)-(2.2), nous utiliserons la méthode de la réduction d’ordre,
appelé aussi méthode de réduction de S. G. Krein (voir[6]). Cette méthode utilise les puis-
sances fractionnaires d’opérateurs et le calcul fonctionnel sur la représentation explicite de
la solution obtenue grace aux hypotheses. cette méthode est basée sur un raisonnement
heuristique pour obtenir en fin de compte deux problémes de Cauchy, I'un directe et 'autre
inverse et son avantage est que si le probleme admet une solution alors elle est nécessairement
unique.

Maintenant, on fait le raisonnement heuristique suivant. Supposons que le Probléme
(2.1)-(2.2) admet une solution stricte u, c’est-a-dire

u € C*([0,1], X)NC([0,1], D(A)), (2.31)

et qui satisfait le Probléeme (2.1)-(2.2). Donc, on pose pour presque tout z € [0, 1]

v(z)=—Q ' (z),
y () =5 (u(z) —v(x))), (2.32)

Il est clair que cette derniére équation sommée avec deuxiéme permet de poser

u(z) =y (x)+z(z).

De la deuxiéme équation du systéme (2.32) et par la dérivabilité, on tire
v(@ = 5 (W @-v @)
u (@) + Q7 (x)
~Qu(2)+ Q7 (~Au(x) + f (1))
v(2) = AQ7"u (x) + Q7' f ()
~Qu(@) +Q7'Qu(x) + Q' f ()
(0 (@) +u (@) + 307 (@)

= Qula) + 5@ (1)
Nous obtenons alors le probleéme de Cauchy direct suivant :

{ (1) = Qu @) + 307 F (), (2.33)
Yy (0) = Yo-

l—‘/\/r/‘\/—\
O O O

QO IR RN RN RN

N}
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ou
1

w=1y(0) = 5 (0~ v () = 5 (+(0) + @7 ().

En utilisant les conditions aux limites (2.2), il vient

yo = = (u(0)+Q "[do+ Hu(0)]) (2.34)

(u(0) + Q" [do + Hu (0)]).

N — DN —

Il est clair que yo € D(Q). Similairement nous avons

2 () = % (v @)+ (@)
- Q@ - @)
_ % (—Qu (z) + Q" Au(z) — Q7' f (2))
= Q@) - Q@) - Q7 ()
_ —Q%(v (@m(@)—%@‘l (z)

= —Q:(0) - 5@ ().

Nous obtenons ainsi que le probléeme de Cauchy rétrograte suivant :

{(Go ewteye o3
72 =2z(1)= % <u1 - Q 'u (1)) .

et donc la résolution du Probléme (2.1)-(2.2) est équivalente a celle des deux systémes
(2.33) et (2.35) qui sont des problémes de Cauchy yo, 21 € D (Q) et f € C?([0,1],X) .
Par conséquent, pour tout x € [0, 1], le Probléme (2.1) admet une solution stricte donnée
formellement par

1 — ‘ T—Ss x
y(@) = o + 50Q 1/ eI (s)ds = e"Pyo + L(f),
0

ou
1

L) =507 [ €2

Concernant le Probléme (2.35), en utilisant le changement de variable z = 1 — ¢, on obtient
alors

{ (11 =—Qz(1—t)— Q' f(1—1t), tel0,]] (2.36)
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En posant 2(.) = z(1 —.) et f(.) = f(1 —.), le probleme de Cauchy (2.35) devient

{ ()=—Q() JQ(®) (2.37)

Z0) =2y ==

Donc la solution de (2.35) est donnée par la formule de représentation

- I 1~
)=y — o /O e (VA (L 4)73 F(s)ds.

1 t ~
2(t) = €9z — §Q_1/ et=)Q f(5)ds
0

En remplacant 3(t) par z(1 —t) et f(s) par f(1 — s) on obtient :

S =) = VA Q / (=90 f(1 — 5)ds,

et par conséquent

1

1-x
2(z) = 1709 — in/ eU=e=DQ (1 — t)dt
0

1 1
= 17909, 4 §Q_1 / 6(5_I)Qf(s)ds

J f) _ %Ql /1 e(S*I)Qf(s)ds

Finalement, vu que u(z) = y(x) + z(x), la représentation de la solution du Probléme (2.1)-
(2.2) est donnée formellement par

w(@) = y(z)+2(x) (2.38)
= €ny0 + e(l_w)QZ1 + ]m(f) + Jm(f)

ou

Reste a calculer yy et z; pour trouver la représentation finale de la solution du Probléme
(2.1)-(2.2). Pour obtenir la représentation finale de wu, il suffit de trouver gy, et 2; et cela, en
tenant compte des données dy, u1, f, H et A. Tout d’abord, en utilisant la formule (2.38) on
a

u(0) = yo+e%z+L(f)+ Jo(f) (2.39)
= yo+e¥x + Jo(f),

en appliquant (K) au (0), on trouve

-1

(R) " w(0) = (A) yo+ (A) ez + (A) T Jo(f): (2.40)

vu le Lemme 2.1, on peut appliquer opérateur H a formule (2.40) et on déduit

Jo(f)- (2.41)

H(A) " u(0)=H(K) "yo+ H(R) %2y + H(K)
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Maintenant, en dérivant la fonction u, on obtient pour tout z € [0, 1]
u' () = Qe™yy — Qe 9% + QL(f) — QJ(f)-
D’autre par, d’aprés la relation (2.31), il vient
u(0) € D(A) C D(Q),

en utilisant (2.34), on peut écrire
Yo € D(Q)a

Ainsi, on obtient 'inclusion suivante

Hf) =507 [ e e D),

et par conséquent

v’ (0) = Quo — Qe®21 — QJo(f), (2.42)
encore une fois, en appliquant (K)f1 au' (0), on a
) 0) = (K) " Quo— (A) " Qe — (A) 7 Qo(f), (2.43)

en vertu (2.41) et (2.43), nous avons le systéme suivant

{ H (K)‘ w(0) = H (K)‘1 yo+ H (R) " ez + H (8) ' Jo(f),
(A) v (0)=(R) " Quo— (&) Qe — (A) ' Qo(f).
D’autre part, en utilisant les conditions aux limites (2.2), on a
® "~
— (A) W (0) - H(A)

en vertu la formule (2.39), on trouve

(X)) dy
— M)W (0) = HA) (o + %2 + Jo(f))
= N) WO —H@) yo—HA) Rz —HQA) " J(f),
et par suite, en utilisant (2.42), on obtient
(X) ' dy

— (N7 [Quo— QP2 — QUo(f)] —H (A) " yo— H () €92 — H (K) " Jo(f)
= (&) Qu— (&) Qe - (K)‘1 Qh(f)—H(R) yo— H(K) " %z — H (R) " Jo(f)
— N7 Quo—(R) Qe — (R) " Qo(f) —H(K) " yo— H(R) €%z — H(R) " Jo(f)
= (@-H)(A) -2 @+ H) (R) 21— (@Q+H) (R) " hlf),
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d’autre part, vu la relation (2.38) on a
ur =y (1) + 21,
d’ou
2 = u;—y(1) (2.44)
= U — €Qyo - Il(f),
ce qui implique
@—1 i
— H)(A) 1y Q+H) (A)_ [u1 — e®yo — 1 (f)]
Q+H (A)~
- (Q H) (8)" lyo—e (Q+H)(X) "wi+e?(Q+H) (A) "%y
(Q+H) (R) "))~ (Q+ H) (R) (/)
= o~ (Q+H) (8) [Yus = e®L(f) + o(f)]

en déduit on aboutit &

Yo = (K)flalonL (Q+H)(A)

-1

[e%ur = L (f) + ()]
en remplacant yo par leur exepression dans la formule (2.44), on obtient

—(R) "o+ (Q+ H) (8) " (Qur = e21i(f) + Jo(/))) = 1a(f)
= uy — I(f) —e® (K)fl dy —e? (Q + H) (K)fl (eQu1 — QL (f) + Jo(f)) )
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On déduit que la solution u est donnée formellement par :

u(e) = er((K)_ldle2f(0)—1LQ2f(0)>

+@/“ £(0))ds — 5Q7*£(0)
+§erLQ / s) — £(0)) ds + e (uy + Q2 f(1))
~3QHOQ [ (1 (5) - 1) ds - 30 () (245)

1
_%e“‘x)QQ_l/e(l_s)Q (f (s) = f(1)) ds
0

1
el ! - 5@ [ (s + §@2f<o>]

0

1
1
—e(1mm)Q@e2Q [ul — §Q_1/e(1_5)Qf (s) ds]
0
1 / 1
—e(172)QQ ((K)l do + iLQl/esQf (s)ds + §Q2f(1)> :
0
et d’aprés simplications, on obtient
— -1 1, 1 L
(A) o+ 5Q°F(0) = 5LQ*£(0)

- X)) 'do-HA) Q" ﬂ>+ewugvm

Maintenant, on pose

Si(2.9) = 57 [ €792 g (5) ~ g(0) s,

et
1

Lo / e (g () — 9(0)) ds,

0
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on peut réarrange les termes de la solution u pour obtenir la décomposion suivant :

u(z) = ew((K)—ldO_H(K)—lcg—?f(o>)

+e79 (4 + Q72 (1))
LS, f) + S (1 —, F(1 =) (2.46)
FLSy (2, f) — Sa(1 — 2, f(1—))

5@ F0) ~ Q7 F() + Rz, fdo,wr),
tel que

R(IL’, f7 dOa ul)

1

= "L |u; — %Ql/e(ls)Qf (s)ds + %QQf(O)
1a:Q 2QL ul__Q / 18)Qf )
1
e | (& 5Q L2
(®) " do + 5 1Q /e F(s)ds +5Q721(1)
0

2.8 Principaux résultats
Le résultat fondamental de cette partie est donné par le Théoréme suivante :
Theoréme 2.1 Sous les hypothéses (2.3)~(2.7). soit
fec?(0,1];X), 6 €]0,1].

Alors, les deux affirmations suivantes sont équivalentes :

1. Le Probléme (2.1)-(2.2) admet une unique solution stricte donnée par (2.45).
2. u(0) € D(H) et

(1w € D(Q?) = D(A),

(@—H) ' dy € D(Q) " D(H),

@@—HYW%— O eD@, (247)
Q*(@Q=H) " (do — Q"' f(0)) + £(0) € D(Q),

| Q2w+ f(1) € <@.

Preuve. Supposons que les relations (2.47) est satisfaite et on montre que u est une solution
stricte du Probléme (2.1)-(2.2), c’est-a-dire

ue C¥[0,1],X)NC(0,1], D(A)),
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et presque tout x € [0, 1]
u'(z) + Au(z) = f(x).

On sait que

A - _Q27
alors, en appliquant 'opérateur A a (2.46), on trouve
Au(z) = —Q%*™@ ((K)il dy— H (K)il Q_Qf(o))
— Q%17 (Ul + Qfo(l))

_stl(m7 f) - QQSl(l -, f(l - )) (248)
—Q*LSy(z, )+ Q*S2(1 — =z, f(1—))

5 F(O)+ 3 F(1) ~ QR £ do, ).

Puisque, on a pour tout n € N
e? € L(X,D(Q")),
il vient
Q*R(z, f,do,ur) € C*([0,1]; X) .

En vertu de 1 et 4 de proposition 1.5, on a
QQS2(1 - x>f<1 - )) S Ce ([07 1] ;X)a 0 € }Oa 1[
ainsi que, on a

QQSl(x7f)

T

= 50 [ g(s) ~ glo)) ds € € (0,15). B e 0.11,

de méme, la fonction Q25;(1 — ., f(1 —.)) appartient & C? ([0,1]; X), 6 € ]0,1[. De plus, on
a

P f) = @ (;ml [t - 1) ds>

0
1
1
= 5@ [ gs) - S0 ds.
0
en vertu du point 4. du Propostion 1.5, on a
1
Q/esQ (9 (s) = f(0))ds € (D(Q), X)_p o0 s
0

et grace au piont (i). du hypothese (2.6), il vient

@-H) ' (Q/GSQ (9 (s) = f(0)) dS) € D(Q) N D(H),



ensuite, en utilisant la formule (2.9), nous avons

=(Q+H)(Q-H) (Q/ s)e(D(Q),X)lam.

Que 'on peut écrire sous la forme (voir Triebel [12], p. 25, 26)

QXQ+H) @~ H) Sy, )
1
- Q@) (e%)l JEICRN0) ds)
0
= %ew% e C’([0,1];X), 6€]0,1]
Maintenant, en utilisant le Lemme 2.1, on trouve
(&) "do— H (A) " Q72£(0)
— Q@—H) do+Q2f(0)~ (@~ H) Q7f(0)
+HQ=H) Wdy— HQ—H) WQf(0),
ou W € L(X), alors d’aprés la formule (2.48), on a

Au( )
- (Q Q@Q—H) 'd—(Q—H) f(0)] + ()
Q(Q2U1+f 1))
~@e? ((Q—H) 'Wdo— H@Q— H) 'WQ2f(0))

_Q Sl(xvf) - Q Sl(l - ZE,f(l - ))
—Q°LSy(z, ) + Q*Sy(1 —x, f(1—))

45 () + 57(1) ~ QR(, £ do, ),
que l'on peut écrire sous la forme

Au(x)

= —e?(Qle@—H) 'd-@Q@—H) f0)]+/()

—1(QPur + f(1)) + ®(, do, f),

ou
D (x, do, f)
=~ (Q—H) Wdy— HQ—H) WQ™(0))

_Qgsl(th) - Q2Sl(1 - :U,f(l - ))
—Q*LSs(z, f) + Q*S2(1 -z, f(1—.))

2 F(O) + (1)~ QR(r fdy ) € C(0,1]:X), 0 € J0,1].
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Finallement, on obtient
Au e C?([0,1];X), 0 €]0,1[.

Montrons maintenant que la fonction u, donnée par la formule de représentation (2.46), est
une solution du Probléme (2.1)-(2.2), en utilisant (2.39), on trouve

u (0)

= o+ ez + Jo(f)

= (N) do+ (Q+ H)(R) " (Quy — €Ly (f) + Jo(f)) + ey — 2L (f)
—e2 (R) " do — 2AQ + H) (K) " (% — €Ly (f) + Jo(f)) + Jo(f)

= (=) (A) Tdo+ (Q+H)(R) ' +1-e@Q+H) (8) )e(w — I ()
H(Q+ H) (R) " +1—¢*(Q+ H) (K) )(f).

et comme .

=(Q@+H)(A)
on obtient
w(0) = (I =) (R) "do+ (I + L— L) (Quy — 91y (f) + Jo(f)),
d’aprés lemme 2.1 et (2.47), on trouve
(R) "do=(@Q—H) ‘do+ (Q—H) 'Wdy e D(H).

Donc

{ (®) Qe — L () € D(Q)N D (M),
(&) QJ(f) € D(@Q)ND(H).

On obtient
u'(0) = Hu (0)
= Quo — Qe®z — Jo(f) — Hu (0)
= Quo— Qe — Jo(f)
—H[(I =) (A) " do+ (I + L — €*L) (%uy — €1, (f) + Jo(f))].
en remplagant yy et z;par leurs expressions, on obtient
u' (0) — Hu (0)
= Q&) "do+QQ+H) (B) " (Pur — CIy (f) + o(f))
+Qe* (R) " dy + Qe*2(Q + H) (K) ' (%uy — 9L () + Jo(f))
—Q (e%us — €®I; (f) + Jo(f))
—H(I — ) (K) " dy — 2H (R)

-1

Q (e®ur — eI (f) + Jo(f)),
c’est-a-dire
u' (0) — Hu (0)
— (Q+ Qe —H(I—e?)(R) " dy
+Q (Puy — L (f) + J(NIQ+ H) (K) ' +*2(Q+ H) (A) " —2H (A) ]
—Q (eQu1 — 6Q[1 )+ Jo(f )
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ainsi que

o' (0) — Hu/(0)
= (Q+Qe? —H(I-e2)(A)"
+H(Q+H)(X) " +eQ+ >() —2H (A)
= (Q-H+(Q+H)e*) (K) " do
+(L+ L —1—28 (B) ) (Qur — 2L () + ().

-1

- 11Q (eQul — 6Q[1 (f) + JO(f))

Finalement, en utilisanat lemme 2.2 et (2.11) on obtient
u' (0) — Hu (0)
= A ( ) do + ( (A)il —2H (K)71> (eQul - tel (f) + Jg(f))
- do.

m
pour u; on a d’aprés (2.38) on obtient

w(l) = e9yg 4+ 21 + I (f),

on remplacant yg et z; par leurs expression on trouve

u(l) = eyo+2+ 1 (f)
— 2 (A) o+ (Q+ H) (N)
+uy — I (f) — e (A) ' dy
—e“(Q+ H) (K)fl (e%us — 2L (f) + Jo(f)) + L1 (f)

-1

[e®ur — eIy (f) + Jo(f)]



Chapitre 3

Exemples

Dans le carré I = [0,1] x [0, 1], on considére le probléeme aux limites de type elliptique

suivant : ¢ o o
U u B 9
axQ(xvy) - ay4<x7y) - f(xay)a (33,3/) € [07 1] )

uw(z,0) =u(x,1) =0, =x€]0,1],

0? 0?

4 a—;;(x,(]) - a—yZ(x, 1)=0, zel0,1], (3.1)
ou 0%u
%(079) - a_y2<07y) =do(y), yel01],

u(ly) =w (y), yel0,1],

. X=C(0,1) et fec(,1],X).

On réécrit ce probléme sous forme opérationnelle (2.1)-(2.2) en utilisant les notations vecto-
rielles usuelles suivantes :

u(r,y) =u(x)(y),  flr,y) = f(@)(y),

alors u, f deviennent des fonctions vectorielles de la variable x & valeurs dans X :

u(@):[0,1] — ¢(o,1]) f@):[0,1 — ¢(o,1])
y — u@)(y)’ y — f@)(y)

c’set-a-dire
u, feC([0,1];C[0,1]) = C([0,1] x [0,1]).

D’autre part, pour tout x, y € (0,1)

0? ot
a9~ 5o = fy), (wy) €017,

équivaut a
(W"(2)) (y) + Au(z)(y) = f(@)(y),  (w,y) € [0,1]",

avec les conditions aux limites de type Sturm Liouville abstrait suivantes :
W'(0) (y) — Hu(0) (y) = do (y), u(1)(y) =wi(y), ye€[0,1],

35
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ou l'opérateur A défini par :

{ D(A) = {p € C*[0,1]) : ¢"(0) =" (1) =¢(0) = ¢ (1) =0}, (3.2)
Ap (y) = —pW (). '

et
{DUﬁZ{weCWDJDwM®=¢UJ=®7 (3.3)
(He) () =¢" (y), y €[0,1]. '

Alors Le probléme (3.1) devient Le probléme (2.1)-(2.2) ou la variable y est cachée. Notons
que le domaine de 'opérateur A n’est pas dense car

D(A) = {p € C([0,1]) : 9 (0) = (1) = 0} # X,

A Taide des formules (3.2) et (3.3), les opérateurs A et H sont linénaires fermés et inversibles
dans £(X) et par un calcule direct on peut montrer que l'opérateur A vérifie ’hypothese
(2.3). Par conséquant, toutes les hypothéses sont vérifiées, on peut appliquer le Théoréme
suivant :

Theoréme 3.1 Pour tout
fec’o,1]),0 €]0,1]
et f(0) € Da(0/2,00). Soit
do € C*([0, 1)),
do(0) = do(1) =0,
\/—_Ado € DA(Q/Z, OO)

Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes

1. Le Probléme (8.1) admet une unique solution stricte u.

2.
up € CH([0,1]), ui(0) = (1) = f(0) = w{(1) =0,
up € C?([0,1]),  wup(0) = ue(1) =0,
u(z,0) = ug, x€[0,1],
et
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