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Introduction Générale

Actuellement, le calcul fractionnaire est d�une grande importance en Mathématiques.

Selon les spécialistes cette nouvelle théorie est apparue dès 1695 lors d�une correspondance

entre Leibniz et l�Hôpital. Ce dernier voulait savoir quelle pourrait être la dérivée d�ordre 1
2

de la fonction x(t) ; Leibniz lui répond que cela mène à un paradoxe.

Depuis, de nombreux célèbres mathématiciens se sont intéressés à cette théorie comme Euler,

Laplace, Fourier. . . Mais les premières recherches rigoureuses sont dues à Liouville et Rie-

mann. Dès lors, cette théorie porte le nom de ces deux mathématiciens : le calcul fractionnaire

est alors né.

Dans ce mémoire, nous allons nous intéressés à établir des nouveaux résultats en utilisant

l�intégrale fractionnaire.

Ce mémoire se compose d�une introduction, quatre chapitres et une conclusion.

Le premier chapitre comporte des notions sur le calcul fractionnaire.

Le deuxième chapitre est consacré à une généralisation d�ordre fractionnaire de l�inégalité

de Chebyshev lorsque les fonctions données sont synchrones. Ce travail peut être classé comme

une continuité des travaux de S. Belarbi et Z. Dahmani publiés en 2009 au JIPAM Journal.

Le troisième chapitre est une autre généralisation de l�inégalité de Chebyshev mais en rem-

plaçant la synchronicité des fonctions données par d�autres conditions récemment imposées

et prouvées par C.P. Niculescu et I. Roventa.

Le quatrième chapitre présente deux nouveaux résultats généralisant des inégalités de type

Hardy classiques. On généralise aussi quelques théorèmes de N. Levinson, W.T. Sulaiman et

B. Sroysang dans le cadre fractionnaire. Certains de nos résultats sont publiés et d�autres

sont soumis pour publication.



Chapitre 1

Description du Calcul Fractionnaire

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on introduit quelques notions du calcul fractionnaire.

En premier lieu, on rappelle quelques propriétés des fonctions spéciales utilisées dans le calcul

fractionnaire, puis on dé�nit l�intégrale fractionnaire au sens de Riemann Liouville ainsi que

ses di¤érentes propriétés.

1.2 Fonctions Spéciales

1.2.1 Fonction Gamma d�Euler

Dé�nition 1.2.1 La fonction Gamma d�Euler, notée �; est dé�nie par :

�(z) =

Z +1

0

tz�1e�tdt ; Re(z) > 0:

Elle peut aussi être dé�nie pour des valeurs réelles z > 0 par la même expression :

�(z) =

Z +1

0

tz�1e�tdt ; z > 0:

Par convension, �(1) = 1:

Propriétés :

1) �(z + 1) = z�(z) ; z > 0:

2) 8n 2 N; �(n+ 1) = n!:
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Preuve.

1. On démontre la première propriété en passant par une intégration par partie.

Pour tout z > 0; on a :

�(z + 1) =

Z +1

0

tze�tdt

=
�
�e�ttz

�1
0
+ z

Z +1

0

tz�1etdt

= z�(z):

2. Pour démontrer la deuxième propriété, on prend z = n 2 N�:

�(n+ 1) = n�(n)

= n(n� 1)�(n� 1)
...

= n(n� 1)(n� 2):::�(1)

= n!;

avec �(1) =
R +1
0

t0e�tdt = 1:

1.2.2 Fonction Béta d�Euler

Dé�nition 1.2.2 La fonction Béta d�Euler est dé�nie par :

�(x; y) =

Z 1

0

tx�1(1� t)y�1dt o�u Re(x) > 0 et Re(y) > 0:

Propriétés :

1) �(x; y) = �(y; x) ; Re(x) > 0; Re(y) > 0:

2) �(x; y) =
�(x)�(y)

�(x+ y)
; Re(x) > 0; Re(y) > 0:
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1.3 Intégrale Fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

1.3.1 Dé�nitions

Dé�nition 1.3.1 [10] Soit f : [a; b]! R une fonction continue.

On dé�nit l�intégrale fractionaire d�ordre � au sens de Riemann-Liouville de f , notée J�a f(t),

par :

J�a f(t) =
1

�(�)

Z t

a

(t� �)��1 f(�)d� ; � > 0; a < t � b,

J0af(t) = f(t).

Si f est continue sur l�intervalle [0; b]; alors,

J�f(t) =
1

�(�)

Z t

0

(t� �)��1 f(�)d� ; � > 0; 0 < t � b:

Exemple 1.3.1

On calcule l�intégrale d�odre 1
2
de la fonction

f(t) = t ; t > 0:

Par dé�nition, on a :

J
1
2f (t) =

1

�
�
1
2

� Z t

0

(t� �)�
1
2 �d� :

On prend le changement de variables suivant :

v =
�

t
) � = tv et d� = tdv:

Donc,

J
1
2f (t) =

1

�
�
1
2

� Z 1

0

(t� tv)�
1
2 tvtdv

=
1

�
�
1
2

� Z 1

0

t
3
2 (1� v)�

1
2 vdv

=
t
3
2

�
�
1
2

� Z 1

0

v2�1 (1� v)
1
2
�1 dv

=
t
3
2

�
�
1
2

��(2; 1
2
):
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D�après la deuxième propriété de la fonction B�eta, on aboutit à

J
1
2f (t) =

t
3
2

�
�
1
2

� � �12�� (2)
�
�
5
2

� :

Et alors,

J
1
2f (t) =

t
3
2

�
�
5
2

� :
Or,

�

�
5

2

�
=

3

2
� 1
2
�

�
1

2

�
=

3

4

p
�;

d�où

J
1
2f (t) =

4

3

p
�t

3
2 :

Si on calcule J
1
2

�
J
1
2f (t)

�
; on peut facilement remarquer que c�est exactement J1f (t) = 1

2
t2:

1.3.2 Propriétés

Soit f : [a; b]! R une fonction continue. Alors :

1) 8�; � 2 R+; J�a J�a f(t) = J�a J�a f(t); t 2 [a; b] :

2) 8�; � 2 R+; J�a J�a f(t) = J�+�a f(t) ; t 2 [a; b] :

Preuve.

On a :

J�a J
�
a f(t) =

1

�(�)

Z t

a

(t� s)��1
�
1

�(�)

Z s

a

(s� x)��1f(x)dx
�
ds

=
1

�(�)�(�)

Z t

0

(t� s)��1
�Z s

0

(s� x)��1f(x)dx
�
ds:

Or, a � x � s � t; donc,

J�a J
�
a f(t) =

1

�(�)�(�)

Z t

a

f(x)

�Z t

x

(t� s)��1(s� x)��1ds
�
dx:
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On fait le changement de variables � =
s� x
t� x ; puis, on calcule

R t
x
(t� s)��1(s� x)��1ds: On

a donc :Z t

x

(t� s)��1(s� x)��1ds =

Z 1

0

(t� �(t� x)� x)��1(�(t� x) + x� x)��1(t� x)d�

=

Z 1

0

(t� x)��1(1� �)��1���1(t� x)��1(t� x)d�

= (t� x)�+��1
Z 1

0

(1� �)��1���1d�

= (t� x)�+��1�(�; �):

Par conséquent,

J�a J
�
a f(t) =

1

�(�)�(�)

Z t

a

f(x)(t� x)�+��1B(�; �)dx

=
B(�; �)

�(�)�(�)

Z t

a

(t� x)�+��1f(x)dx:

Donc

J�a J
�
a f(t) =

�(�)�(�)

�(�)�(�)�(�+ �)

Z t

a

(t� x)�+��1f(x)dx

=
1

�(�+ �)

Z t

a

(t� x)(�+�)�1f(x)dx

= J�+�a f(t)

= J�+�a f(t) = J�a J
�
a f(t):

Proposition 1.3.1 L�application de l�opérateur d�intégrale fractionnaire d�ordre � > 0 au

sens de Riemann Liouville sur (x� a)� nous donne

J�a (x� a)� =
�(� + 1)

�(� + �+ 1)
(x� a)�+�; � > �1; x > a:

Preuve.

Pour tout � > 0; x > a, et par dé�nition de J�a ; on a :

J�a (x� a)� =
1

�(�)

Z x

a

(x� t)��1(t� a)�dt:

On utilise le changement de variables suivant � =
t� a
x� a; on a alors :

t = a) � = 0 et t = x) � = 1;

(x� t) = (1� �)(x� a) et dt = (x� a)d� :
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On obtient :

J�a (x� a)� =
1

�(�)

Z 1

0

(x� a)��1(1� �)��1((x� a)�)�(x� a)d�

= (x� a)�(x� a)� 1

�(�)

Z 1

0

(1� �)��1��+1�1d�

=
(x� a)�+�
�(�)

B(� + 1; �); � > 0; � + 1 > 0

=
�(� + 1)

�(� + �+ 1)
(x� a)�+�:

D�où le résultat.



Chapitre 2

Inégalité de Chebyshev avec
Condition de Synchronicité

2.1 Introduction

Une des inégalités la plus célèbre dans la litérature des mathématiques est l�inégalité de

Chebyshev [1] donnée par :

T (f; g) � 0; (2.1.1)

telle que

T (f; g) :=
1

b� a

Z b

a

f(x)g(x)dx�
�

1

b� a

Z b

a

f(x)dx

��
1

b� a

Z b

a

g(x)dx

�
;

et f , g sont deux fonctions synchrones sur [a; b] :

(f(x)� f(y))(g(x)� g(y)) � 0; x; y 2 [a; b] :

Dans ce chapitre, on énonce des résultats fractionnaires sur l�inégalité de Chebychev.

On rappelle aussi les dé�nitions de la fonction de Chebyshev avec poids citées dans [14] ainsi

que d�autres théorèmes.
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2.2 Rappels

2.2.1 Dé�nitions

Dé�nition 2.2.1 Soient f et g deux fonctions intégrables sur [a; b], et p : [a; b]! [0;1[ une

fonction positive et intégrable sur [a; b] : On dé�nit la fonction de Chebyschev à un poids ;

noté T (f; g; p); par :

T (f; g; p) :=

Z b

a

p(x)dx

Z b

a

p(x)f(x)g(x)dx�
Z b

a

p(x)f(x)dx

Z b

a

p(x)g(x)dx:

On peut l�écrire sous forme de l�idendité de Korkine comme suit :

T (f; g; p) =
1

2

Z b

a

Z b

a

p(x)p(y)(f(x)� f(y))(g(x)� g(y))dxdy:

Dé�nition 2.2.2 Soient f; g deux fonctions intégrables sur [a; b], et p; q deux fonctions po-

sitives intégrables sur [a; b]. La fonction de Chebyschev à deux poids est donné par :

~T (f; g; p; q) : =

Z b

a

q(x)dx

Z b

a

p(x)f(x)g(x)dx

+

Z b

a

p(x)dx

Z b

a

q(x)f(x)g(x)dx

�
�Z b

a

q(x)f(x)dx

��Z b

a

p(x)g(x)dx

�
�
�Z b

a

p(x)f(x)dx

��Z b

a

q(x)g(x)dx

�
:

Sa forme de l�identité de Korkine est donc :

~T (f; g; p; q) =

Z b

a

Z b

a

p(x)q(y)(f(x)� f(y))(g(x)� g(y))dxdy:

2.2.2 Théorèmes

On donne les résultats suivants :

Théorème 2.2.1 [3] Soient f et g deux fonctions continues sur [a; b] : Si f et g sont syn-

chrones sur [a; b]. Alors, Pour tout � > 0; on a :

(t� a)�
�(� + 1)

J�af(t)g(t) � J�af(t)J�ag(t):
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Remarque 2.2.1 Si on prend � = 1; t = b dans le théorème 2.2.1, on obtient :

(b� a)
Z b

a

fg(t) �
�Z b

a

f(t)dt

��Z b

a

g(t)dt

�
1

(b� a)

Z b

a

fg(t) �
�

1

(b� a)

Z b

a

f(t)dt

��
1

(b� a)

Z b

a

g(t)dt

�
Cette dernière inégalité représente l�inégalité classique de Chebyshev (2.1.1).

Théorème 2.2.2 [7] Soient f et g deux fonctions dérivables sur [0;1[ et soit p une fonction

positive et intégrable sur [0;1[ : Si f 0 2 L�([0;1[) et g0 2 L�([0;1[) tels que � > 1, � > 1

avec 1
�
+ 1

�
= 1; alors 8 t > 0; � > 0; on a l�inégalité suivante :

2
��J�p(t)J�apfg(t)� J�pf(t)J�apg(t)��

� kf 0k1 kg0k1
�2(�)

Z t

0

Z t

0

(t� x)��1(t� y)��1 jx� yj p(x)p(y)dxdy:

Théorème 2.2.3 [3] Soient f et g deux fonctions synchrones sur [0;1[ et p; q deux fonctions

positives sur [0;1[ : Alors pour tout t > 0; � > 0; on a :

J�p(t)J�qfg(t) + J�q(t)J�pfg(t) � J�pf(t)J�qg(t) + J�qf(t)J�pg(t):

Théorème 2.2.4 [7] Soient f et g deux fonctions dérivables sur [0;1[ et p; q deux fonctions

positives sur [0;1[ : Si f 0 2 L�([0;1[) et g0 2 L�([0;1[) tels que � > 1, � > 1 avec 1
�
+ 1
�
= 1;

alors 8 t > 0; � > 0; on a l�inégalité suivante :

jJ�p(t)J�qfg(t) + J�q(t)J�a pfg(t)� J�pf(t)J�a qg(t)� J�qf(t)J�pg(t)j

� kf 0k1 kg0k1
�2(�)

Z t

0

Z t

0

(t� x)��1(t� y)��1 jx� yj p(x)q(y)dxdy:
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2.3 Résultats Originaux avec Poids

Dans [9], les auteurs ont démontré le résultat suivant :

Pour f et g deux fonctions dérivables sur [a; b], p une fonction intégrable et positive sur [a; b],

véri�ant f 0 2 L�([a; b]) et g0 2 L�([a; b]) tels que � > 1; � > 1;  > 1 avec 1
�
+ 1
�0 = 1;

1
�
+ 1
�0 =

1; 1

+ 1

0 = 1; alors 8 t 2 [a; b] ; on a :

jT (f; g; p)j � 1

2

 Z b

a

Z b

a

p(x)p(y) jx� yj
1
�0+

1
�0

����Z x

y

jf 0(t)j� dt
���� � dxdy

! 1


�

0@Z b

a

Z b

a

p(x)p(y) jx� yj
1
�0+

1
�0

����Z x

y

jg0(t)j� dt
���� 

0
�

dxdy

1A 1
0

� 1

2
jjf 0jj�jjg0jj�

�Z b

a

Z b

a

p(x)p(y) jx� yj
1
�0+

1
�0 dxdy

�
: (2.3.1)

Le but de ce chapitre est de généraliser le résultat précédent sur [0; b] en utilisant l�intégrale

fractionnaire au sens de Riemann-Liouville.

2.3.1 Résultat 1

On commence par le théorème suivant :

Théorème 2.3.1 [5] Soient f et g deux fonctions dérivables sur [0; b] et soit p une fonction

positive et intégrable sur [0; b] : Si f 0 2 L�([0; b]) et g0 2 L�([0; b]) tels que � > 1; � > 1;  > 1

avec 1
�
+ 1

�0 = 1;
1
�
+ 1

�0 = 1;
1

+ 1

0 = 1; alors 8 t 2 [0; b] ; � > 0; on a l�inégalité suivante :

2
��J�p(t)J�pfg(t)� J�pf(t)J�pg(t)��

�
�
jjf 0jj�
�(�)

Z t

0

Z t

0

(t� x)��1(t� y)��1p(x)p(y) jx� yj
1
�0+

1
�0 dxdy

� 1


�
 
jjg0jj0

�

�(�)

Z t

0

Z t

0

(t� x)��1(t� y)��1p(x)p(y) jx� yj
1
�0+

1
�0 dxdy

! 1
0

� jjf 0jj�jjg0jj�
�2(�)

�Z t

0

Z t

0

(t� x)��1(t� y)��1jx� yj
1
�0+

1
�0 p(x)p(y)dxdy

�
:
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Preuve.

On prend f et g deux fonctions satisfaisant les conditions du théorème 2.3.1 et p une fonction

positive et intégrable sur [0; b] :

On dé�nit

H(x; y) := (f(x)� f(y))(g(x)� g(y)); x; y 2 (0; t) ; t 2 [0; b] : (2.3.2)

On développe (2.3.2), on obtient :

H(x; y) = f(x)g(x) + f(y)g(y)� f(y)g(x)� f(x)g(y): (2.3.3)

On multiplie (2.3.3) par
(t� x)��1
�(�)

p(x), x 2 (0; t) ; puis on intègre par rapport à x sur (0; t) ;

on obtient :

1

�(�)

Z t

0

(t� x)��1p(x)H(x; y)dx

=
1

�(�)

�Z t

0

(t� x)��1p(x)f(x)g(x)dx+ f(y)g(y)
Z t

0

(t� x)��1p(x)dx (2.3.4)

�f(y)
Z t

0

(t� x)��1p(x)g(x)dx� g(y)
Z t

0

(t� x)��1p(x)f(x)dx
�
:

l�intégration de (2.3.4) donne :

1

�(�)

Z t

0

(t� x)��1p(x)H(x; y)dx (2.3.5)

= J�pfg(t) + f(y)g(y)J�p(t)� f(y)J�pg(t)� g(y)J�pf(t):

On multiplie (2.3.5) par
(t� y)��1
�(�)

p(y), y 2 (0; t) ; puis on intègre par rapport à y sur (0; t) ;

on obtient :

1

�2(�)

Z t

0

Z t

0

(t� x)��1(t� y)��1p(x)p(y)H(x; y)dxdy

= J�pfg(t)

�
1

�(�)

Z t

0

(t� y)��1p(y)dy
�
+ J�p(t)

�
1

�(�)

Z t

0

(t� y)��1p(y)f(y)g(y)dy
�

�J�pg(t)
�

1

�(�)

Z t

0

(t� y)��1p(y)f(y)dy
�
� J�pf(t)

�
1

�(�)

Z t

0

(t� y)��1p(y)g(y)dy
�
:
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L�intégration de cette dernière égalité donne :

1

�2(�)

Z t

0

Z t

0

(t� x)��1(t� y)��1p(x)p(y)H(x; y)dxdy

= J�p(t)J�pfg(t) + J�pfg(t)J�p(t)� J�pf(t)J�pg(t)� J�pg(t)J�pf(t):

D�où,

2
�
J�p(t)J�pfg(t)� J�pf(t)J�pg(t)

�
(2.3.6)

=
1

�2(�)

Z t

0

Z t

0

(t� x)��1(t� y)��1p(x)p(y)H(x; y)dxdy.

D�autre part, on peut écrire

H(x; y) =

Z y

x

Z y

x

f 0(�)g0(�)d�d�: (2.3.7)

En utilisant l�inégalité de Hölder avec 1
�
+ 1

�0 = 1, on obtient :����Z y

x

f 0(�)d�

���� � jx� yj 1�0 ����Z y

x

jf 0(�)j�d�
���� 1� ,

de même, en utilisant l�inégalité de Hölder avec 1
�
+ 1

�0 = 1, on trouve :����Z y

x

g0(�)d�

���� � jx� yj 1�0 ����Z y

x

jg0(�)j�d�
���� 1� :

Donc, (2.3.7) devient :

jH(x; y)j � jx� yj
1
�0+

1
�0

����Z y

x

jf 0(�)j�d�
���� 1� ����Z y

x

jg0(�)j�d�
���� 1� :

Et alors, on peut estimer (2.3.6) comme suit :

2jJ�p(t)J�pfg(t)� J�pf(t)J�pg(t)j

� 1

�2(�)

Z t

0

Z t

0

(t� x)��1(t� y)��1p(x)p(y)jx� yj
1
�0+

1
�0

����Z y

x

jf 0(�)j�d�
���� 1� ����Z y

x

jg0(�)j�d�
���� 1� dxdy:

En appliquant encore l�inégalité de Hölder avec poids pour double intégrale ; 1

+ 1

0 = 1; on

obtient :

2jJ�p(t)J�pfg(t)� J�pf(t)J�pg(t)j

� 1

�2(�)

 Z t

0

Z t

0

(t� x)��1(t� y)��1p(x)p(y) jx� yj
1
�0+

1
�0

����Z y

x

jf 0(�)j�d�
���� � dxdy

! 1


�

0@Z t

0

Z t

0

(t� x)��1(t� y)��1p(x)p(y) jx� yj
1
�0+

1
�0

����Z y

x

jg0(�)j�d�
���� 

0
�

dxdy

1A 1
0

:
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Et en utilisant les propriétées suivantes :����Z y

x

jf 0(�)j�d�
���� � jjf 0jj�� ; ����Z y

x

jg0(�)j�d�
���� � jjg0jj�� ;

on aura :

2jJ�p(t)J�pfg(t)� J�pf(t)J�pg(t)j

�
�
jjf 0jj�
�(�)

Z t

0

Z t

0

(t� x)��1(t� y)��1p(x)p(y) jx� yj
1
�0+

1
�0 dxdy

� 1


�
 
jjg0jj0

�

�0(�)

Z t

0

Z t

0

(t� x)��1(t� y)��1p(x)p(y) jx� yj
1
�0+

1
�0 dxdy

! 1
0

� jjf 0jj�jjg0jj�
�2(�)

�Z t

0

Z t

0

(t� x)��1(t� y)��1p(x)p(y) jx� yj
1
�0+

1
�0 dxdy

� 1

+ 1
0

:

Comme 1

+ 1

0 = 1; on déduit :

2jJ�p(t)J�pfg(t)� J�pf(t)J�pg(t)j

� jjf 0jj�jjg0jj�
�2(�)

Z t

0

Z t

0

(t� x)��1(t� y)��1jx� yj
1
�0+

1
�0 p(x)p(y)dxdy:

D�où le résultat.

Remarque 2.3.1 Prenons � = 1 dans le Théorème 2.3.1, on obtient l�inégalité (2.3.1) sur

[0; t]:

2.3.2 Résultat 2

D�abord, on présente le nouveau résultat suivant :

Théorème 2.3.2 [5] Soient f et g deux fonctions dérivables sur [a; b] et soient p; q deux

fonctions positives et intégrables sur [a; b]. Si f 0 2 L�([a; b]) et g0 2 L�([a; b]);� > 1; � >

1;  > 1 avec : 1
�
+ 1

�0 = 1;
1
�
+ 1

�0 = 1 et
1

+ 1

0 = 1; alors on a :��� ~T (f; g; p; q)��� �
 Z b

a

Z b

a

p(x)q(y) jx� yj
1
�0+

1
�0

����Z y

x

jf 0(�)j� d�
���� � dxdy

! 1


�

0@Z b

a

Z b

a

p(x)q(y) jx� yj
1
�0+

1
�0

����Z y

x

jg0(�)j� d�
���� 

0
�

dxdy

1A 1
0

� jjf 0jj�jjg0jj�
�Z b

a

Z b

a

p(x)q(y) jx� yj
1
�0+

1
�0 dxdy

�
: (2.3.8)
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Preuve.

On a : ��� ~T (f; g; p; q)��� � Z b

a

Z b

a

p(x)q(y) j(f(x)� f(y))(g(x)� g(y))j dxdy: (2.3.9)

Gràce à l�inégalité de Hölder, on aura :

j(f(x)� f(y))(g(x)� g(y))j

� jx� yj
1
�0+

1
�0

����Z y

x

jf 0(�)j� d�
���� 1� ����Z y

x

jg0(�)j� d�
���� 1� :

Donc, (2.3.9) devient : ��� ~T (f; g; p; q)���
�

Z b

a

Z b

a

p(x)q(y) jx� yj
1
�0+

1
�0

����Z y

x

jf 0(�)j� d�
���� 1� ����Z y

x

jg0(�)j� d�
���� 1� dxdy:

En utilisant l�inégalité de Hölder avec poids pour les intégrales doubles, on obtient :

��� ~T (f; g; p; q)��� �
 Z b

a

Z b

a

p(x)q(y) jx� yj
1
�0+

1
�0

����Z y

x

jf 0(�)j� d�
���� � dxdy

! 1


�

0@Z b

a

Z b

a

p(x)q(y) jx� yj
1
�0+

1
�0

����Z y

x

jg0(�)j� d�
���� 

0
�

dxdy

1A 1
0

:

Par conséquent,��� ~T (f; g; p; q)��� � jjf 0jj�jjg0jj� �Z b

a

Z b

a

p(x)q(y) jx� yj
1
�0+

1
�0 dxdy

�
:

On va proposer une généralisation du théorème précédent dans le cadre fractionnaire.

Théorème 2.3.3 [5] Soient f et g deux fonctions dérivables sur [0; b] et soient p; q deux

fonctions positives et intégrables sur [0; b]. Si f 0 2 L�([0; b]) et g0 2 L�([0; b]); � > 1; � > 1;

 > 1 avec : 1
�
+ 1

�0 = 1;
1
�
+ 1

�0 = 1 et
1

+ 1

0 = 1; alors 8t 2 [0; b] ; � > 0; on a :��J�q(t)J�pfg(t) + J�p(t)J�qfg(t)� J�pf(t)J�qg(t)� J�qf(t)J�pg(t)��
� jjf 0jj�jjg0jj�

�2(�)

Z t

0

Z t

0

(t� x)��1(t� y)��1jx� yj
1
�0+

1
�0 p(x)q(y)dxdy:
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Preuve.

On multiplie (2.3.5) par
(t� y)��1

� (�)
q (y), y 2 (0; t) ; puis on intègre par rapport à y sur (0; t) ;

t 2 [0; b] ; on obtient :

J�q(t)J�pfg(t) + J�p(t)J�qfg(t)� J�pf(t)J�qg(t)� J�qf(t)J�pg(t)

=
1

�2(�)

Z t

0

Z t

0

(t� x)��1(t� y)��1p(x)q(y)H(x; y)dxdy:

Par conséquent,

��J�q(t)J�pfg(t) + J�p(t)J�qfg(t)� J�pf(t)J�qg(t)� J�qf(t)J�pg(t)��
� 1

�2(�)

Z t

0

Z t

0

(t� x)��1(t� y)��1p(x)q(y) jx� yj
1
�0+

1
�0

����Z y

x

jf 0(�)j�d�
���� 1� ����Z y

x

jg0(�)j�d�
���� 1� dxdy:

En utilisant les mêmes arguments utilisés dans la démonstration du théorème 2.3.1, on obtient

le résultat souhaité.

Remarque 2.3.2 Si on prend � = 1 dans le Théorème 2.3.3, on obtient l�inégalité (2.3.8)

sur [0; t]:



Chapitre 3

Inégalité de Chebyshev Sans
Condition de Synchronicité

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on démontre aussi des résultats fractionnaires originaux sur l�inégalité de

P.L. Chebychev, mais sans la condition de la synchronicité des fonctions données.

On rappelle d�abord quelques résultats démontrés dans [15] .

3.2 Résultats Classiques de Non Synchronicité

Lemme 3.2.1 Soient f et g deux fonctions appartiennent à l�espace L1([a; b]): Alors 8 x 2

]a; b] ; on a :

1

x� a

Z x

a

f(t)g(t)dt =

�
1

x� a

Z x

a

f(s)ds

��
1

x� a

Z x

a

g(s)ds

�
+

1

(x� a)

Z x

a

��
f(t)� 1

t� a

Z t

a

f(s)ds

��
g(t)� 1

t� a

Z t

a

g(s)ds

��
dt:

Théorème 3.2.1 Soient f et g deux fonctions appartiennent à l�éspace L1([a; b]); et suppo-

sons que pour x 2]a; b]; l�inégalité�
f(x)� 1

x� a

Z x

a

f(s)ds

��
g(x)� 1

x� a

Z x

a

g(s)ds

�
� 0

est satisfaite.
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Alors, on a :

1

b� a

Z b

a

f(x)g(x)dx

�
�

1

b� a

Z b

a

f(x)dx

��
1

b� a

Z b

a

g(x)dx

�
:

3.3 Résultats Fractionnaires

On démontre le lemme auxiliaire :

Lemme 3.3.1 [6] Soient f et g deux fonctions appartiennent à l�espace L1([a; b]): Alors 8

x 2 ]a; b] ; � � 1; on a :

1

x� aJ
�
a f(x)g(x) =

�
1

x� a

Z x

a

f(s)ds

��
1

x� aJ
�
a g(x)

�
+

1

(x� a) �(�)

Z x

a

��
f(t)� 1

t� a

Z t

a

f(s)ds

��
(x� t)��1g(t)� 1

t� a

Z t

a

(x� s)��1g(s)ds
��
dt:

Preuve.

Soient f et g 2 L1([a; b]); x 2 ]a; b] ; � � 1:

Une intégration par partie de
R x
a
(x� t)��1f(t)g(t)dt nous donne :Z x

a

(x� t)��1f(t)g(t)dt

=

�
f(t)

Z t

a

(x� s)��1g(s)ds
�t=x
t=a

�
Z x

a

�
f 0(t)

Z t

a

(x� s)��1g(s)ds
�
dt

= f(x)

Z x

a

�
(x� s)��1g(s)ds�

Z x

a

((t� a)f 0(t))
�

1

t� a

Z t

a

(x� s)��1g(s)ds
��

dt:

On prend

u(t) =
1

t� a

Z t

a

(x� s)��1g(s)ds; u(t)0 = �1
(t� a)2

Z t

a

(x� s)��1g(s)ds+ (x� t)
��1

(t� a) g(t)

et

v0(t) = (t� a)f 0(t); v(t) =
Z t

a

(s� a)f 0(s)ds = (t� a)f(t)�
Z t

a

f(s)ds:
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Alors, on a Z x

a

f(t)(x� t)��1g(t)dt = f(x)
Z x

a

(x� s)��1g(s)ds

�
��

1

t� a

Z t

a

(x� s)��1g(s)ds
��

(t� a)f(t)�
Z t

a

f(s)ds

��t=x
t=a

�
Z x

a

��
1

(t� a)2
Z t

a

(x� s)��1g(s)ds
��

(t� a)f(t)�
Z t

a

f(s)ds

��
dt

+

Z x

a

��
(x� t)��1
(t� a) g(t)

��
(t� a)f(t)�

Z t

a

f(s)ds

��
dt:

D�où, Z x

a

f(t)(x� t)��1g(t)dt = 1

x� a

�Z x

a

f(s)ds

��Z x

a

(x� s)��1g(s)ds
�

�
Z x

a

1

(t� a)2
�Z t

a

(x� s)��1g(s)ds
��

(t� a)f(t)�
Z t

a

f(s)ds

�
dt

+

Z x

a

�
1

t� a(x� t)
��1g(t)

��
(t� a)f(t)�

Z t

a

f(s)ds

�
dt:

Donc, Z x

a

f(t)(x� t)��1g(t)dt = 1

x� a

�Z x

a

f(s)ds

��Z x

a

(x� s)��1g(s)ds
�

�
Z x

a

�
1

(t� a)

�Z t

a

(x� s)��1g(s)ds
�

1

(t� a)

�
(t� a)f(t)�

Z t

a

f(s)ds

��
dt

+

Z x

a

��
1

t� a(x� t)
��1g(t)

��
(t� a)f(t)�

Z t

a

f(s)ds

��
dt:

Cela est équivalent àZ x

a

f(t)(x� t)��1g(t)dt = 1

x� a

�Z x

a

f(s)ds

��Z x

a

(x� s)��1g(s)ds
�

�
Z x

a

�
1

(t� a)

�Z t

a

(x� s)��1g(s)ds
��

f(t)� 1

(t� a)

Z t

a

f(s)ds

��
dt

+

Z x

a

�
(x� t)��1g(t)

�
f(t)� 1

t� a

Z t

a

f(s)ds

��
dt:

=
1

x� a

�Z x

a

f(s)ds

��Z x

a

(x� s)��1g(s)ds
�

+

Z x

a

��
f(t)� 1

t� a

Z t

a

f(s)ds

��
(x� t)��1g(t)� 1

t� a

Z t

a

(x� s)��1g(s)ds
��
dt:
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Donc,

J�a f(x)g(x) =
1

x� a

�Z x

a

f(s)ds

�
J�a g(x)

+
1

�(�)

Z x

a

��
f(t)� 1

t� a

Z t

a

f(s)ds

��
(x� t)��1g(t)� 1

t� a

Z t

a

(x� s)��1g(s)ds
��
dt:

D�où, le résultat.

Une conséquence immédiate du lemme précédent est le résultat suivant :

Théorème 3.3.1 [6] Soient f et g deux fonctions appartiennent à l�éspace L1([a; b]); et

supposons que pour tout � � 1 et t; x 2]a; b]; t � x � b; l�inégalité�
f(t)� 1

t� a

Z t

a

f(s)ds

��
(x� t)��1g(t)� 1

t� a

Z t

a

(x� s)��1g(s)ds
�
� 0

est satisfaite.

Alors, on a :

1

x� aJ
�
a f(x)g(x)

�
�

1

x� a

Z x

a

f(s)ds

��
1

x� aJ
�
a g(x)

�
:

Remarque 3.3.1 Si on prend � = 1; x = b dans le théorèmé 3.3.1, on obtient le théorème

3.2.1 cité au début du chapitre.



Chapitre 4

Inégalités de Type Hardy

4.1 Introduction

Une autre inégalité trés connue dans la théorie des intégrales est l�inégalité de Hardy.

En 1920, G. Hardy [11] a présenté sa fameuse inégalité comme suit :Z 1

0

x�p
�Z x

a

f(t)dt

�p
dx �

�
p

p� 1

�p Z 1

0

fp(x)dx;

tels que p > 1; x > 0; et f une fonction integrable et positive sur [0;1[.

Au cours de ces dernières décennies, l�inégalité de Hardy a été développée et appliquée dans

plusieurs domaines mathématiques notamment l�analyse et ses applications [2] .

Dans ce chapitre, on rappelle quelques résultats classiques reliés a cette inégalité. Puis on

démontre des résultats plus généraux en utilisant la théorie fractionnaire.

4.2 Quelques Extensions

4.2.1 Inégalité de N. Levinson

En 1964, N. Levinson [13] a établie le résultat suivant :

Théorème 4.2.1 Soit f une fonction positive sur [a; b] � [0;1[ tel que p > 1, et

F (x) =

Z x

a

f(t)dt; pour tout x 2 [a; b] :

Alors, on a : Z b

a

�
F (x)

x

�p
dx �

�
p

p� 1

�p Z b

a

fp(t)dt: (4.2.1)
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4.2.2 Inégalité de W.T. Sulaiman

En 2012, W.T. Sulaiman [18] a prouvé le résultat suivant :

Théorème 4.2.2 Soient f une fonction positive sur [a; b] � [0;1[ et F la fonction dé�nit

par l�intégrale :

F (x) =

Z x

a

f(t)dt; pour tout x 2 [a; b] :

Alors 8p > 1; on a :

p

Z b

a

�
F (x)

x

�p
dx � (b� a)p

Z b

a

�
f(x)

x

�p
dx�

Z b

a

�
1� a

x

�p
fp(x)dx: (4.2.2)

4.2.3 Inégalité de B. Sroysang

En 2013, B. Sroysang [16] a donné une généralisation de l�inégalité précédente comme suit :

Théorème 4.2.3 Soient f une fonction positive sur [a; b] � [0;1[ et F la fonction dé�nit

par l�intégrale :

F (x) =

Z x

a

f(t)dt; pour tout x 2 [a; b] :

Alors 8p > 1 et q > 0 , on a :

p

Z b

a

F p(x)

xq
dx � (b� a)p

Z b

a

fp(x)

xq
dx�

Z b

a

(x� a)p

xq
fp(x)dx: (4.2.3)

4.3 Théorèmes

Dans cette section, on rappelle des théorèmes démontrés dans [17] .

Théorème 4.3.1 Soient f et g deux fonctions positives sur [a; b] � [0;1[, et soit � > 0. Si

la fonction
x� a+ �
g(x)

est décroissante, alors 8 p > 1; on a :

Z b

a

�
F (x)

g(x)

�p
dx �

�
p

p� 1

�p Z b

a

�
(x� a+ �) f(x)

g(x)

�p
dx:
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Théorème 4.3.2 Soient f et g deux fonctions positives sur [a; b] � [0;1[, et soit � > 0 . Si

g est décroissante, alors

1) 8 p � 1; q > 0; on a :

p

Z b

a

F p(x)

gq(x)
dx � (b� a)p

Z b

a

fp(x)

gq(x)
dx� (x� a)p

Z b

a

fp(x)

gq(x)
dx:

2) 8 0 < p < 1; q > 0; on a :

p

Z b

a

F p(x)

gq(x)
dx � (b� a)p

Z b

a

fp(x)

gq(x)
dx� (x� a)p

Z b

a

fp(x)

gq(x)
dx:

Théorème 4.3.3 [4] Soient f; g deux fonctions dérivables sur [0;1[; p; q > 0 tels que
1
p
+ 1

q
= 1: Alors, 8� > 0; on a l�inégalité suivante

J� jfgj (t) � (J� jf jp (t))
1
p (J� jgjq (t))

1
q :

4.4 Résultats Originaux de Type Hardy

Dans cette section, on présente des nouveaux résultats fractionnaires sur les inégalités de

type Hardy.

4.4.1 Première Approche

Théorème 4.4.1 [12] Soient f et g deux fonctions positives sur [a; b] � [0;1[, et soit � > 0.

Si
x� a+ �
g(x)

est décroissante, alors 8 p > 1; � > 0; on a :

Z b

a

�
J�a f (x)

g(x)

�p
dx �

�p�1(1� 1
p
)

(�(p� 1)� p+ 1
p
)�p�1(1� 1

p
+ �)

�
h
(b� a)�(p�1)+

1
p
�p
�
J�a

h�
f(b)
g(b)
(b� a+ �)

�p
(b� a)1�

1
p

i�
�J�a

h�
f(b)
g(b)
(b� a+ �)

�p
(b� a)1+�(p�1)�p

ii
Preuve.

Soient f; g > 0; p > 1; � > 0:

On a :
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Z b

a

�
J�a f (x)

g(x)

�p
dx =

Z b

a

g�p(x)

�Z x

a

1

�(�)
(x� t)��1f(t)dt

�p
dx

=

Z b

a

g�p(x)

�Z x

a

1

�(�)
(x� t)��1f(t)(t� a)

p�1
p2 (t� a)

1�p
p2 dt

�p
dx:

Grâce a l�inégalité de Hölder avec 1
p
+ p�1

p
= 1, on obtient :Z b

a

�
J�a f (x)

g(x)

�p
dx � 1

�p(�)

Z b

a

g�p(x)

�
"Z x

a

�
(x� t)��1fp(t)(t� a)

p�1
p dt

� 1
p

�Z x

a

(x� t)��1(t� a)
�
1�p
p2

�
( p
p�1)dt

�1� 1
p

#p
dx:

Par conséquent, Z b

a

�
J�a f (x)

g(x)

�p
dx

� 1

�p(�)

Z b

a

g�p(x)

Z x

a

�
(x� t)��1fp(t)(t� a)

p�1
p dt

��Z x

a

(x� t)��1(t� a)
�1
p dt

�p�1
dx

=
1

�(�)

Z b

a

g�p(x)

Z x

a

�
(x� t)��1fp(t)(t� a)

p�1
p dt

��
J�a (x� a)

�1
p

�p�1
dx: (4.4.1)

On calcule J�a (x� a)
�1
p ;

J�a (x� a)
�1
p =

�(1� 1
p
)

�(1� 1
p
+ �)

(x� a)��
1
p :

On remplace ce dernier résultat par sa valeur dans (4.4.1 ) :

Z b

a

�
J�a f (x)

g(x)

�p
dx �

�p�1(1� 1
p
)

�(�)�p�1(1� 1
p
+ �)

�
Z b

a

g�p(x)(x� a)(��
1
p)(p�1)

Z x

a

�
(x� t)��1fp(t)(t� a)

p�1
p dt

�
dx:

Cela est équivalent à

Z b

a

�
J�a f (x)

g(x)

�p
dx �

�p�1(1� 1
p
)

�(�)�p�1(1� 1
p
+ �)

�
Z b

a

�
x� a
g(x)

�p
(x� a)�(p�1)�1�p+

1
p

Z x

a

�
(x� t)��1fp(t)(t� a)

p�1
p dt

�
dx:
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D�autre part, on aZ b

a

�
J�a f (x)

g(x)

�p
dx �

�p�1(1� 1
p
)

�(�)�p�1(1� 1
p
+ �)

�
Z b

a

�
x� a+ �
g(x)

�p
(x� a)�(p�1)�1�p+

1
p

Z x

a

�
(x� t)��1fp(t)(t� a)

p�1
p dt

�
dx:

Et comme
x� a+ �
g(x)

est décroissante, alors l�inégalité précédente devient :

Z b

a

�
J�a f (x)

g(x)

�p
dx �

�p�1(1� 1
p
)

�(�)�p�1(1� 1
p
+ �)

�
Z b

a

�
t� a+ �
g(x)

�p
(x� a)�(p�1)�1�p+

1
p

Z x

a

�
(x� t)��1fp(t)(t� a)

p�1
p dt

�
dx:

Comme a � t � x � b, on peut écrire

Z b

a

�
J�a f (x)

g(x)

�p
dx �

�p�1(1� 1
p
)

�(�)�p�1(1� 1
p
+ �)

�
�Z b

a

�
t� a+ �
g(t)

�p
(b� t)��1fp(t)(t� a)

p�1
p�Z b

t

(x� a)�(p�1)�1�p+
1
p dx

�
dt

�
:

Ce qui implique que Z b

a

�
J�a f (x)

g(x)

�p
dx

�
�
p�1
(1� 1

p
)

�p�1(�)�p�1(1� 1
p
+ �)(�(p� 1)� p+ 1

p
)

�
Z b

a

�
t� a+ �
g(t)

�p
(b� t)��1fp(t)(t� a)

p�1
p

�
�
(b� a)�(p�1)�p+

1
p � (t� a)�(p�1)�p+

1
p

�
dt:

Donc,
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Z b

a

�
J�a f (x)

g(x)

�p
dx

�
�p�1(1� 1

p
)

(�(p� 1)� p+ 1
p
)�(�)�p�1(1� 1

p
+ �)

�
�
(b� a)�(p�1)�p+

1
p
R b
a

�
t� a+ �
g(t)

�p
(b� t)��1fp(t)(t� a)

p�1
p

�
R b
a

�
t� a+ �
g(t)

�p
(b� t)��1fp(t)(t� a)�(p�1)�p+1

�
:

D�où, Z b

a

�
J�a f (x)

g(x)

�p
dx

�
�p�1(1� 1

p
)

(�(p� 1)� p+ 1
p
)�p�1(1� 1

p
+ �)

�
�
(b� a)�(p�1)�p+

1
pJ�a

��
f(b)

g(b)
(b� a+ �)

�p
(b� a)

p�1
p

�
�J�a

��
f(b)

g(b)
(b� a+ �)

�p
(b� a)1+�(p�1)�p

��
:

Remarque 4.4.1 Si on prend � = 1 dans le théorème 4.4.1, on obtient le théorème 4.3.1.

En e¤et :Z b

a

�R x
a
f(t)dt

g(x)

�
dx �

�p�1(1� 1
p
)

(1
p
� 1)�p�1(2� 1

p
)

�
�
(b� a)

1
p
�1
Z b

a

�
f(t)

g(t)
(t� a+ �)

�p
(t� a)

p�1
p dt�

Z b

a

�
f(t)

g(t)
(t� a+ �)

�p
dt

�
:

Par conséquent, Z b

a

�R x
a
f(t)dt

g(x)

�
dx

�
�p�1(1� 1

p
)

(1
p
� 1)(1� 1

p
)p�1�p�1(1� 1

p
)

�
Z b

a

�
f(t)

g(x)
(t� a+ �)

�p h
(b� a)

1
p
�1(t� a)

p�1
p � 1

i
dt:

� 1

(1� 1
p
)p

Z b

a

�
f(t)

g(t)
(t� a+ �)

�p "
1� (t� a)

p�1
p

(b� a)1�
1
p

#
:

Or
(t� a)

p�1
p

(b� a)1�
1
p

� 0 , cela implique que 1� (t� a)
p�1
p

(b� a)1�
1
p

� 1:
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Donc, Z b

a

�R x
a
f(t)dt

g(x)

�p
dx �

�
p

p� 1

�p Z b

a

�
f(t)

g(t)
(t� a+ �)

�p
dt:

Corollaire 4.4.1 Soit f une fonction positive sur [a; b] ; a > 0 et 0 < � < a; alors 8p >

1; � > 0, on a :Z b

a

�
J�a f (x)

x� a+ �

�p
dx �

�p�1(1� 1
p
)

(�(p� 1)� p+ 1
p
)�p�1(1� 1

p
+ �)

�
h
(b� a)�(p�1)+

1
p
�p J�a

�
fp(b)(b� a)1�

1
p

�
� J�a

�
f
p

(b)(b� a)1+�(p�1)�p
�i
:

Remarque 4.4.2 Si on prend � = 1 dans le corollaire 4.4.1, on obtient :Z b

a

(x� a+ �)�p
�Z x

a

f(t)dt

�p
dx

�
�

p

p� 1

�p "Z b

a

fp(t)

 
1� (t� a)1�

1
p

(b� a)1�
1
p

!
dt

#

�
�

p

p� 1

�p Z b

a

fp(t)dt:

De plus, il est clair que pour tout 0 < � < a; on a :Z b

a

�
J�a f (x)

x

�p
dx �

Z b

a

�
J�a f (x)

x� a+ �

�p
dx: (4.4.2)

Donc, l�inégalité (4.4.2) implique l�inégalité de Levinson (4.2.1).

Théorème 4.4.2 [12] Soient f et g deux fonctions positives sur sur [a; b] � [0;1[ . Si g est

croissante, alors 8� > 0; q > 0 :

1) Si p > 1; on a :Z b

a

(J�a f (x))
p

gq(x)
dx � 1

(�p� �+ 1)�p�1(�+ 1)

�
�
(b� a)�p��+1 J�a

�
fp(b)

gq(b)

�
� J�a

�
fp(b)

gq(b)
(b� a)�p��+1

��
:

2) Si 0 < p < 1; on a :Z b

a

(J�a f (x))
p

gq(x)
dx � g�q(b)

(�p� �+ 1)�p�1(�+ 1)

�
�
(�1)�p��+1
�(�)

�(�p+ 1)J�p+1b fp(a)� (b� a)�p��+1J�b fp(a)
�
:
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Preuve.

Partie 1 : Considérant f > 0 , g > 0 et p > 1; q > 0: On a pour tout � > 0 :Z b

a

(J�a f (x))
p

gq(x)
dx =

Z b

a

g�q(x)

�
1

�(�)

Z x

a

(x� t)��1f(t)dt
�p
dx:

En utilisant le théorème 4.4.1, on aura :Z b

a

(J�a f (x))
p

gq(x)
dx �

Z b

a

g�q(x)
h
(J�a f

p(x))
1
p (J�a 1)

1� 1
p

ip
dx:

Cela est équivalent à Z b

a

(J�a f (x))
p

gq(x)
dx

�
Z b

a

g�q(x)

�
1

�(�)

Z x

a

(x� t)��1fp(t)dt
��

1

�(�)

Z x

a

(x� t)��1dt
�p�1

dx:

Donc, Z b

a

(J�a f (x))
p

gq(x)
dx � 1

�(�)�p�1(�+ 1)
(4.4.3)

�
�Z b

a

g�q(x)

�Z x

a

(x� t)��1fp(t)dt
�
(x� a)�(p�1)dx

�
:

Comme g est croissante, la formule (4.4.3) devient :Z b

a

(J�a f (x))
p

gq(x)
dx � 1

�(�)�p�1(�+ 1)

�
�Z b

a

g�q(t)

�Z x

a

(x� t)��1fp(t)dt
�
(x� a)�(p�1)dx

�
;

et puisque a � t � x � b, on peut donc écrireZ b

a

(J�a f (x))
p

gq(x)
dx � 1

�(�)�p�1(�+ 1)

�
�Z b

a

g�q(t)(b� t)��1fp(t)dt
Z b

t

(x� a)�(p�1)dx
�
:

Par conséquent,Z b

a

(J�a f (x))
p

gq(x)
dx � 1

(�p� �+ 1)�(�)�p�1(�+ 1)

�
�Z b

a

g�q(t)(b� t)��1fp(t)
�
(b� a)�p��+1 � (t� a)

�p��+1
�
dt

�
:
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D�où, Z b

a

(J�a f (x))
p

gq(x)
dx � 1

(�p� �+ 1)�p�1(�+ 1)

�
�
(b� a)�p��+1 J�a

�
fp(b)

gq(b)

�
� J�a

��
fp(b)

gq(b)

�
(b� a)�p��+1

��
:

Partie 2 : Considérant f > 0 , g > 0 et 0 < p < 1; q > 0: On a pour tout � > 0 :

Z b

a

(J�a f (x))
p

gq(x)
dx =

1

�p(�)

Z b

a

g�q(x)

�
1

�(�)

Z x

a

(x� t)��1f(t)dt
�p
dx:

On utilise l�inégalité inverse de Hölder avec poids pour 1
p
+ p�1

p
= 1; on obtient :

Z b

a

(J�a f (x))
p

gq(x)
dx

� 1

�p(�)

Z b

a

g�q(x)

"�Z x

a

(x� t)��1fp(t)dt
� 1

p
�Z x

a

(x� t)��1dt
�1� 1

p

#p
dx

=
1

�(�)

Z b

a

g�q(x)

��Z x

a

(x� t)��1fp(t)dt
�
(J�a 1)

p�1
�
dx:

On en déduit que Z b

a

(J�a f (x))
p

gq(x)
dx � 1

�(�)�p�1(�+ 1)

�
Z b

a

g�q(x)(x� a)�(p�1)
�Z x

a

(x� t)��1fp(t)dt
�
dx:

Et comme g est croissante sur [a; b], on obtient :

Z b

a

(J�a f (x))
p

gq(x)
dx � 1

�(�)�p�1(�+ 1)

�
Z b

a

g�q(b)(x� a)�(p�1)
�Z x

a

(x� t)��1fp(t)dt
�
dx:

Maintenant, on change l�ordre d�intégration :Z b

a

(J�a f (x))
p

gq(x)
dx � 1

�(�)�p�1(�+ 1)
(4.4.4)Z a

b

g�q(b)(a� t)��1fp(t)
�Z t

b

(x� a)�(p�1)dx
�
dt;
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avec Z t

b

(x� a)�(p�1)dx = (t� a)�p��+1 � (b� a)�p��+1
(�p� �+ 1) :

D�où, la formule (4.4.4) devient :Z b

a

(J�a f (x))
p

gq(x)
dx � 1

�(�)�p�1(�+ 1)(�p� �+ 1)

�
Z a

b

g�q(b)(a� t)��1fp(t)
�
(t� a)�p��+1 � (b� a)�p��+1

�
dt:

Donc, Z b

a

(J�a f (x))
p

gq(x)
dx � g�q(b)

(�p� �+ 1)�(�)�p�1(�+ 1)

�
�Z a

b

(a� t)��1 ((�1) (a� t))�p��+1 fp(t)dt

�(b� a)�p��+1
Z a

b

(a� t)��1fp(t)dt
�
:

On remarque queZ a

b

(a� t)�p (�1)�p��+1 fp(t)dt =
�
(�1)�p��+1 �(�p+ 1)

�
J�p+1b fp(a)

et

(b� a)�p��+1 1

�(�)

Z a

b

(a� t)��1fp(t)dt = (b� a)�p��+1J�b fp(a):

Par conséquent, Z b

a

(J�a f (x))
p

gq(x)
dx � g�q(b)

(�p� �+ 1)�p�1(�+ 1)

�
�
(�1)�p��+1
�(�)

�(�p+ 1)J�p+1b fp(a)� (b� a)�p��+1J�b fp(a)
�
:

Passons à présenter quelques remarques relatives au théorème précédent.

Remarque 4.4.3

1) En appliquant le théorème 4.4.2 (1) pour � = 1, on obtient le résultat de la première

partie du théorème 4.3.2.

2) Si on prend � = 1; g(x) = x dans le théorème 4.4.2 (1), on obtient l�inégalité de B.

Sroysang (4.2.3) de [16] .

3) Si on prend � = 1; g(x) = x; p = q dans théorème 4.4.2 (1), on obtient l�inégalité de

W.T. Sulaiman (4.2.2) de [18] .
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4.4.2 Deuxième Approche

D�autres généralisations de l�inégalité de Hardy sont présentées dans les résultats suivants :

Théorème 4.4.3 Soient f et g deux fonctions positives sur [a; b] � [0;1[, et soit � > 0. Si
x� a+ �
g(x)

est décroissante, alors 8 p > 1; � > 0; on a :

J�a

�
F (b)

g(b)

�p
�
�

p

p� 1

�p
J�a (b� a+ �)

p

�
f(b)

g(b)

�p
;

avec

F (x) =

Z x

a

f(t)dt , x 2 [a; b] :

Preuve.

On a :

J�a

�
F (b)

g(b)

�p
=

1

�(�)

Z b

a

(b� x)��1
�
F (x)

g(x)

�p
dx

=
1

�(�)

Z b

a

g�p(x)(b� x)��1
�Z x

a

f(t)dt

�p
dx:

Cela est équivalent à

J�a

�
F (b)

g(b)

�p
=

1

�(�)

Z b

a

g�p(x)(b� x)��1
�Z x

a

f(t)(t� a)
p�1
p2 (t� a)

1�p
p2 dt

�p
dx:

En appliquant l�inégalité de Hölder, on trouve :

1

�(�)

Z b

a

(b� x)��1
�
F (x)

g(x)

�p
dx (4.4.5)

� 1

�(�)

Z b

a

g�p(x)(b� x)��1
 �Z x

a

f(t)p(t� a)
p�1
p dt

� 1
p
�Z x

a

(t� a)
�1
p dt

�1� 1
p

!p
dx

=
1

�(�)

Z b

a

g�p(x)(b� x)��1
 �Z x

a

f(t)p(t� a)
p�1
p dt

��Z x

a

(t� a)
�1
p dt

�p�1!
dx:

D�autre part, on a : �Z x

a

(t� a)
�1
p dt

�p�1
=
(x� a)(1�

1
p
)(p�1)�

1� 1
p

�p�1 :
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D�où, l�inégalité (4.4.5) devient :

1

�(�)

Z b

a

(b� x)��1
�
F (x)

g(x)

�p
dx

� 1

�(�)
�
1� 1

p

�p�1 Z b

a

g�p(x)(b� x)��1(x� a)(1�
1
p
)(p�1)

�Z x

a

f(t)p(t� a)
p�1
p dt

�
dx:

=
1

�(�)
�
1� 1

p

�p�1 Z b

a

�
(x� a)
g(x)

�p
(b� x)��1(x� a)

1
p
�2
�Z x

a

f(t)p(t� a)
p�1
p dt

�
dx:

Donc,

1

�(�)

Z b

a

(b� x)��1
�
F (x)

g(x)

�p
dx

� 1

�(�)
�
1� 1

p

�p�1 Z b

a

�
(x� a+ �)
g(x)

�p
(b� x)��1(x� a)

1
p
�2
�Z x

a

f(t)p(t� a)
p�1
p dt

�
dx:

Et comme
x� a+ �
g(x)

est décroissante, on obtient alors

1

�(�)

Z b

a

(b� x)��1
�
F (x)

g(x)

�p
dx

� 1

�(�)
�
1� 1

p

�p�1 Z b

a

�
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�p
(b� t)��1(x� a)

1
p
�2
�Z x

a

f(t)p(t� a)
p�1
p dt

�
dx:

Puisque a � t � x � b , on peut donc écrire
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�(�)
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a

(b� x)��1
�
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�p
dx
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�(�)
�
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p
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a

�
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p

�Z b

t

(x� a)
1
p
�2dx

�
dt:

Ce qui implique que
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a
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"
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1
p
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1
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#
dt:
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Mais, comme 1� (t� a)1�
1
p

(b� a)1�
1
p

� 1; donc on va avoir :
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�(�)

Z b

a

(b� x)��1
�
F (x)

g(x)

�p
dx

� 1

�(�)

�
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p� 1

�p Z b
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(b� t)��1
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g(t)

�p
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Et alors

J�a

�
F (b)

g(b)

�p
�
�

p

p� 1

�p
J�a (b� a+ �)

p

�
f(b)

g(b)

�p
:

Corollaire 4.4.2 Soit f une fonction positive sur [a; b] ; a > 0 et 0 < � < a: Alors 8 p >

1; � > 0, on a :

J�a

�
F (b)

b� a+ �

�p
�
�

p

p� 1

�p
J�a f

p(b);

avec

F (x) =

Z x

a

f(t)dt , x 2 [a; b] :

Remarque 4.4.3 Si 0 < � < a; on obtient

J�a

�
F (b)

b

�p
� J�a

�
F (b)

b� a+ �

�p
�
�

p

p� 1

�p
J�a f

p(b):

Prenons � = 1; on aboutit à l�inégalité de N. Levinson :Z b

a

�
F (x)

x

�p
dx �

�
p

p� 1

�p Z b

b

fp(x)dx:

Théorème 4.4.4 Soient � � 0, f > 0 et g > 0 sur [a; b] � [0;1[ sachant que g est

croissante. Alors pour p > 1; � > 0; on a

pJ�a

�
F p(b)

g(b)q

�
� (b� a)pJ�a

�
fp(b)

g(b)q

�
� J�a

�
(b� a)pf
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g(b)q

�
;

avec

F (x) =

Z x

a

f(t)dt , x 2 [a; b] :
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Preuve.

En utilisant l�inégalité de Hölder, on obtient :
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C�est-à-dire
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Et comme g est croissante, on déduit que

1

�(�)

Z b

a

(b� x)��1
�
F p(x)

gq(x)

�
dx

� 1

�(�)

Z b

a

g�q(t)(b� x)��1(x� a)p�1
�Z x

a

fp(t)dt

�
dx:

D�où,
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Donc,
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Remarque 4.4.5

1) En appliquant le théorème 4.4.4 (1) pour � = 1, on obtient le résultat de la première

partie du théorème 4.3.2 de [13]

2) Si on prend � = 1; g(x) = x dans le théorème 4.4.4 (1), on obtient l�inégalité de B.

Sroysang (4.2.3) de [15] .

3) Si on prend � = 1; g(x) = x; p = q dans théorème 4.4.4 (1), on obtient l�inégalité de

W.T. Sulaiman (4.2.2) de [17] .

4.4.3 Exemple d�application

On prend la fonction croissante g(x) = �1
x
; x 2 [0; b] et f la fonction de densité de la loi

uniforme telle que

f(x) =

�
1
b�a ; x 2 [a; b]
0; sinon

;

où sa fonction de répartition F est donnée par :

F (x) =

Z x

�1
f(t)dt =

8<:
0; x < a
x�a
b�a ; a � x � b
1; x > b

:

Alors pour p = 2; q = 1; on a :
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D�autre part,
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De plus,
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D�après le théorème 4.4.4, on obtient :
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b1+� � b��1
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;

c�est à dire
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CONCLUSION

Dans ce mémoire de Master, on a présenté des résultats fractionnaires sur les inégalités

suivantes :

� Chebyshev : dont on a étudié le cas où les fonctions données sont synchrones puis non

forcement synchrones.

� G. Hardy ; N. Livenson, W.T. Sulaimann et B. Sroysang.

Les théorèmes qu�on a démontrés sont soit publiés en 2016, soit soumis pour publication dans

des Revues Internaionales de Mathematiques.

Comme perspective ou problème ouvert, on propose d�améliorer la condition de non synchro-

nicité des fonctions, dans le cas de Chebyshev, à deux variables. Voilà un problème ouvert à

s�y intéresser.
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