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Résumé

Dans ce mémoire, on s’est intéressé a la théorie de Caputo sur les dérivées fractionnaires.
On a présenté quelques définitions et propriétés permettant d’abordé le chapitre clé de notre
mémoire.

Par la suite, on a présenté les conditions suffisantes, pour lesquelles notre probléeme admet au
moins une solution. Puis, on a assuré 'existence des solutions extrémales (Maximales et Minimales) .
Ce mémoire est finalisé par un exemple qui illustre le cas théorique.

Mots clés :

Equation Différentielle Fonctionnelle Perturbée, Intégrale Fractionnaire, Dérivée Fraction-

naire, Dérivée de Caputo, Point Fixe, Solution, Solution Extrémale (Maximale et Minimale).
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INTRODUCTION

Quand on introduit la notion de la dérivée, on se rend vite compte qu’on peut appliquer le
concept de la dérivée a la fonction dérivée elle-méme et de méme introduire la dérivée
seconde, puis les dérivées successives d’ordre entier.On peut aussi se demander si, ces

dérivées d’ordre successifs ont un équivalent d’ordre fractionnaire.

La théorie de la dérivation fractionnaire est un sujet présque ancien que le calcul classique

tel que nous le connaissons aujourd’hui. Les origines du calcul fractionnaire remontaient a

la fin du 17¢™¢ siécle, partant de quelques spéculations de Leibniz concernant la question de

d7L f

I’ Hopital, posée en 1695 , sur la signification de

si, n = % Des nombreux mathématiciens

ont contribué au développement de cette théorie (Laplace, Fourier, liouville...ect ) .

Les équations différentielles sont devenues importantes, ces derniéres années dans différentes
branches mathématiques appliquées telles que les phénoménes physiques, la technologie,
I’éléctronique, 1’énergie et la biologie...etc. Elles ont recemment rélévé étre des outils

précieux dans la modilisation de nombreux phénomeénes.

En effet, nous pouvons trouver de nombreuses applications dans viscoélasticité, élétrochimie,
controle, et élétromagnétique...etc.

Ce mémoire consiste & étudier I'existence des solutions pour les équations différentielles fonc-
tionnelles perturbées d’ordre fractionnaire. Notre approche est basée sur la théorie du point
fixe.

Ce mémoire se compose d’une introduction, de trois chapitres et d’une conclusion.

Le Premier Chapitre comporte quelques notions de base ainsi que toutes les notions et
définitions qui nous serons utiles. nous introduisons le calcul fractionnaire et nous insisterons
sur les définitions et les propriétés des intégrales et des dérivées fractionnaires et nous citons
quelques théorémes du point fixe et le théoreme d’Ascoli-Arzéla, ils permettent de prouver
I’existence des solutions de notre probleme.

Le Deuxiéme Chapitre est consacré a l’existence des solutions pour le probléme :



{ CDay(t):f(tayt)+g(t7yt)7VtE J = [Oab]70<a‘< 17
y(t)=o(t),t c[-r0].

Ou “D® est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, f,g : J x C([-r,0],R) — R sont

des fonctions données et ¢ € C'([—r,0],R).
Le Troisiéme Chapitre est consacré a l’existence des solutions maximales et minimales

pour notre probléme et on termine avec un exemple qui illustre le cas théorique.




Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on introduit les notions de base, les définitions et les préliminaires qui
seront utilisées dans la suite de ce mémoire.
Considérons C'(J,R) l'espace de Banach de toute fonction continue de J a valeurs dans R

avec la norme
Yl := sup{ly(t)] : t € J}.

Ainsi, C([—r,0],R) est normé par ||.||, qui est définie par
9]l := sup{[¢(0)] : —r < 0 < 0}

1.2 Notations et définitions

Définition

Soit (z,,), une suite d’éléments d'un espace normé (E, ||.||;) .On dit que (z,), est une suite
de cauchy si,

Ve > 0,3N.,Vp,q > N, ||z, — 24|, < e.
Définition

Un espace vectoriel normé (E, ||.|| ;) est dit complet si, toute suite de cauchy (x,),, d’éléments

de E, est une suite convergente dans FE.
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Définition

Tout espace vectoriel complet normé est appelé espace de Banach.
Exemple ( C([a,b],R),|.||,,) est un espace de Banach.
Définition

L([a, b],R) est I'espace des fonctions f : [a,b] — R, intégrables au sens de Lebesgue. Cet

espace est normé par

Il = [ 17 @l
Définition
On dit qu'un opérateur T' € L(E, F') est continu, si et seulement si,
dc > 0 telle que ||Tz||p < c||z| 5, pour tout z € E.
Définition

Soient F et F' deux espaces vectoriels normés. Un opérateur 7' € L(E, F') est un opérateur

compact si T(Bg) est un compact de F, oit By est la boule unité fermée de E.

Exemple L’opérateur f — I(f) défini par I(f)(t) = f(f f(s)ds sur L*([0, 1], C) est compact.
Définition

Une fonction f : R — R est dite localement intégrable si, sa restriction a tout segment [a, b]
est intégrable, c’est-a-dire si, 'intégrale fab |f(t)|dt converge pour tout couple de réels (a,b)
avec a < b.

Exemple Toute fonction continue est localement intégrable.

Définition

L’opérateur T est dit complétement continu, s’il est continu et compact.
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Définition

Soient E et F' deux espaces de Banach, 'opérateur T : E — F' est complétement continu,

s’il transforme tout compact de E & une partie relativement compacte dans F.
Définition
f: X — X est dite contractante si,

W<k <lveyeX:|f(x)=fWlx <kllz—ylx-
Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle [a, b] & valeur dans R, on dit que la fonction f
est équicontinue si,

Ve > 0,¥6 > 0,Vz,y € [a, ],

|f(x) = f(y)| <e, dés que [z —y| <4
Exemple Soient k > 0, F' ’ensemble des fonctions différentiables, f : [a,b] — R telle que
‘f(t)‘ < kYt € [a,b].

est équicontinue.
En effet, pour f € F par le théoréme des accroissements finis, pour tout to,t € [a,b] , il existe

c € |to, t], tel que

() = flto)| = | f@)] 1t = tol = 17(8) = Flto)] < Rt —ta.

Fixons ty € [a, b], soit n = 7. Alors,
vt € [a,b) [t = to] <n = () = F(to)] < kIt —to] <k =k = <.

Donc,

Vi € [ava ’f(t) - f(t())’ é g, dés que ‘t—to‘ < 7.
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Théoréme d’Ascoli-Arzéla

Soit X espace compact et C'(X) l'espace de Banach des fonctions continues sur X a valeurs
complexes, munis de la norme du sup. Alors, un sous-ensemble H de C'(X) est relativement

compact si et seulement si,
1. H est équicontinu.

2. H est borné dans C(X).
Remarque

On peut remplacer la condition (2) par la condition

Vo € X,3M, > 0,Yf € H,|f(z)| < M,.

1.3 Le calcul fractionnaire

1.3.1 Intégrales fractionnaires

Quelques fonctions spéciales du calcul fractionnaire

Fonction Gamma

Définition La fonction Gamma d’Fuler est définie par

—+00

['(x) = / exp (—t)t*"1dt, = > 0.
0

Propriétés Pour tout z € R\ {0,—1,—2,..} et n € N, on a
L. T(z+1) =2l (x).
2. T'(n+1)=nl

3.T(1)= VA

Démonstration

1. Par une intégration par partie.
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2. Il suffit de remarquer queI' (z +1) =z (x — 1) (x — 2) ... (x — x + 1) si, on prend z = n,
on obtient le résultat.

1

3. Onal(3)=["exp( )t idt = [ %dt.

Considérons f () = 5\/1? )" , &~ N (u,0), 0u [, f(x)de=1.
En faisant le changement de variable j = v/t = du = 2‘?[ = d , on obtient

1 OO 6_“2 s
rf=)=2 pdp = 2 e Mdpu.
2 0 H 0
Comme \/%771' i e~ dx = 1, propriété de la densité de z ~~ N (0,1).
Alors, on obtient I' (1) = /7.

Exemple I'(3)=T(1+2)=32r(3)

Il
N
—
—~
N[
_|_
—_
~—
Il
N
NI
}1
—~
N|=
~—
I
N
N[
S
I
N[SY]
B

Fonction Béta
Définition On appelle fonction Beta d’Euler, la fonction définie par
1
B (x,y) = / (1 —u)? duyz > 0,y > 0.
0

Propriétés

1. B(a,b) =2 fog sin 02! cos 0%~ 1d; a, b > 0.

2 (1) =n

3. B(a,a) = 3o fog sin 260%*~'df; a > 0.
a 2

4. B(a,a) = Hz5-

Définition

Soit f : [a,b] — R, f € C([a,b]).
On appelle intégrale au sens de Reimann-Liouville d’ordre o > 0 de f et on la note 12,

I'intégrale :
t

19f(t) = ﬁ / (t— 5)° " f(s)ds

a
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Remarque

1. On peut écrire I sous la forme siuvante :

— 1 t
_F 3
0

2. Par convension, pour o = 0, on prend I0f(t) = f (z).
Exemple

On calcule l'intégrale d’ordre 3 de la fonction f (z) =z, z > 0.

xT
_1

1 1
Ona[@f(t):@/(a:—s) * sds, on pose = £ = s = zp,
0

1
1 1 !
Ig f(z) = / (¢ —zp) * wpwdp
0

!
—~
~— [~
~—

o=

D=

8
[N
—
~—~
L
—~
N Ot
~—

—~
Nt
~—

&
W

—~
Nt
~—

Définition

L’intégrale d’ordre fractionnaire de la fonction f € L' ([a,b],R) d’ordre a € RT; définie par

If(z) = L /( f<8)17ads
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Ou I' est la fonction Gamma, lorsque a = 0, nous écrivons

I9f(x) = f(z)*o,(x).

- pgfor

0

Ou

0 sinon,

al
¢a(x>:{ Ty sit>0

et ¢ — 6 quand o« — 0.

Proposition
Soit «, B > 0. Alors, pour tout f(¢) € L*([a,b]), on a
1. 1218 f(x) = I&HB f(x) "semi groupe".
2. I¢IP f(x) = IPI® f(z) " commutativiteé".
Preuve

1. Par définition, on a

“IBf(x) = —1 xx—s“’lﬁ s)ds
IS5 f(x) T( )0/( )L f(s)d
= 1 wa:—so‘lxs—ﬁl s

On remarque que a <t < s < z, on peut donc dire que

117 f (x) /f / ) (s — t)P " dtds.

En utilisant le changement de variable v = 2=, { s=t—v=0

s=rx—v=1"
on obtient,

x 1

= ; x — g)t8-1 — ) LAy
_ F(a)l“(ﬁ)/f(t)( ) /(1 Yoty L,

0 0

I f (@)
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Par conséquence,

s = o[-

_ o a+ﬁ1
N a—l—ﬁ/f dat

)
— )
— 1)

)

= IPI%f(x

1.3.2 Dérivées fractionnaires

Opérateur de dérivée n'“"¢

Définition L’opérateur de la dérivée d’ordre n; n € N* est noté par D";

D" =
Flt)= ST (),
Ou D" vérifie les propriétés suivantes :

prriy = f,
D'I"f # f si, feC™(RY).

Plus précisement,
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1.3.3 Dérivée au sens de Riemann-Liouville
Définition

Soit f € C'([a,b]) , on définit la dérivée fractionnaire d’ordre (0 < o < 1) au sens de
Riemann['} Liowvilld] par :

1 d

Daf(t) = m%/a (t—=s)""f(s)ds

= D'II7*f (t).
Définition

Soit f € C™([a,b]) , on définit la dérivée fractionnaire d’ordre (0 < n — 1 < a < n) au sens

de Riemann-Liouville par :

1 ar

Dif(t) = m%/a (t—9)""""" f(s)ds

= DI “f(t).
Propriétés
Soient «, 8 deux parameétres réels et f : [a;b] — R. Alors, on a
1. DI*f(t) = f(t),a > 0.
2. DPIf(t)=DF2f(t),a>0,8<0.
3. D"Df (1) = D" (t),a > 0,n € N.
4. I°D>f (t) £ f(1).
5. DPD>f(t) # DDA f (t).

6. DPDf (t) # DPFef(t).

!Georg Friedrich Bernhard Riemann, né le 17 septembrel826 & Hanovre, mort 1e20 juillet 1866 &
Verbania, Italie, est un mathématicien allemand. Influent sur le plan théorique, il a apporté de nombreuses
contributions importantes a I’analyse et a la géométrie différentielle.

2Joseph Liouville, né le 24 mars1809a Saint-Omer et mort le8 septembrel1882 & Paris, est un mathéma-
ticien francais. Ses travaux concernent la théorie des nombres, I'analyse complexe, la géométrie différentielle
et la topologie différentielle.
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1.3.4 Dérivée au sens de Caputo
Définition

Soit f € C™([a,b]), on définit la dérivée fractionnaire au sens de Caputd| de la fonction f

par

1

D) = porma [ =T 6 s

— I"°D"f(1).

Ici n = [a] + let [a] désigne la partie entiere de .

Exemple Pour 0 < o < 1 et f : [a;0] — R une fonction absolument continue, alors la

dérivée d’ordre fractionnaire de f existe.

cas particulier :

Si0 < a<1. Alors, on a

‘DYf(t) = 1_@/ (t—5)"“f(s)ds
1'1 “DUf (t).

1.3.5 Le lien entre la dérivée de Riemann-Liouville et celle de
Caputo

Pour tout t >0, n—1 <a <n,n € N* on a

Dy f (t) =" Dg (f () — T a)").

Pour plus de détails, sur les intégrales fractionnaires et les dérivées fractionnaires, voir les

références [1;2;3; 4].

3Pietro Caputo est professeur agrégé au Département de mathématiques et de physique de Universitd
Roma Tre, en Italie. Il a obtenu son doctorat en mathématiques & la Technische Universitit de Berlin en
2000.
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1.3.6 Comparaison entre la dérivée fractionnaire au sens de Ca-
puto et celle de Riemann-liouville

[’avantage principal de 'approche Caputo est que les conditions initiales des équations dif-
férentielles fractionnaires, avec les dérivées de Caputo acceptent la méme forme comme pour
les équations différentielles d’ordre entier, c’est & dire, contient les valeurs limites des dérivées
d’ordre entier des fonctions inconnues, en borne inférieure x = a.

Une autre différence entre la définition de Riemann-liouville et celle de Caputo, est que la

dérivée d'une constante est nulle par Caputo, par contre par Riemann-Lioville, elle est

¢ —a
—F(l—a)(t_a) :
1.3.7 Quelques théorémes du point fixe

Les théorémes du point fixe sont des outils trés utiles en mathématiques et particuliérement
dans la résolution des équations différentielles.

En effet, ces théorémes fournissent des conditions suffisantes, pour lesquelles une fonction
donnée admet un point fixe. Ainsi, on assure l’existence des solutions, d’un probléme donné.
Dans cette section, on va présenter quelques théorémes du point fixe, on commence par la

définition d’un point fixe.

Définition

Soit f: E — FE, on appelle point fixe de f, tout point = € F tel que
f)=a.

Théoréme du point fixe de Schaefer

Soient X un espace de Banach et f : X — X une application continue et compacte sur X .
Si I’ensemble

B={z e X, telle que IN € [0;1] : z = \f ()}

est bornée. Alors, il existe un point x de E tel que

x=f(z).
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Théoréme du point fixe de Banach

Le théoréeme du point fixe de Banach, (connu aussi sous le nom du théoréme de application

contractante), est un théoréme simple & prouver et qui s’applique aux espaces complets et

posséde de nombreuses applications. ces applications incluent les théorémes d’existence des

solutions, pour les équations différentielles ou les équations intégrales.

Théoréme

Soient (E};]|.||) un espace de Banach et f : X T F — X; (X est un fermé de E) une

application contractante. Alors, f admet un point fixe unique

dlxg € X : f(ﬂ?g) = Xy.

1.3.8 Lemme

Soit v : [0;b] — [0; 00) une fonction réelle et w(.) est une fonction non négative, localement

intégrable sur [0; b] et soit a une constante strictement positive (a > 0) et 0 < a < 1 tels que

v(t) <w(t)+ a/o (v&d&

t—s)>

Alors, il existe une constante K = K(«) telle que

o(t) < w(t) + Ka /t _008) st e 0,1,

(t —s)°
1.3.9 Théoréme

Soient X un espace de Banach et A, B : X — X deux opérateurs vérifiant :
1. A est est une contraction.
2. B est complétement continu.

Alors,

1. L’équation opérationnelle y = Ay + By admet une solution.

Ou bien

ii. L'ensemble @ = {u € X : u=AA (%) + AB(u)} est non borné¢ pour A € (0,1).



Chapitre 2

Existence des solutions

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a établir les conditions suffisantes pour assurer l'existence
des solutions, pour les équations différentielles, d’ordre fractionnaire.
Considérons le IV P (2.1) — (2.2) siuvant :

{ D% (t) = f(t,y:) +g(t,y),Vt e J=[0,b,0<a<1l (2.1)
y(t) :¢<t>7t€ [_Ta 0] (2'2)

Ou D est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, f,g: J x C ([-r,0],R) — R, sont

des fonctions données et ¢ € C'([—r,0],R).
Pour toute fonction continue y, définie sur [—r, 0] et pour tout ¢ € J, on note y, ’élément de
C ([-r,0],R) par

yw(0)=y({t+06),0]—r0].

Voici y; (.) représente 'histoire de ’état de temps ¢ — r jusqu’a l'instant ¢.

2.2 Existence des solutions

D’abord, nous commencgons par définir, qu’est-ce-qu’on peut dire par une solution du pro-

bléme (2.1)-(2.2) .
Définition

Une fonction y est dite une solution de (2.1)-(2.2) si, y satisfait de ’équation “Dy(t) =
f(t;ye) + g(t; i) sur J et de la condition y(t) = ¢(t) sur [—r,0].
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2.2.1 Lemmes auxilliaires

Concernant l'existence des solutions du probléme (2.1)-(2.2), nous avans besoin des lemmes

auxilliaires :

Lemme 1
Soit o > 0. Alors, I’équation différentielle fractionnaire suivante :
“Df (1) = 0
admet comme solution :
Ft)=co+eit+ .. +cpqt"
avec ; ERi=0,1,n—1,n=[a] + 1.
Lemme 2

Soit o > 0. Alors, on a

IDYf (t) = f(t) +co+ it + ... + cpat™t,

avec ¢; € R,i=0,1,n—1,n=[a] + 1.
Lemme 3

Soient 0 < a < 1; h: (0;b] — R, une fonction continue et lim; .o, h(t) = h(0;) € R. Alors,

y est une solution de I’équation intégrale fractionnaire,

W)= / (t — )" h(s)ds,

«

si et seulement si, y est une solution de probléeme :

h(t),

= t € (0;0]
y(0) = 0.

{ Dy(t)
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Preuve La démonstration de ce lemme est basée sur les deux lemmes précédents (1) — (2)

Si0<a<l=n=10na

De plus,

y(0) = 0= 1%(t)—c=0

Donc,

y(O) = Ih(0) = 4(0) = / (t — 5" (s)ds.

L’existence de nos solutions du probléme (2.1)-(2.2) est basée sur le théoréme du

point fixe.

Introduisons les hypothéses suivantes :

(Hy) f:JxC([-r0],R) — R est une fonction continue.

(Hy) g:J xC(]-r,0],R) — R, il existe une constante k > 0 telle que

lg t,u) =gt @)l < kllu—allg, Yt € J,Vu,a e C([=r0],R).

(H3) 1l existe une constante M > 0 telle que
If (tu)llo < MVt € JVu € C([-r,0],R).

2.2.2 Théoréme

Sous les hypothéses (H;) ~ (Hs3) si,

bk

TSI 1 (23),

alors, le probléme (2.1)-(2.2) admet au moins une solution sur [—r, 0].
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Preuve

On considére les opérateurs suivants :
F.G:C([-r0],R)— C([-r0],R),

définis par

o (¢) si, t € [-r,0]
Fy) () = { 6 (0) + ris fo (¢ — )" f (s.50) ds si, t € [0,0]

et

Q
—~
<
S~—
~

t) _ O S1 t < [ 7", 0]
1 o t—9) g (s ds, site 0,0,

Alors, la résolution du probléme (2.1)-(2.2) revient a trouver les solutions de I’équation

Fly) ) +G W) @) =y(@),tel

Donc, il suffit de voir si, les opérateurs F' et G satisfaient de conditions du théoréme (1.3.9) .
Etape 1 :"F est continu ".

Soit (y,), une suite telle que y,, — y dans C ([—7,0] ,R).
En effet,

P 0= FOO] = |o0)+ s [ 6=97" s ds = 00)

Oé/(; t—Sal 3y8>d
[ (=) [f (5, ns) — f (5,95)] ds

I‘(a) 0
1 ! a1
< i | 9T ) = £ s
1 ! a1
< m ; (t - 5) SSEL[BI;] |f <S7yn8) —f <57y5)| ds
S ||f<7yn)r_(a.];<7y)“oo/o (t— S)Oé—l ds
< DS Cyn) = F Gyl
- ol (@)
b ||f (7yn) - f (7y)||oo
- I'(a+1) '

Comme f est une fonction continue, nous avons
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b Hf (7yn> - f <7y)||oo
I'(a+1)

Etape 2 :"F transforme un ensemble borné a un ensemble borné dans C ([—r,b] ,R)".

1 (yn) = F ()l <

— 0 quand n — oo.

En effet, il suffit de montrer que pour tout p > 0, il existe une constante positive [ telle que
pour tout y € B, = {y € C([-r,b],R) : ||ly|l,, < p}, nous avons ||F (y)|, <!
D’aprés (Hs), on a pour tout ¢ € [0,0],

FOO < i [ =915 (0l ds

< 1>/@—aswuwymm

I (« s€[0,b]

Ul [y o,
T T A“ )

IN

M /t a—1

< == t—s)"" " ds
L) Jy !

< b* M
— ol («)

b* M
< =
- I'(a+1)

Donc,
b> M
F < — =1

I Wl < 7o

Etape 3 :"F transforme un ensemble borné a un ensemble équicontinu dans C' ([—r, 0], R)".
Soit t1,ts € [0,0],t1 < t2, B, est un ensemble borné de C' ([—r,b] ,R), (déja démontrer dans

I'étape 2).
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Soit y € B,,. Alors,
PO - PO = | [ =9 s — 5 [ i
1 t o1 1
= ’m/g (ta—8)" " f(s,9s) dSer/ (t2—5)""" f(s,ys)ds
_ﬁ/ol(tl—s)a_lf(s,ys)ds
_ \ﬁ |l =9 = =97 s o)
+ﬁ/j<t2—s> F (5, 2)d
1 t N a—1
S m ) [(tZ_S) _(tl_s) }|f(s7ys)|d8
e | = I sl ds
1 h -1 a—1
< / (12 =) = (0= 9] sup 11 (5,0.)1 s
e JACEE S 1F (5,0 ds
< W [ - -
+||f;,(3!\oo/t?(t2_s)a g,
M t1 N o1 to a1
< m/o [(to—9)"" = (t1 — s) ]ds—i—m/tl (ta —s)* " ds
< M tmnr e —g) =L e
= T(a+1)"? 7 L2 T a4+ 2
< M e M e
= P(Oé+1) 2 1 F(a—i—l) 1 2

Lorsque t; — t5, le second membre de cette derniére inégalité tend vers 0.

A la suite des étapes 1 & 3, d’aprés le theoreme d’Ascoli-Arzéla, on peut conclure que F' :

C([-r,b],R) — C (|—r,b],R) est continu et complétement continu.

Etape 4 :"G est une contraction".
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Soit z,y € C ([—r,b],R). Alors, pour tout t € J, on a

|G () () =G (y) (D] = ﬁ/ﬂ (t =) g(s,a5)ds — ﬁfo (t—=9)"""g(s.ys) ds

< ﬁ / (t— )" g (5,22) — g (5,9:)] ds
1 t a1

< w0 kel s

< %/{) (t—s)* "ds

< M eyl

= ()

< inx—yn

- T'(a+1) o

Donc,
G (2) =G (W)l < F( ) 12 = yllo

D’aprés ’hypothése (2.3), on déduit que G est une contraction.

Etape 5 :"l'ensemble Q = {y € C (J,R) : y = A\F (y) + A\G (£) ,0 < A < 1} est borné".
Maintenant, il reste & voir si, ’ensemble ) = {y e C(L,R):y=AF(y)+\G (%) LO0< A< 1}
est borné.

Soit y € . Alors, y = AF (y) + AG (£) pour 0 < A < 1.

Ainsi, pour tout t € J, on a
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Cela implique par (Hz) et (H3) que pour tout ¢ € J, on a

pol = o0+ s [amar et s -y (%) a
< 10O+ s [= o 2 [ o (%) g 5.0 as
—l—% Ot (t—5)*"")g(s,0)|ds
< 16l + s s [ = s +
< 10l + i+ s [ (=9 s + s
< 16lo+ oy [ =0 s+ A0,

g* =suplg(s,0)].
seJ

Considérons la fonction ¥ définie par
U (t) =sup{ly(s)]:0<s<t},0<t<b.

Soit t* € [—r, 1] telle que ¥ (t) = |y (t*)].

Si t* € [0,b], d’aprés I'inégalité précédente, nous avons pour t € [0, ],

' (M+g) k[ a1
Tlatl) +F(a)/0(t_8) U (s)ds.

Si ¢ € [~r,0], ona ¥ (1) = [|6]].

v (t) < llolle +

D’aprés le lemme (1.3.8), il existe K = K () telle que on a

P(MAg) - k[ "
¥ Ol < Tt Rt + K [ 6= 5" R
(Mg . bk
Ou
_ b* (M +g%)
R:= ||¢||C+ F(a+1) :

Puisque pour tout ¢ € [0,0], ||yl < ¥ (t), on a
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yll, < max (||¢]lo, R) = A.

Cela montre que I'ensemble 2 est borné. En conséquence du théoréme (1.3.9), On déduit que

F(y) + G(y) admet un point fixe qui est une solution du probléme (2.1)-(2.2).



Chapitre 3

Existence des solutions extrémales

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on va démontrer 1’existence des solutions maximales et minimales, pour le

VP (2.1) — (2.2).

3.2 Rappel

Dans cette section, on introduit quelques notions et définitions qui sont utilisées pour la suite.
Définition
C un sous ensemble fermé non vide d 'un espace de Banach, X est dit un cone si,
ic+CcCcC,
ii \C C C,
iii {-C}n{C}={0}.

Définition

Un cone C est dit normal si, la norme ||.|| est semi-monotone dans C, c’est-a-dire,
il existe une constante N > 0 telle que ||z|| < N ||y||, désque = < y.

Soit I'espace X = C ([—7,b],R) avec la relation d’ordre < induite par un cone régulier dans

X, pour tout y,y € X : y <y, si et seulement si,

y(t)—gy(t)>0,vt € [—rbl.
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Définition

Soit o, f € X tels que o < (. 'intervalle ordonné est un ensemble des points de X, donné
par

la, Bl ={z € X/a <z < p}.
Définition
Soit X un espace de Banach. T : X — X est dit une isotone croissante si,

T (z) <T\(y) pour tout x,y € X, tels que z < y.

De méme, T': X — X est dit une isotone décroissante si,

T (x) > T (y) pour tout z,y € X, tels que x < y.
Définition
On dit que x € X est un point fixe minimal de G dans X si,
r=Gretx <y VyeXety=_GqGy.
De méme, on définit le point fixe maximal de G dans X, en inversant I'inégalité.

Remarque

Si, un point fixe minimal et maximal de G dans X existe, nous les appelons des points fixes
extrémals de GG dans X.

Nous avons besoin du théoréme du point fixe dans la suite.

3.3 Théoréme

Soit [a, 5] un intervalle ordonné, dans un espace de Banach et By, By : [a, 5] — X , deux

fonctions satisfaisantes :

1. B; est une contraction,
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2. Bs est complétement continue,
3. By B, sont strictement monotones croissantes,
4. By () + B2 () € o, 8] ,Vx € [, 5] -

En outre, si le cone est normal, alors, I’équation x = By (z) + Bs (z) a un point fixe minimal
x, et un point fixe maximal z* € [«, 5]. De plus, z, = lim,_ x,, et * = lim,, o Y, telles

que (z,) et (y,) sont des suites dans [a, ] définies par

Tpi1 = B (xn} + B> (xn) Lo = et yp1 = By (yn) + B (yn) ;Yo = .
Nous adoptons les définitions suivantes :
Définition

Une fonction v € C ([—r,b],R) est dite une solution inférieure du IVP (2.1) — (2.2) si,
Dv (t) < f(t,v) + g (t,v), pour tout t € J et v(t) < ¢ (t) si, t € [—r,0].De méme, une

solution supérieure w du IVP (2.1) — (2.2), est définie en inversant 'ordre de ce qui précede.
Définition

une solution z,; du IVP (2.1) — (2.2), est dite maximale si, pour toute autre solution = du
IVP (2.1) — (2.2) dans [—r,b], nous avons z (t) < xp (t), pour tout ¢t € [—7,b].
De méme, la solution minimale du IVP (2.1) — (2.2) est définie en inversant I'ordre de 1’éni-

galité précedente.
Définition

Un fonction f (¢, ) est dite strictement monotone croissante en x presque partout ¢ € J | si,
ftx) < f(ty),vte JetVr,ye C([-r,0],R) tel que z <y .
De méme, f (t,z) est dite strictement monotone décroissante en = presque partout ¢t € J | si,

ft,z)> f(ty),vte JetVa,ye C(]-r,0,R) tel que z <y .

3.4 Existence des solutions extrémales

Dans la suite nous avons besoin des hypothéses suivantes :
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(H,) La fonction f (t,x) et g (t,z) sont strictement monotone non décroissante en y, Vt € J

(Hs) Le IVP (2.1) — (2.2) admet une solution inférieure v et une solution supérieure w avec

v <w.

3.4.1 Théoréme

Sous les hyopotheése (Hy) et (Hs), le IVP (2.1) — (2.2) admet des solutions minimales et

maximales dans U'intervalle [—r, b] .
Preuve

On a déja démontrer dans le théoréme (2.2.2) que F' est complétement continu et que G est
une contraction. Maintenant, il reste & démonter que F' et GG sont des isotones croissantes

dans [v; w]. Soient y,y € [v;w], tels que y < g, y # y. Alors, on a pour tout ¢t € J

FW) = 00)+r [ =9 Fan)ds
< 0O+ [ =9 ) ds
— F@)O
De méme,
CWO) = Fry | =9 glsu)ds
< f | T ) ds
— G,

Donc, F et G sont des isotones croissantes dans [v, w] .

Finalement, soient = € [v, w] un élément quelconque .D’aprés (Hs) , on déduit que
V< F)+Gw)<F(x)+G((z) <F(w)+G(w) <w,
D’ou,
F(z)+G(x) € [v,w], Vo € [v,w].

Puisque, F' et G satisfaient les conditions du théoréme (3.4.1), le IVP (2.1) — (2.2) admet des

solutions minimales et maximales sur [—r, b] .
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3.4.2 Exemple

Considérons I’équation différentielle fonctionnelle d’ordre fractionnaire,

a _ e lyell et ._
Dy (t) = c(et+e—t)y(1+uytu) + o t€J = 0,0],a € [0,1],¢>0 (1)

{ y(t)=9(t), tel-r0 (2)

On pose

f(t,z)= 1+x,(t,x) € J x[0,00).
et
g(t,x) = c(et+e—t)(1+x)’(t’x) € J x[0,00),

Soit z,y € [0,00) et t €J. On a

et x y
t —q(t = _
o) =t = s | )
et

p— m_
ety Y

< T iy
—I_

~ c(et+e) Y
1

< eyl
C

Donc, g est contractante.
D’aprés 'hypotheése (H3) , la fonction f est continue sur J x [0, 00) et | f (£,y)| < 1, pour tout
(t,y) € J x [0,00).

Sous 'hypothéese (H;) et (Hs), nous avons F(ba

T < 1 et donc, d’aprés le théoréeme (2.2.2)

le probléme (1) — (2) admet au moins une solution dans [—r,b].



Conclusion

Dans ce travail, nous étudions ’existence des solutions d’un probléme de Cauchy pour une
équation différentielle fonctionnelle perturbée d’ordre fractionnaire. on a traité le cas de la

dérivée au sens de Caputo.

Ce résultat ouvre certains perspectives, pour les lecteurs intéressés. On cite a titre d’exemple :

- Peut-on généraliser ce résultat & un parameétre @ € RT?
- Peut-on reprendre ce résultat en considérant I’approche de Riemann-Liouville?

- Peut-on reprendre ce résultat en considérant les inclusions différentielles (le cas multivoques)?

Voila quelques chemins a suivre.
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