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RESUME

La théorie de la distribution des valeurs des fonctions méromorphes fondée par Rolf Nevan-
linna & la fin des années vingt, joue un role trés important dans I’étude de lacroissance et de
I’oscillation des solutions des équations différentielles linéaires dans ledomaine complexe.

Ce mémoire consiste & étudier la croissance et les points fixes des solutions méromorphes de

I’équation différentielle linéaire

f// + Aoeaozf/ + (Alealz 4 A26a22) f — 07

ou A; (2)(#0)(j =0,1,2) sont des fonctions meromorphes avec o (4;) <1, a;(j =0,1,2)
sont des nombres complexes.

Le but de ce mémoire est d’étudier les résultats obtenus par Xu et Zhang [23].




INTRODUCTION

La théorie de la distribution des valeurs des fonctions méromorphes fondée par Rolf Nevan-
linna & la fin des années vingt joue un role trés important dans 1’étude de la croissance et

l’oscillation des solutions des équations différentielles linéaires dans le domaine complexe.

Considérons I’équation différentielle du second ordre
f"+e?f'+B(2) f =0, (0.1)

ol B(z) # 0 est une fonction entiére d’ordre fini. Il est bien connu que toute solution de
I’équation (0.1) est une fonction entiére. De plus, si fi et f, sont deux solutions linéairement
independantes de (0.1), alors il y a au moins une des deux solutions f; et fo qui doit étre
d’ordre infini [8]. Par conséquent, la plupart des solutions de (0.1) sont d’ordre infini, mais
I’équation (0.1) avec B (z) = — (1 + e *) posséde une solution f = e* d’ordre fini. Alors une
question naturelle est la suivante : Quelle condition sur B (z) garantira que toute solution
f (£0) de (0.1) est d’ordre infini ?. Plusieurs auteurs Frei [8], Langley [17], Ozawa [19],
Gundersen [9] , Amemiya et Ozawa [1] ont étudié ce probléeme dans le cas ou B (z) est soit
un polynéme non constant, soit une fonction entiére transcendante. Chen [2] a considéré le
cas ou @ (z) est une fonction entiére d’ordre o (Q)) = 1 et a démontré différents résultats
concernant la croissance des solutions de I’équation (0.1) . Récemment, Peng et Chen [20] ont

étudié les solutions de (0.1). Leurs résultats ont été ensuite généralisés par Xu et Zhang [23].

Ce mémoire consiste & étudier la croissance et les points fixes des solutions méromorphes de

certaines équations différentielles linéaires du second ordre a coefficients méromorphes.

Le premier chapitre comporte quelques définitions, notions et résultats de la théorie de R.

Nevanlinna nécéssaires par la suite dans notre travail.



Le deuxiéme chapitre est consacré a I’étude de la croissance des solutions méromorphes des

équations différentielles linéaires du second ordre a coefficients méromorphes.

Dans le troisiéme chapitre, on s’intéressera a ’étude de ’exposant du convergence des points
fixes des solutions méromorphes des équations différentielles linéaire étudiées dans le deuxiéme

chapitre.




Chapitre 1

Quelques éléments de la théorie de R.
Nevanlinna

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Définition 1.1.1 ([13])Soit f une fonction méromorphe non constante. Pour tout nombre
complexe a, on désigne par n(t,a, f) le nombre des racines de l’équation f(z) = a situées
dans le disque |z| < t, chaque racine étant comptée avec son ordre de multiplicité et par
n(t,a, f) le nombre des racines distinctes de l'équation f(z) = a dans le disque |z| < t. On
désigne par n(t, oo, f) le nombre des poles de la fonction f dans le disque |z| < t, chaque péle
étant compté avec son ordre de multiplicité et par n(t, 0o, f) le nombre des poles distincts de
f dans le disque |z| <t

Notons

N(rya, f) = /[n (ta, /) ; n(0,a, f)]dt+n(0,a,f) log r (a # 00), (1.1.1)

0

N (r,o0,f)=N(r, f) = /[n (t, 00, /) ;nm’oo’f)]dt—l—n(o,oo,f) log r, (1.1.2)

0

(rya, f) = / nitaf) = (O’a’f)]dt—l—ﬁ(o,a, f)logr(a # o0), (1.1.3)

T

N(r,00,f) = N (r, f) = /[ﬁ(t7 0. /) ;m)’ It 170,00, fllogr,  (1.1.4)

0




1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

N (r, f) est applée la fonction de comptage de la fonction f dans le disque | z |< 7.
On définit

2

1 1 1
= — ) =— [ logm ———dh
)= (r i) = g [0y o ()
0

et

1 2T

m(r,00, f) =m(r, f) = 2—/10g+‘f(rei9)|d6,
T
0
ou
In" 7 = max (Inz,0) = Inz, z>1
’ 0,0<z<1

m (r, ) est applée fonction de proximité de la fonction f au point a.

(1.1.5)

(1.1.6)

(1.1.7)

Définition 1.1.2 ([13]) On définit la fonction caractéristique de R. Nevanlinna de la fonction

f par
T(r,f)y=m(r. f)+N(r[).

Exzemple 1.1.1 Pour la fonction f (z) =exp(z), on a

N(r,f)=0
et
1 2T N ‘
m(r,f) = — In™ | exp (r exp (i0)) | df
2 Jo
1 2w N o
= — In™ | exp (rcosf + irsind) | df
2m Jo
1 [z
= — 7 cos 0d0
27 _g
oL T
= %2[s1n9]02
_
oo
Do,

(1.1.8)
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1.2 Ordre d’une fonction méromorphe

Définition 1.2.1 ([13],[24])Soit [ est une fonction méromorphe. Alors l'ordre et I’hyper-

ordre de f sont respectivement définis par

o(f)= lim sup % (1.2.1)

et
oo (f) = TE?OO sup w (1.2.2)

Si
TETOO sup % = 400, (1.2.3)

on dit que la fonction [ est d’ordre infini.
Exemple 1.2.1 La fonction f (z) = exp (e*) est d’ordre o (f) = oo et d’hyper-ordre oo (f) =

1.

1.3 Exposant de convergence des zéros d’une fonction
méromorphe

Définition 1.3.1 ([15])Soit f une fonction méromorphe. on définit respectivement l’exposant

et l’hyper-exposant de convergence des zéros de la fonction f par

1
A(f) = lim supM (1.3.1)
r——+o00 log r
et
loglog N (r, %)
Ao (f) = lim sup (1.3.2)

r—-+00 logr
Définition 1.3.2 ([15])Soit f une fonction méromorphe. On définit respectivement [’expo-

sant et ’hyper-exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f respectivement

par
N 1
A(f) = lim supM (1.3.3)
r—+00 log r
et
- loglog N (r, %)
Ao (f) = lim sup (1.3.4)

r—+00 log r
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Définition 1.3.3 ([3]) Soient f et g deuz fonctions meromorphes satisfaisant o (g) < o (f),
et soient z1, 2o, ... (|zj| = 1,0 <1 <1y < ..) une suite des zéros distincts de la fonction me-
romorphe f—g. Alors /_\g (f) Uexposant de convergence de la suite des zéros distincts de f—g,

est défini par
T4 (f) = inf {7‘ > 0,

(0.0
> Izl
j=1

< oo} (1.3.5)

1l est évident que
~ 1
log N (7, 7% )

7, (f) = lim_sup = (1.3.6)
et
Ty (f) =X(f—9). (1.3.7)
Si g(2) = 2, on note
T (f)=7(f)- (1.3.8)

1.4 Mesure linéaire et mesure logarithmique

Définition 1.4.1 ([14]) On définit la mesure linéaire d’un ensemble E C [0, +00) par

“+o00

m (E) = / e () dt, (1.4.1)

ol X est la fonction caractéristique de l’ensemble E.

Exzemple 1.4.1 La mesure linéaire de l’ensemble E = [1,5] U [6,8] C [0, +00) est

+oo 5 8
m(E) = /XE(t)dt:/dt+/dt:6.
0 1 6
Définition 1.4.2 ([14]) La mesure logarithmique d’un ensemble H C [1,400) est définie par
oo
Im (H) = / th(t) dt. (1.4.2)

1

ol Xy est la fonction caractéristique de l’ensemble H .

Exemple 1.4.2 La mesure logarithmique de l’ensemble F' = [1,e] C [1,+00) est

—+00

dt [ dt
Im = t)y—= [ —=1.
m=[w0F =[5
0 1
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1.5 Indice central d’une fonction entiére

+oo

Définition 1.5.1 ([15])Soit f(2) = > a,z™ une fonction entiére et soit 0 < r < +oo.
n=0

Notons par pu(r) = max{| a, | r" : n=0,1...}le terme mazimal de f. Alors l'indice central

de la fonction f est défini par
vi(r) =max{m;pu(r) =] ay | r™ etem=m(r)}.

Exemple 1.5.1 Pour le polynome p (2) = a,2" + ...+ ag, a, # 0, pour r suffisamment grand,
on a

w(r) =l a, | etv,(r)=n.



Chapitre 2

Croissance des solutions méromorphes
de certaines équations differentielles
linéaires du socond ordre

2.1 Introduction et resultats

Considérons I’équation différentielle linéaire du second ordre

1

[ +e?f'+B(2) f=0, (2.1.1)

ol B(z) est une fonction entiére d’ordre fini. il est bien connu que toute solution f de
I’équation (2.1.1) est une fonction entiére. De plus, si fi et f> sont deux solutions linéairement
independantes de (2.1.1), alors il y a au moins une des deux solutions f; et fo qui doit étre
d’ordre infini [8]. Par conséquent, la plupart des solutions de (2.1.1) sont d’ordre infini.
Cependant, 1’équation (2.1.1) avec B (z) = — (1 + e~ *) posséde une solution f = e* d’ordre
fini.

Une question naturelle est : Quelle condition sur B (z) garantira que toute solution f (# 0)
de (2.1.1) est d’ordre infini ? Plusieus auteurs Frei [8], Chen [2] et Gundersen [9] ont étudié
ce probléme. Dans le cas ou B (z) est une fonction entiere transcendante, Gundersen [9] a
prouvé que si o (B) # 1, alors chaque solution f (£ 0) de (2.1.1) est d’ordre infini.

En 2002, Chen [2] a aussi considére ce probléme et a obtenu les deux résultats suivants :

Théoréme 2.1.1 ([2]) Soient a,b deux nombres complexe non nuls, a # b, B(z) (£ 0) un

polynome non constant ou B (z) = h(z)e*, ot h(z) est un polynome non nul . Alors toute
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solution f (# 0) de l’équation
f +ef'+B(z)f=0 (2.1.2)
est d’ordre infini.

Théoréme 2.1.2 ([2]) Supposons que A; (z) (#0) (j = 0,1) sont des fonctions entiéres avec
o (A;) < 1. Soient a,b deux nombres complezes tels que ab # 0 et a # b . Alors toute solution
f (#0) de l'équation

4 Are™ + Age f =0 (2.1.3)

est d’ordre infini

Récemment Peng et Chen [20] ont étudié 1'ordre et I'hyper-ordre des solutions de certaines

équations différentielles linéaires du second ordre et ont obtenu le résultat suivant :

Théoréme 2.1.3 ([20]) Supposons que A;(z) (#0)(j =1,2) sont des fonctions entiéres
avec 0 (A;) < 1. Soient ay et ay deux nombres complexes tels que ajay # 0 et a3 # as
(supposons que |ai| < las|). Si arga; # m ou a; < —1, alors toute solution f (#0) de
[’équation

4 e f + (A1e™® + Aye™?) f =0 (2.1.4)

est d’ordre infini et oo (f) = 1.

Dans ce chapitre, on va étudier un théoréme du a Xu et Zhang [23]. Ce théoréme est le

suivant :

Théoréme 2.1.4 ([23]) Supposons que A;(z)(#£0)(j =0,1,2) sont des fonctions mero-
morphes avec o (A;) < 1 et aj.ay sont deux nombres complexes tels que ajay # 0 et a; # ay
(supposons que | ay |<| ag |). Soit ag une constante réelle strictement négative. Si arga; #
ou a; < ag. alors toute solution f(# 0) dont les poles sont de multiplicité uniformément

bornée de l’équation

[+ Age®* f' + (A1e™* 4+ Age™?) f =0 (2.1.5)

est d’ordre infini et vérifie oo (f) = 1.
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2.2 Lemmes préliminaires

Lemme 2.2.1 ([22]) Supposons que fi(2), f2(2),..., fn(2) (n > 2) sont des fonctions mé-
romorphes et que g1 (z),92(2), ..., gn (2) sont des fonctions entiéres vérifiant les conditions
suivantes :

(i) ﬁ;fﬂ' (2) €9 = foia.

(ii) ]TS’Z‘ 1 <j<n+1,1<k<n lordre de f; est inférieur a l’ordre de e9:(2) Sin > 2.
1<j<n+1,1<h<k<n etlordre de f; est inférieur a l’ordre de e9» 9.

Alors fj(2) =0 (j =1,2,...,n+1).

Lemme 2.2.2 ([10]) Soit f une fonction méromorphe transcendante d’ordre o (f) = o < 0.

Soit € > 0 une constante donnée et soient k et j deux nombres entiérs vérifiant k > j > 0.

Alors il existe un ensemble Fy C [—%, 37”) de mesure linéaire nulle tel que si 6 € [—E 3—“) \E1,

alors il existe une constante R = R () telle que pour tout z vérifiant argz = 6 et |z| > R,

on ait
(k) .
f ‘ (Z) < ‘Z|(kf])(crfl+€) . (221)
f(]) (z)
Lemme 2.2.3 ([5]) Soit g (z) une fonction méromorphe transcendante avec o (g) = 0 < 0.
Alors pour tout € > 0, il existe un ensemble Fy C [—%, 3?”) de mesure linéaire nulle telle

que si ) € [—%, 37“) \Es , alors il eziste une constante R = R (¢)) > 1 telle que pour tout z

vérifiant arg z = et |z| =r > R, on ait
exp { =177} < g (2)| < exp {r7F}. (2.2.2)

Lemme 2.2.4 ([5]) Soit g(z) = A(z)e*, ou A(z)(#0) est une fonction méromorphe
d’ordre 0 (A) = a < 1, a est une constante complexe, a = |a| e (¢ € (0,27]). Posons
FE3 ={6 € (0,27] : cos (¢ + 0) = 0}. Alors E5 est un ensemble fini. Alors pour tout € donné

0

(0 < e <1—a), il existe un ensemble Ey C [0,2m) de mesure linéaire nulle tel que si z = re'’,

0 € (0,27 \ (E5 U Ey), alors pour r suffisamment grand, on a
(i) sicos(p+6) >0, alors

exp{(l —¢)rd(az,0)} <|g(2)| <exp{(1+4¢)rd(az0)}, (2.2.3)
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(i) sicos(p +0) <0, alors
exp{(1+¢)ri(az,0)} <|g(2)| <exp{(1—¢)rd(az0)}, (2.2.4)
ot 0 (az,0) = |a|cos (¢ + 0) .

Lemme 2.2.5 ([20]) Supposons que n > 1 est un entier. Soit P; (z) = ajn2" +...(j = 1,2)

des polynomes non constants, ot a;q (¢ = 1,...,n) sont des nombres complexes et ay,a2, # 0.

Posons z = e, a;, = laj,|e?, 0; € [=2,%5), 6 (P;,0) = |aju|cos (0; +nb) . Alors il existe

un ensemble E5 C [— —) de mesure linéaire nulle. St 01 # 05, alors il existe un rayon

2
argz =10, 0 € [ 5 2n) (Es U Eg) tel que
d(P1,0) >0 et d(Py,0) <0 (2.2.5)

ou

(S(Pl, 9) <0 et (S(PQ, 9) > O, (226)

ot Bg ={0 € [-Z,3%) : 6 (P;,0) =0} est un ensemble fini de mesure linéaire nulle.

Remarque 2.2.1 ([20]) Dans lemme 2.2.5, si 0 € [—Z, Z)\ (Es U Eg) est remplacé par

2n’ 2n

0 € [£,3)\ (EsU Eg), alors on peut obtenir le méme résultat.

2n’ 2n

Lemme 2.2.6 ([4]) Soit Ay, A, ..., Ax_1, F' (£ 0) des fonctions méromorphes d’ordre fini. Si

f est une solution méromorphe d’ordre infini de I’équation
FO L A fE D4 4 A+ Aof = F, (2.2.7)
alors A (f) = M(f) = o (f) = +o0.

Lemme 2.2.7 ([6]) Soient k > 2 et Ay, Ay, ..., Ax_1 des fonctions méromorphes. Posons
o = max{o (4;),j=0,1,....,k —1}. Alors toute solution méromorphe transcendante dont

les poles sont de multiplicité uniformément bornée de l’équation différentielle
FO 4 A fE D 4 A+ Agf =0 (2.2.8)

vérifié oo (f) <o
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Lemme 2.2.8 ([10]) Soit f une fonction méromorphe transcendante. Soit a > 1 une constante
et soit k et j deux nombres entiers vérifiant k > j > 0. Alors il existe un ensemble
E; C (1,00) de mesure logarithmique finie et une constante C > 0 tels que pour tout z
vérifiant |z| =r ¢ E;U|0,1], on ait

‘f(’“) (=)
7 2)

k—j
<c [M (log )" log T (ar, f) (2.2.9)

Lemme 2.2.9 ([11],[15]) Soient F (r) et G (r) des fonctions réelles non décroissantes sur
(0,00) telles que F (1) < G (r) pour tout v a l’éxtérieur d’un ensemble E C (0,00) de mesure
linéaire finie ou o l'éxterieur d’un ensemble H U [0,1], ou H C (1,00) est un ensemble de
mesure logarithmique finie. Alors pour toute comstante o > 1, il existe un rq > 0 tel que

F (r) < G (ar) pour tout r > rq,

2.3 Preuve du Théoréme 2.1.4

Preuve. Tout d’abord prouvons que I’équation (2.1.5) ne peut pas avoir une solution mé-
romorphe f (# 0) d’ordre o (f) < 1. Supposons que f # 0 est une solution méromorphe de
équation (2.1.5) dordre o (f) = o1 < 1. Alors o (f¥) = o1 < 1(j =1,2). Réécrivons

(2.1.5) comme suit :

"

Aof €% + Ay fe™® + Ayfe® = —f (2.3.1)

Considérons deux cas :
(1). as # ag, on note que a; # ag, a1 # az, 0 (Arf) < 1, 0 (Asf) < 1, O'(Agf/) < 1,
o (— f”) < 1 et par le Lemme 2.2.1, on obtient que f = 0. Ce qui est une contradiction.

(2). az = ao, alors (2.3.1) peut étre réécrite cmme suit :

1"

A, fe® 1 (Ao f+ Ay f’) ¢t = _f (2.3.2)

On note que a1 # ag, 0 (A1 f) < 1,0 (Aof' + Azf,) <l1l,0 (—f”) < 1 et encore par le Lemme
2.2.1, on obtient que f = 0. Ce qui est une contradiction. Par conséquent, o (f) > 1.

Supposons maintenant que f est une solution méromorphe de 1’équation (2.1.5) d’ordre 1 <
o(f) = 0 < +o0. De I'équation (2.1.5), on sait que les poles de f (z) peuvent se produire

seulement par les poles de A; (j =0,1,2). Notons que la multiplicité des poles de f est
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uniformément bornée. Alors on a
2
N (r,f) < MN (r, f) < My N (r,Aj) < Mmax{N (r,4;) : j =0,1,2}, (2.3.3)
j=0

ou M; et M sont des constantes positives. D’ou

1
A (?) <a=max{o(4;):j=0,1,2} <1 (2.3.4)
Soit f = 9,d est le produit canonique formé par les poles non nuls de f (z) avec 3 = o (d) =
Ad) = A (%) < a < 1 et g est une fonction entiere d’ordre 1 < o (g9) =0 (f) =0 < 0.
En substituant f = ¢ dans (2.1.5), on obtient

" / ’ I\ 2 " /
d d d d
g? + |:A0€aoz - 2E:| % +2 (E) — E - A()Eeaoz + A1€a1z + A2€a2z =0. (235)

D’aprés le Lemme 2.2.3, pour tout € donné (0 < e <1—a), il existe un ensemble E; C

2 3T)\E1, alors il existe une constante

[—2,2%) de mesure linéare nulle tel que si 6 € [—

R = R(0) > 1 telle que pour tout z vérifiant argz = 0 et |z| = r > R, on ait

|Ag (2) | < exp {r**e}. (2.3.6)

D’aprés le Lemme 2.2.2, pour tout £ donné (0 <e< min{l —a, }Zil;};il}), il existe un
3

ensemble B, C [—%, 37) de mesure linéare nulle tel que si § € [—Z, 2%)\ E,, alors il existe une

constante Ry = Ry (0) > 1 telle que pour tout z vérifiant arg z = 6 et |z| > Ry, on ait

(4) ,
‘9 ((;’), < ‘Z’j(oflﬁ)’ j=1,2 (2.3.7)
g(z
et
d) (» (B_1ie)
| d(i))| < 2519 = 1.2 (2.3.8)

0 37T)

On pose z = re?, a; = |ai|e?t, ay = |as|e™®, 0y, 0, € [—Z.25).
Cas 1: arga; # 7, ce qui est 1 # 7.

Cas 1.1 : Supposons que #; # 05, D’aprés le Lemme 2.2.5, pour le ¢ ci-dessus, il existe
un rayon argz = 6 tel que § € [—5,5)\(E1UE;UE;U Eg) (o E5 et Eg sont définis
comme dans le Lemme 2.2.5, F; U Fy U E5 U Eg est de mesure linéare nulle) vérifiant

[0 (a12,6) > 0 et d (azz,8) < 0] ou [0 (ar2,0) <0 et 6 (azz,d) > 0] pour |z| = r assez grand.
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(i) Sid(a12,0) > 0 et 0 (azz,0) < 0 pour |z| = r assez grand, alors d’aprés le Lemme 2.2.4,
on a

|A1e®?| > exp{(1 —¢€)0 (a12,0)r} (2.3.9)

et
|Ase®*| < exp{(1 —¢)d(azz,0)r} <1 (2.3.10)

De (2.3.9) et (2.3.10), on a

A6+ Age™| > |Ayet?| — [ Age?|

> exp{(l—¢)d(a1z,0)r} —1

(1—o0(1))exp{(1 —¢)d(arz,0)r}. (2.3.11)

De (2.3.5), on obtient

/2 /

& d
—|le?] (2:3.12)

+ ‘E' + | Ao

” d/ ! d
|Aje™* + Age®?®| < ’g_' + [|Age“°’z\ + 2 ’—H ‘g_‘ + 2 ‘—
g dillg d

Comme 6 € [-Z,2)\ (E; U E> U E5 U Eg), on a cosf > 0 et donc [e™?| = e~loolrees? <1,

Par conséquent, de (2.3.6) on obtient
|Ag (2) "% < exp {r**}. (2.3.13)
En substituant (2.3.7), (2.3.8), (2.3.11) et (2.3.13) dans (2.3.12), on obtient
(1—o(1))exp{(l —¢)d(arz,0)r} < MyrFo=1F9) exp {rote} | (2.3.14)

ot M; > 0 et k > 0 sont des constantes. Comme § (a12,0)r > 0 et a+¢ < 1, (2.3.14) est
une contradiction.

(ii) Si d (a12,0) < 0 et § (agz,0) > 0, en utilisant la méme raisonnement que dans cas 1.1,
nous pouvons obtenir une contradiction.

Cas 1.2 : Supposons que 6, = 65. D’aprés le Lemme 2.2.5, pour le ¢ ci-dessus, il existe un
rayon argz = 0 tel que 0 € [—7, 7))\ (E1 U By U E5 U Eg) vérifiant 6 (a12,6)r > 0. Comme
la1| < lasl, a1 # aa, et 01 = Oy, alors |a;| < |az| et donc § (azz,8)r > § (a12,60)r > 0. Pour r

assez grand, nous obtenons, par le Lemme 2.2.4

|Aje™?| < exp{(1+¢)d(arz,0)r} (2.3.15)
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et
| Age®?| > exp{(1 —€) d (azz,0)r} . (2.3.16)

De (2.3.15) et (2.3.16), nous obtenons
| A€M + Age®®| > | Age®| — |A1e™7|
> exp{(l—¢)d(azz,0)r} —exp{(1+¢)d(ar120)r}
= Myexp{(1+¢)d(arz,0)r}, (2.3.17)

ou My =exp{[(1 —¢€)d(azz,0) — (1 +¢)0(ar2,0)]r} — 1.
Comme 0 < € < min {1 — q, 2ol }, alors (1 —¢)0 (agz,0) — (1 +¢) 0 (a12,0) > 0 et donc

> |az|+]a1]

exp{[(1 —¢€)0 (az,0) — (1 4+¢)d (a12,0)]r} > 1. D’ou M, > 0.
Comme 6 € [—Z,2)\ (E; U E> U E5 U Eg), alors cos > 0 et donc [e®0%] = e~ lolreost < 1,

Par conséquent, de (2.3.6) on obtient
|Ag () ®%| < exp {r***} (2.3.18)
En substituant (2.3.7) — (2.3.8) et (2.3.17) — (2.3.18) dans (2.3.12), on obtient
Moexp{(L+€)d (arz,0) r} < Myr*o 1 exp {rote} . (2.3.19)

Comme 0§ (a12,60) >0, My >0 et a+¢ < 1, (2.3.19) est une contradictions.

Cas 2 : a1 < ag, ce qui est 0, = .

Cas 2.1 : Supposons que 6, # 0y, alors 05 # 7. d’apreés le Lemme 2.2.5, pour le € ci-dessus,
il existe un rayon arg z = 6 tel que 6 € (=7, %)\ (E1 U By U E5 U ) vérifiant 6 (ag2,6) > 0.
Comme cosf > 0, nous avons 0§ (a1z,6) = |ai|cos (01 +60) = —|ay|cosf < 0. pour |z| = r
assez grand, on a

|A1e™?| <exp{(1—¢)d(a1z,0)r} <1 (2.3.20)

et
| Age®?*| < exp{(1—¢)d(azz,0)r}. (2.3.21)

De (2.3.20) et (2.3.21), on obtient

|A1€a12 + A2€a2z| 2 |A26a2z| — |A1€a1z|

> exp{(l—¢)0(agz,0)r} —1. (2.3.22)
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En utilisant le méme raisonnement que dans le cas 1.1, on peut obtenir une contradiction.
Cas 2.2 :Supposons que #; = 05, alors §; = 6y = w. D’aprés le Lemme 2.2.5, pour le ¢ ci-
dessus, il existe un rayon arg z = 0 tel que 0 € (5, 3)\ (E1 U E> U E5 U Eg). Alors cos < 0,
d(a1z,0) = |ay|cos (61 + 0) = — |az|cosO > 0, § (azz,0) = |as| cos (02 + ) = — |az|cosd > 0.
Comme |a1| < |as], a1 # ag et 07 = 0, alors |a;| < |az| et donc 6 (azz,0) > § (a12,0) > 0.
pour |z| = r assez grand, nous obtenons (2.3.15), (2.3.16) et (2.3.17) est vérifice.

En utilisant le méme raisonnement que dans le cas 1.2, on peut obtenir une contradiction.
En conclusion de la preuve précédente, on obtient que o (f) = o (g) = +o0.

Dans ce qui suit, montrons que si tous les poles de f sont de multiplicité uniformément
bornée, alors os (f) < 1.

D’apres le Lemme 2.2.7 et max {0 (Ape®?), o (A1e™* + Ase®?)} =1, alors o5 (f) < 1.
D’aprés le Lemme 2.2.8, il existe un ensemble E7 C (1,+00) de mesure logarithmique finie

et une constante C' > 0 tels que pour tout z vérifiant |z| = r ¢ [0,1] U Er, on ait

‘f;)(i';) < C[T (@2, f)logT (2r, ) < C[T (2r, HFFT,  j=1,2 (2.3.23)
Dans les cas 1.1 et cas 2.1, nous avons prouvé qu’il existe un rayon arg:z = € vérifiant
0c (=5, %)\ (£ UE,U Es U Eg) et pour |z| = r assez grand, on a (2.3.11) ou (2.3.22), c’est
que
|A1e®® + Age®®| > exp {hir}, (2.3.24)
ol hy > 0 est une constante.
De (2.1.5), on a ) /
I + Aoeaozf— = — (A1eM® 4 Age™?). (2.3.25)
f f
Comme 6 € (—Z,2)\(E1UE,UE;U Eg), alors cos > 0, el®wlres? < 1. De (2.3.23),

(2.3.24) et (2.3.25), on obtient

exp{hir} < C[T(2r, f)]> + exp {rote} e~ laolreosO T (21, )

< 2Cexp {r**} [T (2r, NP (2.3.26)

Comme hy > 0, a+¢ < 1, alors en utilisant (2.3.26) et le Lemme 2.2.9, on trouve o9 (f) > 1
d'ou oy (f) = 1.
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Dans les deux cas 1.2 et cas 2.2, on a prouvé qu’il existe un rayon argz = 6 tel que 0 €
(2,%5)\ (E1 U Ey U E5 U Eg) et pour |z| = r assez grand, on a (2.3.17). On a aussi cos < 0
d (ayz,0) > —|ag| cosf > 0.

Par (2.3.17), (2.3.23) et (2.3.25), on obtient

Myexp{(1+¢)d(ar1z,0)r} < C[T(2r, f)]’ +exp {r*T=} e lolresf T (21, f)]?

< 2Celaolreost oy {rot=} [T (2r, NP (2.3.27)

Comme 6 (ay2,0) > —|ag|cos® > 0, My > 0, o + e < 1, alors en utilisant (2.3.27) et le

Lemme 2.2.9, nous avons s (f) > 1. Alors o2 (f) = 1. O



Chapitre 3

Points fixes des solutions
méromorphes de certaines équations
différentielles linéaires du second
ordre

3.1 Introduction et resultas

Ces derniéres années, plusieurs chercheurs se sont intéréssés aux points fixes des solutions des
équations différentielles linéaires. Chen [3] a étudié le probléme en considérant des équations
différentielles linéaires du second ordre a coefficients enti¢res. Ensuite, Wang et Yi [21], Laine
et Rieppo [16], Chen et Shon [5], Liu et Zhang [18], El Farissi et Belaidi [7] ont étudié les
points fixes des solutions et de leurs dérivées mais dans le cas ou les coefficients sont des
fonctions méromorphes.

Dans ce chapitre, on va étudier un théoréme du a Xu et Zhang [23]. Ce théoréme est le

suivant :

Théoréme 3.1.1 ([23]) Supposons que A;(z), a; (j =0,1,2) vérifient les hypothéses du
Théoreme 2.1.4. Si ¢ (£ 0) est une fonction méromorphe d’ordre strictement inférieur a 1,
alors toute solution méromorphe f (% 0) dont les poles sont de multiplicité uniformément

bornée de l’équation (2.1.5) vérifie

X(f—SO):X(f/—@ ZX(f"—so) = 00 (3.1.1)
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Corollaire 3.1.1 ([23]) Supposons que A;(z) ,a; (j =0,1,2) vérifient les hypothéses du
Théoréme 2.1.4. Si f (£ 0) est une solution méromorphe dont les poles sont de multiplicité
uniformément bornée de l'équation (2.1.5) alors f, f, f" toutes ont des points fixes infinis

et vérifient

7(f) :F(f'> :?<f”> = 0. (3.1.2)
3.2 lemmes préliminaires

Lemme 3.2.1 ([22]) Supposons que f1(z2), fa(2),..., fn(2) (n > 2) sont des fonctions mé-
romorphes et g1 (2),g2 (%), ..., gn (2) sont des fonctions entiéres vérifiant les conditions sui-
vantes :

@) 36 ()% = fun.

(ii)j;i 1 <j<n+1,1<k<n lordre de f; est inférieur a l'ordre de e9() sin > 2,
1<j<n+1,1<h<k<n,etlordre de f;(z) est inférieur a l’ordre de e~ %.

alors i (2) =0 (j=1,2,...,n+1).

Lemme 3.2.2 ([4]) Soient Ag, A1, ..., Ax_1, F (# 0) des fonctions méromorphes d’ordre fini.

Si f est une solution méromorphe d’ordre infini de l’équation
B A fS D 4 4 A f 4+ Ayf = F, (3.1.3)
alors A (f) = M (f) = o (f) = +o0.

Lemme 3.2.3 ([23]) Soit ay une constante vérifiant ag < 0. Si arga; # 7™ ou a; < ag, alors

on aa; #cag (0<c<1).

3.3 Preuve du Théoréme 3.1.1

Preuve. Supposons que f (# 0) est une solution méromorphe de (2.1.5). Alors o (f) = oo
d’aprés le Théoreme 2.1.4.

Soit go (2) = f(2) — ¢ (2), go(2) est une fonction méromorphe et o (go) = o (f) = oo. En
remplagant f = go + ¢ dans (2.1.5), on obtient

9o (2) + ¢ (2) + Age™? (g; (2)+¢ (z)) + (Are™ + Aze™) (g9 (2) + ¢ (2)) =0 (3.3.1)
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D’ou
9o + ho1gh + hoogo = ho, (3.3.2)
ol ho1 = Ape™*, hoo = Aje™* + Age™* et hg = — (gp" + ho1¢" + ho,ogp) . Il est évident que,
ho # 0.
En effet, si hg = 0 alors
0"+ hore + hoop =0 (3.3.3)

D’apres le Théoreme 2.1.4, nous avons o (¢) = co. C’ est une contradiction. Par conséquent
ho # 0. Notons que les fonctions hg 1, hog, €t ho sont d’ordre fini Par le Lemme 3.2.2 et de
(3.3.2), nous avons A (go) = A (f — ) = oo.

Maintenant, montrons que A (f' — ¢) = 0o. Soit g1 (2) = f' (2)—p (2) . Alors o (¢1) = o (f') =
o (f)=00et AMgi1) = A(f' — ).

En différentiant les deux cotés de (2.1.5), nous avons

f’” —|— hoJfH ‘l— |:h671 + h070i| f/ + h&(]f = 0 (334>
De (2.1.5), nous avons
f=- hoo(f”+h01f) (3.3.5)
En remplagant (3.3.5) dans (3.3.4), on obtient
hy
£+ hoaf" = [+ hoo] ' = 22 1" + o ') = (3.3.6)
D’ou
hg hoo
fm -+ <h0 1 — h_) f” + |:h6 1 + hO 0— h_’h0,1:| f/ =0 (337)
0,0 0,0

Onpose g1 =f —p.Dou f'=g +pet f"=g,+¢, [ =g]+ ¢" et en remplagant dans
(3.3.7), on obtient

!/ /

h h
gy + "+ (ho =2 0) (g1 +¢') + {hfn + hoo — 0 h0,1:| (g1 +9)=0 (3.3.8)
hoo ho,0

D’ou

h/
+ (hO,l_ hoo)g + [ho1+h00— 7 0h01} g =

0,

” (3.3.9)
= (=" + (Rox = 322) @ + [y + hoo = 122hos | ¢)
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Ainsi
g1 + h11gy + hiogr = ha, (3.3.10)
ou
hl
hip = hoy— % (3.3.11)
0,0
/ Moo
hio = hoy+ hoo— mho’l (3.3.12)
. n
—hi = "+ (ho,l — ﬁ) @ + [h’o,l + hoo — ﬂhm} 0. (3.3.13)
hoo hoo
Maintenant, nous prouvons que hy; # 0. En effet, si h; = 0, alors
hy hi
¢+ (hm - ﬁ) ¢ + [h{n + hoo — ﬁho,l} 0 =0. (3.3.14)
ho.o hoo
et donc /
Aje™* + Age2?)
" A 07 ( 1 /
©"+ ( 0€"” + Ajens + Ageo 2
+ [(Aoeaoz), + (Ae™* + Azea”)} =0
(Aje™? + Ape?)
— Ape™* | p =0 3.3.15
Alealz + AQB“QZ 0€ ¥ ( )
Ainsi

" + AoAle(a0+a1)Z + A0A26(a0+a2)z — (A/lealz + CllAlealz + Aéeazz + CLQAQBGZZ) ’
7 Ajemz + Ayea2? v

+ [Ape® + agAge? + (A1eM? + Aye™*)] ¢

_ KA'le‘“z + a1 Are™” 4 Ape™* + GZAzeazz) Aoeaoz] p=0

Ajenz + Ayet2z (3316)

[(%AO + _'_G’OAU — a1A0> Al — AOA,1:| e(ao—i—al)z
+ [(%AO + A6 + aOAO - G/QA(]) A2 — AOAIQ] e(a0+a2)z

(5 - e g s [(2 ) e ]

® ®

1+ 2A  Ajelarta)z 4 fg22mz | f2p2022 _ () (3.3.17)
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En peut ecrire (3.3.17) sous la forme suivante :
fle(ao+a1)z + f2e(ao+a2)z + fg@alz + f4ea22 + f5e(a1+a2)z + f662a1z + f7e2a2z = 0. (3318)

Comme 0 =0 (p) <1,0(A;) <1 (k=0,1,2),alors o (f;) <1 (j =1,...,7). On note que
ay # ay et par le Lemme 3.2.3, alors 2a; # ay, ay + ag, a; + as, 2as. Pour appliquer le lemme
3.2.1, nous devons considérer trois cas :

(1) si 2a; # ag + az, par le Lemme 3.2.1 nous obtenons fs = 0, c’est que A; = 0, une
contradiction.

(2) si 2a; = ag + ag, alors par le Lemme 3.2.3, 2as # ay, 2ay, as + ag, a1 + ag, ap + ay, as.
Par le Lemme 3.2.1, nous obtenons f; = 0, c’est que Ay = 0, une contradiction .

(3) si2a; = ag, alors par le Lemme 3.2.3, 2ay # a1, 2a1, as + ag, a + az, ag + a1, as. Par le
Lemme 3.2.1, nous obtenons f; = 0, c’est que As = 0, une contradiction .

Par conséquent hy # 0.

Pour I’équation (3.3.10), comme hy # 0 et 0 (g1) = oo. Par le Lemme 3.2.2, on obtient
Mo) =A(f'=p)=0c(g) =0 (f) =0

L’utilisation d’une maniére similaire & celle ci-dessus, nous permet facilement de prouver
hio # 0.

Dans ce qui suit, nous preuvons \ (f” — 90) =ooet A(gy) = A (f” — go).

Soit g (2) = f — ¢, alors 0 (g2) = 0 (f”) =o(f)=o00et A(g2) =A(f" — ).

Défférentions les deux cotés de (3.3.4). Nous obtenons :
fw+hmfﬂ+P%J+%4fﬂ+@&+z%df+n%f:o (3.3.19)

De (3.3.7), nous avons
=1
[ = o

De (3.3.5),(3.3.19) et (3.3.20), nous obtenons

[f”+hqu (3.3.20)

"

f(4) —|; hO,lf , + [2h2/)/’1 + h(),(l)] f”
+ [ho1 + 2hg ] ([Pog + 2ho,))

" 1 " /
+ o {_m (f" 4+ horf )} =0 (3.3.21)

D’ou
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" ! hg,o
FO 1 oy — hoy + 2hg o — hoa Foo |
7 ho 1
B R 2Rl — hoy o0
+ 2h£)71 + h070 — hZ’z — ’ h’l - »* ho,o h1,1 f// —0 (3322)
Donc
FO 4 haaf" + haof” =0, (3.3.23)
ou
_ ¥1
hoy = hoy — 7— (3.3.24)
7 ’ hio
! hg 0 Y1 hé 0
hao = 2h hog — — — — |hg1 — — 3.3.25
2,0 0,1 T oo hoo T 0,1 Foo | ( )
Ol\l 1"
1" ! h
o1 =hgq1+ 20y — hO,l% (3.3.26)
0,0

En substituant f* = g, + ¢, f =gy + ¢, f@ = g, +¢" dans (3.3.23), on obtient
G + ha1gy + haoge = ho, (3.3.27)
ou
hey = — (%0” +haa + h2,090> (3.3.28)

De méme, si I'on peut prouver que hy # 0, alors par le Lemme 3.2.2, on obtient A (gs) =
0 (g2) = 00. Dot A (f" — ¢) = o0.

Maintenant, nous prouvons hy # 0. On note

H,
ho1 = 3.2
1 hiohoo (3.3.29)
H,
hog = 3.
20 = (3.3.30)

ou

Hy = hoohorhgy + hg ohot — hoohg s — hooho1 — 2hooho g + hoihg
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et

Hy, = 2hihoo+ 33 gho1 — 2hoohoihgy + o — 3hoohgoho + ho1ho

1 1" /2 ! 1 2 "
—hg oho,o — hoihg1hoo + 2hg + hooho 1 + ho 1R o

De toute évidence, H; et Hy sont des fonctions méromorphes et o (H;) < 1 (j =1,2). De
(3.3.28), (3.3.29), (3.3.30), on a

h 1 " /
2 {So—hl,gho,o + 2 H + Hy. (3.3.31)
@ hiohoo | ¥ ©

Soit H = %hwhog + %H 1 + H,. Nous avons seulement besoin de prouver que H # 0.
On note o (%) <1, 0 (%) < 1 et highoo = h671h070 + hg,o — h071h670, et de (3.3.29) et

(3.3.30), nous pouvons écrire H sous la forme suivante :

H = fle(a0+a1)z 4 fze(ao—l-ag)z 4 f3€2alz =+ f4€2a22
+f5e(a1+a2)z +f6€(2a1+a2)z +f7€(a1+2a2)z
+f86(2a0+a1)z +f96(2a0+a2)z _|_f10€(2a1+a0)z

+ f11€(2a2+a0)z + flze(a0+a1+a2)z + f13e3a1z + f14€3a2z
Il est facile de voir que fi13 = A}, fi4 = A3 ce qui vient du terme A, dans H,

Nous pouvons prouver que o (f;) <1 (1 <14 < 12). posons
A ={ag+ a1 + ag, ag + ag, 2ay1, 2as, a1 + as, 2a1 + as, a1 + 2as,
2a09 + a1, 2a9 + az, 2ay + ag, 2as + ag, a1 + as, a1, 3asz}
On note que a; # ay et le par le Lemme 3.2.3, on a
3ay # a1 + ag, a1 + 2ag, 2a1, 2a; + ag, 2a1 + as, 3as, a; + 2as

et
3ay # 2ay, 3a1, 2a; + az, az + ag

En utilisant le méme raisonement que et en tenant compte des sept cas suivants :
(1) si 3ay # ag + ag, as + 2a9, a1 + az, 2as + ag, ag + a; + az, 2ay. Par le Lemme 3.2.1, nous

obtenons que fi3 =0, c’est que A; = 0. C’est une contradiction.
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(2) si 3a; = as + ag, alors nous pouvons conclure que 3ay # A — {3ay}. Par conséquent, par
lemme 3.2.1 nous obtenons fi4 = 0, c’est que Ay = 0. C’est une contradiction.

(3) si 3ay # as + 2ag, alors nous pouvons conclure que 3ay # A — {3as}. Par conséquent, par
le Lemme 3.2.1 nous obtenons fi4 = 0, c’est que Ay = 0. C’est une contradiction.

(4) si 3a; = a1 + ag, alors nous pouvons conclure que 3ay # A — {3ay}. Par conséquent, par
le Lemme 3.2.1 nous obtenons f14 = 0, c’est que Ay = 0. C’est une contradiction.

(5) si 3a; = 2as + ay, alors nous pouvons conclure que 3as # A — {3az}. Par conséquent, par
le Lemme 3.2.1 nous obtenons fi4 = 0, c’est que Ay = 0. C’est une contradiction.

(6) si 3a; = ag + a1 + az, alors nous pouvons conclure que 3as # A — {3as}. Par conséquent,
par le Lemme 3.2.1 nous obtenons fi4 = 0, c’est que Ay = 0. C’est une contradiction.

(7) si 3a; = 2as, alors nous pouvons conclure que 3ay # A — {as}. Par conséquent, par le
Lemme 3.2.1 nous obtenons fi4 = 0, c’est que As = 0. C’est une contradiction.

Par conséquent, on a H # 0 et hy Z 0. U



CONCLUSION

Plusieurs chercheurs ont étudié la croissance et 1’oscillation des solutions des équations diffé-
rentielles linéaires du second ordre & coefficients fonctions entiéres. On sait que ces solutions
sont des fonctions entiéres et elles sont soit d’ordre infini, soit d’ordre fini. Cependant le
cas ot les coeflicients de ces équations sont des fonctions méromorphes est un peu difficile a

étudie car les solutions ne sont pas toujours des fonctions méromorphes.

Dans ce mémoire, on a étudié quelques résultats dus & Xu et Zhang [23] sur la croissance et
les points fixes des solutions de certaines équations différentielles linéaires du second ordre a
coefficients méromorphes. Ces résultats ont été récemment généralisés par Habib et Belaidi

12].
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