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INTRODUCTION

La plupart des phénomeénes se modélisent sous forme d’un systéme différentiel d'un cer-
tain type. En particulier, les problémes elliptiques avec conditions aux limites générales et

non locales ; par exemple, un probléme provenant de la dynamique de population et qui est

modélisé par le systéme non linéaire suivant :

( gj(:v Y, t) = Dpy(z,y,t) + Fu(x,y,t)), (z,y,t) € Q x (0,T).
u(z,y,0) =v(z,y); (x,y) € Q.
(Pent) § u(0,y,8) = uo(y, t).
u(l,y,t) +f0 (&t g— (0,£,t) = u10(y, t)eeeeennnn. ()
(

[ u(z,0,t) =u(z,1,t) = 0.

ou : u(x,y,t) c¢’ést la densité de la population a l'instant ¢.

F(u(z,y,t)) représente la croissance et peut s’écrire sous la forme :

Flu) = ru(l = )

#(&,t) est une fonction a poid donnée et Q = ]0, 1[ x ]0, 1].
(%) est une condition au limite non-locale.
pour plus de details, voir [3], [§] et [11]

Ce probléme s’écrit sous la forme statique linéairisée suivante :

yul@,y) £ du(z,y) = f(z,y), (z,y) € Q.
y) = uo(u )
y) + [ 6(£)F4(0,€)dE = uro(y)-
u(z,0) = u(x, 1) = 0.

avec A est un nombre positif obtenu de la technique de linéairisation.

A,
u(O,
(Psli) (1

I~

)

Il est donc important de trouver la régularité optimale de ce dernier probléme pour résoudre

(P.;) en utilisant le théoréme du point fixe.
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On veut maintenant réécrire (Py;) sous forme opérationnelle.

Pour cela, on définit sur X = LP(0,1);p € ]1,4+o0], 'opérateur A par :

{ D(A) = W?P(0,1) N W, (0,1).
(Ap)(y) = " (y) £ Ap.

et en utilisant la notation usuelle :

u(r,y) = u(z)(y).

on obtient le probléme abstrait suivant :

u' (z) 4+ Au(z) = f(x); presque partout sur ]0,1][.
(Pa) {4 u(0) = up.
HUI(O) + U(l) = U1,0-

avec H est un opérateur linéaire surX de domaine D(H) et qui vérifie :

H() = oit () = / " o()p(e)de 5 » € D).

n

Dans ce mémoire qui est intitulé " sur des GBVP non locales de type elliptique sur les
espace LP", on étudie le dernier probléme sur 'espace LP(0,1; X) pour p € |1,+o0[ et X
un espace de Banach complexe; en trouvant des conditions nécessaires et suffisantes pour
lesquelles notre probléme admet :

-une solution stricte qui est une fonction :

uwe W(0,1; X) N LP(0,1; D(A)).

et vérifie le probléme.

-une solution semi-stricte qui est une fonction u satisfaisant :

Ve €10,1[;u € W*P(0,1 —; X) N LP(0,1 — g; D(A)) N WP(0, 1; X).

Ce travail est une synthese de Particle [7]; "Nonlocal General Boundary Value Problems
of Elliptic Type in LP Cases",de : Houari Hammou, Rabah Labbas, Stephane Maingot et

Ahmed Medeghri, paru dans le journal "Mediterraneau Journal of Mathématics" en 2015,



les résultats obtenus complétent ceux obtenus dans le cadre Holderien par les méme auteurs
(voir [6] ).

Cette syntheése est composée de cing chapitres.

Le premier chapitre est consacré a des rappels d’usage sur les outils mathématiques utilisés
dans ce travail : on introduit les notions d’opérateurs linéaires fermés, les semi-groupes, les es-
paces d’interpolation et les puissances fractionnaires d’opérateurs, et ainsi que les principaux
théorémes de la théorie des sommes d’opérateurs.

Dans le deuxiéme chapitre, on représente la solution du probléme posé d’une fagon détaillée a
partir des hypothéses supposées et en utilisant les semi-groupes et les puissances fractionnaires
d’opérateurs.

Au troisiéme chapitre, on étudie la régularité de cette solution & I’aide des lemmes techniques
qui sont basés sur les espaces d’interpolation et I'application des résultats de Dore et Venni
aux problémes de Cauchy. On donne des conditions nécessaires et suffisantes sur les données.

Dans le quatriéme chapitre, on s’interesse a I’hypotheése d’inversibilité de 'opérateur A
déterminant de notre probléme;

-Dans un premier temps, on donne des cas particuliers de H en fonction de A, ou elle est
vérifice : (H = a(—+v/—A)* ot a € C\{0};Rea > 0;k=0o0uk=1).

-Dans un deuxiéme temps, cette hypothése n’est plus supposée mais on ajoute un parameétre
spectral w dans I’équation du probléme, qui permet d’obtenir un opérateur A,, inversible pour
w assez grand.

Le cinquiéme chapitre c’est une partie d’application et d’illustration de ce qu’on a traité
dans les chapitres qui précédent sous forme d’exemples de probleme concrets d’EDP.

Le mémoire se termine par une bibliographie relative a I’ensemble des travaux présentés ici.




Chapitre 1

Rappels

Dans ce chapitre, on donne quelques notions de base utilisées dans ce travail.

1.1 Opérateurs linéaires fermés

X désigne un espace de Banach.

On rappelle que A est un opérateur linéaire sur un espace de Banach X, si et seulement
si, c’est une application linéaire difinie sur un sous-espace vecroriel de X (appelé domaine de
définition de A et noté D(A)) a valeurs dans X.

De plus;
1. A est dit borné si :

D(A) = X et 3o > 0: ]| A€y < clléll -

et on écrit A € L£(X).

2. A est dit fermé, si et seulement si, pour toute suite (x,), C D(A) telle que :

Ty — & ] x € D(A)
At alors Az —

3. A est dit fermable, si et seulement si, pour toute suite (z,), C D(A) telle que :

Tp — 0 B
{ Az, — 1 alors y = 0.

Les convergence des suites z,, et Az, sont au sens de la norme de I'espace X.
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Définition 1.1.1 Soient X un espace de Banach et A € L(X), on appelle :

- spectre de A, lensemble o(A) = {\ € C tq (A — A\I) non inversible }.

- ensemble résolvant de A, le complémentaire du o(A) dans C noté p(A).c’est-a-dire :
p(A) ={X € C tq (A — \) inversible }.

- résolvante de A, lopérateur (A — X\I)™! pour X € p(A).

1.2 Les semi-groupes

Définition 1.2.1 Soit X un espace de Banach. On dit que la famille (G(t))i>o d’opérateurs
linéaires bornés sur X constitue un semi-groupe i :

1.G(0) = Iy.

2¥t,s >0; G(t+s) = G(t)G(s).

Définition 1.2.2 On dit qu’un semi-groupe (G(t))i>o est fortement continu, si et seulement

si, pour tout x € X, l'application :

R+—>X
t — G(t)

est continue, c’est-a-dire :

Vo e X, 11tiH01 |G(t)r — x|y = 0.

et on dit que (G(t))i>0 est un Cy-semi-groupe.

Définition 1.2.3 On appelle générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe (G(t))i>0, ['opé-
rateur A définie par :

D(A) ={zx € X : lim w existe dans X }.

t—0t

Vz € D(A) : Az = lim 0=

t—0t t

Proposition 1.2.1 Si A est un générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe (G(t))e>o alors;
1. A est linéaire fermé de domaine D(A) dense dans X .
2. Vo € X la fonction t — G(t)x est continue sur R .

3. six € D(A) ett >0 alors G(t)x € D(A).
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4. la fonction t — G(t)x est continument dérivable sur R, si seulement si, x € D(A).

dans ce cas ¥ t > 0; LG (t)x = AG(t)x = G(t)Az.

Tl
5.Vee X ;Vt>0 ona :
¢ t
/ G(s)xds € D(A) et A/ G(s)xds = G(t)x — x.
0 0

et si de plus x € D(A) alors :

t t
A/ G(s)xds = / G(s)Azds = G(t)x — x.
0 0
6. si A est générateur infinitisimal d’un autre Cy-semi-groupe (S(t))i>o alorsVt >0 on a :
S(t) = G(t).
1.2.1 Semi-groupes différentiables

Définition 1.2.4 On dit qu’'un Cy-semi-groupe (T'(t))i>o est différentiable, si pour tout x de
X la fonction t — T (t)x est différentiabe de |0, 400 dans X.

1.2.2 Semi-groupes analytiques

Définition 1.2.5 Soit ¢ € 10,7, on appelle semi-groupe analytique, l’application G définie

sur le secteur Sy avec

Sy ={z € C" : |arg(2)| < ¢}.

et o valeurs dans L(X) telle que :
1. z — G(2) est analytique sur Sy.
2G(0)=TetVoreX; lim |Gix)r—z|y=0

1.2.3 Semi-groupes analytiques généralisés

On dira que (e*%),>¢ est un semi-groupe analytique généralisé si Q est un opérateur linéaire

dans X de domaine non dense et :
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p(Q) 5 Sus = {A € C\{w} ;[arg(A —w| < § + 6}
et sup [|(A = w)(M = Q)7 M|z (x) < +00.

/\ESW’L;

ou
-wERet5€]O,§[.

-p(Q) désigne ’ensembe résolvant de 'opérateur Q).

1.3 Les espaces d’interpolation

Définition 1.3.1 Soit X un espace de Banach. On désigne par LE(R,, X) avec p € [1,400],
l’espace de Banach des fonctions fortement mesurables définies pour presque tout t € R, et

telles que :

B(Ry,x) < TOO

([ s %) - If

si p = 00, alors on définit l’espace L (R, X) par :

f R, — X est fortement mesurable et

fe LRy, X) & { sup ess || f(t)]|y < +oo.

0<t<oo

Définition 1.3.2 Soient (Xo; ||.||,) et (X1;]|.]l;) deuz espaces de Banach s’injectant conti-
nument dans un espace topologique séparé E.

Pour p € [1,+00[ ;et 8 € ]0,1], on dit que x € (Xo, X1)g,p ; si et seulement si;

i) Vt > 0; Jup(t) € Xo.Fui(t) € Xyt x = up(t) +ui(t).
ii) t %y € LP(Ry, Xo); t "%, € LP(R4, X1).

Proposition 1.3.1 Les espaces :

(X0 N X35 - lxgnn) 5 (Ko 4+ X151l xox,) €t (Ko, X1)os [1-11g,,)
ou :
elly o, = Nl + 2l stz e (Xon Xy).
= inf (lzllx, + 17l x,); st @ € (Xo + X1).

€ Xijxgtoi=2x
1=0,1

all,,
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’ Hx‘|9,p = inf (H t_9u0’ 7SZ YIS (X07X1)9,p-
ui: Ry— X510 =0,1
Vit > 0;ug(t) +u, (t) =

sont de Banach.

Lf(R+,X0)+||t1_9u1’ Li’(R+,X1))

De plus ;
(XoNXy) C (Xo, X1)op C (Xo+ Xq).

et on note que : (Xo, X1)g,p = (X1, X0)1-0,-

Définition 1.3.3 Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) C X muni de la

norme;

Ve € D(A); |2l peay = llzllx + | A]|x -

on a alors : Da(0,p) = (D(A), X)1-9, pour p € [1,400] et 0 < 6 < 1.

1.4 Puissances fractionnaires d’opérateurs

Théoréme 1.4.1 Si A est un opérateur linéaire fermé a domaine dense dans X tel que :

Je>0:Ry Cp(A) et pour A > 0.
(A~ )‘I)_lHE(X) < (1Jcr,\)'

1

2] ; —(—A)" génére un semi-groupe G, (t) fortement continue pourt > 0.

alors ; pour o € }0,

1.4.1 Puissances fractionnaires avec partie réelle positive

On considére ici A € S; pour ¢ € |0, 7], et on note que dans la formule A* = (Z%)(A);
la quantité Z* désigne la détermination principale de la fonction "puissance a" caractérisée

par :

7 = zoWr+i0) o 7 — rei®. 1 >0, 0 € |7, 7.

Proposition 1.4.1 Soient o, 5 € C tels que Rea,Re 8 > 0, alors;
1. A est un opérateur fermé de X.

2. AP = A2 AP = AP A,

3. Re3 > Rea = D(AP) C D(A%)

(en particulier si Rea < 1, alors D(A) C D(A%).).
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4. st A est injectif alors A®lest aussi et (A71)* = (A*)~!
5. 510 € p(A) alors 0 € p(A®).
6. A€ L(X) = A® € L(X).

De plus si A admet un inverse borné alors; pour Rea > 0; (A™1)* = A= € L(X).

1.4.2 Puissances fractionnaires avec partie réelle quelconque

Proposition 1.4.2 Soient o, B € C et on suppose que A est injectif alors;

1. A% est un opérateur fermé de X.
2. A® est injectif et (A®)™1 = A~ = (A71)~.
3. A28 C A®AB.

1.5 La théorie des sommes d’opérateurs

Soit A et B deux opérateurs linéaires fermés dans X de domaine D(A) et D(B) respecti-

vement. On s’intéresse alors a ’équation :

Au+ Bu— A\u = g.

ou ¢ est un vecteur donné de X.

Popérateur somme L = A + B est définie par :

D(L) = D(A) N D(B).
Lu = Au+ Bu; u € D(L).

Donc I’équation s’écrit encore :

Lu— Au=g.

une solution stricte de cette équation est un élément v € D(L) qui la satisfait. Donc il faut

trouver une telle solution lorsque g est quelconque dans X, mais ce n’est pas toujours possible.

1.5.1 Approche de Da Prato et Grisvard

On note le secteur Sy par :

So ={Z € C\{0} : |Z| = r et |arg(z)| <7 — 0} pour r > 0 et O € ]0,7].
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et on suppose les hypothéses sur A et B suivantes (dites de Da prato et Grisvard) :

.Parabolicité — ellipticité :

( HT,CA,CB>O; 0,4,036]0,7‘(’[:
p(A) D Sp, et ¥z € Sp,; [(A—2D)Hlpxy < Ca

Te

(DP1){ - p(B) D Sy, et ¥z € Sp; (B —21) 7 gy < - (1.5.1)

z

~04+0p <.
. D(A) + D(B) = X.

.commutativité au sens des résolvantes :

\

(DP2) { VA € p(—A);Yp € p(—B) 152
(A+ AN B+ pul)™" = (B + pul) (A + A~
et
(DP3) o(A) No(~B) = ¢ (1.5.3)

Théoréme 1.5.1 de Da Prato et Grisvard

L’opérateur linéaire continu suivant :

—1
Sy:u— - (B+ 2" Y (A—X—2I)"tgdz.

i Jr

vérifie les propriétes :

1). Yu e D(A)N D(B) on a : S(Au+ Bu) = u.

2). Yv € D(A) + D(B) on a : S(v) € D(A)ND(B) et A(S(v)) + B(S(v)) = v.

3). pour v € Dy(0,p) + Dp(0,p); 0 €]0,1];p € [1,+00] on a : Sv € D(L) et L(Sv) = v.
4). L est fermable et (L)™' = S.

De plus :

(D(L); X)op = (D(A); X)op 0 (D(B); X)o,p-

on note ici que I' est une courbe sectorielle séparant les spectres de A et de (—B) et demeurant

dans p(A) N p(—B).
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Théoréme 1.5.2 Sous les hypothéses (1.5.1)), (1.5.2)) et (1.5.3)) et pourd €10,1[,p € [1,+o0],

on a:
1. si g € Dg(0,p) alors u € D(L) et Au, Bu € Dg(0,p).
2. st g € Dg(0,p) alors u € D(L) et Au, Bu € D4(0,p).

1.5.2 Approche de Dore et Venni
Espaces de Banach UMD

Définition 1.5.1 Un espace de Banach X posséde la propriété UM D (Unconditionel Mar-
tingale Differences); si et seulement si, Ip € |1, +o0[ et C(p) tels que :

> & <Clp)||D_ d
k=1

Lr(R,X) k=1
pour toute martingale (di),—15 et pour toute suite (§;) € {—1,1}".

,Vn € N.

Nous donnons ici une définition équivalente plus adaptée o motre propos et qui utilise la

transformée de Hilbert.

Transformée de Hilbert

Soient ¢ € ]0,1[ et p € ]1,400[; pour toute fonction f € LP(R, X); on définit 'opérateur H.

par :

™ S

1 flx—s)
H.f)(z)=— —~ds.
i@ = [ e

si pour un élément f € LP(R, X) donné; lim+ H. f existe dans LP(R, X)) alors cette limite

E—>

est notée H f et appellée la transformation de Hilbert.

Théoréme 1.5.3 (Définition)

Soient X un espace de Banach et p € |1, 4+00[ alors les assertions suivantes sont équivalentes.
- X est UMD.

: EE%1+ H.f existe dans LP(R, X); Vf € LP(R, X).

Remarque 1.5.1 On peut ausssi avoir une caractérisation géométrique des espaces UMD,

c’est la notion de £— converité qui a comme interet l'indipendance de 'UMD et de ” P” . (voir

[4)
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Exemple 1.5.1 - Tout espace de Hilbert est UM D.

- Tout espace isomorphe a un UMD est UMD.

- Tout sous-espace fermé d’un UMD est UMD.

- L’interpolé des espaces UMD est UMD.

- Sipe|l,4+oo] et X et un UMD alors LP([0,1]; X) est UM D.

Théoréme 1.5.4 de Dore et Venni

Les hypothéses sur A et B : cette fois on suppose que les opérateurs A et B vérifient :

()D] ]etEIMA>0'
> 0 [(A+ Xz x) (1+)\)'
(DV1) p(B) D ]—00,0] et IMp >0 :
YA Z 0 [1(B +A) 7l g g%-
| . DA =DB) = X

DV { VA € p(=A);Yp € p(—B)
(A+ N1 B+p) = (B+u) YA+ N 1=0.

([ VseR; A® € L(X) et 3k >0; 4, >0:
Vs € R; [|A™] (x) < kellfa,
(DV3){ .Vs€R; B®¥ e L(X) et Ik>0; 5 >0:
Vs € R; [|B*|| pixy < kellf5,

L .0A+03<7T

On note par BI P(X,f) (Bounded Imaginary Power) ; ’ensemble des opérateurs sectoriels sur
X vérifiant (DV'1) et (DV3).

on a alors le théoréme suivant : (Dore et Venni).
Théoréme 1.5.5 si X un espace UMD et sous les hypothéses (DV'1),(DV2) et (DV3),

lopérateur

L=A+B

est fermé, et : L' e L(X), de plus; L™ est défini par Uintegrale :
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1 Aszzfl
L'=— [ 2= g

17T ~ SIN7TZ

ol 7y est une courbe verticale contenue dans la bande

{zeC:0<Rez <1}

et orientée de coe™"2 wers ooe'z .
Application de ’approche de Dore et Venni au probléme de Cauchy

Soit X un espace de Banach UM D. On considere le probléme de Cauchy :

(Pc){ u'(t) + Au(t) = f(t) ; t€la,T]
u(0) =0

oun feLP0,T;X)et: A:D(A) — X un opérateur linéaire fermé de domaine dense et
tel que :

de > 0; ||[(A — )\I)*1||£(X) <55 VA>0.

et (A%).>q semi-groupe fortement continue dans £(X) avec :

3o > 0; | A*|| o) < el 0<04 <5

On écrit le probléme sous la forme d’une équation somme d’opérateurs. On définit alors les

opérateurs A et B comme suit :

{ D(A) = {u e LP(0,T, X).
(Au)(t) = Au(t); u € D(A).

D(B) ={ueW(0,T,X); u(0) =0
{Bu—u’. ;. ue D(B)

et donc, notre équation sera :

Bu+ Au = f.

Dans ce cas, on a :
- Xest UMD = LP(0,T,X) est UMD.
- Les hypotheses (DV'1), (DV2) et (DV3) sont bien vérifiées.
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- L’opérateur linéaire fermé B satisfait :
3Co > 0; |(M = B) Ml 2y < 155
Vs € R; B* € L(X) et 3C1 > 0; || B*]| () < Ci(1 + s¥)ezlsl,
on utilise donc 'approche de Dore et Venni, et on aura le resultat final suivant :
si X UMD et Popérateur A vérifie ’hypothése " BIP” alors; Vf € LP(0,7;X); 1 <p < o©

le probléme de Cauchy (P.) admet une unique solution :

u € WH(0,T; X) N LF(0,T, D(A)).

et

Au(t) = A/t e~ f(s)ds € LP(0,T; X).
0



Chapitre 2

Représentation de la solution

Ici, on représente la solution du probléme posé & partir des hypothéses supposées.

2.1 Hypothéses

Considérons dans un espace de Banach complexe X le probléme abstrait suivant :

u'(z) + Au(z) = f(z); z € (0,1) pp
(Pa) 4 u(0) =ug (2.1.1)
Hu'(0) + u(1) = uyp

avec H est un opérateur linéaire sur X de domaine D(H) et A un opérateur linéaire fermé
de domaine D(A) non nécéssairement dense dans X.
ici, ug et uy o sont des élément donnés dans X et f € LP(0,1; X); 1 < p < +o0.

On suppose que :
A'opérateur A vérifie :
—I’hypotheése d’ellipticité :

C

[0, +00[ C p(A) et Fe>0: (A - /\[)—1H£(X) < oy (2.1.2)
—I’hypothése BIP :
Vs €R; (—A)* € L(X) et Je>1; 04 €]0,7]
" (2.1.3)
I(=A) gy < e
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-X est un espace UMD.

(2.1.4)
-H est un opérateur linéaire fermé dans X.

(2.1.5)
on pose @ := —(—A)% ( c’est bien le générateur infinitésimal du semi-groupe analytique sur
X noté (e*9),>0) plus de détails se trouvent dans Balakrishnan [I])
et on suppose aussi que :

- D(Q) C D(H) (2.1.6)
- VEED(H); A'HE = HAT'¢ (2.1.7)
- 0€p(A) ot A=—-2HQe? +1 — %9, (2.1.8)

on voit que cet opérateur A est dans un sens le déterminant du probléme considéré.

Remarque 2.1.1 . Sous l'hypothése (2.1.2)) quand Q) génére un semi-groupe analytique, on

a pour x > 0;

QFe™ € L(X).

. De plus si ona : (2.1.5)) , (2.1.6) alors;

A= —2HQe? + 1 —e* € L(X).
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. Les hypothéses (2.1.2)) , (2.1.6) et (2.1.7) pour A € p(A);u € p(Q);€ € D(H) et z > 0;

donnent :

(A— \I)"“HE = H(A— \)'¢.
(Q—pI) " HE = H(Q — pl)~'¢
He Q¢ = Q¢

. (2.1.2)) et (2.1.3) afirment que A € BIP(X,04), donc;

—~Q = (—A)2 € BIP(X, %“).

. (2.1.2) implique : D(Q) = D((—A)2) D (D(A), X) 1

ﬂ7p

( voirld))

2.2 Représentation de la solution

Lemme 2.2.1 Sous les hypothéses (2.1.2)), (2.1.5) ~ (2.1.7)), le probléme (Pa) admet une

solution semi-stricte u qui est représentée par :

u(x) = "9 (ug—Jo) = IUATL — A uy o+ AT HQ(ug—2J0) )+ L+ Jp €79 e+ Q7.

o :
1 T 1 1
I, = §Q_1/ eI f(s)ds; J, = EQ_I/ e f(5)ds.
0 T
et :
U_U = A_I(GQ’U,O — U1,0 + HQ(UO — 2J0) — GQJO + [1)
o = A1 Jo — uo).

Preuve. Pour résoudre le probléme (P4); on applique la méthode de la réduction d’ordre

de Krein a ’équation abstraite
W)+ Au(x) = f(z); @€ (0,1)

On pose alors pour tout z € (0, 1);

v(z) = —Q (2) ; y(z) = %(U(:v) —o(x)) et 2(z) = Z(u(z) + v(2)).
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donc;

1

(@) = 5() = (@) = 3(~Quia) + @M (2).

En utilisant notre équation et le fait que () = —v/—A, on obtient :

{ y'(z) = Qy(z) + Q7' f(x); ppa € (0,1).

avec : g9 = %(U(O) —v(0)) =

De méme on a :

{ (z) = —Qz(z) — 3Q7 f(2); ppae(0,1).

avec g1 = £(u(1) — Q™' (1
)

Donc, pour tout x € (0,1

y(w) = e™eo + 3 fy e7IQT f(s)ds.
2(z) = el + 1 fxl es=RQ~1 f(s)ds.
et

u(x) = y(z) + 2(x) = e @eg + 1%, + I, + J,..

ou :

1

T 1 1
I, = 5/ e(xfs)QQflf(s)dS et J, = 5/ 6(571)QQ71f(5)d3'
0 X

Il reste a calculer gy et e; pour acomplir la représentation de la solution. On sait qu’une

solution semi-stricte u du probléeme (P,) est telle que :

Ve €10,1[; u € W*P(0,1 —¢; X) N LP(0,1 — g; D(A)) N WP(0, 1; X).

Et on note que :

u€ WH(0,1; X) = u e C([0,1]; X).
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alors ;

Ve €10, 1[;u € W?P(0,1 —; X) = u € C([0,1[; X).

Enfin;

ue C([0,1]; X) N C([0,1[; X).
D’apres la condition non-locale Hu/(0) + u(1) = uy 0; on remarque que u'(0) appartient bien
a D(H).

En ajoutant les deux conditions aux limites du probleme, on aura :

u e C([0,1]; X)n CY([0,1[; X).
w'(0) € D(H).
u(0) = ug et Hu'(0) + u(l) = uy 0.

Donc on peut écrire pour tout x € [0,1] :

u'(z) = Qe — Qet ™%, + QI, — QJ,.

d’ou
u(0) = gg + e%e; + Jo.
u(1) = %y + &1 + 1.
ug € D(Q); €0 € D(Q).
uw'(0) = 2Qegp — Quy.
De plus;

Hu'(0) + u(l) = u1 9 = H(2Qe0 — Qug) + (9o +e1 +1)) = U1 0.

on remplace dans cette derniére formule £y par u(0) — Jy — e%ey, et on obtient ;

H(2Qu(0) — 2Q.Jy — 2Qe%; — Qug) + e?(u(0) — Jo — e9ey) 4+ 1 + I = uyp. (2.2.1)

et comme 2Qe%s; € D(Q) et D(Q) C D(H) alors;

Quo — 2.Jy € D(H).
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D’autre part ; d’apres (2.2.1)) on déduit que :
(I —2Qe? — e*@)e; = uro — HQuo +2HQJy — eQJy — I = Aey.
Donc;

g1 = A*1u170 — Ailll — AfleQ(uo — Jo) — AilH(QUO — ZQJQ)
= A71U170 — Ailll — AilH(QUO — QQjo) + GQW.
ou : Uiy = Ail(J() — Ug).

On peut donc obtenir &.

g0 =g — Jo— QA up g — AL — A1eQ(ug — Jo) — ATTH (Qug — 2Q ).
=y — Jo + Qg
avec; g = A1 (eQug — ur o + HQ(ug — 2Jo) — €% Jo + I1).
En remplacant ces formules trouvées dans la représentation de la solution, on trouve la

solution semi-stricte du probléme (Py4) sous la forme :

u(x) = "9 (ug—Jo+eug)+e DA Uy o~ AT L — ATV H (Quo—2Q Jo) €%t +- 1+, € [0,1].



Chapitre 3

Régularité de la solution

Dans ce chapitre, on utilise des lemmes techniques pour étudier la régularité de la solution

du probléme posé.

3.1 Lemmes techniques :

Lemme 3.1.1 Soit f € LP(0,1; X); 1 < p < +o0.

Sous les hypotheses (2.1.4]) ; (2.1.2)) et (2.1.3) du chapitre précédent on a :

l.x — F(z,f)= Q/y @99 f(s)ds € LP(0,1; X).
0

2.0 — Kz, f) = Q/l e=Q f(s)ds € LP(0,1; X).

3.2 — T(z,f) = Q/le(”S)Qf(s)ds € L*(0,1; X).
0

Preuve. 1. Pour la premiere assertion, on va appliquer le théoréme de Dore et Venni a

I’étude du probléme :

{ u'(r) + Qu(z) = f(z); = €(01).
u(0) = 0.

alors, comme X est UMD et () est un opérateur linéaire fermé dans X satisfaisant les deux
hypothéses du théoréme de Dore et Venni, alors, pour tout f € LP(0,1; X), ce probléeme
admet une unique solution stricte u telle que u € W'?(0,1; X) N LP(0,1; D(Q)).

avec;
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u(z) = /Ox e f(s5)ds

et donc;

T — Q/ @R f(s)ds € L*(0,1; X).
0

2.La deuxiéme assertion découle immédiatement de la premiére car, en posant 1 —x = y et

1—s=1t,on obtient :

K(z,f) =Q [, et"109f (5)ds
= Q [ el1=2=0-9)Q f (5)ds
=Q [) W (1 —t)dt.
= F(y, f(1—1)) € L?(0,1; X). d'aprés 1.

3. Pour la troiséme assertion, on écrit pour tout élément x € (0,1) :
T(r.f) =@ fy e (s)ds
= Q [ eI (s)ds + Q [ 2 (s)ds
=Q [y eI f(s)ds + €*"9Q) fxl e f(5)ds
= F(x,e*9f) + ¥ K (z, f).

= F(x,e*9) + > CF(z, f(1—.)).
et on applique 1.

Lemme 3.1.2 Soit p € |1,+00[ et supposons l’hypothése du chapitre qui précéde,
alors ;

1. Ae®p € LP(0,1; X); si et seulement si; o € (D(A); X)
2. QeQ¢p € LP(0,1; X); si et seulement si; ¢ € (D(A); X) 1

2

P

Sl

+ip

bS]

Preuve. On rappelle que si m € N* et C génére un semi-groupe analytique alors;

6 € (D(C™),X)1 & C"e*C¢ e [P(0,1;X).

mp
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on fait

dx

p
X X

1
| llemecolfy da

VAN

/ Ha:m(l—(l—ﬁ))cmexc’qﬁ
0

< K|ollipemyx) 4

mp’

(voir Triebel [12])

D’ou :

Q’e®p = Ae®p € LP(0,1;X) & ¢ € (D(A), X) 1, = (D(Q*), X) 1 ,,.

2p”

de la méme maniére

Qe € LP(0,1; X) & ¢ € (D(Q), X)

7p'

S

et en utilisant la propriété de réitération de Lions-Peetre ([10])

on obtient :

d’ou le resultat.

On déduit ainsi;

Corollaire 3.1.1 Soit f € LP(0,1; X); 1 < p < 4+00.

sous Uhypothese (2.1.2)) ; (2.1.3) et (2.1.4) du chapitre précédent on a :

S

/ e f(s)ds € (D(Q), X)

0

On a aussi besoin du lemme suivant ;

Lemme 3.1.3 [l existe un opérateur W € L(X) tel que :

At =T—-W avec W(X) C JFTD(Q’“).
k=1
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Preuve. Onpose A= —2HQe? +1—-e 22 =14V.

ol V =—2HQe? — 2@ € L(X)

Il est clair que VQ ™! = Q~'V, de plus, @) est un générateur infinitisimal d’un semi-groupe
analytique, donc;

VK € N; e? € LP(X, D(Q%)).

alors; V(X) C ﬁD(Qk).

et donc :

Wi ALV € £(X); WQ = QYW et W(X) € () D(QY).
k=1

Enfin ;

I-WAN=AI-W)=A-V =1

3.2 Reégularité de la solution

On simplifie d’abord ’expression de la solution u, en utilisant le fait qu’il existe un opérateur
linéaire borné W tel que A=t =1 — W.

Alors, en posant A~! = I — W dans la formule de la solution ; on obtient :

u(x) = "9 (ug— Jo +e9g) + eI = W) (ur0 — Iy — H(Quo — 2Q.Jy)) + e%tig)) + I + J..

En remplacant I, et J, par ces valeurs, on aura :

u(z) = e*?(ug — Jo + e%up) + 6(1’I)Q(u1,0 — I — H(Quo —2QJy) — W(u1o — I1 — H(Quo — 2Q.Jp)
+ e9Urg) + 1Q7 [ eI (s)ds + 1Q f (@=5)Q f(s)ds
= e"Q(uyy +1Q7 [ e IRf(s)ds + e (uy g — Iy — HQ(ug — 2.Jp))
+1Q7 [1elmmQf (s)ds + e "IReRurg + eHRW T, — 1PW (uy 9 — HQ(ug — 2.p))

+ @Ry
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donc on a représenté la solution u par :

u(x) = S(z,uo — Jo; f) + S( — w,u1 0 — I — HQ(uo — 2Jo); f(1 — 2)) + R(x).

avec;

S(ave ) =P+ 570 [ ey
0

et

R(z) = 19975 4 1 29W [ — O DQW (1 g — HQ(ug — 2.J0)) + e*“e%ug.

Pour étudier la régularité de cette solution u qui satisfait :

u'(z) + Au(z) = f p.p sur ]0,1].

et pour f € LP(0,1; X); il suffit d’analyser le terme Au.

Grace a la simplification précédente, cette analyse sera celle de :

Au(z) = AS(z,ug — Jo; f) + AS(1 — z,us0 — [1 — HQ(ug — 2Jp), f(1 — x)) + AR(z).

On commence avec le premier terme :

AS(a. = Jos ) = @S0 — o, f) = Qo — o) + 5@ [ e (5)ds.
0

D’aprés le lemme technique (1° lemme(3.1.1)) on a :

1 xT
x — §Q_1/ @) f(s)ds € LP(0,1; X).
0

Donc pour que QS (z, ug—Jo, f) soit dans L?(0, 1; X) il suffit que Q%e*? (uo—Jy) € LP(0,1; X)
ce qui est équivalent a dire, d’apres le deuxiéme lemme technique(3.1.2),
(up — Jo) € (D(A); X) 1

2pP°
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or;
1 1
Jo = %Ql/o e Cf(s)ds = QJy = %/0 e*?f(s)ds.

et d’apres le corollaire; on a bien QJy € (D(Q), X)

P % §7p'

3=

d’ou

Jo € (D(A4),X) 1,

La donnée ug est bien dans (D(A), X). , C D(Q).

2p
Alors;;

(UO — J()) S (D(A),X)i’p = Q2€xQ<U0 — Jo) € LP(O, 1,X)

D’ot la régularité du terme QS (z, ug — Jo, f).
De la méme fagon, pour le terme AS(1 —z,uy 90— 1 — HQ(ug — 2.Jy), f(1 — x)) qui est égale

a:

1
Q2e(1fx)Q<uLO — I — HQ(ug — 2Jy)) + %Q/ e(sfx)Qf(s)ds.

on a d’apres le 1¢" lemme technique(3.1.1),

1
xr — Q/ e f(s)ds € LP(0,1; X).

Reste alors a analyser; Q%19 (u; g — I} — HQ(ug — 2.Jp)).

Proposition 3.2.1 Sous les hypothéses (2.1.3)) et (2.1.4) du chapitre 2 ; soient f,g € LP(0,1; X),

l<p<+oo ety e X, alors :

Q*S(1 —x,1,g) € LP(0,1; X) si et seulement si; ¢ € (D(A), X)1

2pP”
D’aprés cette proposition, on aura Q%9 (u; o — I} — HQ(ug — 2.Jy)) € LP(0,1; X), si et
seulement si ;

(ul,O — Il — HQ(UO — 2J0)) c (D(A),X) 1

ﬂ:p'
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or;

L = %Q‘l /01 eCf(1—s)ds = QI, = %/01 e Cf(1 — s)ds
qui est, d’apres le corollaire, dans (D(A),X)ﬁ%p = (D(Q), X)%m donc I1 € (D(A), X) 1
et HQ(ug — 2Jy) = HQ(ug — (Q" [y e*2f(s)ds)) € (D(A), X) 1, car:
Jy e f(s)ds € D(A),X) g1,
grace au corollaire on obtient :
(w10 — Ih — HQ(uo — 2.Jp)) € (D(A), X) 1

%J)

d’ou;

Q26(17I)Q(u1,0 — I — HQ(uo — 2Jp)) € L*(0,1; X).

Finalement, on a :

AS(l —I,U10 — [1 - HQ(UO - 2J0), f(l - .Z')) S LP(O, 1,X)

Il nous reste le terme AR(x) qui est dans LP(0,1; X) gice a la régularité des termes e® et
W. (Vk € N;Q*R(x) € L*(0,1; X)).
D’apres ces étapes, on peut dire que Au(z) € LP(0,1; X), et donc on a bien la régularité de

la solution du probléme, et on a ainsi les resultats suivants :

3.3 Resultats

Théoréme 3.3.1 (Solution semi-stricte)

On suppose que A est inversible, et X un espace UMD, et soient ug,u10 € X et
f e Lr0,1; X). alors;
le probléme (P4) admet une solution semi-stricte ; si et seulement si;

ug € (D(A),X)ip C D(Q).
QUO - Jf € D(H)etul,g — H(QUO - Jf) € (D(A),X)LJF%J)

2p

ou s Jy = fol e*? f(s)ds
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De plus cette solution est unique dans cet espace et est sous la forme u = ugr + ug avec;

ur € W22(0,1; X) N LP(0,1; X)) et ug € WHP(0,1; X).

Preuve. Si u est une solution semi-stricte pour (P,), alors, on a vu que :

1
Qug — 2QJy = Qug — / e*@f(s)ds € D(H).

0
donc :

1
"o — Q! / ¢ f(s)ds € D(HQ).
0
Et d’aprés 'analyse de la régularité de la solution, on a montré que cette régularité c’est celle

de W avec;

W(x) = S(z,uo = Jo, [) + S(1 = w,u10 — It = HQ(ug — 2.Jp); f(1 — x)).

mais; Ve € ]0,1[; on a :

Q*u € LP(0,1 —¢,X) et Qu € LP(0,1; X).

donc;

Q*W € LP(0,1 —¢,X) et QW € L*(0,1; X).

D’autre part; on a vu que ug € (D(A),X)%,p et u1 o — HQ(up — 2Jp) € (D(A), X) 1
donc on a le sens direct de I’équivalence.
. Inversement ; si

ug € (D(A),X)iyp C D(Q).
DUO - J() S D(H) et U0 — H(QUO - Jf) S (D(A),X)L_,'_%?p

2p
avec J; = fol eSQf(s)ds.
et en utilisant les résultats précédents et qui nous permettent de représenter la solution

semi-stricte telle que : u = ur + ug avec

<x7u0 - J(J?f) + R(l’)

Ur = S
S(l —T,U10 — Il - HQ(UO — 2J0), f(l — JI))

us
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et on a la régularité voulue aussi.

Théoréme 3.3.2 (Solution stricte)
On suppose que A est inversible et X un UMD et soient ug,u1o € X et f € LP(0,1;X).
alors ; le probléme (P4) admet une solution stricte, si et selement si;

Uy € (D(A),X)ip C D(Q).

QJO - Jf S D(H) et Ur,0 — H(QUO - Jf) S (D(A),X)L

7p'

avec Jp = fol es? f(s)ds

Preuve. La démonstration suit les mémes étapes que le théoréme précédent mais ici

Q*W € LP(0,1; X).
Remarque 3.3.1 On dit que f € W?(0,1; X) si f € LP(0,1; X) et satisfait :

1
/ / If (& 1+3dea:dy<+oo.
Hw yll

on note que dans ce cas, si l'espace X n’est plus supposé UMD et pas de propriété BIP, on

peut trouver des résultats analogues en utilisant ’approche de Da-prato et Grisvard.



Chapitre 4

Hypothése d’inversibilité

4.1 Le cas particulier H = o(—Q)".

On va étudier le probléme avec l'opérateur particulier H = a(—Q)* pour a € C\{0};
Rea>0et k=0o0u l.

Notre probléme considéré sera :

u'(z) + Au(z) = f(x); = € (0,1).
(Prp) ¢ u(0) = ug.
a(=Q)*'(0) + u(1) = uy.

et on suppose que :

A est un opérateur linéaire fermé sur X

o(A) D ]—00,0] et pour tout ¢ € ]0,7[ on : (4.1.1)
sup [[A((A = A7l gy < 400
AESy

et

{VSER; (—A)* e L(X)et Jc>1; 04 €]0,7[; Vs € R. (412)
1.2

I(=A)% [l xy < cel.
Dans ce cas, comme A = —2HQe® + I — e*?@ .

Alors le nouveau opérateur A sera :

A= —2a(—Q)"e? + T —*?.

le lemme suivant assure 'inversibilité de ce nouveau opérateur A.
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Lemme 4.1.1 Sous l'ypothéses (4.1.1)), Uopérateur A = —2aQe® + I — e*? est inversible et

d’tnverse borné, de plus :

AT =T (-Q).

Preuve. On choisit 0 € ]0, 0] telle que o(—Q) C Sp\B(0, 2¢).
on note que G est holomorphe et borné sur un voisinage de Sp\ B(0, 2¢¢). de plus 35 > 0 tel

que :

[h(2)| = O(|2| %) ot z — +00; 2 € Sp\B(0, 2&).

on peut donc définir ¢(—Q) et aussi G(—Q) (voir [5])
onaaussi A =1+ G(—Q) et

(I =(=Q)A =1 -¢)(=Q)o(1+G)(-Q).
= [1 =) (1 +G)(-Q)-

= (1 -1+ G)(-Q).

de méme A(1 — ¢(—Q)) = I.

Remarque 4.1.1 Pour le cas k =1 on a l'inversibilité de la méme maniére.

Donc, on a le théoréme suivant comme resultat dans ce cas;

Théoréme 4.1.1 Soient ug, uip € X et f € L?(0,1; X).

sous les hypothéses (4.1.1)) et (4.1.2)) et si X un espace UMD le probléme (P,) admet :

-une unique solution semi-stricte, si et seulement si;

Uy € (D(A);X)ﬁp C D(Q).
Quo — Jr € D(Q) et ur o — a(—Q)F(Quo — Jy) € (D(A),X)%JFiP.

—une unique solution stricte, si et seulement si;
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ug € (D(A);X)ip C D(Q).
Quo — Jy € D(Q¥) et ur g — a(—Q) (Quo — Jy) € (D(A); X) 1 .

2p”

pour J; = fol e f(s)ds.

4.2 Probléme avec parameétre spectral

Dans cette partie, et pour un certain nombre positif (trés grand) w > wq (pour wg > 0 fixé),

on consideére le probléme suivant :

u'(z) + Au(z) = f(z); z € (0,1).
(Pps) 4 u(0) = uy.
Hu'(0) + u(l) = uyp.

on pose A, = A — wl, et on suppose les hypothéses suivantes :

Ay, est un opérateur linéaire fermé sur X et
[0, +00[ C p(Au,) et sup [|A(Ay, — AD) 7Y 55y < +00. (4.2.1)
A=0

et

Vs €R; (—Au,)* € LX) et Jc = 1; 04, €]0,7 tels que :
IR ’ (4.2.2)
(= Auwg )l g x) S ce™ 0
On suppose aussi que :
- H est un opérateur linéaire fermés ur X. (4.2.3)
Yée D(H): Ay, HE = HALE. (4.2.4)
et
- D(Quy) CD(H) ot : Quy := —(—Auy)2. (4.2.5)
on aura dans ce cas A = —2HQ,,e9* + I — e??v_ qui est un opérateur inversible d’inverse

continu grace au lemme suivant :
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Lemme 4.2.1 Si A est un opérateur linéaire fermé sur X satisfaisant les hypothéses (4.2.1))

et (4.2.5)), alors :

Jw* > wq tel que : Yw > w*; A existe et borné.

Preuve. En écrivant A, = I — T,, ou T, = 2HQ,e® + ¢*?«; alors, montrer que A, est
inversible c’est équivalent & montrer que |7, ;) < 1.

et en utilisant la lemme suivant :

Lemme 4.2.2 Soit A est un opérateur linéaire fermé densement défini sur un espace de

Banach X, vérifiant : ||(M — A)7|| < o (a8 Al = m — ¢ ot 0 < ¢ < m. alors pour

larg A| < ¢ ona :
VaeR;w>0: H(A + M) #(A+AD

Nl

1
H < ce—wac|>\\2.

on a :

de > 0; dk > 0; Yw > wo.
(4.2.6)

Q2 Hc(X) < cem MV et ||62QWHL(X) <ce e,
De plus; pour w > wgy on a :
||Q2WOQ;2||5(X) = “AwoA;lHL(X)'
= [I(A = wol)(A = wl) ™ o) -
= [I[(A = woI) = (wo — w)IJ(A = wI) ™z, -
= [I1 = (wo = w)(A = wI) o) -

< 1 —f- Co.
et comme D(Q) C D(H) et H est un opérateur linéaire fermé alors HQ_? est aussi fermé,

et en utilisant le theoréme du graphe, 'opérateur H Q;O? est borné, et donc;

ITull ooy = [2HQue® + 22|, .

= HZHQ;OQ 20Q.7Q0 e + 62QWHﬁ(X) .
<2[[HQ | 20 192, Q0 | 2y Q2% Ml 2y + €% 2y -

<2 ||HQ;02H£(X) (1 + o) HQieQwHﬁ(X) + ||62Qw||ﬁ(x) :
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et d’aprés (4.2.6) on aura :

1Toll oy <2 HHQ;(?HE(X) (1+ co)ce ™ V& e ™®Vw: ¢ k>0
<1;Vw>w*.
Donc on peut dire que AJ! existe, qui nous permet de résoudre notre probléme.

On peut résumer le résultat dans le théoréme suivant ;

Théoréme 4.2.1 Soient ug, u1o € X et f € LP(0,1;X) ot X un espace UMD.

sous les hypothese (4.2.1)) et (4.2.5)), il existe w* > wq tel que pour tout w > w* le probléme
(Pps) admet :

-une unique solution semi-stricte, si et seulement si;
Uy € (D(A);X)ip C D(Q).

Qwu() — Jf S D(H) et Uyo0 — H(QMUO - Jf) c (D(A),X)
—une unique solution stricte, si et seulement si;
ug € (D(A);X)ip C D(Q).
QwUO — Jf € D(H) et U0 — H(QwU0 - Jf) € (D(A),X)%m

pour Jp = fol esQ f(s)ds.



Chapitre 5

Application

On s’interesse dans ce chapitre a des exemples de problémes concrets d’EDP pour illustrer

tout ce qu’on a vu dans les quatres premiers chapitres de ce mémoire.

Exemple 5.0.1 Dans cet exemple, on prend X = L*(R) et on définit les opérateurs A et
H par :

D(A)= HXR)={ue X /u € X; u' e X}

Au = au” pour u € D(A) et a > 0.
et
DH)=H'R)={ue X /u € X}.

Au = bu' pour uw e D(H).
En utilisant ces données, le probléeme (P,s) devient;
T4 (x,y) + a5 (x,y) —wulz,y) = f(z,9); (2,y) €]0,1[ xR,

(PE1) U(O,y) = Uo(y); (VRS R.

u(L,y) + b (0,y) = wio(y); y € R.

Il est clair que les opérateurs A et H sont linéaires fermés, de plus, il est facile de vérifier

qu'’ils satisfaient I'hypothese (4.2.4]) du chapitre 4.

Proposition 5.0.1 l'opérateur linéaire fermé A vérifie :

i)p(A) D (0,400 et Ik > 0; (A= X o) < 1253 VA2 0.

ii)3k > 0/Ve > 0; Vs € R; (—A) € L(X) et ||(—A)| < kel*k.
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Preuve. Pour le point i) on résoud explicitement 1’équation :

a(x)v” (z) — M(z) = g(z)g € LP(0,1),\ > 0.

On peut voir que ce probléme admet une unique solution v € W2?(0,1) N VVO1 ?(0,1) et que :

{(A=XN7"g}(x) =v(z) ou:

/ x 1

0

T
T 1

o~ VA/B1(z—s) o~ V/B1(z—s)
N (£ +@sle,5,0) gls)ds + Lo (& + Ralw.5, 1)) g(s)ds.

. 0 T

ol (%) est vraie pour 0 < o < x7 et (x%) pour 1 > x > 7 et :

- /)\/al_67\/)\/ozls_efx/)\/ozl(lfz)_i_ef\/)\/&l(lfzﬁ»s)
T,8,\) =
gt (LT ey

Les auters termes @); et R; s’obtiennent par symétrie. Il est classique grace a le systéme du
y g

noyau et au lemme de Schur d’en déduire 7).

Pour le point #i) on utilise la représentation intégrale suivante pour la puissance complexe

d’un opérateur linéaire fermé pour 0 < Re(z) < 1/2:

o0

(A0 (@) = by [ A -4+ )7'g) @)

le_j(m) pour z € [0,1/2].

ZIQJ'(:U) pour z € [1/2,1].

Pour I, j on a :

e~V o1 E—9) <a% + Qi(z, s, A)) g(s)ds + | e (a% + (2,5, )\)> 9ls)ds.

()
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avec

On sait que :

- —(1 2 (z)

2 o=V a1(e=s)
:mr(l P Z)/ A~ Vv E——d\ | g(s)ds.
0

_ a1T( 1 z) z)// 0410 (:éljz;EZ)Qg(S)dadS'
0

o
= {9t ZQZBZ(Z)/(x — 5)%*1 /a2ze"da g(s)ds.
0

2a1 *I'(1-22)
I'(1-2)I'(2)

o \
H
|
Cn
N“’
\/
Q.

207 °T'(1-22)

—~

¢, * G)(x).

!

¢.(N) = %[O,oo[()\)-)\2271 = )\izfl s

G(s) = g(s) sur [0,1] et nulle ailleurs.

F(¢,)(€) = TI(22)[2mié + 0] %

= T(22) 20 [H(E)™ + h(~E)e™™] .

ou h est la fonction valant 1 pour £ > 0 et nulle ailleurs et F' la trasformée de Fourier.

On peut donc écrire :

m.(§) =

Et :

sup [Em. (§)| < |22] | —
¢€R

Fm,.F(GQ)](x) ol :
207 °T(1 — 22)
o B e

2051F(1 — QZ)F<2Z) |2ﬂ_§|—2z [h(g)ezﬂz + h(_é—)ewrz} )

[(1—2)(2)
1 1 1
S [ (€)] < | e | e
¢eR aj cos z2m 2iwEF
1 1 m|Im z|

aF cos 2T 2imE*
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D’ou 'on déduit par application du théoreme de Mikhlin et du méme travail pour les autres
termes [ ; apres les avoir mis sous forme de convolution, I'existence d'une constante K

positive (dépendant de p, «;, 3, ) telle que :

1 1
- m|Im z|
[(—A HL(LP(O,l)) S K@+]z) || |cos 2]
1
B e1ls|
H< HL(LP(O,l)) S K@+ |S|)COSh7T s s Ke?

(voir[9])

D’apres cette proposition, on peut dire que les hypotheses (4.2.1)) et (4.2.2)) sont vérifieés dans

cet exemple.

Donc on peut résoudre le probléme (Pg,), et on a le théoréme suivant :

Théoréme 5.0.2 Si f € LP(0,1,L*(R)); 1 < p < oo, alors il existe w* > wy, le probléme

(Pg,) admet une unique solution semi-stricte, si et seulemnt si;

lug € (H'(R; L3(R)) 1

2.Quuo(.) — f e f(s,.)ds € H(R).
10— 2(Quuin() = Ji e (s, )ds) € (HA(R) AR, 1,

Remarque 5.0.1 On peut généraliser cet exemple en utilisant le théoréme suivant qui assure

la propriété (BIP).

Théoréme 5.0.3 Soient 1 < p < oo; n € N et Q € R". On suppose que l'opérateur A a la

forme divergence :

A= 000, +0 .6 > 0.

k,j=1

et on pose :

a = (aj;) et by = Za ajk); kE=1n.

Il
3

tel que :
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a(z) = bjx(x) est une matrice réelle symétrique et :
(A;){ Fao >0 tel que : ap < a(x)é — €& < agl;

pour tout x € Q; £ €R™; ||| = 1.

( ai; € Ca(ﬁ) pour o € (0,1); si 2 est borné;

(4s) aiy = lim a;;(z) existe et :

|z|—o00

|aij(z) —aF| < Cla|™; 2€Q; |zl >1; 4,5 =T,n

bi(z); C(x) sont des fonction mesurables a valeurs complezes et qui admetent la représentation
bi(x) = Ck(x)
k=1

(A3) § avec :
P TE <00
bE e L' (Q); Oy € L%(Q); pour : { p < S, < o0
ry >mn; Sp > 2

\
De plus, si on suppose que :
i)0 >0

i1)§) est borné.

Alors ;

A% e L(LP(); ||AY|| < MW pour tout y € R.

Exemple 5.0.2  Ici, on reprend l'exemple posé dans ['introduction de ce mémoire dans un

espace simple, mais avec un poids ¢ constant.

On prend alors; I'espace :

X =LP(0,1); pe€]l, +oo

et on définit 'opérateur A par :

{ D(A) = W??(0,1) N W, (0,1).
(Ap)(y) = ¢"(y); ¢ € D(A).

et I'opérateur H linéaire borné sur X définie par



ou :

Yy
= K/ p(&)d&; e X; pour K fixé..
0

Alors, le probléme s’écrit comme suit :

Ay yu(z,y) —wul(z,y) = f(z,y), (z,y) € 0,1 x ]0, 1].
u(0,y) = uo(u).

u(l,y) + K [ 94(0,€)dé = u0(y).

u(z,0) =u(z,1) =0.

(PEz)

On montre alors que les hypothéses (4.2.3)) ~ (4.2.6|) sont satisfaites et on déduit les conditions

nécessaires et suffisantes pour lesquelles on peut résoudre cet exemple.

Remarque 5.0.2 Si le poids ¢ n’est pas constant (varie), alors I’hypothése de la commuta-
tivité "(2.1.7) du chapitre 2" n’est pas vérifiée.
On doit donc remplager cette derniére hypothése par une certainne hypothése générale sur les

commutateurs, comme c’est le cas dans Uarticle de Favini A et al [4].
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