Résumé

Dans ce travail, on étudie I'existence des solutions pour un probléme aux limites
concernant les équations différentielles fractionnaires, dans un intervalle fini |2,3] définie
comme suit :

D (t) = f(t,y(t)), pour tout t € J:=[0,7], 2<a <3
y(0) =50, ¥ (0) =y, v (T) =yr

o *D? est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, f :[0, 7] x R — R une fonction continue
et Yo, Y5 et yr sont des constantes reélles.

Les résultats d’existence et d’unicité sont prouvés en utilisant le théoréme du point fixe
de Banach, le théoréme de Schaefer et le théoréme de l'alternative non linéaire de Leray-
Schauder. Puis, on termine par un exemple.
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Introduction générale

Le calcul fractionnaire : ( calcul d’intégrales et dérivation de tout ordre arbitraire
réel ou complexe ) a vu une grande expension durant les trois derniéres décennies. Du fait
qu’il a plusieurs applications dans beaucoup de domaines aussi bien des mathématiques, de
la physique, que des sciences et de la technologie.

La théorie de dérivation fractionnaire est un sujet presque aussi ancien que le calcul classique

tel que nous le connaissons aujourd’hui, ces origines remontent & la fin du 17" siecle ,

I’époque ot Newton et Leibniz ont développé les fondements de calcul différentiel et intégral.
n

En particulier, Leibniz a présenté le symbole e pour désigner la n°™¢ dérivée d’une fonction
f.

Cette théorie peut étre considérée comme un sujet nouveau, depuis seulement un peu plus de
trente années elle a été objet de conférences spécialisées. Pour la premiére conférence, le mérite
est attribué & B. Ross qui a organisé la premiére conférence sur les calculs fractionnaires et
ses applications & 'université de New Haven en juin 1974.

Ce mémoire est consacré a ’existence des solutions pour les problémes aux limites consernant
les équations différentielles fractionnaires.

L’étude des problémes fractionnaires est d’actualité et plusieurs méthodes sont appliquées
pour la résolution de ces problémes. Néanmoins les méthodes basées sur le principe du point
fixe jouent un grand role.

Les théorémes du point fixe sont les outils mathématiques de base, montrant I’existence des
solutions dans divers genres d’équations. La théorie de point fixe est au coeur de I'analyse
mathématique.

Ce mémoire se compose d’une introduction, deux chapitres et d’'une conclusion avec quelques
perspectives.

Le chapitre 1 comporte quelques notions des bases ainsi que toutes les notations et définitions
qui nous serons utilisé. On se penche dans le premiére section la base des théorémes connus
du point fixe. Ensuite, nous introduirons le calcul fractionnaire et nous insisterons sur les
définitions et les propriétés des dérivées et intégrales fractionnaires au sens de Riemann-
Liouville et au sens de Caputo.



Le chapitre 2 s’étend a I’étude du problémes aux limites consernant les équations différentielles
fractionnaires suivant :

D (t) = f(t,y(t)), pour tout t € J:=[0,7], 2<a <3
y(0) =wo, y (0) =y, ' (T) =yr

ol “D® est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, f : [0,7] x R — R fonction continue
et vo, Y5 et yr sont des constantes reéles.

Ensuite, on donne trois résultats d’existence : le premier résultat est basé sur le théoréme
du point fixe de Banach, le deuxiéme est basé sur le théoréme du point fixe de Schaefer et le
troisiéme est basé sur le théoréme de I’alternative non linéaire de Leray-Schauder.

Enfin, ce mémoire est cloturée par un exemple numérique, conclusion et bibliographie.




Chapitre 1

Prélimilaire

1.1 Analyse fonctionnelle

On introduit dans cette section quelques notions de I’analyse fonctionnelle et nous explicitons
quelque théoréme du point fixe.

1.1.1 Théoréme d’Ascoli-Arzéla

Pour formuler le théoréme d’Ascoli-Arzéla, il est indispensable d’introduire les notions sui-
vantes :

Définition 1.1.1

Soit F' C C([a,b]). On dit que F' est équicontinue, si V ¢ > 0, 36 > 0 tel que, Vf € F,
Va,y € [a, 0],

[z -yl <d= [f(z) - fly)<e.
Remarque 1.1.1 L’équicontinuité est une généralisation de I'uniforme continuité.

Définition 1.1.2 On dit que F' un sous-ensemble borné de E si AM > 0, tel que Vx € F,

Définition 1.1.3

On dit que F un sous-ensemble compact de E si, et seulement g’il vérifie de toute suite
(fa)n<1 C F, on peut extraire des sous-suites convergentes (fnr), avec une point limite dans
F.
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Exemple Les segments de R sont des compactes.

Remarque 1.1.2 Toute partie fermée d’un espace compacte est compacte.

Définition 1.1.4 On dit qu’un sous espace F' d’un espace topologique est relativement
compacte si son adhérence est compacte.
Théoréme d’Ascoli-Arzéla

Soient F et I’ deux espaces de Banach. Si E est compact, alors les deux assertions suivantes
sont équivalentes :

1) L’ensemble H est relativement compact dans C'(E, F).

) i)L’ensemble H est équicontinue en tout point = de F
it) H(z) ={f(x), f € H} est borné.

1.1.2 Quelque théoréme du Point Fixe

On commencera par le plus simple et le plus connu d’entre eux : le théoréme du point fixe de
Banach qui assure I'existence et I'unicité pour les applications contractantes. On verra ensuite
le théoréme du point fixe de Schaefer qui assure 'existence seulement. Enfin, ’alternative non
linéaire de Leray-Schauder.

On commence par la définition d’un point fixe.

Définition 1.1.5

Soit f une application d’un ensemble E dans lui méme, on appelle point fixe de f tout
point z € E tel que f(z) = z.

Définition 1.1.6(Suite de Cauchy)

Soit (), une suite d’élements d’un espace normé (£, ||.||). On dit que (z,), est de Cauchy
si on a la relation suivante :

Ve > 0,3ng € N,V(p; q) € N?, (p > ng), (g > ng) = ||z, — ]| < &.

Définition 1.1.7(Espace complet)

Un espace véctoriel normé (E, ||.||) est dit complet si tout suite de Cauchy (z,,),, d’élements
de E est une suite convergente dans F.
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Définition 1.1.8(Espace de Banach)

On appelle espace de Banach (E, ||.||) tout espace véctoriel normé complet.

Définition 1.1.9 Soit X un espace de Banach de norme ||.||, et f: X — X. On dit que f
est Lipshizienne s’il existe k£ > 0 tel que

|f(x) = f()] <kl —yl, Yz, y € X,

Définition 1.1.10 Soit f : £ — F un opérateur. On dit que f est contractante si Jk,
0 <k <1, telle que

1 (@) = FW)llp < Ellz = yllg, pour tout z, y € E.

Définition 1.1.11 L’opérateur T est dite complétement continue, si elle est continue et
compacte.

Théoréme du point fixe du type Banach

Le théoreme du point fixe de Banach (connu aussi sous le nom le théoréme de I'application
contractante) est un théoréme simple a prouver, qui garantit I'existence d’un unique point
fixe pour toute application contractante.

Théoréme 1.1.1(Banach)

Soient (F, ||.||) un espace de Banach et f: A C E — A (telle que : A est un fermé de E)
est une application contractante. Alors f admet un point fixe unique c’est a dire :

Alag € A : f(ap) = ap.

Théoréme 1.1.2(Schaefer)

Soient A un espace de Banach et F': A — A une application continue et compact sur A.

Si Pensenble
B={acA; a=)\F, 0<A<1}

est bornée, alors 'application F' admet au moins un point fixe.
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Théorémel.1.3(L’alternative non linéaire de Leray-Schauder)

Soient A un espace de Banach et F' un sous-ensemble convexe non vide de A. Soient £ un
sous-ensemble ouvert non vide de F' avec 0 € E et T : E — F un opérateur continue et
compact. Alors

1) T admet des points fixes. Ou bien
2) Il existe u € OF et A € [0,1] avec u = AT'(u).

1.2 Le calcul fractionnaire

Dans cette section. On introduit des fonctions qui seront utilisées dans les autres chapitres
telles que la fonction Delta, Gamma et Beta. Ces deux dernieres fonctions sont des fonctions
spéciales dans la théorie du calcul fractionnaire.

1.2.1 Fonction Gamma

En mathématiques, la fonction Gamma est une fonction complexe. Elle prolonge la fonction
factorielle & I’ensemble des nombres complexe (excepté en certains points).

Définition 1.2.1 Pour z € C tel que Re(z) > 0, on définit la fonction Gamma, notée par

I':
+0o0
['(2) :/ t=te~tdt
0

(2—1) log(#)

ou
tZ—l

cette intégrale converge absolument sur le demi-plan complexe ol la partie réelle est stricte-
ment positive.

Lemme 1.2.1 Pour tout z € C tel que Re(z) > 0, on a

I(z+1)=zI'(2)
et sin € N*, I'(n) = (n — 1)! (généralise la factorielle).

Preuve. La preuve de la premiére formule est immédiate & I'aide d’une intégration par
partie :

0

+00 +0oo
F(z+1) = / teldt = [—e ']+ z/ t*le7tdt = 2T (2)
0 0

et la seconde se traite par récurrence . O
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Remarque 1.2.1

i) Puisque I'(1) = 0! =1, et car I'(1) = f+°° e~'dt = 1, nons obtenons pour z = 1,2, 3, ...

0

r2) = 1I(1)

1!
T(3) = 20(2) =2

'n+1) = nf‘(n) =n(n—1)! =nl

ii) I'(04) = +o0.

Propriétés

Pour tout z € R\ {0,—1,-2,...} et n € N.
i) On peut représenter I'(z) par la limite,
nln?

D) = lim ey ey Re?) >0

ii) Pour Re(z) > 0,
I'(z4+n)=z(z+n)...(z+n—1I'(2).

iii) On peut représenter aussi I'(z) comme suit :

I(z)=(z—1)I'(z—1).

1.2.2 Fonction Beta
Définition 1.2.2

La fonction Beta est définie par

Bz w) :/0 F1(1— )"V dt | (Re(2) >0, Re (w) > 0).

Cette fonction est reliée aux fonctions gamma par la relation suivante

F()T (w)

Blz,w) = I'(z+w)

, Vz,w: Re(z) > 0, Re(w) > 0.
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Remarque 1.2.2
La fonction Béta est symétrique i.e 5 (z, y) = S (y, x) .

1.2.3 Fonction Delta
Définition 1.2.3

La fonction Delta est définie par

0 sit#0
6(t)_{+oo sit=0

telle que

Propriété

Soit f une fonction continue sur R, on a

“+oo
f(@)6 (x) dz = f(0).
—0o0
Preuve. Soit f une fonction de R vers R qui n’est pas infinie en 0 et qu’on supposera dans
un premier temps intégrable sur R. On s’intéresse a la quantité

+o0
I= f(2)é (z) dx,
—00
Pour approcher cette intégrale, nous allons utiliser la fonction g. dont ¢ Il-] est la limite quand

e—0:
—+o0

I= [ fa)img. () da

et I'on permute limite et intégrale

I = lim +0<> f(x)ge () dx

e—0 oo

et comme la fonction g.(z) est nulle en dehors de l'intervalle [, 5], le domaine d’intégration
se réduit & cet intervalle. Il vient :
4

I =lim f(a:)ldx

e—=0 [ 1 19
2

En physique 0 n’existe pas on aura plutot affaire a des fonctions treés localisées, et d’amplitude trés élevée mais
finie de type ge: le produit 0.ge(2)=0 ne pose pas de probléme et on adoptera le passage a la limite : 0.6(z)=0.
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et le changement de variable z = ey permet d’écrire

4
I =lim fley)dx

e—0

N|=

et par passage a la limite

D’ou I’égalité
+o0

Remarque 1.2.3
La fonction § est paire, c’est a dire 0(—z) = 0(x).

1.2.4 Intégrale fractionnaire de Riemann Liouville

Notre but dans cette partie est d’introduire la définition d’une intégrale fractionnaire de
Riemann-Liouville et ces propriétés les plus courantes.

Définition 1.2.4

Soit o € R, I'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville (notée par R-L) d’ordre o d’une
fonction f est définie par :

1

I f(t) == m/ (t —8)* 1 f(s)ds, pour(—oco < a < t < 00).

- Sia =0, on ecrit :

19f () = f(t) * 0u () = ﬁ / (t— $)° " f(s)ds

telle que
toz—l )
. (1) = o sit>0
0 sit<0

et ¢, — d(t) quand o — 0.
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Propriétés

1) Pour a =0, 0n a:
I? .= I (I'opérateur identité).

2) Poura =n e N* ona:

ﬁ / (t— 8" f(s)ds.

3) Si f € L'a,b] et a > 0, alors I f(t) existe pour presque tout ¢ € [a,b] et on a :

1) =

I°f € L'[a,b).
4) Soit a, 3 > 0, pour toute fonction f € L'[a,b], on a :

[IZf() = 137 f(t) = IUIT £ ().

Exemple

Posons f(z) = (z — a)” avec v > —1, alors

C'(y+1)

Fatyrn 9"

13f(x) =
En effet,
o f(r) = —— /x(a: _ et — a)dt
‘ (@) Ja
En effectuant le changement de variable :

t=a+s(z—a), (0<s<1)

et en utilisant la fonction Béta il en résulte :

I¢f(x) = ﬁ/o (r—a—s(x—a)*'s"(x—a)tds
1 oty 157 — )% s
- Flo /0 (1—5)°d
1 -
= F(Oé)(x_a) 5(067’)/4‘1)
_ 1 (m_a)aﬂf‘(&)f‘(’yjtl)

I () '(a+~v+1)
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Et donc I D
v+ i
[a S N S e o a+y
2@) = e @)
dans le cas ot a =0, 0on a :
r 1
[ng(x): (fy—i_ ) a+7.
I'la+v+1)

1.3 Dérivées fractionnaires

Il existe plusieurs définitions de dérivées fractionnaires, malheureusement, elles ne sont pas
toutes équivalentes. Nous présentons dans cette parties les définitions de Riemann-Liouville
et Caputo qui sont les plus utilisées.

1.3.1 Opérateur de dérivée n“"*

Définition 1.3.1

L’opérateur de la dérivée d’ordre n, n € N* est noté par D";

D" (1) = o 70
wpno
Propréties
DUI'f = fi I'D"f# f, feC"(Ry).
I"Dhf = f(a:)—nz_lf(’“) (O)tk—i,wo.
k=0
1.3.2 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 1.3.2

Pour a € R, tel que 0 < a < 1, la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre «
d’une fonction f est définie par :

D f(t) = D'U"f(t)
1 d

= F(l—_&)%/a' (t—S)iaf(S)dS.
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Définition 1.3.3

Pour o € R, et n € N* tel que n—1 < a < n, la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville
d’ordre o d’une fonction f est définie par :

Dy f(t) = D" 177 f(t)
1 dr

= o a® / (t— )" 7" f(s) ds

d'fL

ou D" = —.
dt™

Remarque 1.3.1

i) Pour « =0, on a :

Dyy f(t) =D I, f(t) =1 f(1).

ii) Pour a =m € N, on a:

Dy () = D™ [ f(e) = DI f(t) = D f()
Ainsi pour a € N la dérivée fractionnaire de R-L coincide avec la dérivée usuelle.
iii) Pour 1 <@ < 2,0on a:

Dy f(t) = D* ;7" f(t)
1 d?

= m@/@ (t—5)""" f(s) ds,

telle que n = [a] + 1.

Exemple

La dérivée de f(t) = (t — a)® au sens de Riemann-Liouville.
Soit p non entier et 0 <n —1<p<neta>0,alorsona:

t

—1 d- n=p=l(r _ )7
g [ =T

a

D%.L(t —a)" =

En faisant le changement de variable 7 = a + s(t — a), on aura :
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” 1
[0 1 TL (0% 'I’L — (0%
DY (t—a)* = —F( )dt” + p/ P=lgads
0
_ Bln—p, a+1>(t_a)a I(nta—p+1)
I'(n —p) I'(n+a—-p-n+1)
- I'(n+a—-p+1)T'(n—p) I'a+1) (t — a)>
F'n=p)T(a—p+1)I'(n+a—-p+1)
r 1
- _PlatD) ) (t —a)* P
'a—p+1)
A titre exemple
I'(1.5)
DYy 1%° = r(15
Propositionl1.3.1
Soit aw > 0 et n = [a] + 1 alors pour tout entier m € N*, on a :
Dy, f(t) = D™ [0 f(t), m > a.
Lemme 1.3.1
Soient o > 0 et f € L'[a,b], alors I'égalité :
Dy 15 f(t) = f(b),
est vraie pour presque tout x € |a, b].
Preuve. En utilisant la définition 1.3.3, on a
Dy I3 f(t) = Dy 13 I3 f(t) = DI f(t) = f(£).
O

Théoréme 1.3.

1

Soient o, f >0etn—1<a<n,m—1<p<mtel que (n;m € N*) alors :

1) Sia > >0, alors pour f € L'[a,b] 'égalité :

Dy (I2f) () = ISP (1)

est presque par tout sur [a, b].
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2) S’il existe une fonction ¢ € L'[a, b] tel que f = I%p alors :
IGDg () = [ (1)
pour presque tout z € [a, b].

3) Pour a > 0, k € N*. Si les dérivées fractionnaires D% ; f et D' f existes, alors :
D* (D f (t) = DR (1)
4) Si 8> a > 0 et la dérivée fractionnaire D?{La f existe, alors :

D (I3 f) () = Dr f (1).

Propriétés

Soit «v, f deux paramétres réels et f de [a,b] dans R, on a :
1) DeI*f(t) = f(t), a> 0.

2) DPI“f (t) = DP~2f(t), 3 <0, a>0.
3) D"If (1) = D™ f (1), n €N, a > 0.
4) I°Df (t) # f (1)

5) D*DPf(t) # D°D*f (t).
6) DEDf (t) £ DB f (1),

1.3.3 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

On donne une définition et quelques propriétés de la dérivée fractionnaire de Caputo.

Définition 1.3.4

La dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre o € R, d’une fonction f est donnée par :

" 1 K I
DEf()=I""°D"f(t) = =—— [ (t—8)"""" f™(s)d
SO = D0 = g [ = ) s
avecn —1<a<n,néeN"
Cas particuliers
1) 0<a<l1:
S0 e—— TS YIEY
o= ra—ay ),V Y @
L, D f(t)
2) 1<a<2:
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Exemple

Soit f(t) = (x — a)” avec v > 0, pour 0 < a < 1 et utilisant le changement de variable
t—a=s(r—a),0<s<lona:

‘Dif(z) = I °f (z) =l (@ —a)
I S N
B F(1_a)/Q< t)7(t —a)dt

N 1
= ———(x— a)aJr”/ s7H1 — s)"ds
0

I'l—a)
S ey A ORC SR R
_ L(y+1) (z — )faJr'y
T Tl—a+y Y

Corollaire 1.3.1

Soient o > 0 et n = [a] + 1, si D2f et D2 f existent, on suppose que D f(a) = 0 pour tout
ke {0,1,...,n — 1}, alors :
‘Dif(t)=Dgf(t).

Théoréme 1.3.2

SifeCla,bletsia>0(n—1<a<n),alors:
DI ] () = (D).

Propriétés
i) °D%c = 0, ¢ est une constante.
rp+1) (Brra

. , >a—1
ii) cD2tP = ¢ I'(—a+B+1) f>a
0 , B<a—1.

1.3.4 Lien entre Riemann-Liouville et Caputo

Théoréme 1.3.3

Soit « > 0 avecn — 1 < o < m, (n € N*), supposons que f est une fonction telle que
¢DYf(t) et D%, f(t) existent alors
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n—1 (k) a —a k—a
D) = D (0) - L P

k=0

Remarquel.3.2 On déduit que si f*)(a) = 0 pour k =0,1,2,...,n —1, on aura

‘D f(t) = Dy f(2).

La dérivée fractionnaire de Caputo est également I'inverse gauche de 'intégrale fractionnaire
de Riemann-Liouville.

preuve

n—1 f(k) (O) tk—a
Il suffit de démontrer que D%, f(t) = D f(t) + > =————

ar une integration par
ETh—at1) P & P

partie, on a :

Dt = e (o [ - 00 as)
= z <(t_8)naf(0)+wf<l>(0)+...+ / t (t—s)" ot o (s)ds)

dtnl"(n_a) n—auoa n—a
I Al L R S SR A IR
- ;om+%(m/a(_s) 7o )

(k) (O) tk—a 1

= k:or(k_a+1)+F(n—a)/a(t_s) F™(s) ds

Ot

e Al
B “f(t)JrkZ:OF(k—aJrl)'



Chapitre 2

Existence des solutions

Ce chapitre est consacré a 1’étude de l'existence des solutions du problémes aux limites
concernant des équations différentielles fractionnaires .

Définition et Notations

Soit J := [0, T7.
Soit C'(J , R) est l'espace de Banach des fonctions y définies de J dans R continues muni de
la norme :

[Yllee ={ly@)]: 0 <t <T75.

Soit L' (J, R) est I'espace de Banach des fonctions y définies de J dans R intégrables par
rapport a la mesure de lebesgue muni de la norme :

T
ol = / ly (1)) dt.

2.1 Probléme aux limites avec des conditions réelles

Introduction

Soit a un réel positif vérifiant 2 < o < 3.
On considére le probléme aux limite fractionnaire suivante :

{ <Dy () f(/’u( )) tGJ:[OaT] (2.1)

t
u(0) = ug, u'(0) = us, v (T) = ur

ol “D* est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo. f : [0,7] x R — R est une fonction
continue, ug, uj et ur sont des constantes réelles.
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Définition 2.1.1

La fonction v € C? ([0, T],R) est dite solution de (2.1) si u satisfaite les équations D%u(t) =
f(t,u(t)) sur J, et les conditions u(0) = ug, u (0) = u et v’ (T) = ur.
Pour 'existence de la solution du probléme (2.1), nous avons besoin des lemmes suivants :

Lemme 2.1.1 [9]

Pour o > 0 et g(t) € C|0,T], I'équation différentielle fractionnaire homogene suivant :

‘D%(t) =0

posséde une solution :

g(t) = c1 + ot + cst® 4+ ..+ cpt™
oucg €R,i=0,..,netn=I[a]+1, ([of est la partie entiere de «).

Lemme 2.1.2 [9]

Pour o > 0, on a :

1D (t) = g(t) + c1 + cat + c3t® + ... + cpt"

oun = [a] + 1, ([a] est la partie entiere de «).

Commencant d’abord par la résolution du probléme auxiliaire.

Lemme 2.1.3 [9]
Soient 2 < a < 3, et g : [0,7] — R est continue. La fonction u est solution de 1’équation
intégrale fractionnaire
(t) = — /t(t JoLg(s)d ’ /T(T )°=3g(s)ds + o + st + L2
u(t) = =—— -5 5)ds — ——— -5 s)ds 4+ ug +u —
T (a) ), J oT (a —2) J, g oty

si et seulement si u est solution du probléme aux limite fractionnaire suivante :

{ et ot < l07)
u(0) = ug, u'(0) =ug, u' (T) = urp.
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Preuve Soit 2 < a <3, et soit ¢ : [0,T] — R.
Appliquant le lemme 2.1.1, on trouve

u(t) = I%g(t) + co + 1t + cot? (2.2)

1 t
t) = t 2+ —— [ (t—s)tg(s)d
u(t) = co+ 1t + o +F(a)/0( $)* Tg(s)ds

on calcul ¢g, ¢; et ¢y :

1 0
_ 2 o1 d
u(0) co + €10 + 07 + o) /0 (0—s)*""g(s)ds

u(0) = ¢
et on a u(0) = uop, par identification, on obtient :
Co = Up

et par une dérivation des deux membres, on trouve

a—1 (* 02
u(t) = cl+2cgt+m/0(t—s) g(s)ds

1 ' a—2
= ¢+ 262t + m/{)' (t - S) g(S)dS

" . (Oé — 1) (Oé — 2) t a—3
u(t) = 2e+ T (a) /0 (t—5)"""g(s)ds

= 205+ %/{) (t — s)*3g(s)ds

1 ‘ -
= 2c0+ M/o (t —5)*°g(s)ds.

Et,

UI(O) = 1+ 2c0+ ﬁ/o (0 — S)Q—Qg(s)dS

u(0) = ¢
et on a u'(0) = u, par identification, on obtient :
1 = Uy

par suite

"

U (T) = 2¢cy + ﬁ/{) (T — S)O‘_3g(s)d8
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et on a v’ (T) = up, par identification, on obtient :

1 r a3 3
2cy + m/{) (T —5)*"g(s)ds = ur

1 1

= gur =g [ (=9 (s

Substituant ¢y, ¢5 et ¢ dans (2), on obtient

u(t) = I3 g(t) + uo + ugt + BuT - Wl—m /U (T — s)a—?’g(s)ds] #2

ce qui nous permet d’écrire

u(t) = %a)/ot(t— $)* tg(s)ds + ug + uit + BuT (a2 /T(T— S)O‘_?’g(s)ds} 2
— ﬁ /Ot(t —5)*1g(s)ds — /OT g(s)ds + ug + ugt + 7t2

2.2 Le premier résultat

Le premier résultat est basé sur le théoréme du point fixe de Banach.

Théoréme 2.2.1

On suppose que :
(Hy) : Il existe une constante & > 0 telle que :

|f(t,x) — f(t,7)| < k|x —7T|, pour tout t € Jet v, TER .

Si
kT ! + ! <1 (2.3)
F(a+1) 2T (a—1) ’ '

alors le probléme aux limites (2.1) admet une solution unique dans J.

Preuve

On transforme le probléme (2.1) au un probléme de point fixe. Considérons 'opérateur
F:C(J, R)—C(J, R)

définie par :

1 ! a—1 _L ' —8)3f (s, u(s))ds
m/0(75—s> f(s, u(s))ds 2F(a—2)/o(T )" f (s, u(s))d

U
+uo + ugt + TTtZ.

Fu) @) =
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clairement, les points fixes de 'opérateur F' sont solutions du probléme (2.1). On utilise la
théoréme de Bannach pour montrer que F' admet un point fixe unique.
Soient u, v € C'(J, R). Alors, pour tout t € [0,7], on a :

1

[F () (1) = F () ()] = Hm /Ot(t— $)* (s, u(s))ds

t2 T . o
_m/() (T_S) f<8’u(8))d8+uo+u0t—|—7t :|

it [t vl

t? T . o
_m/o (T — 5)* 2 f(s, U(S))dé“i‘uo—i-uot—i—?t}

1 t o1
< / (t— )7 1|/ (s, u(s) — f(s, v(s))|ds

+m / (T = )" f(s,u(s)) = f(s,v(s)|ds

k /t .
< — t—s)* " sup |u(s)—uv(s)|ds
(o) 0( ) Se[m! (s) — v (s)]
t2k T 5
F— T —5)*" sup |u(s)—uv(s)|ds
g ), 7o s uls) v ()
klu — v /t 1
< -2 t—s)* "ds
T S
2k ||u — v]| ! -3
o) T — )@
+ o (0 —2) /0( s)*°ds
 klu—vlg | ko], T
B al (a) 2(a—=2)T'(a—2)
_ kllu—vf ot ke — v T
 T(a+1) 2T (o — 1)
o kllu— ol T T2y o 7o
- I'(a+1) 2I' (a — 1)

T 1
= KT [r(aﬂ) +2F(a—1)1 lo=vlle

D’ou
1 1

T(a+1) +2F(oz—1)] o= vl

IF ()~ F ()], < kT* [

D’aprés (2.3), F est une contraction et d’aprés la consequence du théoréme du point fixe de
Banach, F' admet un seul point fixe qui la solution unique du probléme (2.1).
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2.3 Le deuxiéme résultat

Le deuxiéme résultat est basé sur le théoréme du point fixe de Schaefer.

Théoréme 2.3.1

On suppose que :
(Hy) f:]0, T] x R — R est une fonction continue.
(H3) 11 existe une constante M > 0 telle que :

|f (t,z)] < M ; pour tout t € [0, T], z € R.

donc le probléme aux limites (2.1) admet au moins une solution sur [0, 77.

Preuve

On utilise le théoréme du point fixe de Schaefer pour démontre que F' définie dans le premier
résultat admet un point fixe.
Il faut passer par 4 étapes :

Etape 1 F est continue.
Soit (), est une suite telle que u,, — u dans C' ([0,77],R).
Alors, Vt € [0,T] on a :

P 0= F@ O = |[r [ €9 w6
—#2_2) /O T = ) F (s, (5))ds + v+ st + %Tﬁ}
— {ﬁ /Ot(t — s)a_lf(s, u(s))ds
_WQJ) /OT(T — §)273 f (s, u(s))ds + uo + uit + %Tt?}
< i [ () = JGs w o)
Forregy | =9 s () = Tl s

IN

1 ! a—1 — f(s, u(s S
e / (=" sup [1(s: wn(s)) = fs, u(s)ld

T2 T s
+m/g (T'—s) s:’fol,pﬂ‘f(s’“” (5)) — f(s,u(s))|ds.
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Comme f est une fonction continue, alors on a :

|F (u,) — F (u)]|,, — 0 quand n — oo.

Etape 2 F transforme un ensenble borné en un ensenble borné dans C ([0, 7], R).
En effet, Pour montrer que Vi* > 0,3 > O telleque v € B,» = {u € C([0,7],R) :||ull, <n*},
il suffit de montrer que ||F (u)||,, <, par (Hs) on a Vt € [0,77].

1 t
FOO] = |g [0 ulsas
I'(a) Jo
; / (T = 9 (s, w(9))ds o + it + L
—_—————— — S S, U\S S U U —_—
o (o — 2) Jo ’ 0Tt
1 /t »
< o | (=9 f(s, u(s))]ds
I'(a) Jo
+—t2 /T(T —5)* 3 f(s, u(s))|ds + |uo| + |ug|t + —luT|t2
o (o — 2) Jo ’ or T 2
M [ t2M r |ur|
< - t— a—ld - T — a—3d *t —t2
< F(a)/o( ) s+2r(a_2)/0 (T — )3 + ol + gt + 1
oM, M + uo| + |ug| t + url
= U U, —
al (o)  2(@—2)T(a—2) 2710 2
MTe T2N T2 |ur|
< T+ T2
S @) 2@ Ta_y "Wt T+
M M lur|,
= T T T+ L2,
TlasD)! TTaon! tlul+hwlT+=
De cette fagon
M M lur|, o
F D U R—— ST+ SHT? =
| (U)Hoo_r(aﬂ) T + Juol + up| T+ =

Etape 3 F transforme un ensenble borné en un ensenble équicontinue dans C ([0, 7], R).
Soient ¢y, ty € [0,717], t; < tg, B+ est un ensemble borné de C'([0,7],R) comme dans étape
2, et soit y € B,-. Alors :
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F(w)(8) = F () ()] = | [ (b= )" f(s, w(s))ds — s [ (T = 5} f(s, u(s))ds
I'(a) Jo 2I' (= 2) Jo
- u—T2—L ! — ) (s, w(s))ds
g + ts + 13 F(a)/o (t — 8)° L f (s, u(s))d
ﬁl—Q)/ (T—s)o‘_3f(s, u (s ))als—uo—uotl—u?Tt2
— '— t2—s)°‘_1—(t1—5)°‘_1] f(s, u(s))ds
L —3“’1sussMT —$)* 3 f(s. u(s))ds
AR A ORI o ORI OREY

tug (tr — t1) + %T (5 — 1)

L § ol _ (f —g) ! s,u(s))|ds
< | =9 == el d
1 t2 o1
i [ (= e (o)
B [0 — o s o)l + g 12— 1)+ 121 (- )
M § o=l (ty —s)* H ds i ’ —5)* s
S Ty L= =m0 e g [
+%/{) (T — 8)*ds + |ub| (t; — to) + % (t1 —13)
MO e —t)r ()Y (B)” M [(ta—t)*
B I‘(a)[ et N o a}+f‘(a)[ o ]
];41“(&:;2)) [2_ 2} + | (b — t1) + % (t5 —t7)
M S M .
= F(Oé+1) [_(tQ_t1> +t2_t1]+r<a+1)(t2_t1>
—];/;((t tl))Ta 2 Jug| (t2 — 1) + Ju QT‘ (3 —17)
M (t5 —F M %_ 5 a—2 ur| /0 2
- r((l+f))+ 2r((1ta—a))T + [l (t2 )+|T’(t2_t1)'

Quand t; — t5, le second membre de cette derniére inégalit tend vers zéro, ainsi les étapes 1
a 3 et d’aprés le théoreme d’Ascoli-Arzéla, d’ou F': C'([0,7],R) — C ([0,7],R) est comple-
tement continue.

Etape 4 Les limites & priori.
Maintenant, il reste montrer que ’ensemble

e={ueC(0,T],R):u=\F(u), 0<A<1}
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est borné.
Soit u € €, et u = F(u) telle que 0 < A < 1. Alors pour chaque t € [0,7], on a :

w(t) = AF(u) (D)
A ' a—1 _ S ! —5)* 3 f(s,u(s))ds
~ i [ s - o [ st

Fug + At + A%Tt?

Cela implique par (H3) que pour chaque ¢t € J, on a :

A2

u(t) = )Fi) / (#=3)" s u()s = g / (T — )73 (s, u(s))ds

(cv

Ao + Mt + A%Tt?

< o (= ) F s uls))| ds / T 8 (s u(s)] d
—_— — S S, U\S S —— — S S, UuU\Ss S
+/\|uo|+/\|u0|t+/\‘ ‘
M t Mt2 T | T’
< - t— a—ld o T_ oc—3d *t t2
< F(@)/O( ) s+2F<a_2)/0( ) 0ds + fuol + Jug| £+ 1
M t* + M7 e + Juo| + Jug |t+| |t2
— (7 Uu
ol (o) 20 (a—2)(a—2) OO 2
M MT?  To2 |ur]
< Ta * T _T2
S )] Yooy el el T+
M M lur|, o
S o O — f\ 74 L2,
Tatn! Taron? Flul T+
Donc pour tout t € [0,77], on a :
M M lur|, o
T T ‘T4 072 = R
Jull o < Tlatl) +2F<a_1> + Juol + ug| T+ =

Cela montre que I’ensemble ¢ est borné. D’aprés le théoréme du point fixe de Scheafer, nous
déduisons que F' a un point fixe qui est une solution du probléme (2.1).

2.4 Le troisiéme résultat

Dans le théoréme suivant nous allons donner un résultat d’existence pour le probléme (2.1) on
va appliquer 1’alternative non linéaire de Leray-Schauder, ou la condition (H3) est affaiblie.
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Théoréme 2.4.1

Supposons que (H2) et les conditions suivantes sont satisfaites.
(H4) Il existe ¢; € L'(J,R) et continue et croissante ¢ : [0, 00) — (0, 00)
de telle sorte que
()] < 6y ()0 (Jul) pour tout (£, u) € J x R,
(H5) 11 existe un nombre M > 0 tel que

M S1 (24

T2
1700 o & (M) + == (10726 ) (T) 4 (M) + Juol + [ug| T + @Tz

Alors, le probléme aux limites (2.1) admet au moins une solution sur J.

Preuve

Considérons 'opérateur F' défini dans les théoréemes 2.2.1 et 2.3.1. Il est facile de montrer
que F' est continue et complétement continue, pour A € [0,1] et pour chaque ¢t € J on a
u(t) = A(Fu)(t), par (H4) (H5) et pour tout t € J, on a

1 t a1
lu(t)| < m/o (t—s) ¢f(5)¢(\U(S)\)ds
=g | =T e ds

U
T Juo] + ) T+ [l 72

2
wwnyﬁ / (t— 5"V, (s) ds

IN

T2 T 5
N T — a— d
() g | =90y e)ds
u
+ |uo| + uf| T + %T?
Ainsi
e _
- url 1y —
O (lullo) [[1265]] 1+ 5 (127205) (T) 0 (llulloo) + fuo] + |ug] T+ =17
Puis, par la condition (2.4), il existe M tel que |lul|_ # M.
Soit

V={ueC(,R): ||ul, < M}.

L’opérateur F : V — C(J, R) est continue et complétement continue. Par le choix de V, il n’
existe pas u € OV tel que u = A\F'(u) pour certains A € (0,1).
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D’apres l'alternative non linéaire de type de Leray-Schauder, on déduit que F' a un point fixe
wen V', qui est une solution du probléme (2.1), D’ou le résultat.

Dans cette section, on va donner un exemple dont on utilise les résultats précédents.

2.5 Exemple

On considére le probléme suivant :

Deu(t) ¢ Ju®) teJ:=[0,1,2<a<3
U == ) = ; ; a =
O+ e) L+ [u (@) ,, 2.5)
uw(0)=0, w(0)=1, w (1)=0
la fonction
Flt) = gt () € J % [0,00)
V) = , (tv ,00).
(9+e) (1 +v)
Soit u, v € [0,00) et t € J. Ensuite, nous avons
et u v
tou) — f(t,v)] = -
B et lu— vl
(9 +e)(1+uw) (1 +v)
< e’
< rey
< ol
< gle—v
1
D’ou la condition (H1) vérifie est avec k = 10 Nous allons vérifier que la condition
(2.3) est satisfait avec T' = 1. En effet,
1 1 1 1
kT <l& < 10. 2.6
T(a+1) 2@ (a—1) T(la+1) 2@ (a—1) (2:6)
Nous avons
1 < 1 - 1
6 " T(at+1) 2
et 1 1
D G 2.7
2 W(a—1) ¢ (2.7)

pour une constante ¢ choisi de maniére appropriée, qui seront préciasées. (2.6) (2.7) impliquent
que
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! + ! <1+ <10 (2.8)
Ta+1) 2M(a—1) 2 °© ‘

donc & partir de (2.8) la constante ¢ positive doit satisfaire

<19
c< —.
-2

De (2.7) nous obtenons

1
F(a—1) > 75 = 0.0526, (2.9)

qui est satisfaite pour un certain « € de (2, 3]. Ensuite, par le théoréme 2.2.1 le probléme
(2.5) admet une solution unique sur [0, 1] pour les valeurs de « satisfaisant (2.9).



Conclusion

Ce mémoire présente I’étude de 'existence des solutions pour les problémes
aux limites consernant les équations différentielles fractionnaires avec la

dérivée du Caputo.

Les résultats d’existence et de 'unicité sont prouvées en utilisant le théoréeme
du point fixe de Banach, le théoréme de Scheafer et le théoréeme de 'alterna-
tive non linéaire de Leray-Schauder.

Dans le futur, on peut faire I’étude de 'existence des solutions des mémes
problémes avec la dérivée de Riemann-Liouville et les problemes concernant

les inclusions différentielles fractionaires.
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