
Résumé

Dans ce travail, on étudie l�existence des solutions pour un problème aux limites
concernant les équations di¤érentielles fractionnaires, dans un intervalle �ni ]2; 3] dé�nie
comme suit : 8<:

cD�y (t) = f (t; y (t)) ; pour tout t 2 J := [0; T ] ; 2 < � � 3

y (0) = y0, y
0
(0) = y�0, y

00 (T ) = yT

où cD� est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, f :[0; T ]�R! R une fonction continue
et y0, y�0 et yT sont des constantes reélles.
Les résultats d�existence et d�unicité sont prouvés en utilisant le théorème du point �xe
de Banach, le théorème de Schaefer et le théorème de l�alternative non linéaire de Leray-
Schauder. Puis, on termine par un exemple.
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Introduction générale

Le calcul fractionnaire : ( calcul d�intégrales et dérivation de tout ordre arbitraire
réel ou complexe ) a vu une grande expension durant les trois dernières décennies. Du fait
qu�il a plusieurs applications dans beaucoup de domaines aussi bien des mathématiques, de
la physique, que des sciences et de la technologie.

La théorie de dérivation fractionnaire est un sujet presque aussi ancien que le calcul classique
tel que nous le connaissons aujourd�hui, ces origines remontent à la �n du 17eme siècle ,
l�époque où Newton et Leibniz ont développé les fondements de calcul di¤érentiel et intégral.

En particulier, Leibniz a présenté le symbole
dnf

dtn
pour désigner la neme dérivée d�une fonction

f .

Cette théorie peut être considérée comme un sujet nouveau, depuis seulement un peu plus de
trente années elle a été objet de conférences spécialisées. Pour la première conférence, le mérite
est attribué à B. Ross qui a organisé la première conférence sur les calculs fractionnaires et
ses applications à l�université de New Haven en juin 1974.

Ce mémoire est consacré a l�existence des solutions pour les problèmes aux limites consernant
les équations di¤érentielles fractionnaires.
L�étude des problèmes fractionnaires est d�actualité et plusieurs méthodes sont appliquées
pour la résolution de ces problèmes. Néanmoins les méthodes basées sur le principe du point
�xe jouent un grand rôle.

Les théorèmes du point �xe sont les outils mathématiques de base, montrant l�existence des
solutions dans divers genres d�équations. La théorie de point �xe est au coeur de l�analyse
mathématique.
Ce mémoire se compose d�une introduction, deux chapitres et d�une conclusion avec quelques
perspectives.

Le chapitre 1 comporte quelques notions des bases ainsi que toutes les notations et dé�nitions
qui nous serons utilisé. On se penche dans le première section la base des théorèmes connus
du point �xe. Ensuite, nous introduirons le calcul fractionnaire et nous insisterons sur les
dé�nitions et les propriétés des dérivées et intégrales fractionnaires au sens de Riemann-
Liouville et au sens de Caputo.



Le chapitre 2 s�étend à l�étude du problèmes aux limites consernant les équations di¤érentielles
fractionnaires suivant :8<:

cD�y (t) = f (t; y (t)) ; pour tout t 2 J := [0; T ] ; 2 < � � 3

y (0) = y0, y
0
(0) = y�0, y

00 (T ) = yT

où cD� est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, f : [0; T ]� R! R fonction continue
et y0, y�0 et yT sont des constantes reéles.

Ensuite, on donne trois résultats d�existence : le premier résultat est basé sur le théorème
du point �xe de Banach, le deuxiéme est basé sur le théorème du point �xe de Schaefer et le
troisiéme est basé sur le théorème de l�alternative non linéaire de Leray-Schauder.

En�n, ce mémoire est clôturée par un exemple numérique, conclusion et bibliographie.



Chapitre 1

Prélimilaire

1.1 Analyse fonctionnelle

On introduit dans cette section quelques notions de l�analyse fonctionnelle et nous explicitons
quelque théorème du point �xe.

1.1.1 Théorème d�Ascoli-Arzélà

Pour formuler le théorème d�Ascoli-Arzélà, il est indispensable d�introduire les notions sui-
vantes :

Dé�nition 1.1.1

Soit F � C([a; b]): On dit que F est équicontinue, si 8 " > 0, 9� > 0 tel que, 8f 2 F ,
8x; y 2 [a; b];

jx� yj < � ) jf(x)� f(y)j < " :

Remarque 1.1.1 L�équicontinuité est une généralisation de l�uniforme continuité.

Dé�nition 1.1.2 On dit que F un sous-ensemble borné de E si 9M > 0; tel que 8x 2 F;

kxk < M:

Dé�nition 1.1.3

On dit que F un sous-ensemble compact de E si, et seulement s�il véri�e de toute suite
(fn)n�1 � F; on peut extraire des sous-suites convergentes (fnk); avec une point limite dans
F .
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Exemple Les segments de R sont des compactes.

Remarque 1.1.2 Toute partie fermée d�un espace compacte est compacte.

Dé�nition 1.1.4 On dit qu�un sous espace F d�un espace topologique est relativement
compacte si son adhérence est compacte.

Théoréme d�Ascoli-Arzélà

Soient E et F deux espaces de Banach. Si E est compact, alors les deux assertions suivantes
sont équivalentes :

1) L�ensemble H est relativement compact dans C(E;F ):

2)
�

i)L�ensemble H est équicontinue en tout point x de E
ii) H(x) = ff(x); f 2 Hg est borné.

1.1.2 Quelque théorème du Point Fixe

On commencera par le plus simple et le plus connu d�entre eux : le théorème du point �xe de
Banach qui assure l�existence et l�unicité pour les applications contractantes. On verra ensuite
le théorème du point �xe de Schaefer qui assure l�existence seulement. En�n, l�alternative non
linéaire de Leray-Schauder.

On commence par la dé�nition d�un point �xe.

Dé�nition 1.1.5

Soit f une application d�un ensemble E dans lui même, on appelle point �xe de f tout
point x 2 E tel que f(x) = x:

Dé�nition 1.1.6(Suite de Cauchy)

Soit (xn)n une suite d�élements d�un espace normé (E; k:k). On dit que (xn)n est de Cauchy
si on a la relation suivante :

8" > 0;9n0 2 N;8(p; q) 2 N2; (p � n0); (q � n0)) kxp � xqk < ":

Dé�nition 1.1.7(Espace complet)

Un espace véctoriel normé (E; k:k) est dit complet si tout suite de Cauchy (xn)n d�élements
de E est une suite convergente dans E:
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Dé�nition 1.1.8(Espace de Banach)

On appelle espace de Banach (E; k:k) tout espace véctoriel normé complet.

Dé�nition 1.1.9 Soit X un espace de Banach de norme k:k, et f : X ! X: On dit que f
est Lipshizienne s�il existe k � 0 tel que

jf(x)� f(y)j � k jx� yj ; 8x; y 2 X:

Dé�nition 1.1.10 Soit f : E ! F un opérateur. On dit que f est contractante si 9k;
0 < k < 1; telle que

kf(x)� f(y)kF � k kx� ykE ; pour tout x; y 2 E:

Dé�nition 1.1.11 L�opérateur T est dite complétement continue, si elle est continue et
compacte.

Théorème du point �xe du type Banach

Le théorème du point �xe de Banach (connu aussi sous le nom le théorème de l�application
contractante) est un théorème simple à prouver, qui garantit l�existence d�un unique point
�xe pour toute application contractante.

Théorème 1.1.1(Banach)

Soient (E; k:k) un espace de Banach et f : A � E ! A (telle que : A est un fermé de E)
est une application contractante. Alors f admet un point �xe unique c�est à dire :

9!a0 2 A : f (a0) = a0:

Théorème 1.1.2(Schaefer)

Soient A un espace de Banach et F : A ! A une application continue et compact sur A.
Si l�ensenble

B = fa 2 A; a = �F; 0 < � < 1g
est bornée, alors l�application F admet au moins un point �xe.
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Théorème1.1.3(L�alternative non linéaire de Leray-Schauder)

Soient A un espace de Banach et F un sous-ensemble convexe non vide de A. Soient E un
sous-ensemble ouvert non vide de F avec 0 2 E et T : E ! F un opérateur continue et
compact. Alors

1) T admet des points �xes. Ou bien
2) Il existe u 2 @E et � 2 [0; 1] avec u = �T (u):

1.2 Le calcul fractionnaire

Dans cette section. On introduit des fonctions qui seront utilisées dans les autres chapitres
telles que la fonction Delta, Gamma et Beta. Ces deux dernières fonctions sont des fonctions
spéciales dans la théorie du calcul fractionnaire.

1.2.1 Fonction Gamma

En mathématiques, la fonction Gamma est une fonction complexe. Elle prolonge la fonction
factorielle à l�ensemble des nombres complexe (excepté en certains points).

Dé�nition 1.2.1 Pour z 2 C tel que Re(z) > 0, on dé�nit la fonction Gamma, notée par
� :

�(z) =

Z +1

0

tz�1e�tdt

où
tz�1 = e

(z�1) log(t)

cette intégrale converge absolument sur le demi-plan complexe où la partie réelle est stricte-
ment positive.

Lemme 1.2.1 Pour tout z 2 C tel que Re(z) > 0, on a

�(z + 1) = z�(z)

et si n 2 N�, �(n) = (n� 1)! (généralise la factorielle).

Preuve. La preuve de la premiére formule est immédiate à l�aide d�une intégration par
partie :

�(z + 1) =

Z +1

0

tze�tdt =
�
�e�ttz

�1
0
+ z

Z +1

0

tz�1e�tdt = z� (z)

et la seconde se traite par récurrence . �
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Remarque 1.2.1

i) Puisque �(1) = 0! = 1 , et car �(1) =
R +1
0

e�tdt = 1; nons obtenons pour z = 1; 2; 3; :::

�(2) = 1�(1) = 1!

�(3) = 2�(2) = 2!

:

:

:

�(n+ 1) = n�(n) = n(n� 1)! = n!:

ii) �(0+) = +1.

Propriétés

Pour tout z 2 R� f0;�1;�2; :::g et n 2 N:
i) On peut représenter �(z) par la limite,

�(z) = lim
n!+1

n!nz

(z + 1):::(z + n)
, Re(z) > 0.

ii) Pour Re(z) > 0;
�(z + n) = z(z + n):::(z + n� 1)�(z):

iii) On peut représenter aussi �(z) comme suit :

�(z) = (z � 1)�(z � 1):

1.2.2 Fonction Beta

Dé�nition 1.2.2

La fonction Beta est dé�nie par

� (z, w) =
Z 1

0

tz�1 (1� t)w�1 dt , (Re (z) > 0, Re (w) > 0) :

Cette fonction est reliée aux fonctions gamma par la relation suivante

�(z; w) =
� (z) � (w)

� (z + w)
, 8z; w : Re(z) > 0; Re(w) > 0:
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Remarque 1.2.2

La fonction Bêta est symétrique i.e � (x, y) = � (y, x) :

1.2.3 Fonction Delta

Dé�nition 1.2.3

La fonction Delta est dé�nie par

� (t) =

�
0 si t 6= 0
+1 si t = 0

telle que Z +1

�1
� (t) dt = 1:

Propriété

Soit f une fonction continue sur R; on aZ +1

�1
f(x)� (x) dx = f(0):

Preuve. Soit f une fonction de R vers R qui n�est pas in�nie en 0 et qu�on supposera dans
un premier temps intégrable sur R. On s�intéresse à la quantité

I =

Z +1

�1
f(x)� (x) dx;

Pour approcher cette intégrale, nous allons utiliser la fonction g" dont � 1 est la limite quand
"! 0 :

I =

Z +1

�1
f(x)lim

"!0
g" (x) dx

et l�on permute limite et intégrale

I = lim
"!0

Z +1

�1
f(x)g" (x) dx

et comme la fonction g"(x) est nulle en dehors de l�intervalle [�"2 ;
"
2
], le domaine d�intégration

se réduit à cet intervalle. Il vient :

I = lim
"!0

Z + 1
2

� 1
2

f(x)
1

"
dx

1
En physique � n�existe pas on aura plutôt a¤aire à des fonctions très localisées, et d�amplitude très élevée mais
�nie de type g": le produit 0:g"(x)=0 ne pose pas de problème et on adoptera le passage à la limite : 0:�(x)=0:
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et le changement de variable x = "y permet d�écrire

I = lim
"!0

Z + 1
2

� 1
2

f("y)dx

et par passage à la limite

I =

Z + 1
2

� 1
2

f(0)dy = f(0):

D�où l�égalité Z +1

�1
f(x)� (x) dx = f(0):

�

Remarque 1.2.3

La fonction � est paire, c�est à dire �(�x) = �(x):

1.2.4 Intégrale fractionnaire de Riemann Liouville

Notre but dans cette partie est d�introduire la dé�nition d�une intégrale fractionnaire de
Riemann-Liouville et ces propriétés les plus courantes.

Dé�nition 1.2.4

Soit � 2 R�+, l�intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville (notée par R-L) d�ordre � d�une
fonction f est dé�nie par :

I�a f(t) :=
1

� (�)

Z t

a

(t� s)��1f(s)ds, pour(�1 � a < t <1):

� Si a = 0, on ecrit :

I�f(t) = f(t) � 'a (t) =
1

� (�)

Z t

0

(t� s)��1f(s)ds

telle que

'a (t) =

8<:
t��1

� (�)
si t > 0

0 si t � 0
et 'a ! � (t) quand �! 0:
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Propriétés

1) Pour � = 0, on a :

I0a := I (l�opérateur identité).

2) Pour � = n 2 N�, on a :

I�a f(t) =
1

(n� 1)!

Z t

a

(t� s)n�1f(s)ds:

3) Si f 2 L1[a; b] et � > 0, alors I�a f(t) existe pour presque tout t 2 [a; b] et on a :

I�a f 2 L1[a; b]:

4) Soit �; � > 0, pour toute fonction f 2 L1[a; b], on a :

I�a I
�
a f(t) = I�+�a f(t) = I�a I

�
a f(t):

Exemple

Posons f(x) = (x� a)
 avec 
 > �1, alors

I�a f(x) =
� (
 + 1)

� (�+ 
 + 1)
(x� a)�+


En e¤et,

I�a f(x) =
1

� (�)

Z x

a

(x� t)��1(t� a)
dt

En e¤ectuant le changement de variable :

t = a+ s(x� a); (0 � s � 1)
et en utilisant la fonction Béta il en résulte :

I�a f(x) =
1

� (�)

Z 1

0

(x� a� s(x� a))��1s
(x� a)
+1ds

=
1

� (�)
(x� a)�+


Z 1

0

s
(1� s)��1ds

=
1

� (�)
(x� a)�+
� (�; 
 + 1)

=
1

� (�)
(x� a)�+


� (�) � (
 + 1)

� (�+ 
 + 1)
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Et donc

I�a f(x) =
� (
 + 1)

� (�+ 
 + 1)
(x� a)�+


dans le cas où a = 0; on a :

I�a f(x) =
� (
 + 1)

� (�+ 
 + 1)
x�+
:

1.3 Dérivées fractionnaires

Il existe plusieurs dé�nitions de dérivées fractionnaires, malheureusement, elles ne sont pas
toutes équivalentes. Nous présentons dans cette parties les dé�nitions de Riemann-Liouville
et Caputo qui sont les plus utilisées.

1.3.1 Opérateur de dérivée n�eme

Dé�nition 1.3.1

L�opérateur de la dérivée d�ordre n, n 2 N� est noté par Dn;

Dnf (t) =
dn

dtn
f(t)

où Dn =
dn

dtn
:

Propréties

DnInf = f ; InDnf 6= f; f 2 Cn (R+) :

InDnf = f(x)�
n�1X
k=0

f (k) (0)
tk

k!
; t > 0:

1.3.2 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Dé�nition 1.3.2

Pour � 2 R+, tel que 0 < � < 1, la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d�ordre �
d�une fonction f est dé�nie par :

D�
R:Lf(t) = D1I1��a f(t)

=
1

� (1� �)

d

dt

Z t

a

(t� s)�� f(s)ds:
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Dé�nition 1.3.3

Pour � 2 R+ et n 2 N� tel que n�1 � � < n, la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville
d�ordre � d�une fonction f est dé�nie par :

D�
R:L f(t) = Dn In��a f(t)

=
1

� (n� �)

dn

dtn

Z t

a

(t� s)n���1 f(s) ds

où Dn =
dn

dtn
:

Remarque 1.3.1

i) Pour � = 0, on a :

D0
R:L f(t) = D I1a f(t) = I f(t):

ii) Pour � = m 2 N , on a :

Dm
R:L f(t) = Dm+1 Im+1�ma f(t) = Dm+1 I1a f(t) = Dmf(t)

Ainsi pour � 2 N, la dérivée fractionnaire de R-L coincide avec la dérivée usuelle.
iii) Pour 1 < � < 2, on a :

D�
R:L f(t) = D2 I2��a f(t)

=
1

� (2� �)

d2

dt2

Z t

a

(t� s)1�� f(s) ds;

telle que n = [�] + 1.

Exemple

La dérivée de f(t) = (t� a)� au sens de Riemann-Liouville.
Soit p non entier et 0 � n� 1 < p < n et � � 0, alors on a :

Dp
R:L(t� a)� =

1

� (n� p)

dn

dtn

tZ
a

(t� �)n�p�1(� � a)�d� :

En faisant le changement de variable � = a+ s(t� a), on aura :
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Dp
R:L(t� a)� =

1

� (n� p)

dn

dtn
(t� a)n+��p

1Z
0

(1� s)n�p�1s�ds

=
�(n� p; � + 1)

� (n� p)
(t� a)��p

� (n+ �� p+ 1)

� (n+ �� p� n+ 1)

=
� (n+ �� p+ 1)� (n� p) �(�+ 1)

� (n� p) � (�� p+ 1)� (n+ �� p+ 1)
(t� a)��p

=
�(�+ 1)

� (�� p+ 1)
(t� a)��p:

A titre exemple

D0:5
R:Lt

0:5 =
� (1:5)

� (1)
= � (1:5) :

Proposition1.3.1

Soit � > 0 et n = [�] + 1 alors pour tout entier m 2 N�; on a :

D�
R:L f(t) = Dm Im��a f(t); m > �:

Lemme 1.3.1

Soient � > 0 et f 2 L1[a; b], alors l�égalité :

D�
R:LI

�
a f(t) = f(t);

est vraie pour presque tout x 2 [a; b]:

Preuve. En utilisant la dé�nition 1.3.3, on a

D�
R:LI

�
a f(t) = Dn

R:LI
n��
a I�a f(t) = DnIna f(t) = f(t):

�

Théorème 1.3.1

Soient �; � > 0 et n� 1 � � < n, m� 1 � � < m tel que (n;m 2 N�) alors :
1) Si � > � > 0, alors pour f 2 L1[a; b] l�égalité :

D�
R:L(I

�
a f) (t) = I���a f(t)

est presque par tout sur [a; b].
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2) S�il existe une fonction ' 2 L1[a; b] tel que f = I�a ' alors :

I�aD
�
R:Lf (t) = f (t)

pour presque tout x 2 [a; b].
3) Pour � > 0, k 2 N�. Si les dérivées fractionnaires D�

R:Lf et D
k+�
R:L f existes, alors :

Dk (D�
R:Lf (t)) = Dk+�

R:L f (t) :

4) Si � � � > 0 et la dérivée fractionnaire D���
R:L f existe, alors :

D�
R:L (I

�
a f) (t) = D���

R:L f (t) :

Propriétés

Soit �; � deux paramétres réels et f de [a; b] dans R; on a :
1) D�I�f (t) = f (t) ; � > 0:

2) D�I�f (t) = D���f (t) ; � < 0, � > 0:
3) DnI�f (t) = Dn+�f (t), n 2 N, � > 0:
4) I�D�f (t) 6= f (t) :

5) D�D�f (t) 6= D�D�f (t) :

6) D�D�f (t) 6= D�+�f (t) :

1.3.3 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

On donne une dé�nition et quelques propriétés de la dérivée fractionnaire de Caputo.

Dé�nition 1.3.4

La dérivée fractionnaire de Caputo d�ordre � 2 R+ d�une fonction f est donnée par :

cD�
a f(t) = In��a D

n

f (t) =
1

� (n� �)

Z t

a

(t� s)n���1 f (n)(s) ds

avec n� 1 < � � n; n 2 N�:
Cas particuliers
1) 0 < � < 1 :

cD�
a f(t) =

1

� (1� �)

Z t

a

(t� s)��
d

dt
f(s) ds

= I1��a D1f(t):

2) 1 < � < 2 :

cD�
a f(t) =

1

� (2� �)

Z t

a

(t� s)1��
d2

dt2
f(s) ds

= I2��a D2f(t):
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Exemple

Soit f(t) = (x � a)
 avec 
 > 0; pour 0 < � � 1 et utilisant le changement de variable
t� a = s(x� a); 0 � s � 1 on a :

cD�
a f(x) = I1��a f 0 (x) = 
I1��a (x� a)
�1

=



� (1� �)

Z x

a

(x� t)��(t� a)
�1dt

=



� (1� �)
(x� a)��+


Z 1

0

s
�1(1� s)��ds

=



� (1� �)
(x� a)��+
�(
; 1� �)

=
� (
 + 1)

� (1� �+ 
)
(x� a)��+
:

Corollaire 1.3.1

Soient � � 0 et n = [�] + 1, si cD�
a f et D

�
a f existent, on suppose que Dkf(a) = 0 pour tout

k 2 f0; 1; :::; n� 1g, alors :
cD�

a f (t) = D�
a f (t) :

Théorème 1.3.2

Si f 2 C [a; b] et si � > 0 (n� 1 < � � n), alors :

cD�
a I

�
a f (t) = f(t):

Propriétés

i) cD�
a c = 0; c est une constante.

ii) cD�
a t
� =

8<:
� (� + 1)

� (��+ � + 1)
t�+� , � > �� 1

0 , � � �� 1:

1.3.4 Lien entre Riemann-Liouville et Caputo

Théorème 1.3.3

Soit � > 0 avec n � 1 < � < n, (n 2 N�), supposons que f est une fonction telle que
cD�

a f(t) et D
�
RLf(t) existent alors
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cD�
a f(t) = D�

RLf(t)�
n�1X
k=0

f (k) (a) (t� a)k��

� (k � �+ 1)
:

Remarque1.3.2 On déduit que si f (k)(a) = 0 pour k = 0; 1; 2; :::; n �1, on aura

cD�
a f(t) = D�

RLf(t):

La dérivée fractionnaire de Caputo est également l�inverse gauche de l�intégrale fractionnaire
de Riemann-Liouville.

preuve

Il su¢ t de démontrer que D�
RLf(t) =

cD�
a f(t) +

n�1P
k=0

f (k) (0) tk��

� (k � �+ 1)
par une integration par

partie, on a :

D�
RLf(t) =

dn

dtn

�
1

� (n� �)

Z t

a

(t� s)n���1 f(s) ds

�
=

dn

dtn� (n� �)

 
(t� s)n��

n� �
f(0) +

(t� s)n��+1

n� �
f (1)(0) + :::+

Z t

a

(t� s)n��+n�1 f (n) (s)ds

!

=
n�1X
k=0

f (k) (0) tk��

� (k � �+ 1)
+
dn

dtn

�
1

� (n� �)

Z t

a

(t� s)n��+n�1 f (n)(s) ds

�

=
n�1X
k=0

f (k) (0) tk��

� (k � �+ 1)
+

1

� (n� �)

Z t

a

(t� s)n���1 f (n)(s) ds

= cD�
a f(t) +

n�1X
k=0

f (k) (0) tk��

� (k � �+ 1)
:



Chapitre 2

Existence des solutions

Ce chapitre est consacré à l�étude de l�existence des solutions du problèmes aux limites
concernant des équations di¤érentielles fractionnaires .

Dé�nition et Notations

Soit J := [0 , T ].
Soit C (J , R) est l�espace de Banach des fonctions y dé�nies de J dans R continues muni de
la norme :

kyk1 = fjy (t)j : 0 � t � Tg :
Soit L1 (J , R) est l�espace de Banach des fonctions y dé�nies de J dans R intégrables par
rapport à la mesure de lebesgue muni de la norme :

kykL1 =
Z T

0

jy (t)j dt:

2.1 Problème aux limites avec des conditions réelles

Introduction

Soit � un réel positif véri�ant 2 < � � 3:
On considére le problème aux limite fractionnaire suivante :

�
cD�u(t) = f(t; u(t)); t 2 J = [0; T ]
u(0) = u0; u

0
(0) = u�0; u

00
(T ) = uT

(2.1)

où cD� est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo. f : [0; T ] � R ! R est une fonction
continue, u0; u�0 et uT sont des constantes réelles.
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Dé�nition 2.1.1

La fonction u 2 C2 ([0; T ] ;R) est dite solution de (2:1) si u satisfaite les équations cD�u(t) =
f(t; u(t)) sur J , et les conditions u(0) = u0; u

0
(0) = u�0 et u

00
(T ) = uT .

Pour l�existence de la solution du probléme (2:1), nous avons besoin des lemmes suivants :

Lemme 2.1.1 [9]

Pour � > 0 et g(t) 2 C[0; T ], l�équation di¤érentielle fractionnaire homogène suivant :

cD�g(t) = 0

possède une solution :

g(t) = c1 + c2t+ c3t
2 + :::+ cnt

n�1;

où ci 2 R, i = 0; :::; n et n = [�] + 1; ([�] est la partie entière de �).

Lemme 2.1.2 [9]

Pour � > 0, on a :

I�cD�g(t) = g(t) + c1 + c2t+ c3t
2 + :::+ cnt

n�1

où n = [�] + 1; ([�] est la partie entière de �).

Commençant d�abord par la résolution du problème auxiliaire.

Lemme 2.1.3 [9]

Soient 2 < � � 3, et g : [0; T ] ! R est continue. La fonction u est solution de l�équation
intégrale fractionnaire

u(t) =
1

� (�)

Z t

0

(t� s)��1g(s)ds� t2

2� (�� 2)

Z T

0

(T � s)��3g(s)ds+ u0 + u�0t+
uT
2
t2

si et seulement si u est solution du probléme aux limite fractionnaire suivante :�
cD�u(t) = g(t), t 2 [0; T ]
u(0) = u0; u

0
(0) = u�0; u

00
(T ) = uT :
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Preuve Soit 2 < � � 3, et soit g : [0; T ]! R:

Appliquant le lemme 2.1.1, on trouve

u(t) = I�a g(t) + c0 + c1t+ c2t
2 (2.2)

u(t) = c0 + c1t+ c2t
2 +

1

� (�)

Z t

0

(t� s)��1g(s)ds

on calcul c0; c1 et c2 :

u(0) = c0 + c10 + c20
2 +

1

� (�)

Z 0

0

(0� s)��1g(s)ds

u(0) = c0

et on a u(0) = u0; par identi�cation, on obtient :

c0 = u0

et par une dérivation des deux membres, on trouve

u
0
(t) = c1 + 2c2t+

�� 1
� (�)

Z t

0

(t� s)��2g(s)ds

= c1 + 2c2t+
1

� (�� 1)

Z t

0

(t� s)��2g(s)ds

u
00
(t) = 2c2 +

(�� 1) (�� 2)
� (�)

Z t

0

(t� s)��3g(s)ds

= 2c2 +
(�� 2)
� (�� 1)

Z t

0

(t� s)��3g(s)ds

= 2c2 +
1

� (�� 2)

Z t

0

(t� s)��3g(s)ds:

Et,

u
0
(0) = c1 + 2c20 +

1

� (�� 1)

Z 0

0

(0� s)��2g(s)ds

u
0
(0) = c1

et on a u
0
(0) = u�0; par identi�cation, on obtient :

c1 = u�0

par suite

u
00
(T ) = 2c2 +

1

� (�� 2)

Z T

0

(T � s)��3g(s)ds
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et on a u
00
(T ) = uT ; par identi�cation, on obtient :

2c2 +
1

� (�� 2)

Z T

0

(T � s)��3g(s)ds = uT

) c2 =
1

2
uT �

1

2� (�� 2)

Z T

0

(T � s)��3g(s)ds:

Substituant c1, c2 et c3 dans (2), on obtient

u(t) = I�a g(t) + u0 + u�0t+

�
1

2
uT �

1

2� (�� 2)

Z T

0

(T � s)��3g(s)ds

�
t2

ce qui nous permet d�écrire

u(t) =
1

� (�)

Z t

0

(t� s)��1g(s)ds+ u0 + u�0t+

�
1

2
uT �

1

2� (�� 2)

Z T

0

(T � s)��3g(s)ds

�
t2

=
1

� (�)

Z t

0

(t� s)��1g(s)ds� t2

2� (�� 2)

Z T

0

(T � s)��3g(s)ds+ u0 + u�0t+
uT
2
t2:

2.2 Le premier résultat

Le premier résultat est basé sur le théorème du point �xe de Banach.

Théorème 2.2.1

On suppose que :
(H1) : Il existe une constante k > 0 telle que :

jf(t; x)� f(t; x)j � k jx� xj , pour tout t 2 J et x; x 2 R :

Si

kT�
�

1

� (�+ 1)
+

1

2� (�� 1)

�
< 1; (2.3)

alors le problème aux limites (2:1) admet une solution unique dans J .

Preuve

On transforme le problème (2:1) au un problème de point �xe. Considérons l�opérateur

F : C (J; R)! C (J; R)

dé�nie par :

F (u) (t) =
1

� (�)

Z t

0

(t� s)��1f(s; u (s))ds� t2

2� (�� 2)

Z T

0

(T � s)��3f(s; u (s))ds

+u0 + u�0t+
uT
2
t2:
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clairement, les points �xes de l�opérateur F sont solutions du probléme (2:1). On utilise la
théorème de Bannach pour montrer que F admet un point �xe unique.
Soient u; v 2 C (J; R). Alors, pour tout t 2 [0; T ] ; on a :

jF (u) (t)� F (v) (t)j =
����� 1

� (�)

Z t

0

(t� s)��1f(s; u (s))ds

� t2

2� (�� 2)

Z T

0

(T � s)��3f(s; u (s))ds+ u0 + u�0t+
uT
2
t2
�

�
�
1

� (�)

Z t

0

(t� s)��1f(s; v (s))ds

� t2

2� (�� 2)

Z T

0

(T � s)��3f(s; v (s))ds+ u0 + u�0t+
uT
2
t2
�����

� 1

� (�)

Z t

0

(t� s)��1 jf(s; u (s))� f(s; v (s))j ds

+
t2

2� (�� 2)

Z T

0

(T � s)��3 jf(s; u (s))� f(s; v (s))j ds

� k

� (�)

Z t

0

(t� s)��1 sup
s2[0;T ]

ju (s)� v (s)j ds

+
t2k

2� (�� 2)

Z T

0

(T � s)��3 sup
s2[0;T ]

ju (s)� v (s)j ds

� k ku� vk1
� (�)

Z t

0

(t� s)��1ds

+
t2k ku� vk1
2� (�� 2)

Z T

0

(T � s)��3ds

=
k ku� vk1 t�

�� (�)
+
t2k ku� vk1 T��2
2 (�� 2) � (�� 2)

=
k ku� vk1 t�
� (�+ 1)

+
t2k ku� vk1 T��2

2� (�� 1)

� k ku� vk1 T�
� (�+ 1)

+
T 2k ku� vk1 T��2

2� (�� 1)

= kT�
�

1

� (�+ 1)
+

1

2� (�� 1)

�
ku� vk1 :

D�où

kF (u)� F (v)k1 � kT�
�

1

� (�+ 1)
+

1

2� (�� 1)

�
ku� vk1 :

D�aprés (2:3); F est une contraction et d�aprés la consequence du théorème du point �xe de
Banach, F admet un seul point �xe qui la solution unique du problème (2:1):
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2.3 Le deuxiéme résultat

Le deuxiéme résultat est basé sur le théorème du point �xe de Schaefer.

Théorème 2.3.1

On suppose que :
(H2) f : [0; T ]� R! R est une fonction continue.
(H3) Il existe une constante M > 0 telle que :

jf (t; x)j �M ; pour tout t 2 [0; T ] , x 2 R:
donc le problème aux limites (2:1) admet au moins une solution sur [0; T ] :

Preuve

On utilise le théorème du point �xe de Schaefer pour démontre que F dé�nie dans le premier
résultat admet un point �xe.
Il faut passer par 4 étapes :

Étape 1 F est continue.
Soit (un)n2N est une suite telle que un ! u dans C ([0; T ] ;R).
Alors, 8t 2 [0; T ] on a :

jF (un) (t)� F (u) (t)j =
����� 1

� (�)

Z t

0

(t� s)��1f(s; un (s))ds

� t2

2� (�� 2)

Z T

0

(T � s)��3f(s; un (s))ds+ u0 + u�0t+
uT
2
t2
�

�
�
1

� (�)

Z t

0

(t� s)��1f(s; u (s))ds

� t2

2� (�� 2)

Z T

0

(T � s)��3f(s; u (s))ds+ u0 + u�0t+
uT
2
t2
�����

� 1

� (�)

Z t

0

(t� s)��1 jf(s; un (s))� f(s; u (s))j ds

+
t2

2� (�� 2)

Z T

0

(T � s)��3 jf(s; un (s))� f(s; u (s))j ds

� 1

� (�)

Z t

0

(t� s)��1 sup
s2[0; T ]

jf(s; un (s))� f(s; u (s))j ds

+
T 2

2� (�� 2)

Z T

0

(T � s)��3 sup
s2[0; T ]

jf(s; un (s))� f(s; u (s))j ds:
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Comme f est une fonction continue, alors on a :

kF (un)� F (u)k1 ! 0 quand n!1:

Étape 2 F transforme un ensenble borné en un ensenble borné dans C ([0; T ] ;R) :
En e¤et, Pour montrer que 8�� > 0;9l > 0 telle que u 2 B�� = fu 2 C ([0; T ] ;R) : kuk1 < ��g,
il su¢ t de montrer que kF (u)k1 � l; par (H3) on a 8t 2 [0; T ] :

jF (u) (t)j =
���� 1

� (�)

Z t

0

(t� s)��1f(s; u (s))ds

� t2

2� (�� 2)

Z T

0

(T � s)��3f(s; u (s))ds+ u0 + u�0t+
uT
2
t2
����

� 1

� (�)

Z t

0

(t� s)��1 jf(s; u (s))j ds

+
t2

2� (�� 2)

Z T

0

(T � s)��3 jf(s; u (s))j ds+ ju0j+ ju�0j t+
juT j
2
t2

� M

� (�)

Z t

0

(t� s)��1ds+
t2M

2� (�� 2)

Z T

0

(T � s)��3ds+ ju0j+ ju�0j t+
juT j
2
t2

=
t�M

�� (�)
+

t2MT��2

2 (�� 2) � (�� 2) + ju0j+ ju
�
0j t+

juT j
2
t2

� MT�

�� (�)
+

T 2MT��2

2 (�� 2) � (�� 2) + ju0j+ ju
�
0jT +

juT j
2
T 2

=
M

� (�+ 1)
T� +

M

� (�� 1)T
� + ju0j+ ju�0jT +

juT j
2
T 2:

De cette façon

kF (u)k1 �
M

� (�+ 1)
T� +

M

� (�� 1)T
� + ju0j+ ju�0jT +

juT j
2
T 2 := l:

Étape 3 F transforme un ensenble borné en un ensenble équicontinue dans C ([0; T ] ;R) :
Soient t1, t2 2 [0; T ] ; t1 < t2, B�� est un ensemble borné de C ([0; T ] ;R) comme dans étape
2, et soit y 2 B��. Alors :
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jF (u) (t2)� F (u) (t1)j =
���� 1

� (�)

Z t2

0

(t2 � s)��1f(s; u (s))ds� t22
2� (�� 2)

Z T

0

(T � s)��3f(s; u (s))ds

+u0 + u�0t2 +
uT
2
t22 �

1

� (�)

Z t1

0

(t1 � s)��1f(s; u (s))ds

+
t21

2� (�� 2)

Z T

0

(T � s)��3f(s; u (s))ds� u0 � u�0t1 �
uT
2
t21

����
=

���� 1

� (�)

Z t1

0

�
(t2 � s)��1 � (t1 � s)��1

�
f(s; u (s))ds

+
1

� (�)

Z t2

t1

(t2 � s)��1f(s; u (s))ds+
(t21 � t22)

2� (�� 2)

Z T

0

(T � s)��3f(s; u (s))ds

+u�0 (t2 � t1) +
uT
2

�
t22 � t21

����
� 1

� (�)

Z t1

0

�
(t2 � s)��1 � (t1 � s)��1

�
jf(s; u (s))j ds

+
1

� (�)

Z t2

t1

(t2 � s)��1 jf(s; u (s))j ds

+
(t21 � t22)

2� (�� 2)

Z T

0

(T � s)��3 jf(s; u (s))j ds+ ju�0j (t2 � t1) +
juT j
2

�
t22 � t21

�
� M

� (�)

Z t1

0

�
(t2 � s)��1 � (t1 � s)��1

�
ds+

M

� (�)

Z t2

t1

(t2 � s)��1ds

+
M (t21 � t22)

2� (�� 2)

Z T

0

(T � s)��3ds+ ju�0j (t1 � t2) +
juT j
2

�
t21 � t22

�
=

M

� (�)

�
�(t2 � t1)

�

�
+
(t2)

�

�
� (t1)

�

�

�
+

M

� (�)

�
(t2 � t1)

�

�

�
+
M (t21 � t22)

2� (�� 2)

�
T��2

�� 2

�
+ ju�0j (t2 � t1) +

juT j
2

�
t22 � t21

�
=

M

� (�+ 1)
[�(t2 � t1)

� + t�2 � t�1 ] +
M

� (�+ 1)
(t2 � t1)

�

+
M (t21 � t22)

2� (�� 1) T
��2 + ju�0j (t2 � t1) +

juT j
2

�
t22 � t21

�
=

M (t�2 � t�1 )

� (�+ 1)
+
M (t21 � t22)

2� (�� 1) T
��2 + ju�0j (t2 � t1) +

juT j
2

�
t22 � t21

�
:

Quand t1 ! t2; le second membre de cette dernière inégalit tend vers zéro, ainsi les étapes 1
à 3 et d�aprés le théorème d�Ascoli-Arzélà, d�où F : C ([0; T ] ;R)! C ([0; T ] ;R) est complè-
tement continue.

Étape 4 Les limites à priori.
Maintenant, il reste montrer que l�ensemble

" = fu 2 C ([0; T ] ;R) : u = �F (u) ; 0 < � < 1g
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est borné.
Soit u 2 "; et u = F (u) telle que 0 < � < 1. Alors pour chaque t 2 [0; T ] ; on a :

u (t) = �F (u) (t)

=
�

� (�)

Z t

0

(t� s)��1f(s; u(s))ds� �t2

2� (�� 2)

Z T

0

(T � s)��3f(s; u(s))ds

+�u0 + �u�0t+ �
uT
2
t2:

Cela implique par (H3) que pour chaque t 2 J , on a :

ju (t)j =
���� �

� (�)

Z t

0

(t� s)��1f(s; u(s))ds� �t2

2� (�� 2)

Z T

0

(T � s)��3f(s; u(s))ds

+�u0 + �u�0t+ �
uT
2
t2
���

� �

� (�)

Z t

0

(t� s)��1 jf(s; u(s))j ds+ �t2

2� (�� 2)

Z T

0

(T � s)��3 jf(s; u(s))j ds

+� ju0j+ � ju�0j t+ �
juT j
2
t2

� M

� (�)

Z t

0

(t� s)��1ds+
Mt2

2� (�� 2)

Z T

0

(T � s)��3ds+ ju0j+ ju�0j t+
juT j
2
t2

=
M

�� (�)
t� +

Mt2

2� (�� 2)
T��2

(�� 2) + ju0j+ ju
�
0j t+

juT j
2
t2

� M

�� (�)
T� +

MT 2

2� (�� 2)
T��2

(�� 2) + ju0j+ ju
�
0jT +

juT j
2
T 2

=
M

� (�+ 1)
T� +

M

2� (�� 1)T
� + ju0j+ ju�0jT +

juT j
2
T 2:

Donc pour tout t 2 [0; T ], on a :

kuk1 �
M

� (�+ 1)
T� +

M

2� (�� 1)T
� + ju0j+ ju�0jT +

juT j
2
T 2 := R:

Cela montre que l�ensemble " est borné. D�aprés le théorème du point �xe de Scheafer, nous
déduisons que F a un point �xe qui est une solution du problème (2:1) :

2.4 Le troisiéme résultat

Dans le théorème suivant nous allons donner un résultat d�existence pour le problème (2:1) on
va appliquer l�alternative non linéaire de Leray-Schauder, où la condition (H3) est a¤aiblie.
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Théorème 2.4.1

Supposons que (H2) et les conditions suivantes sont satisfaites.
(H4) Il existe �f 2 L1(J;R+) et continue et croissante  : [0;1)! (0;1)
de telle sorte que

jf(t; u)j � �f (t) (juj) pour tout (t, u) 2 J � R:

(H5) Il existe un nombre M > 0 tel que

M

I��f

L1  (M) + T 2

2

�
I��2�f

�
(T ) (M) + ju0j+ ju�0jT +

juT j
2
T 2

> 1: (2.4)

Alors, le probléme aux limites (2:1) admet au moins une solution sur J .

Preuve

Considérons l�opérateur F dé�ni dans les théorèmes 2:2:1 et 2:3:1. Il est facile de montrer
que F est continue et complètement continue, pour � 2 [0; 1] et pour chaque t 2 J on a
u(t) = �(Fu)(t), par (H4) (H5) et pour tout t 2 J , on a

ju(t)j � 1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1 �f (s) (ju (s)j) ds

+
T 2

2�(�� 2)

Z T

0

(T � s)��3 �f (s) (ju (s)j) ds

+ ju0j+ ju�0jT +
juT j
2
T 2

�  (kuk1)
1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1 �f (s) ds

+ (kuk1)
T 2

2�(�� 2)

Z T

0

(T � s)��3 �f (s) ds

+ ju0j+ ju�0jT +
juT j
2
T 2:

Ainsi

kuk1
 (kuk1)



I��f

L1 + T 2

2

�
I��2�f

�
(T ) (kuk1) + ju0j+ ju�0jT +

juT j
2
T 2
� 1:

Puis, par la condition (2:4), il existe M tel que kuk1 6=M:
Soit

V = fu 2 C(J;R) : kuk1 < Mg :
L�opérateur F : V ! C(J;R) est continue et complètement continue. Par le choix de V , il n�
existe pas u 2 @V tel que u = �F (u) pour certains � 2 (0; 1).
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D�apres l�alternative non linéaire de type de Leray-Schauder, on déduit que F a un point �xe
u en V , qui est une solution du problème (2:1), D�où le résultat.

Dans cette section, on va donner un exemple dont on utilise les résultats précédents.

2.5 Exemple

On considère le problème suivant :8<: cD�u(t) =
e�t ju (t)j

(9 + et) (1 + ju (t)j) ; t 2 J := [0; 1] ; 2 < � � 3

u (0) = 0; u
0
(0) = 1, u

00
(1) = 0

(2.5)

la fonction

f (t; v) =
e�tv

(9 + et) (1 + v)
; (t; v) 2 J � [0;1):

Soit u, v 2 [0;1) et t 2 J . Ensuite, nous avons

jf (t; u)� f (t; v)j = e�t

(9 + et)

���� u

1 + u
� v

1 + v

����
=

e�t ju� vj
(9 + et) (1 + u) (1 + v)

� e�t

(9 + et)
ju� vj

� 1

10
ju� vj :

D�où la condition (H1) véri�e est avec k =
1

10
. Nous allons véri�er que la condition

(2:3) est satisfait avec T = 1. En e¤et,

kT�
�

1

� (�+ 1)
+

1

2� (�� 1)

�
< 1, 1

� (�+ 1)
+

1

2� (�� 1) < 10: (2.6)

Nous avons
1

6
� 1

� (�+ 1)
<
1

2
;

et
1

2
� 1

2� (�� 1) < c (2.7)

pour une constante c choisi de manière appropriée, qui seront préciasées. (2:6) (2:7) impliquent
que
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1

� (�+ 1)
+

1

2� (�� 1) <
1

2
+ c < 10 (2.8)

donc à partir de (2:8) la constante c positive doit satisfaire

c � 19

2
:

De (2:7) nous obtenons

� (�� 1) > 1

19
' 0:0526; (2.9)

qui est satisfaite pour un certain � 2 de (2; 3]: Ensuite, par le théorème 2:2:1 le problème
(2:5) admet une solution unique sur [0; 1] pour les valeurs de � satisfaisant (2:9).



Conclusion

Ce mémoire présente l�étude de l�existence des solutions pour les problèmes

aux limites consernant les équations di¤érentielles fractionnaires avec la

dérivée du Caputo.

Les résultats d�existence et de l�unicité sont prouvées en utilisant le théorème

du point �xe de Banach, le théorème de Scheafer et le théorème de l�alterna-

tive non linéaire de Leray-Schauder.

Dans le futur, on peut faire l�étude de l�existence des solutions des mêmes

problémes avec la dérivée de Riemann-Liouville et les problèmes concernant

les inclusions di¤érentielles fractionaires.
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