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Resumé

Dans ce mémoire on fait la synthèse de l�article de M.Cheggag , A.Favini , R.Labbas ,
S.Maingot , A.Medeghri."Elliptic problems with Robin boundary coe¢ cient-operator condi-
tions in general Lp sobolev spaces and applications".( Bulletin SUSUMMCS),2015,VOL.8,NO.3,PP.56-
77. DIO : 10.14529 / mmp150304.
On étudie une équation di¤érentielle abstraite complète du second ordre de type ellip-

tique :
u00 (x) + 2Bu0 (x) + Au (x) = f (x)

avec des conditions aux limites de Robin à coe¢ cient opérateur dans les espaces Lp (0; 1;X),
X Banach

u0 (0)�Hu (0) = d0 ; u (1) = u1
pour obtenir une solution véri�ant l�existence, l�unicité et la régularité maximale, c�est à

dire une fonction u telle que :8<:
i)u 2 W 2;p (0; 1;X) \ Lp (0; 1;D(A)) ; u0 2 Lp (0; 1;D(B)) :
ii)u(0) 2 D(H):
iii)u véri�e (1):
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Introduction

Dans ce mémoire on fait la synthèse de l�article de M.Cheggag , A.Favini , R.Labbas
, S.Maingot , A.Medeghri."Elliptic problems with Robin boundary coe¢ cient-operator condi-
tions in general Lp sobolev spaces and applications".( Bulletin SUSUMMCS),2015,VOL.8,NO.3,PP.56-
77. DIO : 10.14529 / mmp150304.
On étudie une équation di¤érentielle abstraite complète du second ordre de type elliptique

u00 (x) + 2Bu0 (x) + Au (x) = f (x) (1)

avec des conditions aux limites de Robin à coe¢ cient opérateur dans les espaces Lp (0; 1;X),
X Banach

u0 (0)�Hu (0) = d0 ; u (1) = u1
pour obtenir une solution véri�ant l�existence, l�unicité et la régularité maximale, c�est à

dire une fonction u telle que :8<:
i)u 2 W 2;p (0; 1;X) \ Lp (0; 1;D(A)) ; u0 2 Lp (0; 1;D(B)) :
ii)u(0) 2 D(H):
iii)u véri�e (1):

(2)

Dans une première étape on étudie le problème :�
u00 (x) + (L�M)u0 (x)� LMu (x) = f (x)
u0 (0)�Hu (0) = d0 ; u (1) = u1

(3)

Où L et M sont deux opérateurs linéaires fermés et :

L�M � 2B et LM � �A (4)

Dé�nition 0.1 Soit P et Q deux opérateurs linéaires dans X, on dit que P � Q si :�
i)D(P ) � D(Q)
ii)8' 2 D(P ) ona : P' = Q'

Une solution classique de (3) est dé�nie par :8<:
i)u 2 W 2;p (0; 1;X) \ Lp (0; 1;D(LM)) ; u0 2 Lp (0; 1;D(L�M)) :
ii)u(0) 2 D(H):
iii)u véri�e (3):

(5)

8
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Remarque 0.1 A partir de (4), une solution classique u de (3) sera une solution classique
de (1).

Dans ce travail on suppose que :

X est UMD (6)

Dé�nition 0.2 soit X un espace de Banach et p 2 ]1;+1[on dit que X est UMD si et
seulement si la transformation de Hilbert est continue dans Lp (R; X)

Plusieurs auteurs ont étudié l�équation :

u00 (x) + 2Bu0 (x) + Au (x) = f (x) :x 2 (0; 1)
avec des conditions aux limites de Dirichlet :�
u (0) = u0
u (1) = u1

quand f 2 Lp(0; 1 : X); 1 < p < +1: et f 2 C� (0; 1;X) ; � 2 (0; 1)
Dans ce travail on utilise les conditions aux limites de Robin en 0. u0 (0)�Hu (0) = d0

, avec H un opérateur linéaire fermé, ce cas est compliqué car les domaines sont di¤érents.
Dans l�article [2] les auteurs ont étudié le cas ou B = 0 avec f 2 Lp(0; 1 : X); 1 < p < +1

et dans [4] pour f 2 C� (0; 1;X) ; � 2 (0; 1) :
Le cas ou B génère un groupe est traité dans l�article [3]:
Les techniques utilisées sont basées sur les semi groupes, la théorie des sommes d�opéra-

teurs (l�approche de Dore-Venni), les résultats de Pruss-Sohr et le théorème de réitération
dans la théorie d�interpolation.

Remarque 0.2 Tous les articles cités précédemment ont utilisé le cas commutatif (A;B et
L;M commutent) Le cadre non commutatif a été étudié dans l�article [8] pour le problème
de Dirichlet suivant :�

u00 (x) + 2Bu0 (x) + Au (x)� !u(x) = f (x) ; x 2 (0; 1) :
u(0) = u0; u(1) = u1

avec ! > 0 assez grand
Cette nouvelle approche peut être utilisée dans des études futures pour résoudre les di¤é-

rentes équations avec les conditions aux limites de Robin dans le cas non-commutatif.

Ce mémoire est composé d�une introduction et de quatre chapitres.
Dans le premier chapitre, on donne des rappels sur les opérateurs, les semi groupes, dé�ni-

tions de quelques espaces fonctionnels, les espaces d�interpolations et les sommes d�opérateurs
Dore-Venni.
Dans le deuxième chapitre on donne les hypothèses et on construit une représentation de

la solution du problème (3) en s�inspirant du cas scalaire. On donne des conditions nécessaires
et su¢ santes pour obtenir une unique solution stricte satisfaisant la régularité maximale.
Dans le troisième chapitre, on applique le résultat du deuxième chapitre pour obtenir un

résultat �nal pour le problème (1) avec

L = B � (B2 � A)1=2 et M = �B � (B2 � A)1=2:
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Et, dans le dernier chapitre on donne des applications à des exemples concrets d�équations
à dérivées partielles.



Chapitre 1

Rappels

On rappelle dans cette partie, les notions fondamentales qui seront utilisées par la suite.

1.1 Dé�nition et propriétés des opérateurs

Dé�nition 1.1 soit X un espace de Banach, on dit que A est un opérateur linéaire sur X
si et seulement si c�est une application linéaire dé�nie sur un sous espace vectoriel D(A)
(D(A) le domaine de dé�nition de A) de X à valeur dans X: ie)

A : D(A) � X ! X est linéaire

Propriétés :
Soit A un opérateur linéaire sur X on dit que :

1. A est borné si : D(A) = X et sup
kxk�1

kAxk < +1

et on note : A 2 L (X) :
2. A est fermé si et seulement si pour toute suite (xn)n2N 2 D (A)

telle que :
�

xn ! x
Axn ! y

)
�
x 2 D (A)
Ax = y

3. A est fermable si et seulement si pour tout suite (xn)n2N 2 D (A)

telle que :
�

xn ! 0
Axn ! y

) y = 0:

Dé�nition 1.2 on appelle l�ensemble résolvant de l�opérateur A et on note � (A) l �en-
semble :
�(A) =

�
� 2 C : (A� �I)�1 existe dans L (X)

	
les éléments de �(A) sont appelés les valeurs résolvantes de A et si � 2 �(A), on dé�nit

la résolvante R�(A) de A au point � par :

R�(A) = (A� �I)�1:

11
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Dé�nition 1.3 on appelle le spectre de A et on note �(A) l�ensemble

� (A) = C n � (A) :

Les éléments de � (A) sont appelés les valeurs spectrales de A.

1.2 Les semi groupes

Dé�nition 1.4 soit X un espace de Banach, on dé�nit un semi groupe sur X par une
famille fG(t)gt�0 des opérateurs linéaires bornés véri�ant :

i) propriété algébrique : G(t+ s) = G(t):G(s) 8t; s 2 R+.
ii) Identité dans L(X) :G(0) = I
iii) propriété topologique : lim

t!0+
G(t)x = x: 8x 2 X

Remarque 1.1 si i) véri�ée pour toute s; t 2 R alors fG(t)gt2R est dit groupe.

Dé�nition 1.5 générateur in�nitésimal d�un C0-semi groupe
On appelle générateur in�nitésimal d�un C0semi-groupe (G(t))t�0 l�opérateur A dé�nit

par :8><>:
D (A) =

�
x 2 X : lim

t!0+
G (t)x� x

t
existe dans X

�
8x 2 D (A) ; Ax = lim

t!0+
G (t)x� x

t
:

1.3 Semi groupe analytique

Dé�nition 1.6 soient X un espace de Banach et D tel que :
D = fz 2 C : '1 < arg z < '2; '1 < 0 < '2g ;une famille fG (z)gz2D forme un semi groupe

analytique dans X si elle véri�e :

i) z ! G(Z) est analytique dans D

ii) G (0) = I et 8x 2 X, lim
z ! 0
x 2 X

G (z)x = x:

iii) 8z1; z2 2 D;G (z1 + z2) = G (z1) :G (z2) :

Générateur in�nitésimal d�un semi groupe analytique :

Théorème 1.1 soit A : D(A) � X �! X un opérateur linéaire telle que :

1. A est fermé.

2. DA est dense.

3. � (A) � f� 2 C� n Re� � 0g et 8 � 2 � (A) :(�I � A)�1L(X) � L

j�j : 8L > 0
Alors A est générateur in�nitésimal d�un C0-semi groupe analytique telle que :
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1. 9M > 0;8t > 0 : kG (t)kL(�) �M:

2. 8t > 0; G (t) 2 L (X;D (A)) et kAG (t)kL(X) �
M

t
:

1.4 Dé�nition de quelques espaces

Dé�nition 1.7 espace de Banach
Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.

Dé�nition 1.8 espace métrique complet
Un espace métrique (X; d) est complet si tout suite de Cauchy dans X est convergente.

Dé�nition 1.9 l�espace LP
on appelle espace LP l�ensemble des fonctions mesurable telle que :�Z

jf jP dm
� 1

P

< +1 et on note :f 2 LP

Dé�nition 1.10 l�espace Lp
soient (E;T:m) un espace mesuré et 1 < p < +1 ; on dé�nit l�espace LpR (E; T;m)

comme l�ensemble des classes d�équivalence des fonctions de Lp pour la relation d�équivalence
égalité presque partout (= p:p).

Dé�nition 1.11 espace séparé
on dit que l�espace topologique (E;T ) est séparé si :
8x 2 E; 8y 2 E; x 6= y =) 9v 2 V (x) ;9w 2 V (y) : v \ w = ;:
telle que : V (x) est l�ensemble des voisinages de x.

1.5 Les espaces d�interpolation

Soient E0; E1 deux espaces de Banach, tout deux inclus dans un même espace vectoriel
topologique séparé E.
on considère les espaces E0\E1 et E0+E1 (espace des a 2 E de la forme a = a0+a1 ; ai 2

Ei � E) munis des normes (respectivement) :

kakE0\E1 = max
�
kakE0 ; kakE1

�
kakE0+E1 = inf

�
ka0kE0 + ka1kE1

�
se sont des espaces de Banach et on a :

E0 \ E1 � Ei � E0 + E1 (Ei � E) :

On appelle espace intermédiaire (entre E0; E1) tout espace vectoriel topologique
localement convexe séparé E telle que :

E0 \ E1 � E � E0 + E1:
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Dé�nition 1.12 soit X un espace de Banach, on désigne par Lp� (R+; X) (1 < p < +1)
l�espace de Banach des fonctions f fortement mesurables dé�nies pour presque tout t 2 R+
à valeurs dans X telle que :0@+1Z

0

kf (t)kpX dt
t

1A 1
p

= kfkLP� (R+;X) < +1:

Dé�nition 1.13 soit p 2 d1;+1b et � 2 [0; 1], on dit que x 2 (E0; E1)�;p l�espace inter-
médiaire entre E0 \ E1 et E0 + E1 si et seulement si :8<:

i)8t > 0;9 u0 (t) 2 E0 et u1 (t) 2 E1telle que :
x = u0 (t) + u1 (t)
ii) t��u0 2 Lp� (E0) et t

1��u1 2 Lp� (E1)

1.6 Théorie des sommes d�opérateurs approche de Dore-
Venni

Dans un espace de Banach X; on considère l�équation suivant :

Au+Bu = f

Ou A et B sont deux opérateurs linéaires fermés de domaines DA et DB inclus dans X
et on pose l�opérateur somme L telle que :�

Lu = A+B
u 2 DA \DB

Cette approche s�applique pour un espace UMD X et donne des résultats pour tout f
dans X et utilise des intégrales des puissances complexes de A et B qui sont des opérateurs
BIP .

Dé�nition 1.14 espace UMD
Soit X un espace de Banach et p 2 ]1;+1[ ; on dit que X est UMD si et seulement si

la transformation de Hilbert est continue dans Lp (R; X) :

Dé�nition 1.15 transformation de Hilbert
Soit " 2 ]0; 1[ et p 2 ]1;+1[ ;8 f 2 Lp (R) :

Hf = lim
"!0
H"f(x) = lim

"!0

Z
f (x� s)

s
ds:

Dé�nition 1.16 opérateur BIP
Soit A un opérateur linéaire fermé on dit que A est BIP si 8s 2 R; Ais 2 L (X) et 9

K > 0,9�A 2 [0; �[8s 2 R : kAisk � Kejsj�A

1.7 Résultat principal de l�approche de Dore-Venni

SoitX un espace UMD et A,B sont deux opérateurs linéaires fermés de domainesDA,DB

denses dans X, véri�ant :
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(DV1)

8><>:
i)�(A) � ]+1; 0] et 9MA > 08� � 0 :

(�+ A)�1L(X) � MA

1 + �
:

ii)�(B) � ]+1; 0] et 9MB > 08� � 0 :
(�+B)�1L(X) � MB

1 + �
:

(DV2)
�
iii) 8 � 2 �(�A);8 � 2 � (�B) :
(B + �)�1 (A+ �)�1 = (A+ �)�1 (B + �)�1

(DV3)

8>>>><>>>>:
ix)8s 2 R; Ais 2 L (X) et 9 k > 0;9 �A 2 [0; �[ ; 8 s 2 R;

kAisk � k exp jsj �A:
v)8s 2 R; Bis 2 L (X) et 9 k > 0;9 �B 2 [0; �[ ; 8 s 2 R;

kBisk � k exp jsj �B:
vi) �A + �B < �

Théorème 1.2 (Dore-Venni)
Soit X un espace UMD et sous les hypothèses (DV1),(DV2) et (DV3), l�opérateur L et

fermé et il existe L�1 2 L (X) :tel que : L�1 = 1
�i

Z


A�zBz�1

sin �z
dz

où  est une courbe verticale continue dans la bande fz 2 C : 0 < Re z < 1g :

1.8 Application de l�approche de Dore-Venni

On considère le problème de Cauchy abstrait :�
u0 (t) + Au (t) = f (t) 0 < t < T

u (0) = 0:
(*)

tel que : f 2 X = Lp ((0; T ) ;Y ) ; 0 < p < +1 et Y est UMD ) X et UMD:
A : D (A)! Y linéaire fermé de domaine dense tel que :(A+ �I)�1 � C

1 + �
: 8� � 0:

� ! Ai� groupe fortement continue et
Ai� � C exp �A j�j et 0 � �A � �

2
:

On pose : B : D (B)! Y , Bu = u0:
D (A) = fu 2 Lp (0; T ;Y ) ; u(t) 2 D(A)g :
(Au)(t) = Au(t):

(�)) Bu(t) + Au(t) = f(t): dans X:

On a : B linéaire fermé : R� [ f0g � � (B) et 8� � 0;
(�I �B)�1 � C0

1 + j�j :

De plus, 8s 2 R;Bis 2 L (X) : s! Bis groupe et kBisk � C1 (1 + s2) exp �2 jsj :

1.8.1 Résultat

Théorème 1.3 Si Y est UMD et A véri�é les hypothèses, alors 8 f 2 Lp (o; T ;Y ) 1 < p <
+1; le problème de Cauchy admet une unique solution u tel que :

u 2 W 1;p (0; T ;Y ) \ Lp (0; T ;D (A))
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Remarque 1.2 A générateur in�nitésimal d�un semi groupe analytique et :

u (t) =

tZ
0

exp (t� s)Af (s) ds:

On a :

Au (t) = A

tZ
0

exp (t� s)Af (s) ds:

pour tout f 2 Lp (0; T ;X) ; X espace UMD alors le problème (*) admet une unique
solution u telle que :

u 2 W 1;p (0; T ;X) \ Lp (0; T ;D (A))
et donc, Au 2 Lp (0; T ;X) :

1.9 Généralités : espace d�interpolation et réitération

Dé�nition 1.17 la classe BIP (X;�) où � 2 [0; �]
u 2 BIP (X;�) si u est un opérateur linéaire fermé véri�ée :(

]�1; 0[ � � (u) ; N (u) = f0g ; R (u) = X
et 9c � 1;8� > 0;

(u+ �I)�1L(X) � c

�

(1.1)

avec N(u), R(u) et �(u) sont respectivement le noyau, le rang et le résolvent de u:
et : n

8s 2 R; uis 2 L(X) et ;9c � 1 : 8s 2 R;
uisL(X) � c exp� jsj (1.2)

Remarque 1.3 si u véri�é (1:1), alors u admet un puissance complexe uz 8 z 2 C; soit
� 2 (0; 1) ; q 2 [1;+1[ ;m 2 N; � 2 R et V opérateur linéaire fermé en X véri�é :
]�;+1[ � � (V ) et sup

� (V � �I)�1L(X) < +1:
Et, on considère l�espace d�interpolation (X;D (V ))�;q :

On dé�nie : (X;D (V ))m+�;q =
n
� 2 D (V m) ; V m� 2 (X;D (V ))�;q

o
quand � 6= 1

2
; on

peut utilisé résultat de riétération�
X;D

�
V 2
��
�;q
= (X;D (V ))2�;q (1.3)

et on a : (D (V ) ; X)�;q = (X;D (V ))1��;q donc d�aprés (1:3) on a :�
D
�
V 2
�
; X
�
�;q
=
�
X;D

�
V 2
��
1��;q = (X;D (V ))2�2�;q (1.4)

et ;
V ' 2 (X;D (V ))�;q , ' 2 (X;D (V ))�+1;q



Chapitre 2

Hypothèses et représentation de la
solution du problème (3) avec les
opérateurs L et M

2.1 Les hypothèses

On étudie le problème (3) :�
u00 (x) + (L�M)u0 (x)� LMu (x) = f (x)
u0 (0)�Hu (0) = d0 ; u (1) = u1

Les opérateurs L;M et H sont des opérateurs linéaires fermés telle que :

1. Domaines de dé�nition D(L) et D(M) :

D (L) = D(M) et D(LM) = D(ML) (2.1)

2. La commutativité de L et M :

ML = LM (2.2)

3. La classe BIP de �L et �M :

9�L; �M 2
i
0;
�

2

h
;�L 2 BIP (X; �L) et �M 2 BIP (X; �M) (2.3)

L+M est inversible et à inverse borné (2.4)

4. La commutativité des résolvantes de L et M avec l�opérateur H :�
8 " 2 D (H) ;8 � 2 � (L) ; (L� �I)�1 " 2 D (H) et

(L� �I)�1H" = H (L� �I)�1 ": (2.5)

�
8 " 2 D (H) ;8 � 2 � (L) ; (M � �I)�1 " 2 D (H) et

(M � �I)�1H" = H (M � �I)�1 ": (2.6)

17
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On considère l�opérateur � dé�nit par :

D (�) = D (L) \D (H) et � = (M �H) + eL+M (L+H)

Et on suppose que :

� est fermé, inversible et à inverse borné (2.7)

Remarque 2.1 Cette dernière hypothèse veut dire que le déterminant (dans un certain sens)
de (3) est inversible.
Elle généralise l�hypothèse du cas B = 0 (voir [3]).

Le résultat principal de ce chapitre est donné par :

Théorème 2.1 Sous les hypothèses précédentes et si f 2 Lp (0; 1;X) avec 1 < p < +1;
alors le problème (3) admet une unique solution classique si et seulement si :

��1d0; u1 2 (D (LM) ; X) 1
2p
;p

2.2 Conséquences des hypothèses

Remarque 2.2 d�après (2:1) et (2:2) on a :

1. D(L2) = D (M2) = D (ML) = D (LM) :

2. Egalités des espaces d�interpolation :
pour � 2 [0; 1] ; q 2 [1;+1[ on a : (X;D(L))�;q = (X;D(M))�;q et�

X;D(L2)
�
�;q
=
�
X;D(M2)

�
�;q
= (X;D(LM))�;q = (X;D(ML))�;q

Et,
(X;D(L))1+�;q = (X;D(M))1+�;q

3. La commutativité des résolvantes de L et M :

8� 2 � (L) ;8� 2 � (M) ; (L� �I)�1 (M � �I)�1 = (M � �I)�1 (L� �I)�1

Remarque 2.3 résultat de Prus-Sohr
Comme L(ou M) est BIP alors L un générateur in�nitésimal d�un semi groupe analy-

tique.

Remarque 2.4 propriétés sur la somme et le produit de L;M

1. L�opérateur (�L�M) est fermé et de plus si L et M inversible alors L + M est
inversible.

2. Comme �L et �M est BIP alors :

�(L+M) 2 BIP (X; �) avec � = max (�L; �M) + "; " > 0 et arbitraire (2.8)

donc (L+M) est un générateur in�nitésimal d�un semi groupe analytique.
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3. LM est fermable et LM 2 BIP (X; �L + �M), la fermeture est donné par l�application
directe de corollaire 3 dans [11], mais là on déduit que : D(L) = D(M);et on peut
appliqué le lemme 1; p: 168 dans [7] pour dit que : LM est fermé donc LM 2
BIP (X; �L + �M) :

On considère le lemme suivant pour donner quelques propriétés de la commu-
tativité.

Lemme 2.1 d�après (2:1) s(2:6) et (2:7) on a :
1. Soient C 2 fM;L;L+Mg ; ~C 2 fM;L;Hg ; x � 0 et " 2 D( ~C) alors :

exC" 2 D( ~C) et ~CexC" = exC ~C ":

2. Soient C 2 fM;L;L+Mg ; ~C 2 fM;Lg ; x � 0; z 2 X et � 2 �
�
~C
�
alors :

exC
�
~C � �I

��1
z =

�
~C � �I

��1
exCz:

3. Soient C 2 fM;Lg ; " 2 D(�); � 2 � (C) ; on a :

(C � �I)�1 " 2 D(�) et (C � �I)�1 �" = � (C � �I)�1 ":

4. Soient C 2 fM;Lg ; " 2 D(C) on a :

C ��1" = ��1C ":

5. Pour " 2 D(�) = D (H) \D (L) on a :

H ��1" = ��1H ":

6. Soit x � 0 et L +M générateur in�nitésimal d�un semi groupe analytique en X véri-
�ant :

ex(L+M) = exLexM = exMexL:

Preuve. 1) Soit x > 0 et " 2 D (H) ; l�opérateur C est générateur in�nitésimal d�un C0�semi
groupe donc on peut appliquer la formule exponentielle suivante :

exC" = lim
n!+1

�
n

x

�n
x
I � C

��1�n
": (2.9)

et d�après (2:2); (2:5) et (2:6), on déduit que :

ex
~C " = lim

n!+1

�
n

x

�n
x
I � C

��1�n
~C " = lim

n!+1
~C

�
n

x

�n
x
I � C

��1�n
":

et, comme ~C est fermé, on déduit que exC" 2 D( ~C) et,

~CexC" = exC ~C "

2) On considère " =
�
~C � �I

��1
z; d�aprés 1) on déduit que :�

~C � �I
�
exC" = exC

�
~C � �I

�
"
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) �
~C � �I

�
exC

�
~C � �I

��1
z = exCz

) �
~C � �I

��1 �
~C � �I

�
exC

�
~C � �I

��1
z =

�
~C � �I

��1
exCz:

)
exC

�
~C � �I

��1
z =

�
~C � �I

��1
exCz:

3) Comme " 2 D(H); d�aprés (2:5),(2:6), on déduit que (C � �I)�1 " 2 D (�) et :

� (C � �I)�1 " =
�
(M �H) + eL+M (L+H)

�
(C � �I)�1 ":

= (M �H) (C � �I)�1 "+ eL+M (L+H) (C � �I)�1 "

Et, d�après (2:2); (2:5); (2:6) et 2) on déduit que :

� (C � �I)�1 " = (C � �I)�1 (M �H) "+ (C � �I)�1 eL+M (L+H) "
= (C � �I)�1 �":

4) On �xe � 2 � (C) et soit : y = ��1 (C � �I) "; et d�après 3) on a :

(C � �I)�1 �y = � (C � �I)�1 y:

Soit " = � (C � �I)�1 ��1 (C � �I) "; alors,

(C � �I) ��1" = ��1 (C � �I) ": donc,C ��1" = ��1C " .

5) Si " 2 D (�) on a ���1" = ��1 �"; on a :�
(M �H) + eL+M (L+H)

�
��1" = ��1

�
(M �H) + eL+M (L+H)

�
":

Donc ;

M��1"+ eL+ML��1"�
�
I � eL+M

�
H��1"

= ��1M"+ ��1eL+ML"� ��1
�
I � eL+M

�
H"

et ; �
I � eL+M

�
H��1" = ��1

�
I � eL+M

�
H" =

�
I � eL+M

�
��1H":�

I � eL+M
�
est inversible et à inverse borné donc :

H��1" = ��1H":

6) On applique 2) on trouve pour x 2 ]0;+1[ ; n 2 N :

exL
�
n

x

�n
x
I �M

��1�
=

�
n

x

�n
x
I �M

��1�
exL:

Et, d�après (2:9); on déduit que exL exM = exMexL; et
�
exLexM

�
x�0 est un semi groupe

fortement continu, on note d�après (2:4)
L+M est fermé, on déduit que L+M est générateur d�un semi groupe produit

�
exLexM

�
x�0 :
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2.3 Représentation de la solution

A partir de (6) et (2:1) � (2:7), supposons que le problème (3) admet une solution
classique u telle que :

u 2 W 2;p(0; 1;X) \ Lp(0; 1;D(LM));u0 2 Lp(0; 1;D(L�M)):

u0 = u(0) 2 D(H) et on peut écrire :�
u00(:) + (L�M)u0(:) + LMu(:) 2 Lp(0; 1;X); x 2 (0; 1)

u(0) = u0; u(1) = u1:

Alors,
u(0); u(1) 2

�
D(L2); X

�
1
2P
;p
=
�
D(M2); X

�
1
2P
;p

(2.10)

voir([7; théorème 5, p. 173]):
D�autre part, d�après (1:4) on a :�

D(L2); X
�
1
2p
;q
= (X;D(L))2� 1

p
;q =

n
� 2 D(L) : L� 2 (X;D(L))1� 1

p
;q

o
et,

u(0); u(1) 2 D(L) = D(M): (2.11)

D�après [6], pour x 2 (0; 1); u satisfait :

u(x) = exM"0 + e
(1�x)L"1 + Ix + Jx: (2.12)

où :

Ix = (L+M)
�1

xZ
0

e(x�s)Mf(s)ds et Jx = (L+M)
�1

1Z
x

e(s�x)Lf(s)ds:

Maintenant, on détermine les constants "0; "1 pour obtenir une représentation �nale
de u:
A partir des conditions aux limites du problème (3) :

u0 (0)�Hu(0) = d0; u(1) = u1 (2.13)

D�après (2:11) on a : "0; "1 2 D(L) = D(M); alors :

u(0) = "0 + e
L"1 + J0:

pour x 2 (0; 1), on a :

u0 (x) =MexM"0 � Le(1�x)L"1 +MIx � LJx: (2.14)

donc,
u0 (0) =M"0 � LeL"1 � LJ0
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telle que, �
��1u(0) = ��1"0 + �

�1eL"1 + �
�1J0

��1�u(0) = ��1M"0 � ��1LeL"1 � ��1LJ0
comme ��1(X) = D(H) \D(L) = D(H) \D(M); on a :�

H��1u(0) = H��1"0 +H�
�1eL"1 +H�

�1J0
��1�u(0) = ��1M"0 � ��1LeL"1 � ��1LJ0

(2.15)

et,
��1d0 = �

�1 (�u (0)�Hu(0))
d�après (2:15), et on utilise le lemme (1) et (2:11); on trouve :

��1d0 = ��1�u (0)�H��1u(0)
= (M �H) ��1"0 � (L+H) ��1eL"1 � (L+H) ��1J0

et comme
u1 = e

M"0 + "1 + I1

alors,
"1 = u1 � eM"0 � I1

on trouve :

��1d0 = (M �H) ��1"0 � (L+H) ��1eL
�
u1 � eM"0 � I1

�
� (L+H) ��1J0

=
�
(M �H) + eL+M (L+H)

�
��1"0 � (L+H) ��1eL (u1 � I1)� (L+H) ��1J0

= "0 � (L+H) ��1eL (u1 � I1)� (L+H) ��1d0:
alors,

"0 = �
�1d0 + (L+H) �

�1 �eLu1 � eLI1 + J0� (2.16)

et,
"1 = �eM (L+H) ��1

�
eLu1 � eLI1 + J0

�
� eM��1d0 + u1 � I1 (2.17)

Finalement, on remplace "0; "1; et on déduit la représentation de u :

u(x) = exM
�
��1d0 + (L+H) �

�1eLu1
�
� exM (L+H) ��1eL (L+M)�1

1Z
0

e(1�s)Mf(s)ds

+exM (L+H) ��1 (L+M)�1
1Z
0

esLf(s)ds

+e(1�x)L (I � (L+H) ��1e(L+M)u1 � ��1eMd0)

�e(1�x)L (L+H) eM��1 (L+M)�1
1Z
0

esLf(s)ds

�e(1�x)L
�
I � (L+H) ��1eL+M

�
(L+M)�1

1Z
0

e(1�s)Mf(s)ds

+(L+M)�1
xZ
0

e(x�s)Mf(s)ds+ (L+M)�1
1Z
x

e(s�x)Lf(s)ds:
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alors on écrit :

u(x) = S (x; f0; f;M) + S (1� x; f1; f(1� :); L) +R (x; Tf1;M)�R
�
1� x; f0 + TeLf1; L

�
(2.18)

telle que :
T = (L+H) ��1 2 L (X) (2.19)

f0 = �
�1d0 + T (L+M)

�1
1Z
0

esLf(s)ds (2.20)

f1 = u1 � (L+M)�1
1Z
0

e(1�s)Mf(s)ds (2.21)

Et, pour � 2 X et C = L où M :8>><>>:
S (x; �; f; c) = exC�+ (L+M)�1

xZ
0

e(x�s)Cf(s)ds:

R (x; �; C) = exCeL+M�C�:

(2.22)

Remarque 2.5 si le problème (3) admet une solution classique u, alors elle est unique et
déterminée par (2:18):

2.4 Lemmes techniques

Lemme 2.2 Soient (6) et �C 2 BIP (X;�) avec � 2
h
0;
�

2

h
et p 2 ]1;+1[ on a :

1. 8g 2 Lp (0; 1;X) :

x 7�! C

xZ
0

e(x�s)Cg(s)ds 2 Lp (0; 1;X) : (2.23)

2. 8g 2 LP (0; 1;X) :

x 7�! CexC
1Z
0

esCg(s)ds 2 Lp (0; 1;X) : (2.24)

Preuve. pour 1) voir rappel (application de Dore-Venni)
et pour 2) on a :

CexC
1Z
0

esCg(s)ds = CexC
xZ
0

esCg(s)ds+ CexC
1Z
x

esCg(s)ds

= C

1Z
0

e(x�s)Ce2sCg(s)ds+ Ce2xC
1Z
x

e(s�x)Cg(s)ds
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D�où d�après (1) et [7] on a : CexC
1Z
0

esCg(s)ds 2 Lp (0; 1;X) :

On utilise un résultat d�interpolation : si C est générateur in�nitésimal d�un semi
groupe analytique et pour tout q 2 ]1;+1[ ;m 2 N n f0g :

� 2 (D (Cm) ; X) 1
mp
;q , x 7�! CmexC� 2 Lq(0; 1;X) (2.25)

Et, par exemple si (m = 1 où m = 2) on a :(
� 2 (D (C) ; X) 1

P
;p , x 7�! Ce:C� 2 Lp(0; 1;X)

� 2 (D (C2) ; X) 1
2P
;p , x 7�! C2e:C� 2 Lp(0; 1;X) (2.26)

(voir [12]):

Lemme 2.3 Soit (6) et (2:1) v (2:4); et pour C = L où M et �0 2 �(C) on a :
1. � 2 (D (C2) ; X) 1

2p
;p , (C � �0I)Ce:C� 2 Lp(0; 1;X):

2. � 2 (D (C2) ; X) 1
2p
;p , (L+M � C)Ce:C� 2 Lp(0; 1;X):

3. � 2 (D (C2) ; X) 1
2p
;p , (L+M � C)2 e:C� 2 Lp(0; 1;X):

Preuve. 1) On sait que :

x 7�! C2exC� 2 Lp(0; 1;X)() x 7�! x
1
pC2e:C� 2 Lp�(0; 1;X)

() � 2 (D(C2);X) 1
2p
;p

car C est un générateur in�nitésimal d�un semi groupe analytique.
Soit �0 2 �(C); si � 2 (D(C2);X) 1

2P
;P ; alors,

CexC�
X

=

Ce:C�+
1Z
x

C2esC�ds


X

� C k�kX +
1Z
x

C2esC�
X
ds

Et, d�après l�inégalité de Holder on a :Ce:C�
X

� C k�kX + (1� x)
1� 1

p

C2e:C�
Lp(0;1;X)

� C k�k(D(C2);X) 1
2p ;p
:

(C � �0I)CexC)� = C2exC�� �0CexC� 2 Lp(0; 1;X)

Et, d�autre part si :
(C � �0I)CexC� 2 Lp(0; 1;X)
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alors,
CexC� = (C � �0I)�1 (C � �0I)CexC� 2 Lp(0; 1;X)

et,
C2exC� = (C � �0I)CexC�+ �0CexC� 2 LP (0; 1;X)

alors,
� 2

�
D(C2); X

�
1
2P
;p
:

2) On pose C = L (même démonstration pour C = M), si � 2 (D(C2); X) 1
2P
;P ; et

M(L� I)�1 2 L(X); on obtient d�après (1) :

MLe:L� =M(L� I)�1(L� I)Le:L� 2 Lp(0; 1;X)

D�autre part, si MLe:L� 2 Lp(0; 1;X) alors,

Le:L� = L(M � I)(M � I)�1e:L�
= (M � I)�1LMeL�� L(M � I)�1e:L�

alors,
Le:L� 2 Lp(0; 1;X)

et d�après :

L2e:L� = L2(M � I)(M � I)�1e:L�
= L(M � I)�1LMe:L�� L(M � I)�1Le:L�

On déduit que : L2e:L� 2 Lp(0; 1;X) et de (2:26) on obtient :

� 2
�
D(L2); X

�
1
2P
;p

3) On prend C = L :
Si � 2 (D(L2); X) 1

2P
;p, alors Me

:L� 2 Lp(0; 1;X) car :

Me:L� = M(L� I)�1(L� I)e:L�
= M(L� I)�1Le:L��M(L� I)�1e:L�:

de 2) on déduit que M2e:L� 2 Lp(0; 1;X) car :

M2e:L� = M(L� I)�1M(L� I)e:L�
= M(L� I)�1MLe:L��M(L� I)�1Me:L�

d�autre part, si M2e:L� 2 Lp(0; 1;X) et Me:L� 2 Lp(0; 1;X) car

Me:L� = M(M � I)(M � I)�1e:L�
= (M � I)�1M2e:L��M(M � I)�1e:L�:

mais,

LMe:L� = LM(M � I)(M � I)�1e:L�
= L(M � I)�1M2e:L�� L(M � I)�1Me:L�:
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donc, LMe:L� 2 Lp(0; 1;X), et d�après 2) :

� 2
�
D(L2); X

�
1
2P
;p
:

Maintenant, on étudie la régularité des termes R et S :

Lemme 2.4 Soient (6); (2:1) v (2:7), et C = L où M et � 2 X; pour le terme régulier
dé�ni par R(:; �; C) on a :

LMR (:; �; C) ; L2R (:; �; C) ; M2R (:; �; C) 2 LP (0; 1;X):

Preuve. pour C = L où M; on a :

e(L+M�C)� 2 D(L2) = D(ML) = D(LM) = D(M2):

et pour x 2 (0; 1) on a :

LMR (x; �; C) = exCMLeL+M�C�:

donc, LMR (x; �; C) est borné et dans Lp(0; 1;X) et même pour L2R (:; �; C) etM2R (:; �; C) :

Maintenant, concernant le terme singulier S(:; f0; f;M) on a :

Proposition 2.1 Soient (6) , (2:1) v (2:7), f 2 Lp(0; 1;X); 1 � p � +1 et P 2 fLM;M2; L2g ;
alors :

PS(:; f0; f;M) 2 Lp(0; 1;X)() ��1d0 2 (D(LM); X) 1
2P
;p:

Preuve. Soit : 8>>>>>><>>>>>>:
l(x; g; C) = LM(L+M)�1

xZ
0

e(x�s)Cg(s)ds:

m(x; g; C) = LM(L+M)�1exC
1Z
0

es(L+M�C)g(s)ds:

(2.27)

d�après la commutativité de L;M on peut écrire pour y 2 D(L) = D(M) :

LM(L+M)�1y = (L+M � C)(L+M)�1Cy:

donc on a :8>>>>>><>>>>>>:
l(x; g; C) = (L+M � C)(L+M)�1C

xZ
0

e(x�s)Cg(s)ds:

m(x; g; C) = (L+M � C)(L+M)�1CexC
1Z
0

es(L+M�C))g(s)ds:
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comme (L+M � C)(L+M)�1 2 L(X); on a :

l(:; g; C) 2 Lp(0; 1;X): (2.28)

et,

x 7! (L+M � C)ex(L+M�C)
1Z
0

es(L+M�C))g(s)ds 2 LP (0; 1;X):

alors, d�après (2:26) on a :

1Z
0

es(L+M�C)g(s)ds 2 (D(L+M � C);X) 1
p
;p = (D(C);X) 1

p
;p

et,

x 7! CexC
1Z
0

es(L+M�C)g(s)ds 2 Lp(0; 1;X):

alors,
m(:; g; C) 2 Lp(0; 1;X) (2.29)

Par exemple si P = LM; pour x 2 (0; 1) on a :

PS(x; f0; f;M) = LMexMf0 + LM(L+M)
�1

xZ
0

e(x�s)Mf(s)ds

= LMexM��1d0 + LM(L+M)
�1

xZ
0

e(x�s)Mf(s)ds

+LMexM(L+H)��1(L+M)�1
1Z
0

esLf(s)ds

= MexML��1d0 + l(x; f;M) + (L+H)�
�1m(x; f;M):

et comme L��1; H��1 2 L(X); d�aprés (2:28),(2:29) et (2:26) on déduit que :

PS(:; f0; f;M) 2 LP (0; 1;X)()Me:ML��1d0 2 LP (0; 1;X)
, L��1d0 2 (D(M);X) 1

p
;p = (D(L);X) 1

p
;p

() ��1d0 2 (X;D(L))2� 1
p
;p

() ��1d0 2 (X;D(L2))1� 1
2p
;p

() ��1d0 2 (D(L2);X) 1
2P
;p

() ��1d0 2 (D(LM);X) 1
2P
;p

même chose pour P = L2 où M2:
Et, pour le terme S(1� :; f1; f(1� :); L) on a la proposition suivante :
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Proposition 2.2 d�aprés (6) et (2:1) v (2:7);soit f 2 Lp(0; 1;X) et P 2 fLM;M2; L2g

alors :
PS(1� :; f1; f(1� :); L) 2 Lp(0; 1;X)() u1 2 (D(LM);X) 1

2P
;p:

tel que :

f1 = u1 � (L+M)�1
1Z
0

e(1�s)Mf(s)ds:

Preuve. on prend P = LM (même chose pour P = L2 et P =M2)
on a :

PS(1� x; f1; f(1� x); L) = LMe(1�x)Lf1 + LM(L+M)
�1

1�xZ
0

e(1�x�s)Lf(1� s)ds

= LMe(1�x)Lu1 + LM(L+M)
�1

1�xZ
0

e(1�x�s)Lf(1� s)ds

�LM(L+M)�1
1Z
0

esMf(1� s)ds

= LMe(1�x)Lu1 + l(1� x; f(1� :); L)�m(1� x; f(1� :); L):

donc, d�après lemme (3) et 2) on a :

PS(1� :; f1; f(1� :); L) 2 Lp(0; 1;X)() LMe(1�:)Lu1 2 Lp(0; 1;X)
, u1 2 (D(L);X) 1

P
;p

() u1 2 (X;D(L))2� 1
P
;p

() u1 2 (X;D(L2))1� 1
2P
;p

() u1 2 (D(L2);X) 1
2P
;p

2.5 Résultat de problème (3) avec les opérateurs L et
M

Théorème 2.2 Soient (6) et (2:1) v (2:7); et f 2 Lp(0; 1;X) avec p 2 ]1;+1[ ; le problème
(3) admet une solution classique u si et seulement si :

��1d0; u1 2 (D(LM);X) 1
2p
;p

dans ce cas, u est unique et dé�nie par :

u(x) = S(x; f0; f;M) + S(1� x; f1; f(1� :); L) +R(x; Tf1;M)�R(1� x; f0 + TeLf1; L)

telle que : S;R; T; f0 et f1 sont déterminé par (2:19) v (2:22):
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Preuve. si le problème (3) admet une solution classique u détermine par (2:18) :

u(x) = S(x; f0; f;M)+S(1�x; f1; f(1�:); L)+R(x; Tf1;M)�R(1�x; f0+TeLf1; L) (2.30)

on étudie la régularité de (2:30) alors,
A partir de lemme (4) on a :

LMR(x; Tf1;M)� LMR(1� x; f0 + TeLf1; L) 2 Lp(0; 1;X):

et du lemme (1) et la formule (2) on a :(
LMS(:; f0; f;M) 2 Lp(0; 1;X), ��1d0 2 (D(LM);X) 1

2P
;p

LMS(1� :; f1; f(1� :); L) 2 Lp(0; 1;X), u1 2 (D(LM);X) 1
2P
;p

Finalement on a :

LMu 2 Lp(0; 1;X), ��1d0; u1 2 (D(LM);X) 1
2P
;P

D�autre part, on étudie la régularité de (L�M)u0(x); on a :

u0(x) =MS(x; f0; f;M)+LR(1�x; f0+TeLf1; L)�LS(1�x; f1; f(1�:); L)+MR(x; Tf1;M)

donc,

(L�M)u0(x) = (L�M)MS(x; f0; f;M) + (L�M)LR(1� x; f0 + TeLf1; L)
�(L�M)LS(1� x; f1; f(1� :); L) + (L�M)MR(x; Tf1;M)

= (LM �M2)S(x; f0; f;M) + (L
2 � LM)R(1� x; f0 + TeLf1; L)

�(L2 � LM)S(1� x; f1; f(1� :); L) + (LM �M2)R(x; Tf1;M):

On utilise encore une fois le lemme (4) et les propositions (1) et (2), on obtient :

LMu0 2 Lp(0; 1;X), ��1d0; u1 2 (D(LM);X) 1
2P
;p:

D�où u véri�e la régularité.
Maintenant,
on a :

u00(x) =M2S(x; f0; f;M)�L2R(1�x; f0+TeLf1; L)+L2S(1�x; f1; f(1�:); L)+M2R(x; Tf1;M)+f(x):
(2.31)

on utilise (2:18),(2:31) et :

M2 + (L�M)M � LM = L2 � (L�M)L� LM � 0

on obtient :

u00(x) + (L�M)u0(x)� LMu(x) =
�
M2 + (L�M)M � LM

�
S(x; f0; f;M)

�
�
L2 � (L�M)L� LM

�
R(1� x; f0 + TeLf1; L)

+
�
L2 � (L�M)L� LM

�
S(1� x; f1; f(1� :); L)

+
�
M2 + (L�M)M � LM

�
R(x; Tf1;M) + f(x)

= f(x):
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A partir de (2:18) on a :

u(1) = S(1; f0; f;M)�R(0; f0 + TeLf1; L) + S(0; f1; f(1� :); L) +R(1; T f1;M)

alors,

u(1) = eMf0 + (L+M)
�1

1Z
0

e(1�s)Mf(s)ds� eM
�
f0 + (L+H)�

�1eLf1
�

+f1 + (L+H)�
�1eL+Mf1

= f1 + (L+M)
�1

1Z
0

e(1�s)Mf(s)ds = u1:

et,

u(0) = S(0; f0; f;M) + S(1; f1; f(1� :); L) +R(0; T f1;M)�R(1; f0 + TeL)f1; L)

= f0 + e
Lf1 + (L+M)

�1
1Z
0

esLf(s)ds+ (L+H)��1eLf1 � eL+M(f0 + (L+H)��1eLf1)

= (I � eL+M))f0 +
�
I + (I � eL+M(L+H)��1

�
eL)f1 + (L+M)

�1
1Z
0

esLf(s)ds:

alors,

u(0) = ��1(I � eL+M)d0 + ��1(L+M)eL
24u1 � (L+M)�1 1Z

0

e(1�s)Mf(s)ds

35
+
�
� + (I � eL+M)(L+H)

�
��1(L+M)�1

1Z
0

esLf(s)ds:

donc on a : u(0) 2 D(H) et ;

u0(0) =MS(0; f0; f;M) + LR(1; f0 + Te
Lf1; L)� LS(1; f1; f(1� :); L) +MR(0; T f1;M)
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alors,

u0(0)�Hu(0) = (M �H)S(0; f0; f;M) + (L+H)R(1; f0 + TeLf1; L)
�(L+H)S(1; f1; f(1� :); L) + (M �H)R(0; T f1;M)

= (M �H)f0 + (L+H)eL+M(f0 + (L+H)��1eLf1)

�(L+H)eLf1)� (L+H)(L+M)�1
1Z
0

e(1�s)Lf(1� s)ds+ (M �H)(L+H)��1eLf1

= �f0 + (L+H)
�
(M �H) + eL+M(L+H)� �

�
��1eLf1

�(L+H)(L+M)�1
1Z
0

e(1�s)Lf(1� s)ds

= d0 + (L+H)(L+M)
�1

1Z
0

esLf(s)ds� (L+H)(L+M)�1
1Z
0

esLf(s)ds

= d0:

Remarque 2.6 d�après (6) et (2:1) v (2:7) si :

d0 2 (D(M); X) 1
p
;p , u1 2 (D(M2); X) 1

2p
;p

et :
��1d0; u1 2 (D(M2); X) 1

2p
;p

comme ��1(X) � D(L) = D(M); donc le problème (3) admet une solution classique u:



Chapitre 3

Retour au problème (1) avec les
opérateurs A et B

3.1 Les hypothèses :

On considère le problème (1) suivant :�
u00(x) + 2Bu0(x) + Au(x) = f(x) x 2 (0; 1)
u0(0)�Hu(0) = d0 , u(1) = u1:

Les hypothèses suivantes sur les opérateurs A;B et H :

On suppose L et M telle que :

L = B � (B2 � A) 12 et M = �B � (B2 � A) 12

(
B2 � A est un opérateur linéaire fermé en X: ]�1; 0[ � �(B2 � A) et,

sup
��0

k�(�I +B2 � A)�1kL(X) < +1: (3.1)

L�opérateur �(B2 � A) 12 est générateur in�nitésimal d�un semi groupe analytique en
X:(voir [1])

D((B2 � A) 12 ) � D(B): (3.2)

et,

9 �L; �M 2
i
0;
�

2

h
: �L 2 BIP (X; �L) ;�M 2 BIP (X; �M) : (3.3)

8y 2 D(B); (B2 � A)� 1
2By = B(B2 � A)� 1

2y: (3.4)

�
8" 2 D(H);8� 2 �(L); (L� �I)�1 " 2 D (H) et

(L� �I)�1H" = H (L� �I)�1 ": (3.5)

32
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�
8" 2 D(H);8� 2 �(M); (M � �I)�1 " 2 D (H) et

(M � �I)�1H" = H (M � �I)�1 ": (3.6)

et on suppose que :

D(�) = D(L) \D(H) et � = (M �H) + eL+M(L+H)

telle que :
� est inversible et fermé et à inverse borné. (3.7)

Remarque 3.1 d�après (3:1) v (3:5) on a :

1. D(L) = D(M) = D((B2 � A) 12 )) alors,

D(L�M) = D(L+M) = D((B2 � A) 12 ) � D(B):

car L�M � 2B; L+M = �2(B2 � A) 12 et 0 2 �(L+M):
2. D(ML) = D(LM) = D(B2 � A) et ML = LM � �A:

3.2 Résultat du problème (1) avec les opérateurs A et
B

Théorème 3.1 Soient (6) et (3:1) v (3:7); et f 2 Lp(0; 1;X) avec p 2 ]1;+1[ ; le problème
(1) admet une solution classique u véri�ant :

u 2 Lp(0; 1;D(B2 � A)) et u0 2 Lp(0; 1;D(B2 � A) 12 )

si et seulement si :

��1d0 2
�
D(B2 � A);X

�
1
2p
;p
et u1 2

�
D(B2 � A);X

�
1
2p
;p

avec u déterminée par (2:18):

3.3 Cas ou � est inversible

Cela concerne les cas où � est toujours inversible.

Proposition 3.1 Soit (6) et (2:1) v (2:6) si :

M �H est fermé et 0 2 �(M �H) (3.8)

et �I � eL+M��1 (L+M)(eL+M)(M �H)�1

L(X)

< 1: (3.9)

donc (2:7) est véri�ée et, on peut appliquer théorème (1):
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Preuve. comme I � eL+M est inversible et son inverse borné ([10]) on peut écrit :

� = (M �H)� eL+M [(M �H)� L�M ]
= (M �H)� (M �H)eL+M + (L+M)eL+M

=
�
I � eL+M + (L+M)eL+M(M �H)�1

�
(M �H)

= (I � eL+M)
�
I + (I � eL+M)�1(L+M)eL+M(M �H)�1

�
(M �H)

= G(M �H):

avec ; G = (I � eL+M)
�
I + (I � eL+M)�1(L+M)eL+M(M �H)�1

�
2 L(X):

maintenant, 0 2 �(G) à partir de (3:9) et d�aprés (3:8) on déduit que :
� = G(M �H) est inversible et à inverse borné.

Remarque 3.2 1. La proposition (3) reste vraie si on remplace (3:9) par :�
pour n1 2 N n f0g :�(I � eL+M)�1(L+M)eL+M(M �H)�1

�n1
L(X) < 1:

2. d�après (3:8),(6) et (2:1) v (2:6) si on a :8<:
�M 2 BIP (X; �M)
H 2 BIP (X; �H) avec �H 2 (0; �)
0 2 �(M) [ �(H) et �M + �H 2 (0; �)

alors (�M) +H est fermé et inversible et à un inverse borné [8]:

3. le problème spectral avec le paramètre ! � !0(où !0 > 0;�xé)�
u00(x) + 2Bu0(x) + Au(x)� !u(x) = f(x) ,x 2 (0; 1)

u0(0)�Hu(0) = d0; u(1) = u1:
(3.10)

est étudié dans [5] tel que :

A! = A� !I; L! = B � (B2 � A!)
1
2 et M! = �B � (B2 � A!)

1
2 :

alors le problème (3:10) devient :�
u00(x) + (L! �M!)u

0(x)� L!M!u(x) = f(x) ,x 2 (0; 1)
u0(0)�Hu(0) = d0; u(1) = u1:

et donc on peut appliquer les résultats de notre travail, on remplace L;M par L!;M!:

Dans un cas particulier, le paramètre spectral ! est utilisé pour obtenir (3:9) quand !
assez grand et (2:7) par la proposition (3):

Proposition 3.2 d�après (6) et (2:1) v (2:6) si

M �H est fermé et 0 2 �(M �H)

et pour n1 2 N n f0g : �(L+H)(M �H)�1
�n1

L(X) � 1

alors (2:7) est véri�é et on peut appliquer théorème (1):
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Preuve. on écrit :
� = (M �H) + eL+M(L+H)

alors,

� =
�
I + eL+M(L+H)(M �H)�1

�
(M �H)

= (I � C)(M �H):

où : C = �eL+M(L+H)(M�H)�1 alors (2:7) est véri�é si et seulement si : 0 2 �(I�C):
D�après la preuve de lemme (2 dans [4])

� 9k � 1;9� > 0;8y > 0 :
ey(L+M)


L(X) � ke

��y:

� 9n1 2 N n f0g :
e2kn1(L+M)


L(X) � ke

�2kn1� < 1:

Alors,
Ckn1L(X) < 1 donc 0 2 �(I � Ckn1) et d�où 0 2 �(I � C):

3.4 Des cas particuliers

On considère le problème (3) et (6); (2:1) v (2:6) :
1. Si H = �L alors � =M + L et (2:7) est véri�é.

2. Si �1
2
(L�M) � H alors � = 1

2
(L+M)(I + eL+M) et (2:7) véri�é.

On considère le problème (1) et (3:1) v (3:6) :
si H = �B + (B2 � A) 12 où �B alors (3:7) est véri�é.
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Exemples

4.1 Exemple 1

Considérons l�opérateur K tel que :

�K est BIP et 0 2 �(K) (*)

avec,
L =M = �H = �

p
�K:

alors,
� =M + L = �2

p
�K est inversible et à inverse borné.

et,
�L = (�K) 12 (�L)it = (�K) it2 (t 2 R):

donc,
L�M � 0 et �ML = K:

Alors, le problème (3) s�écrit :8<:
u00(x) +Ku(x) = f(x) x 2 (0; 1)
u0(0)�

p
�Ku(0) = d0:

u(1) = u1:

Il est clair que K véri�e les hypothèses (2:1) v (2:6) donc on peut appliquer les résultats
du chapitre (02):
Par exemple, soient X = Lp(
); 1 < p < +1 et 
 un ouvert de Rn et K = � � cI

(c > 0):

Remarque 4.1 l�opérateur K = �� cI (c > 0) véri�e (�): (voire [9]).

4.2 Exemple 2

On considère X = L2(R) et L;M deux opérateurs en X dé�nie par :8>><>>:
D(L) = D(M) = H2(R):

Lu = a
@2u

@y2
+ b

@u

@y
+ cu; Mu = a

@2u

@y2

(a; b; c 2 R; a > 0; c < 0):

36
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Alors, on a :

(L�M)u = b
@u

@y
+ cu et (L+M)u = 2a

@2u

@y2
+ b

@u

@y
+ cu:

avec : 0 2 �(L+M):

et,

(LM)u = a

�
a
@4u

@y4
+ b

@3u

@y3
+ c

@2u

@y2

�
:

on prend :

Hu = �1
2

�
b
@u

@y
+ cu

�
; u 2 D(H) = H1:

Donc, le problème (3) s�écrit :8>>>><>>>>:
@2u

@x2
(x; y) +

�
b
@2u

@y@x
+ c

@u

@x

�
(x; y)� a

�
@4u

@y4
+ b

@3u

@y3
+ c

@2u

@y2

�
(x; y) = f (x; y) x 2 (0; 1) ; y 2 R:

@u

@x
(0; y) +

b

2

@u

@y
(0; y) +

c

2
u (0; y) = d0 (y) ; y 2 R:

u (1; y) = u1 (y) ; y 2 R:

Alors, les opérateurs véri�ant les hypothèses (2:1) v (2:6) donc on peut appliquer les
résultats du chapitre (02):

Remarque 4.2 on peut généraliser dans Rn et on dé�nit les opérateurs :

Lu = �
nX

i;j=1

@

@xi

�
ai;j

@

@xj

�
u+

nX
i=1

bi
@u

@xi
+ cu:

Mu =

nX
i;j=1

@

@yi

�
ai;j

@

@yj

�
u:

(voir [11])

4.3 Exemple 3

On considère les opérateurs L;M véri�ant (2:1) v (2:5) et l�opérateur H véri�ant (2:6),
posons :

M �H a inverse borné.

il reste à obtenir (2:7). Mais, comme il est indiqué dans la proposition (4); on a :

� =
�
I + eL+M (L+H) (M �H)�1

�
(M �H) :

avec : (L+H) (M �H)�1 2 L (X)eL+M (L+H) (M �H)�1

L(X) :
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Maintenant, si on remplace L par :

L� = L� �I avec, � > 0 assez grand.

et L�;M et H véri�ant (2:1) v (2:7)eL�+M (L� +H) (M �H)�1

L(X) �

eL�L(X) eM (L+H) (M �H)�1

L(X)

+�
eL�L(X) eM (M �H)�1


L(X)

� e��
eLL(X) eM (L+H) (M �H)�1


L(X)

+�e��
eLL(X) eM (M �H)�1


L(X)

alors, eL�+M (L� +H) (M �H)�1

L(X) < 1 pour � > 0 assez grand.

4.4 Exemple 4

On va étudier l�équation de la chaleur particulière suivante (dimension 2) en vue de bien
mettre en relief les techniques des multiplicateurs de Fourier et de transfert pour majorer
les puissances imaginaires pures d�opérateurs positifs et appliquer les résultats des sommes
de Dore-Venni dans les espaces Lp qui sont UMD pour tout p 2 (1;1) :(vaoir [11]):8>><>>:

@u

@t
(t; x; y) = a (x)

@2u

@x2
(t; x; y) + b (y)

@2u

@y2
(t; x; y) + f (t; x; y)

u (0; x; y) = 0 (x; y) 2 

u (t; �) = 0 (t; �) 2 ]0; T [� @



 est l�ouvert particulier ]0; 1[ � ]0; 1[ : f 2 Lp (0; T ;Lp (
)) et a; b sont des fonctions
particulières de L1 (
) :

a (x) =

�
�1 pour x 2 [0; x1[ :
�1 pour x 2 ]x1; 1] :

b (y) =

�
�2 pour y 2 [0; y1[ :
�2 pour y 2 ]y1; 1] :

avec par exemple : �1 < �1 ; �2 < �2:

(On a choisi arbitrairement une discontinuité de a et de b respectivement en x1 et y1)
Posons alors :

D (A1) =W
2;p (0; 1) \W 1;p

0 (0; 1) A1v = a (x) v
n pour v 2 D (A1) :

Proposition 4.1 L�opérateur linéaire fermé A1 véri�e :

i) � (A1) � [0;+1[ et 9K > 0�
(A1 � �)�1L(Lp(0;1)) � K

I + �
8� � 0:
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ii) 9K > 0�8s 2 R (�A1)is 2 L (Lp (0; 1)) et
(�A1)is � Kejsj"1 :

Preuve. Pour le point i) on résoudre explicitement l�équation :

�
a (x) vn (x)� �v (x) = g (x) g 2 Lp (0; 1) ; � > 0
v (0) = v (1) = 0

On peut voir que ce problème admet une unique solution v 2 W 2;p (0; 1) \W 1;p
0 (0; 1)

et que : �
(A1 � �)�1 g = v (x)

	

v (x) =

8>>>>>><>>>>>>:

xZ
0

e�
p
�=�1(x�s)p
�=�1

�
1

�1
+Q1 (x; s; �)

�
g (s) ds+

1Z
x

e�
p
�=�1(s�x)p
�=�1

�
1

�1
+R1 (x; s; �)

�
g (s) ds (�)

xZ
0

e�
p
�=�1(x�s)p
�=�1

�
1

�1
+Q2 (x; s; �)

�
g (s) ds+

1Z
x

e�
p
�=�1(s�x)p
�=�1

�
1

�1
+R2 (x; s; �)

�
g (s) ds (��)

où (�) est vraie pour 0 � x < x1 et (��) pour 1 � x � x1 et :

Q1 (x; s; �) =

 
e�2
p
�=�1 � e�2

p
�=�1(s) � e�2

p
�=�1(1�x) + e�2

p
�=�1(1�x+s)

1� e�2
p
�=�1

!

Les autres termes Qiet Ri s�obtiennent par symétrie. Il est classique grâce à la symétrie
du noyau et au lemme de Schur d�en déduit i):

Pour le point ii) on utilise la représentation intégrale suivante pour la puissance com-
plexe d�un opérateur linéaire fermé (voir Triebel) pour 0 < Re (z) < 1=2 :

�
(�A1)�z g

�
(x) =

1

� (1� z) � (z)

1Z
0

��z
�
(�A1 + �)�1 g

�
(x) d�

=

8>>>>><>>>>>:

j=4X
j=1

I1;j (x) pour x 2 [0; 1=2[

j=4X
j=1

I2;j (x) pour x 2 ]1=2; 1]



40 CHAPITRE 4. EXEMPLES

pour I1;1 on a:

I1;1 (x) =
1

�1� (1� z) � (z)

xZ
0

0@1Z
0

��z
e�
p
�=�1(x�s)p
�=�1

d�

1A g (s) ds:
=

1

�1� (1� z) � (z)

xZ
0

1Z
0

�
�1�

2

(x� s)2
��z

�1e
��2�

�

(x� s) (x� s)
2
g (s) d�ds

=
2��z1

� (1� z) � (z)

xZ
0

(x� s)2z�1
0@1Z

0

��2ze��d�

1A g (s) ds
=

2��z1 � (1� 2z)
� (1� z) � (z)

xZ
0

(x� s)2z�1 g (s) ds

=
2��z1 � (1� 2z)
� (1� z) � (z) (�z �G) (x)

avec �
�z (�) = �[0;1[ (�) :�

2z�1 = �2z�1+ 2 S 0
G (s) = g (s) sur [0; 1] et nulle ailleurs.

On sait que :

F (�z) (�) = � (2z) [2�i� + 0]�2z

= � (2z) j2��j�2z
�
h (�) ei�z + h (��) e�i�z

�
Où h est la fonction valant 1 pour � > 0 et nulle ailleurs et F la transformée de
Fourier.
On peut donc écrire :

I1;1 (x) = �F [mz:F (G)] (x) où :

mz (�) =
2��z1 � (1� 2z)
� (1� z) � (z) F (�z) (�) :

=
2��z1 � (1� 2z) � (2z)

� (1� z) � (z) j2��j�2z
�
h (�) ei�z + h (��) e�i�z

�
Et grâce à la formule des compléments de la fonction � on a :

sup
�2R

jmz (�)j �
���� 1�z1 1

cos �z

1

2i��2z

���� e�jIm zj:
Et :

sup
�2R

j�mz (�)j � j2zj
���� 1�z1 1

cos �z

1

2i��2z+1

���� e�jIm zj:
D�où l�on déduit par application de Mikhlin et du même travail pour les autres termes
Ik;j; après les avoir mis sous forme de convolution, l�existence d�une constante K,



4.4. EXEMPLE 4 41

positive( dépendant de p; �i; �i) telle que :(�A1)�zL(Lp(0;1)) � K (1 + jzj) 1

j�z1j
1

jcos �zje
�jIm zj:(�A1)is

L(Lp(0;1))
� K (1 + jsj) e�jsj

cosh � jsj � Ke
�1jsj:

Les mêmes techniques s�emploient pour A2; par ailleurs ces deux opérateurs commutent
au sens des résolvantes ( à cause des fonctions choisies a(x) , b(x)) ; en utilisant donc
le théorème 2.4 il vient :(�A1 � A2)is

L(Lp(0;1))
� KeMax(�1;�2jsj:

On en déduit la résolution et la régularité de la solution du problème 3.1 dans l�espace
Lp (0; T ;Lp (Q)) :

.
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