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RESUME

L’analyse en ondelettes consiste & décomposer les signaux sur une famille de fonctions obte-
nues en dilatant et translatant une ondelette dite analysante, dont la caractéristique issentielle
est d’étre localisée, c’est-a-dire nulle ou presque hors d’un intervalle de temps borné.

Dans ce travail, nous avons considéré une famille trés généralisante d’ondelettes construite a
partir de polynéme de Jacobi. Vu leurs variété étant dépandente de parameétres o et 3, ces
ondelettes concernent un grand éventail de bases de fonctions analysantes.

Nous avons testé ces ondelettes sur quelques signaux connues dans la littérature du traitement

du signal.
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INTRODUCTION

Les ondelettes ont été criées pour répondre & un besoin en traitement du signal que la
transformée de Fourier ne solutionnait pas. En 1768, Joseph Fourier invente la transformée
de Fourier dont I’analyse permet la décomposition d’un signal et qui est jusqu’au 207°™¢
siécle la seule technique faisable. En 1909, Alfred Haar définit ce que I'on peut considérer
comme les premiéres ondelettes, et en 1946, Denis Gabor met en place la transformée de
Fourier a court terme. Ce n’est qu’au début des années 1980 que le terme d’ondelettes a
été introduit dans le langage mathématique par Jean Morlet. Puis les années 1980-1990 ont
connu ’apparition du traitement du signal qui entraine I’amélioration de cette théorie par de
nombreux mathématiciens.

Dans ce travail, nous avons considéré une famille trés généralisante d’ondelette construite &
partir des polynomes orthogonaux de Jacobi. Ce mémoire est organisé comme suit :

Dans le chapitre 1, nous avons présenté ’analyse de Fourier qui nous permet d’analyser par
fréquence masquant 1’aspect temporel.

Dans le chapitre 2, nous avons introduit les transformées en ondelettes qui permettent une
analyse mixte temps fréquence. Tout d’abord, on a commencé par la transformée de Wigner-
Ville qui est représentée un signal en temps et fréquence. Ensuite, nous avons présenté la
transformée de Gabor qui permet une analyse par fréquence instantané. Puis, nous nous
sommes intéressées par la transformée continue et discréte en ondelette.

Dans le chapitre 3, nous avons défini et énuméré quelques propriétés principales des poly-
nomes orthogonaux classiques celle de Jacobi, entre autre les polynémes de Legendre, Her-
mite, et de Laguerre. Dans la seconde partie de ce travail, nous avons considéré une fonction
ondelette en termes de polynéme de Jacobi. Notre travail est la généralisation du travail de
Me!¢ Lakhal ([8]) qui a considéré le cas particulier d’indice (0, 2). Pour notre part, nous avons
étudié les ondelettes de Jacobi pour différents d’indices «, 5 > —1.

Notre objectif est d’introduire en détail, le cadre général de I’analyse par ondelettes de Jacobi

pour effectuer les décompositions des fonctions utilisées en analyse du signal. Ensuite, nous



nous sommes concernées par les noyaux de ces ondelettes.

Nous avons testé cette derniere méthode a noyau sur quelques signaux.




Chapitre 1

Analyse de Fourier

1.1 Série de Fourier

Soit f (t) un signal périodique du temps ¢ et intégrable sur une période P. L’expression de

ce signal dans la base orthogonale des fonctions sinus et cosinus est :

- 2 2
f) = % {ak cos 7;% + by sin 7;%} + %. (1.1.1)

Les coefficients ay, et by, forment la série de Fourier, k est un entier naturel. Leurs expressions

sont déterminés par :

P/2 P/2
ak:%/f(t)cos%dt, bk:]%/f(t)sinz%’“tdt. (1.1.2)
—P/2 —-P/2

Dans tous les cas, on peut prendre by = 0.

En notation complexe, en posant 6, = 2’%“ et en utilisant la formule de Moivre dans 1’ex-
pression (|1.1.1)), nous obtenons :
R o B A Lo o
f@) = ]; [%5 (7% + e79%) +bk2_j (e — e73%) (1.1.3)
- |1 . o
iy 2 (am — J - sign (k) by ) € | . (1.1.4)
k=—o00
Ou, |k| représente la fonction valeur absolue de k.
Ainsi, en posant :
n 1 .
f (k) = [aw — j - sign (k) by] . (1.1.5)

2
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f(k) représente le spectre en fréquence du signal f (¢). Connaissant f(lﬂ), alors :

)

aw = Flk)+
b = 3 [Fk) = F(=m)]. (1.1.7)

(—k), (1.1.6)

Nous obtenons :

&)= Fkye = > F(k) X", (1.1.8)

k=—oc0 k=—o0
La définition de f(k) devient en remplacant a; et b, par leurs expressions :

Fk)= —/f (t) e 2™ /Pt |k € ]—o0, 00 . (1.1.9)

Sous réserve que le signal f (t) remplisse certaines conditions mathématiques, il existe un

unique spectre fA(k,’), k entier.

1.2 Transformée de Fourier

Dans la pratique, il existe un grand nombre de signaux apériodiques qui ne peuvent pas étre
décomposés en série de Fourier. Alors nous utiliserons un autre outil mathématique qui est

la transformée de Fourier, et cette derniére est définie par ’expression suivante :

flz) = / f(t) e 2t qy. (1.2.1)

1.3 Transformée inverse de Fourier

L’expression de la transformée inverse de Fourier du signal f (¢) est :

@)= / f(z) ey, (1.3.1)
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1.4 Transformée discréte de Fourier

Soit f (t) un signal continu et périodique en fonction du temps, de période P. L’expression

des coefficients f(k) de sa décomposition en série de Fourier, est donnée par (1.1.9) :

P
k) = % / f(t) e 5™ P gy, (1.4.1)
0

Soit f (n), le signal résultat de I’échantillonnage de f (¢) par un peigne de Dirac de largeur

T, et ayant un nombre de dents N. Si n est le rang du n®™¢ échantillon, alors n varie de 0 &
N-—-1:

P—-N-T t—n-T, dt—Tet f(t)— f(n)

Dans ce changement de notations, f (n) signifie la valeur de f (¢) au point ¢t = nT.
Nous obtenons alors :
P
1

N-1

. 1 .

F/f (t) 6_2]7rkt/Pdt — ﬁ E f (n) T€_2]TrknT/(NT). (142)
0 n=0

Ceci correspond a une approximation de I'intégrale, mais ce n’est pas la seule possible, k est
un entier entre 0 et +00, or une analyse utilisant la théorie de I’échantillonnage montre que

k peut prendre N valeurs. Dans ces conditions, on peut écrire :

2

Fk) = % Z f(n)e ¥mnT/N ] —01,... N —1. (1.4.3)

n=0
C’est la transformée discréte de Fourier.
L’ensemble des valeurs f(k’), k =0,1,...., N — 1, peut se calculer en utilisant un produit

matriciel en posant :
7] = [fO.F0)...Fwv -] (1.4.4)
[f] = [f0),fQ),....f(N=1]", (1.4.5)

et :
L e N O (1.4.6)



1.5 Transformeée discréte inverse de Fourier 5

Et si 'on convient de désigner par [W’m] la matrice carrée, symétrique de taille N - N :

WO WO . WU WO
WO Wl . WN—2 WN—I
W= P c | (1.4.7)
WO WN—2 . W4 W2
WO WN—l . W2 Wl
alors, ’ensemble des valeurs ]?(k:) s’exprime par 1’expression :
=)0, (1.45)
N

1.5 Transformée discréte inverse de Fourier

La transformée discréte de Fourier est une conséquence de I'approximation d’une intégrale
par une série finie. La transformée discréte inverse de Fourier s’exprime en utilisant la méme
approximation, et est aussi une série finie. L’expression ([1.1.8) du développement en série de

Fourier de f (t) pourra s’écrire si N est pair :

=

f(n) = g F (k) e2mhn/N (1.5.1)

0

B
Il

En utilisant les conventions d’écriture matricielle on aura :

] = W] - [7]. (1.5.2)

C’est I’expression de la transformée discréte inverse de Fourier.

1.6 Transformée rapide de Fourier

Le calcul direct de la transformée discréte de Fourier par un ordinateur, bien que trés simple
a implementer. Pour calculer les coefficients f(n) d’un signal f(n) avec n = 0,..., N, il est
nécessaire d’effectuer le produit d’un vecteur de dimension N par une matrice de dimension
N x N soit N? multiplications.

La transformée rapide de Fourier est une simple optimisation du calcul direct de la transfor-
mée discréte pour certaines valeurs de N. Concrétement, N est choisi comme un produit de
puissances de nombres premiers de valeur la plus petite possible. Le cas le plus simple est de

choisir N = 2F.
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En reprenant I'expression (1.4.3), des coefficients de la transformée discrete

=2

flk) = f (n) e~ 2mknT/N (1.6.1)

= -
=z 3
Dyt

f)W* k=0,1,..,N — 1. (1.6.2)

==
I

n
Si N est puissance de 2, N/2 est alors aussi un entier et % = 201 est aussi une puissance de

2

N 1 N/2-1 N—-1
Fk) =+ ZO f(n) Wkn 4 Z/ fn)ywke| . (1.6.3)
n= n=N/2

En transformant la seconde somme du second membre, on pourra écrire :

N/2-1

F) = & 30 [ W 4 f (n+ Nj2) wHee) (1.6.4)
N/2-1

_ % ST [(f () + (f (n+ Nj2) W)y k] (1.6.5)

Or WkN/2 ne prend que deux valeurs, +1 et —1. En effet :

WHNIZ = =2k x = =ik = (—1)F (1.6.6)

Nous avons choisi N puissance de deux. Comme k prend les valeurs de ’ensemble |0, N, il y
a autant de termes k pairs que de termes k impairs. Le nombre de termes pairs, ainsi que le
nombre de termes impairs, sont aussi des puissances de deux.

k est pair, posons k = 2/ et :

gn)=f(n)+ f(n+ N/2). (1.6.7)
1 N/2—1
fen = 5 g (n) W2n (1.6.8)
11 N/2—1 in
= W 2% g(n) (W)™, 1=0,..,N/2. (1.6.9)

L’expression de droite représente une transformée discréte de Fourier en N/2.

k est impair, posons k =2+ 1 , et :

y(n)=fn)—f(n+N/2). (1.6.10)
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N/2—1

F21+1) NL Z h(n ,1=0,...,N/2. (1.6.11)

[\DI»—t

Avec

h(n)=y(n)W". (1.6.12)

L’expression de droite représente une transformée discréte de Fourier en N/2.

Chacune des deux séries de termes pair et impairs peut donc & son tour se décomposer en
deux nouvelles séries, I'une paire et I’autre impaire. Le nombre des éléments de ces quatre
nouvelles séries sera alors N/4 = 2572,

En itérant ce processus L fois, le calcul de la transformée discréte de Fourier de dimension

N est ramené au calcul de N/2 transformées discretes de dimension deux.



Chapitre 2

Analyse par ondelettes

La transformée de Fourier f(x) d’un signal f (¢) est une représentation purement fréquentielle
masquant malheureusement ainsi, ’aspect temporel du signal. Or il est trés important de
pouvoir analyser puis de visualiser simultanément les deux aspects temporel et fréquentiel
d’un signal. Pour atteindre cet objectif, beaucoup de mathématiciens et de physiciens se sont
livrés a la recherche dans cette direction. Nous introduisons, dans ce qui suit, dans un ordre

chronologique, les plus importantes de ces transformations a double analyse.

2.1 Transformée de Wigner-Ville

J. Ville désirait représenter un signal dans le domaine mixte temps-fréquence.
Soit f (t) une fonction d’énergie ﬁnieﬂ continue pour tout ¢. La transformée de Wigner-Ville
Tw f(b, xy) est donnée par ’expression :

“+00

TWf(b,xo):/{f (b+%>~f<b—%)} om0 (2.1.1)

—0o0
Tw f(t, ) est une fonction continue et réelle du temps b et de la fréquence xg. La transfor-

mation de Wigner-Ville permet une analyse au voisinages de ces valeurs que ’on recherche.

“+o0
!L’ensemble d’énergie finie est I’espace L2, avec : / |F(8)])? dt < 400

— 00
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Proposition 2.1.1 ([7))Soit f(t) une fonction continue pour tout t et Ty f(b, xy) sa trans-
formée de Wigner-Ville. On a :

—+00

/Mﬂmwm:wwm (2.1.2)

—00

et
+oo

/wa (b, 20) db — Hf(:vo)Hz. (2.1.3)

—00
Ces deux expressions permettent de lier simplement la transformée de Wigner-Ville a la

transformée de Fourier.

2.2 Transformée de Gabor (ou transformée a fenétre
glissante)

Denis Gabor, dans les années 1940([7]) propose de construire une base de fonctions analy-

santes en temps et fréquence a partir d’une fonction dite fenétre mere de Gabor ¢ (¢) :
+oo
o @ = [ P =1 (22.1)

A partir de cette fonction, on pourra construire une famille de fonctions "fenétres" :

Yy (1) = (£ = b) V™. (2.2.2)

Ainsi, si f (¢) est une fonction continue et de carré sommable. alors sa transformée de Gabor

(ou de Fourier a fenétre glissante), est donnée par :

Taf .0) = [ 1) T 0t (2.23)

En pratique, on utilise une panoplie de fenétres comme la fenétre triangulaire, les fenétres de

Hamming et Hanning (pour o = 0.5 fenétre de Hamming, o = 0.54 fenétre de Hanning), et
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la fenétre de Gauss.
A (z) = Asinc® (Ax), H (t)=[a+ (1-a)cos (2r4) | I () G(t) = \/Lﬁe—m@.

A(t/4) . H() Gl)

[
-

| |
0=0.4 I |
a=0.5 | |
A A 7 TV Il I
t t ﬁ' IJZ‘['1
Fenétre triangulaire Fenétre de Hamming et Hanning Fenétre de Gauss

(Figure 1)
Conservation de 1’énergie ou théoréme de Parseval-Plancherel

Théoréme 2.2.1 ([7]) Soient f (t) et g(t), deuzx fonctions continues et de carré sommable,
et soient Tef (b,x) et Tag (b, ) respectivement leur transformée de Gabor en utilisant la

méme fonction fenétre 1) (t). Nous avons :

+00 +o00
//T(;f (b,x) Tg (b, x)dxdb = /f (t)-g(t)dt (2.2.4)

Preuve. La transformée de Gabor peut étre vue aussi comme une transformée de Fou-
rier. Nous pouvons appliquer le théoréme de Parseval-Plancherel associé a la transformée de

Fourier. Ainsi :

[rosrTegaue = [ fro 5w=] vl 02
_ 7700]” G0 |4 (¢ — b)[2 dedb (2.2.6)

_ /f /|¢ )2 du (2.2.7)

Or l'intégrale entre crochets représente la norme de la fonction porte v (¢). Nous avons donc

démontré le théoréme de Parseval-Plancherel associé a la transformée de Gabor. O

Proposition 2.2.1 ([7])1l est concevable d’utiliser deuz fonctions fenétres différentes pour

la transformée de Gabor de f(t) et g(t), respectivement 1, (t) et ¢, (t). La seule condition
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imposée auxr deux fonctions fenétres pour pouvoir utiliser le théoréme précédant est :
+oo
/ by (1) - Ty Bdt = 1. (2.2.8)

Théoréme 2.2.2 ([7])Soit f (t), une fonction continue et de carré sommable, et soit T f (b, x)
sa transformée de Gabor en utilisant la fonction fenétre 1) (t). Nous avons la formule de re-

construction de la fonction f (t) :

+00+400 +oo+00
f@) = / / Taf (b,x) -9 (t —b) ¥ ™ dbdx = / / T f (b,x) -y, (t) dbdz (2.2.9)

Ou encore, en utilisant la notation du produit scalaire :

1t = (Taf (0,2)\by () (2:2.10)

L2

Preuve([7])

Proposition 2.2.2 ([7) Nous avons utilisé la méme fonction fenétre 1 (t) pour la transfor-
mée de Gabor de f (t) et pour la transformée inverse de Gabor. Or il est concevable d’utiliser

deuz fonctions fenétres différentes, respectivement v (t) et zz (t). La seule condition imposée

aux deux fonctions fenétres pour pouvoir utiliser le théoréme précédant est :
+o0o
/¢ @0 (@) dt = 1. (2.2.11)

La transformée inverse de Gabor est alors :

“+o00+00

£ = (Tof 0.0)\0 @), = [ [Taf 0.0)- D -pe™iantn, @212
Taf (ba) = (£ 1)\ () - (2:2.13)

Remarque 2.2.1 La transformée de Fourier pourra étre considérée comme une transformée
de Fourier a fenétre glissante dont la fenétre 1 (t) serait totalement concentrée en fréquence

et dont la fonction origine serait totalement répartie dans le temps.
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2.3 Transformée continue en ondelette

Nombreux signaux comme les signaux sismiques, doivent étre décomposés en phase de lon-
gueur et de caractéristique variable. C’est aprés I’étude de tels signaux que J. Morlet propose
une méthode nouvelle ou la fenétre varie non seulement par translation, mais aussi par dilata-
tion ou contraction. C’est le début de I'utilisation des ondellettes en traitement des signaux.
Soit f(t) une fonction de L?, et soit () une fonction fenétre de L? et @(x} sa transformée

de Fourier. On imposera :

Cy = 70@0& < 00. (2.3.1)

Par dilatation-contraction et par translation, on génére a partir de ¢ (t), la famille :

buy(t) = ﬁ

La variable a représente le facteur de dilatation-contraction de la fenétre 1(t) et b représente

t—0>
Y (T) , avec a € R*, b e R. (2.3.2)

le facteur de translation. En fait, le facteur \/1ﬁ est introduit de facon a ce que les deux
a

fonctions 1(t) et 1, ,(t) aient méme norme , a savoir :

o +oo
[owi®a= [ v, 00w (233

|1has(t)] = 2/00 " (t - b) " ( - b)dt. (2.3.4)

En effectuant le changement de variable %’ — T', nous obtenons :

En effet :

1 +o00
[Yap®] = = [ (T )¢(T)adT (2.3.5)
= |¢()|-

La transformée continue en ondelettes Tp f(a,b) de la fonction f(t) est alors définie par :
Tof(a,b) = (f ( Nt )> (2.3.6)
e t o t—b,
vV \a

—)dt. (2.3.7)
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Définition 2.3.1 ([7])Si v (t) est une fonction oscillante et d’intégrale nulle, et si)(t) géneére

une base de fonctions, par dilatation et par translation, elle est dite une ondelette mere.

L’expression de la transformée de Fourier de 1, ,(z) est donnée par :

~ 1 +o00o t— b '
Vap(x) = Tl /_ (2 (T> e 2Tt (2.3.8)

= ]a\e’Qj”sz(aa:). (2.3.9)

Par contre, on peut aussi utiliser la transformée de Fourier d’une ondelette, non pas par

rapport & t, mais vis & vis du parameétre de translation b. Dans ces conditions on aura :

e 1 +oo t— b '
wa,b(iﬁo) = m/_m (0 <T> . e~ Tmobyp (2.3.10)
= Vlale ™0 (—azy). (2.3.11)

Dans la plupart des développements, on utilise la fonction conjuguée 1 (t) au lieu de ¥(t).
Cela permet d’écrire :

Dap(z0) = V]a| - ¥ - P (az). (2.3.12)

En ce qui concerne les developpements sur les ondelettes, il s’agit d’établir deux relations
fondamentales, qui sont :

- La reconstruction du signal original f(¢) a partir de sa transformée en ondelette, soit en
utilisant ’ondelette initiale, soit en utilisant une nouvelle ondelette reliée a la premiére par
une relation fonctionnelle connue.

- L’énergie finie d’un signal f(¢) doit donner des décompositions en ondelettes qui sont aussi

d’énergie finie. Au fait, il n ya pas toujours concervation d’énergie.

Théoréme 2.3.1 ([7))Soit ¥(t) une fonction de L* et qui soit aussi une ondelette mere et

soient f(t) et g(t) deuz fonctions appartenant a L?. On a :
+o0
[ tort@b) Toglat)Sgas = ¢ (50Ng(e). (2:313)
Preuve ([7])

Théoréme 2.3.2 Cette expression est l’analogue du théoréme de Parseval-Plancherel pour

la transformation continue en ondelette.
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Preuve ([7])
Proposition 2.3.1 ([7)Dans le cas particulier ou f(t) est égale a g(t), nous avons :
+oo da +oo 9
// To f(ab) b = C / F() dt. (2.3.14)
a —00

Proposition 2.3.2 ([7) Il est conservable d’utiliser deux ondelettes différentes, respecti-
vement () et ¢ (t) pour la transformée continue en ondelette de f(t) et g(t). La seule

condition tmposée auxr deuxr ondelettes pour pouvoir utiliser le théoréme précédent est :

C-

D = /+OO de < 0. (2.3.15)

0 ]

Proposition 2.3.3 ([7)En utilisant le fait que les transformées de Fourier de f(t) et ¥(t)

existent, on peut aisément montrer :

x) -/ l]al - Y(ax) = / Tof(a,b)e 2= qp, (2.3.16)
Preuve. Reprenons I'expression ([2.3.7)) :
+oc0 o
To f(a,b) = f() - g p(t)dt. (2.3.17)

On peut appliquer le théoréme de Parseval pour la transformée de Fourier aux deux fonctions

sous l'intégrale :
+oo

~

Tof(a,b) = f(x) (@) da. (2.3.18)

En utilisant ’expression (|2 , on obtient :

+<>oA —
Tof(a,b) = / Flz) - Ve, y(az)da (2.3.19)

_ / 2) - V/[al, y(az)| - %7 das (2.3.20)

Or l'intégrale n’est autre que I'expression d’une transformée inverse de Fourier, non plus par

rapport a t, mais par rapport a b, la transformée de Fourier donne ainsi :

[f($)-\/m7$a7b(ax) - / :o Tof(a,b) - e 2™, (2.3.21)

|
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Théoréme 2.3.3 ([7]) Transformée inverse continue en ondelette-Formule de reconstruction.
Soit f(t) une fonction de L* et soit To f(a,b) sa transformée continue en ondelette par I’on-

delette meére ¥ (t). On a :
1 +oo da
= [ [ ot npam- 2522)

Proposition 2.3.4 ([7) On peut utiliser deuzx ondelettes méres différentes pour la transfor-
mée continue en ondelette de f(t) et pour la transformée inverse, respectivement ¥(t) et 1(t).
La seule condition tmposée aux deux ondelettes pour pouvoir utiliser le théoréme précédent

est : —~

Cb$::/+m%ﬁﬁ;ﬁgﬂdx§(m_ (2.3.23)

0 |z]

La transformée continue inverse en ondelette est alors :

CNV/:/+m7bfflb #@b()bd (2.3.24)

avec !

oo t—b,
Tof(a.b) = o / £ - (e, (2.3.25)

a

Remarque 2.3.1 En traitement de signal, seules les fréquences de valeurs positives sont
utilisées. Dans ce cas, le facteur de dilatation-contraction a, ne peut prendre que des va-
leurs positives et mon nulles. St I’on veut tenir compte de cette exigence, alors pour a > 0,
les expressions précédentes doivent étre intégrées de zéro a linfini. Dans ces conditions, en

refaisant les calculs, on aboutit a la condition :
Y (z) =1 (—x). (2.3.26)
1l est nécessaire d’imposer une autre condition plus restrictive a ['ondelette mére :

e

1
= 505 <o (2.3.28)

da, (2.3.27)
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2.4 Transformée discréte en ondelette
Définition de discrétisation de I’échelle ou transformée en ondelettes dyadique

Définition 2.4.1 ([3]) Pour discrétiser la transformée en ondelette To f(a,b), nous devons
discrétiser tels que deux parameétres a et b. En discrétisant le parameétre échelle a sans le

paramétre de translation b, nous obtenons la transformée en ondelette dyadique :

R N B T A W
T5f(a,b) = \/@ﬁ_/f(t)w( 5 )dt, j € Z. (2.4.1)

Cette définition implique le résultat important suivant :

Théoréme 2.4.1 ([J])Supposons qu’il existe deux constantes positives A et B tels que :

—~ X 2
A<y ’¢ (QJw)’ <B VweR, (2.4.2)
JEZ
alors
C
AP < DS 18111 < BIAIP, (2.4.3)
JEZ

relativement & la norme L>.
Preuve ([3])

Remarque 2.4.1 Ce théoréeme montre que la discrétisation du seul paramétre d’échelle a

rend la transformée en ondelettes similaire a une frame.

2.5 Analyse multirésolution de L (R)

L’approche multiéchelle consiste & approcher L? (R) par une suite croissante de sous espaces
notés (V;),cz -
Ces espaces vont du plus grossier (j — —oo) au plus fin (j — +00). Cest ce que traduit la

définition d’analyse multirésolution ci-dessous.

Définition 2.5.1 ([11]) Une analyse multirésolution de L* (R) est une suite d’espace vectoriel

(Vi)jez Vi C L*(R), avec :
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1. NjezV; = {0},

2. UjezV; = L* (R),

3.V, C Vi,

4. feV;e [(2) € Vi,

5. feVo= f(.—k) eV, VkeZ

6. 1l existe p € Vy telle que {¢ (. — k), k € Z} est une base hilbertienne de Vj.

Théoréme 2.5.1 ([11))1l existe une fonction ¢ telle que { (. — k), k € Z} soit une base

de Wy. De plus, il existe un algorithme de calcul pour obtenir i lorsque ¢ est donnée.

Via =V, @ W, (2.5.1)

donc

J
Vin=VWa <EB Wk) . (2.5.2)
k=0

Preuve ([11])

Remarque 2.5.1 L’inclusion des différents espaces V; ne permet pas de regrouper les o,
pour former une base orthonormale de L? (R). C’est pour cela que mous construisons un
autre systéme (Wj)j 7 de sous-espaces fermés. L’espace W est le complément orthogonal de
Vi dans Vi1 défini par :

W; =V, 0V (2.5.3)



Chapitre 3

Noyaux d’ondelettes de Jacobi

De maniére analogue a la théorie des séries de Fourier, les ondelettes sont principalement
utilisées pour la décomposition de fonctions. La décomposition d’'une fonction en ondelettes
consiste & ’écrire comme une somme pondérée de fonctions obtenues a partir d’opérations
simples effectuées sur une fonction principale appelée ondelette meére . Ces opérations

consistent en des translations et dilatations de la variable.

3.1 Ondelettes de Jacobi
3.1.1 Les polyndémes orthogonaux

Définition 3.1.1 ([4]) Une famille de polynomes orthogonaux est une suite infinie de poly-
nomes Py (t), Py (t), Py (t) ... a coefficients réels, dans laquelle chaque P, (t) est de degré n,
et telle que ces polyndomes sont orthogonaur deux & deux pour un produit scalaire de fonctions

donné.

Le produit scalaire de fonctions le plus simple est I'intégrale du produit de ces fonctions, sur

un intervalle borné : ,
()= [1 090 (3.0.1)

Plus généralement, on peut introduire une fonction poids w (¢) dans l'intégrale, avec w doit

étre a valeurs finies et strictement positives, et I'intégrale du produit de la fonction poids par
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un polynome doit étre finie :

(f.9) = / 7 (1) g () w(t)dt (3.1.2)

Avec cette définition du produit scalaire, deux fonctions sont orthogonales entre elles si leur
produit scalaire est égal & zéro. Certaines familles de polyndémes orthogonaux revétent une

importance particuliere puisqu’elles apparaissent dans de nombreuses applications.

3.1.2 Polynoémes de Jacobi

Soient «, f > —1. Nous définissons les polynémes de Jacobi par I’équation suivante :

(1—t) (1 +¢)=8 d"

(@B) (4) — e
T () = (—1)" x 2nn!  dtn

(1= 6)(1+ )7 (1 — ). (3.1.3)

Les polynémes de Jacobi sont orthogonaux pour la fonction de poids (1 — ¢)*(1 + ¢)? sur
l'intervalle [—1, 1].
1
/théa’ﬁ)(t)(l —1)*(1 +t)’dt =0, pour m < n. (3.1.4)
~1
Sia=p= —%, alors les polynomes de Jacobi sont appelés les polynéome de Tchebychev.

Dans le cas particulier a = 3 = 0, les

JOO) = ———— ——((1—t3)"), (3.1.5)

sont appelés les polynémes de Legendre.
Polyn6mes d’Hermite et de Laguerre

Deux autres grandes familles de polyndémes orthogonaux possédent des propriétés semblables
aux polynomes de Jacobi. On les appelle les polynomes d’Hermite H, (t), et les polynomes

de Laguerre L, (t).

dTL
H, () =(-1)"e"— (e‘t2> , avec le poids w(t) = e, (3.1.6)
dtm
et
ed . . —t
L,(t) = ——— (e7't") , avec le poids w(t) = Vte ™. (3.1.7)
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3.1.3 Ondelettes de Jacobi

Elles sont générées a partir d’un polynéme de Jacobi J&°.

Les ondelettes de Jacobi sont définies sur [0, 1] par

Yo (t) = { Fe X AT XIP@T - DS st
’ 0 ailleurs
avec
h _{ 20+ (n + a4+ 1)I(n + B+ 1) (3.1.9)
" 2xn+a+f+1)In+)I(n+a++1)"
avec

+oo
-ar—— /ettaldt.
0

ou n et j sont des entiers positifs représentent le nombre de niveau de la décomposition, m
est le degré du polynéme de Jacobi, et le coefficient \/th assure la normalisation.

L’ensemble des ondelettes de Jacobi forme une base orthonormale de L? ([0, 1])

Alghorithme de la construction de

On veut construire une ondelette de Jacobi & partir de polynome de Jacobi, tout d’abord on
va calculer le coefficient de la normalisation h,,. Ensuite, on calcule les fonction Iﬂ?nﬁ et ces

intervalle associé.

Exemple 3.1.1 La figure ci-dessous représente quelques graphes d’ondelette de Jacobi avec
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m=6,j=1etn=1,2.

60 60
40 40
= Z ol
o o
0 0
-20 20
0 01 02 03 04 05 0B 07 08 09
1 1
60 60
40 40
-%: 20 %: 20
0 0
-20 20
0 01 02 03 04 05 0B 07 08 09

Une famille d’ondelettes de Jacobi
(Figure 2)

psift)
psiit)

-1

L L L L P L L L L L L L L L
025 03 036 0.4 0.45 08 06 065 06 065 07 075 08 08 09 08 1
t

Ondelette de Jacobi 1[)3:3(15) Ondelette de Jacobi déﬁ(t)
(Figure 3)

Remarque 3.1.1 On remarque que quand le degré de polynome de Jacobi devient grand

alors l'ondelette de Jacobi devient plus oscillante.

-1 08 08 07 0B 05 04 03 02 01 a
t

Ondelette de Jacobi wéjg(t)

(Figure 4)
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psif0 1124

a0 i L L i H i L i i
-1 08 08 07 -06 05 -04 -03 .02 01 a
t

Ondelette de Jacobi wéﬁ(t)

(Figure 5)

il 2128
/i

S0t : T

Ondelette de Jacobi w}’g(t)

(Figure 6)

3.1.4 Application a ’analyse du signal

[’analyse d’une fonction de carré sommable en ondelettes de Jacobi consiste a calculer I’en-

a,

semble de ses produits scalaires avec les ondelettes de la famille{w in (t)} . Les nombres
’ JmeL
obtenus sont appelés coefficients d’ondelettes, ou zﬁ?nﬁ (t) est une ondelette de Jacobi, n est

le facteur de translation et j le facteur de dilatation-contraction.

Théoréme 3.1.1 ([4]) Toute fonction f € L? (R) se décompose sous la forme

F=Y Crauty. (3.1.10)

JEZ n€eZ

Les coefficients {( fs ¢j‘f)} sont les transformées en ondelettes de Jacobi de la fonction
’ j,nEZ

f, avec

(rusy= [rwusi o (31.11)
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On veut décomposer un signal quelconque f par les ondelettes de Jacobi, & savoir :
Cin = <f(t),¢§‘f (t)> (3.1.12)
Programme

Ce programme sous Matlab permet de calculer les ondelettes de Jacobi d’indice o, 5 > —1.
Nous avons écrit un code qui génere le travail de M¢“¢ Lakhal([8]), pour n’importe quelle
valeur de o, B > —1 et m € N, et nous avons utilisé ces ondelettes pour la décomposition de
quelques signaux simples.
cle, clear all, syms t,
m = input(’donner m =’)
n = input(’donner n =’)
alpha = input(’donner alpha =)
beta = input(’donner beta =’)
f = input(’donner f =’)
¢ = input(’donner ¢ =)
d = input(’donner d =)
j = input('donner j =’)
% La fonction d’ondelette
J = simplify((1 — ¢) " (-alpha)*(1 + t)"(-beta) /((—1)"(m) * (2" (m))*gamma(m + 1)))
«diff((1 — )" (alpha) % (1 4 ¢)" (beta)*(1 — t"2) m, m);
fork=1:y
forl=1:n
h(1,1) =((2" (alpha+beta+1))*gamma(/+alpha+1)xgamma(l+beta+1))/
((2 * [+alpha+beta+1)*gamma(l + 1)+xgamma(/+alpha+beta+1));
psi(k, 1) = simplify(1/sqrt(h(1,1)))*2"((k+1)/2) xtt(J, (2" (k+1)) xt —2x14+1);
a(k,l) = (I =1)/(27k);
b(k, 1) = 1/(2"k);
end

end

psi



3.1 Ondelettes de Jacobi

24

% La décomposition du signal f
G = f.*psi
fork=1:y
forl=1:n
MMa(k, 1) = maz(a(k,l),c);
mmb(k, ) = min(b(k,1),d);
C = int(G,MMal(k, (), mmb(k,1));
end
end

C

Sous programies

function [y] = tt(f,a)
Syms t

f = inline(f);

y = f(a);

end

Exemple 3.1.2 Soit f(t) = sin(t), pour tout t € [—m, 7).

Cro = [ 500057

Il nous reste donc a calculer les Cj,, pour « =0, 8 =2, m = 6.

J

{ 0.0153 si0<t<0.5
CH == .
ailleurs

—0 6653 s105<t<1
ailleurs

Cl2 =

Y

)

atlleurs

-0, 1904 51025 <t<0.5
atlleurs

{ 0,6559 si0<t<0.25
021 —
022 — {

(3.1.13)
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3.2 Noyaux d’ondelettes de Jacobi

Notre objectif est de construire une base d’ondelettes localisées et comme toute ondelette se
définit par la fonction échelle et la fonction ondelette, on commence par trouver une base de

fonctions échelles.

3.2.1 Noyaux polynomials

Définition 3.2.1 ([4])On appelle noyau polynémial une fonction & deuz variables ayant la

forme suivante :

ko (t,7) =Y Py (t) P (x) (3.2.1)

avec Py (t) polynéome d’ordre k.

3.2.2 Fonctions Echelles localisées

Soient Py, P, ..., P,,, n polyndémes orthogonaux. On considére leur enveloppe linéaire fermée :
Vo, =span{P, P, ..., P,}. (3.2.2)
Il est clair que {P,}_, forme une base pour V.

Définition 3.2.2 ([4])Les fonctions échelles sont définies comme les noyauz polynoémials :
Crr(t) = 0 (t;20)) 1= Ky (1,20D), 1 =0,1,..,n (3.2.3)

relativement o un ensemble convenable de paramétres :

n+1)

x(() x(lnH) <<t (3.2.4)

n

<

3.2.3 Fonctions Echelles de Jacobi localisées

Les fonctions échelles de Jacobi sont définies comme suit :

ool (t) = 0P (a0 ) =k (8, 200) = Y DR (1) S0 (), r=0,1,..0n
k=0
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Le programme qui calcule la fonction d’échelle localisée

Ce programme sous Matlab permet de calculer les noyaux polynémials de Jacobi pour n’im-
porte quelle valeur de n € N. Afin de faire des figures. Le code est utilisé ici pour calculer la

fonction d’echelle ¢ pour une solution particuliére.

Remarque 3.2.1 On peut utiliser ce programme pour calculer les noyaux polynémials d’Her-

mite, Laguerre, et Legendre. Il suffit de changer le polynéme orthogonal.

cle, clf, clear all, syms t,
n =input(’donner n =)
% Les polynomes de Jacobi avec . = 0.5 et 5 = 0.8
fori=1:2xn
1(@,1) = (1= £)"(=0.5) * (1 +)"(=0.8)/((—=1)"(4) * (2" (i) ) *gamma(i + 1)))
«diff((1 — )" (—0.5) = (1 +1¢)"(0.8) % (1 —£"2)"4,4);
end
L = [1;simplify(7)]
w=(1—-1t)"(-0.5)*(1+1t)" (—-0.8);
%%% La fonction d’échelle %%%
h = 0;
forj=1:n+1
d(j) =tt(L(4),0.5);
h=h+ L(j) * d(j):

ph(1) = h;
end
phi = ph x w

% Le graphe

fplot(inline(phi),[—1 1],’r’)

title(’la fonction d échelle phi(t)’)

y =ylabel(’phi(t,0.5)’) ; x =xlabel(’t’) ;
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Les figures ci-dessous représentent des noyaux polyndmials de certaines polyndémes orthogo-

naux pour n = 16.

Maoyau d'ondelette de Legendre Mayau d'ondelette de Jacobi
2 25
2
15
14
1
1
0.5 AEE
-1 045 0 0.5 1 -1 045 0 05 1
t t
Moyau d'ondelette de Laguerre « [tfau dondelette dHermite
4
1 2
0.5 0
0 -2
045 -4
0 1 2 3 4 5 0 5

t t

Les fonctions échelles pour n=16
Figure 7

La fonction poids de Legendre : w(t) = 1, ¢4 (¢;0.5), la fonction poids Jacobi w (t) =
(1—=8)" 1+, ¢,(t:05) - w(t), La fonction poids de Laguerre : w(t) = v/te ™,
@16 (t: 1) - w(t), la fonction poids JaScobi : w (t) = e~ ¢4 (£ 1) - w(2).

Au fait, on peut voir les fonctions échelles ¢, ., d'une part, comme fonctions de base polyno-
miales dans un espace L? a poids (i.e., Onr € L?) et d’autre part, comme fonctions de base
pondérées dans un espace L? sans poids (i.e., O W E L?). Dans le résultat suivant, nous
énumérons quelques propriétés fondamentales des fonctions échelles.

La figure représente les fonctions échelles pour n = 32.

Noyau polynémial de Lagusrs

Hoyau polyndrmial de Legendre

phiz2it, 1)

La fonction échelle de Legendre et Laguerre
Figure 8

Théoréme 3.2.1 ([3))
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1. Le produit scalaire des fonctions échelles peut étre évalué comme suit :

<90n,r7 Qpn,s> = Spn,r(xgn+l))7 r,s = 07 17 ey T (325)

2. La fonction échelle o, . est localisée autour de 2y,

3. Les p,, . forment une base pour V,, , i.e.,

Vi = Span {©,.0: Pnts - Prn ) - (3.2.6)

3.2.4 Ondelettes de Jacobi centrées

Dans cette section, nous définissons notre ondelette et nous discutons de ses propriétés.

On a, d’apres ’analyse multirésolution
Wn = ‘/QH S, Vn = span {PnJr]_’ Pn+2> ceey PZn} (327)
Notre but est d’identifié les fonctions ondelettes qui définissent une base localisée pour W,.

Définition 3.2.3 ([4]) Nous définissons les ondelettes en termes de noyau polynémial comme

suit :
PRE) = g (620 = Ko (1207) = Ko (1207) (3.2:8)
2n
= Y LPEM) ), (r=0,1,..n-1)
k=n+1

pour un ensemble approprié de paramétres
AW <M< (3.2.9)

Notons que :

¥, (2MM) >0, avee n > 1. (3.2.10)

Le programme qui calcule la fonction d’ondelette localisée

cle, clf, clear all, syms t,

n = input(’donner n =)
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% Les polynomes de Jacobi avec aw = 0.5 et 5 = 0.8
fori=1:2x%n
[(i,1) = (1 =1)"(=0.5) * (1 + )" (=0.8)/((—=1)"(é) * (27 (4)) *gamma(i 4 1)))
«diff((1 — )" (—0.5) * (1 +1¢)"(0.8) * (1 —£"2)"4,4);
end
L = [1;simplify(7)]
w=(1-1)"(=05)*(1+1¢t)"(-0.8)
% La fonction d’ondelette
p=0;
forj=n+2:2xn+1
s(J) =tt(L(j),0.5);
p=p+L{)*s0);
ps(1) = p;
end
PSt = pS * W
% Le graphe
fplot(inline(psi),[—1 1],’b’)
title(’la fonction ondelette psi(t)’)
y = ylabel('psi(t,0.5)"); x =xlabel(’t’) ;
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Les figures ci-dessous représentent les fonctions ondelettes pour n = 16.

Moyau dondelette de Legendre Moyau d'ondelette de Jacobi
0.4 0.4
nz 0z
a a
0z 0.2
04 0.4
-1 05 i 0.5 1 -1 05 ] 0.5 1
t t
Moyau d'ondelette de Laguerre «Mpfau d'ondelette de Hermite
05 5
il ]
05 5
a 1 2 7 4 5 i 5

t t

Les fonctions d’ondelettes pour n=16
(Figure 9)

La fonction poids de Legendre : w (t) = 1, 114 (£;0.5); la fonction poids Jacobi w(t) =
(1—1t)""° (1 +)7"% 44 (t;0.5)-w(t), la fonction poids de Laguerre : w (t) = /te ™, 14 (t;1)-
w(t), la fonction poids Jacobi : w () = e, ¥y (1) - w(t).

La figure représentse les fonction d’ondelettes pour n = 32 et n = 64.

w10 Moyau polynémial de Legendre Moyau polyndmial de Legendre

B a0
40
4
30
20
2
e 10
® _
@ 3
2 c
g 0 = 0 i
2 "0
2
-20
-30
-4
-0
1 08 06 04 02 a 02 04 0B 08 1 -1 08 06 0.4 0.2 1) 02 04 08 08 1
t %
Noyau d’ondelette de Legendre pour n=32 Noyau d’ondelette de Legendre pour n=64

(Figure 10)

Le théoréme suivant donne certaines propriétés des ondelettes ¢, ,. (3.2.8).

Théoréme 3.2.2 ([5])

1. Le produit scalaire des fonctions ondelettes peut étre évalué comme suit :

<¢n7r, ¢n5> = @/)nm(zg")), (r, s=0,1,...n—1). (3.2.11)

2. La fonction d’ondelette est localisée autour 2.
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3. Les 1, ,. forment une base pour W, , i.e.,
W,, = span {wn,o, Yty ons wn,nq} ) (3.2.12)
4. La fonction échelle et la fonction d’ondelette sont orthogonales les unes aux autres

<¢m, S%,s> =0, (r,s=0,1,....,n—1).
Programme

Ce programme sous Matlab permet de calculer les noyaux polynoémials de Legendre pour
n’importe quelle valeur de n € N. Nous avons utilisé la fonction (LegendrePoly.m) qui est
criée par (David Terr, Raytheon, en 5-10-04) pour extraire les coefficients de polynomes de
Legendre et cela nous aide & trouver leurs racines. Afin de faire les figures. Ce code est
utilisé pour calculer les fonctions d’echelles ¢, ,.(t) qui forment la base V,, et les fonctions
d’ondelettes 1, ,.(t) qui forment la base WW,,.
cle, clf, clear all, syms t,
n = input(’donner n =)
% Les polynomes de Legendre
fori=1:2x%n
1(i,1) =(1/((gamma(i 4+ 1)) % (272)) * (diff((¢"2 — 1)"0),4));
end
L =11
% Les racines des polynomes de Legendre
x = sort(roots(LegendrePoly(n + 1)))
y = sort(roots(LegendrePoly(n)))
% La fonction d’échelle
for i = 1: length(x)
h = 0;
forj=1:n+1
d(j) =t6(L(j), x(i,1));
h = h+ L(j) * d(j);
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end
phi(i, 1) = h;
end
phi
% La fonction d’ondelette
for i = 1: length(y)
p=70;
forj=n+2:2xn+1
s(7) =tt(L(j), y(2));
p=p+ L(j) * s(j);
end
psi(i, 1) = p;
end
pst
function pk = LegendrePoly(n)
ifn==0
pk=1;
elseif n == 1
pk= [1 0];
else
pkm2 = zeros(n + 1, 1);
pkm2(n +1) = 1;
pkml = zeros(n + 1,1);
pkml(n) = 1,
fork=2:n
pk = zeros(n + 1,1);
fore=n—k+1:2:n
pk(e) = (2% k — 1)xpkml(e+ 1) 4+ (1 — k)*pkm2(e);

end
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pk(n+1) = pk(n + 1) + (1 — k)*xpkm2(n + 1);
pk = pk/k;
ifk<n
pkm2 = pkml;
pkml = pk;
end
end

end

3.2.5 Noyaux d’ondelettes de Jacobi
Ils sont générés a partir de noyau d’ondelette de Jacobi @b?n”@ (1).

Jjt+1

1 2 a,B J+1ly T < < n_H
ged(y = 4 v X2 XU 2T =g s S ES BT (3.2.13)
7] 0 ailleurs
avec
. 2@ BT (1 + o + D)T(n + B + 1) (3.2.14)
"\ @xntat BTt DnrardrD)’ -

ou n est le parameétre de translation, j est le paramétre de dilatation-contraction, et qui sont
des entiers positifs avec n x j est le nombre de niveau de la décomposition.

m est representé le degré d’ondelette de Jacobi.

Exemple 3.2.1 La figure représente quelques graphes d’ondelettes de Jacobi avec m = 6
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j=letn=1,2.

2000 2000
psid(1;2) psid(1;2)
0 W 0
-2000 -2000 1
-4000 -4000
-6000 -6000
o 01 02 03 04 05 06 07 08 09
100 100
psil@;1) psil@;1)
a0 a0
] Dw\——
-50 -50
o 01 02 03 04 05 0B 07 08 09

Noyauz d’ondelettes de Jacobi de différents d’indice
(Figure 11)

3.2.6 Application a ’analyse du signal

D’aprés le théoréme 3.1.1 on veut décomposer un signal f par les noyaux d’ondelettes de

Jacobi, a savoir :

Cio = (S(0),05 (1)) (3:2.15)
Programme

Ce programme sous Matlab permet de calculer les noyaux d’ondelettes de Jacobi d’indice «,
B > —1 pour n’importe quelle valeur de o, > —1 et n, m, j € N. Et nous avons utilisés ces
ondelettes pour la décomposition de quelques signaux simples.

cle, clf, clear all, syms t,

m = input(’donner m =’)

n = input(’donner n =")

alpha = input(’donner alpha=")

beta = input(’donner beta=")

f = input(’donner f =’)

¢ = input(’donner ¢ =7)

d = input(’donner d =)

jj = input('donner jj =)
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% La fonction poids
w = (1 —1t)"(—alpha)x(1+t)"(—beta);
% Les polynomes de Jacobi
fori=1:2%xm
11(3,1) = ((1 — t)" (-alpha)*(1 + )" (-beta) /((—1) (i) * (2" (7)) xgamma(i + 1)))
«diff((1 — )" (alpha)*(1 +t)" (beta)x(1 — t°2)"4,1) ;
end
L = [1 ;simplify({1)]
% La fonction d’ondelette
p=20
forj=m+2:2xm+1
s(7) =tt(L(J, 1), 0.5);
p=p+L(j)*s(j);
end
PJ= simplify(p * w) ;
fork=1:jj
fori=1:n
h(1,1) = ((2" (alpha+beta+1))xgamma(l+alpha+1)*gamma(l + beta+1))/
((2 * [+alpha+beta+1)+xgamma(l 4 1)*gamma(l+alpha+beta+1));
psiPJ(k, 1) = simplify(1/sqrt(h(1,1))) * 2" ((k + 1)/2)*tt(PJ, (2" (k + 1))
st — 2%+ 1);
a(k,l) = (I =1)/(27k);
b(k,1)=1/(2"k);
end
end
psiPJ
% La décomposition du signal f (i.e., les coefficients)
G = f.xpsiPJ
fork=1:7y

forl=1:n
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MMa(k,l) = max(a(k, 1), c);

mmb(k, ) =min(b(k, 1), d);

C =int(G,MMa(k, ), mmb(k,1));
end

end

C

Exemple 3.2.2 Soit f(t) =t, pour tout t € [0,1].

Il nous reste donc & calculer les coefficients de f(t) a partir de la fonction ¢?;LO (t), pour

m = 3.
o — 0.0022 si0<t<0.5
= 0 ailleurs '
Coo — 9431581 05 <t<1
2= 0 ailleurs ’
2346462 s10<t<0.25
021 = )
ailleurs
C 05025 <t<0.5
= 0 ailleurs

Soit f(t) = t2, pour tout t € [0,1]. Pour « =0, 3 =1, m =3

697 .
ailleurs

b

-0 $105<t<1
ailleurs

{476938 si0<t<0.25
C'21 = 0

Y

ailleurs

+oo st 0.25<t<0.5
atlleurs



CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons présenté les différentes méthodes du traitement de signal,
et nous avons construit les ondelettes de Jacobi et ces noyaux, puis nous avons appliqué ces

ondelettes pour la décomposition de quelques signaux connus.
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