
REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE

MINISTERE DE L�ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE
LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE

UNIVERSITE ABDELHAMID IBN BADIS MOSTAGANEM

Faculté des Sciences Exactes et de l�Informatique

Département de Mathématiques et Informatique
Mémoire de Master

=�=�=�=�=�=�=�=�o  o�=�=�=�=�=�=�=�=

Option : Analyse Fonctionnelle

Intitulé

Oscillation des Solutions des Équations Di¤érentielles
Linéaires à Coe¢ cients Fonctions Analytiques D�ordre

[p,q] Dans Le Disque Unité

Présenté par : LARACHI Fadhila et LARACHI Fatima Zohra

Soutenu le : 05 / 2016 devant le jury composé de :

Président : Dr Aziz Hamani Karima MCA, Université de Mostaganem
Encadreur : Dr Belaïdi Benharrat Prof., Université de Mostaganem
Examinateur Dr Latreuch Zinelâabidine MAA., Université de Mostaganem



1

Remerciements

Tout d�abord nous remercionsDieu Tout-Puissant que nous avons réussi dans notre étude
pour arriver à ce niveau, et grâce à lui et son aide, nous avons pu accomplir ce mémoire.
Nous remercions nos parents, la raison de notre existence et de notre éducation et

surtout nous remercions notre frère Yassine, qui nous a aidé pour faire ce mémoire, comme
nous remercions tous nos frères.
Nous tenons à exprimer nos sincères remerciements à notre encadreur monsieur Belaïdi

Benharrat pour son aide et ses conseils.
Nous remerciements s�étendent également à tous nos enseignants pendant toutes les an-

nées d�études.



Table des matières

Introduction 3

1 Théorie de R. Nevanlinna 4
1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.2 Fonction caractéristique de R.Nevanlinna . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.3 L�ordre et le type de croissance d�une fonction méromorphe ou analytique

dans le disque unité. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.4 Mesure linéaire et mesure logarithmique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.5 L�exposant de convergence des zéros . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.6 La notion d�ordre p- itératif d�une fonction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.7 La notion d�ordre [p; q]- itératif d�une fonction . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.8 Préliminaire lemmes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2 Oscillation des Solutions des Équations Di¤érentielles Linéaires à Coe¢ -
cients Fonctions Analytiques D�ordre [p,q] Dans Le Disque Unité 25
2.1 Introduction et résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.2 Preuve du Théorème 2.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.3 Preuve du Théorème 2.2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
2.4 Preuve du Théorème 2.3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.5 Preuve du Théorème 2.4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.6 Preuve du Théorème 2.5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

Bibliographie 35

2



Introduction

La théorie de la distribution des valeurs des fonctions méromorphes fondée par le célèbre
mathématicien Rolf Nevanlinna joue un rôle très important dans l�étude des équations di¤é-
rentielles linéaires dans le domaine complexe, en particulier dans l�étude des propriétés des
solutions des équations di¤érentielles complexes, notamment la croissance et l�oscillation des
solutions.
En 2000, Heittokangas [10] a étudié les équations di¤érentielles linéaires complexes dans le

disque unité à coe¢ cients fonctions analytiques. Après le travail de Heittokangas, plusieurs
mathématiciens ont étudié les équations di¤érentielles linéaires complexes dans le disque
unité (voir [23]) : En 2010, Tu et al. [22] ont étudié les cas homogènes et non homogènes
sur le plan complexe, et les chercheurs, Jin Tu et Hai-Xia Huang en 2015 ont étudié dans
[26] l�oscillation des équations di¤érentielles linéaires à coe¢ cients analytiques d�ordre [p ; q]
dans le disque unité, lequel représente le but de ce mémoire.
Dans le premier chapitre, on va citer quelques notations, dé�nitions et résultats dont on

aura besoin dans le deuxiéme chapitre, on peut considérer ce chapitre comme une introduc-
tion à la théorie de Nevanlinna.
Dans le deuxième chapitre, on démontrera quelques résultats dus à Jin Tu et Hai-Xia

Huang [26] ; sur l�oscillation des équations di¤érentielles linéaires homogènes et non homo-
gènes sous certaines conditions sur les coe¢ cients.
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Chapitre 1

Théorie de R. Nevanlinna

Dans ce chapitre on donne quelques dé�nitions et notations, résultats dont on aura besoin
par la suite.

1.1 Introduction

Considérons les équations di¤érentielles linéaires

f (k) + Ak�1(z)f
(k�1) + � � �+ A0(z)f = 0 (1.1.1)

et
f (k) + Ak�1(z)f

(k�1) + � � �+ A0(z)f = F (z) (1.1.2)

Plusieurs résultats intéressants ont été obtenus lorsque les coe¢ cients A0(z); � � � ; Ak�1(z);
F (z) (k � 2) dans (1:1:1) où (1:1:2) sont des coe¢ cients analytiques dans le disque unité
(voir par exemple [4� 7; 11� 18]). En 2010, Tu et al. [22] ont étudié les équations (1.1.1) et
(1.1.2) à coe¢ cients fonctions entières d�ordre [p; q] dans le plan complexe. Après cela, il y a
eu un intérêt croissant dans l�interaction entre les coe¢ cients analytiques d�ordre [p; q] et les
solutions de (1.1.1) et (1.1.2) (voir [2; 3; 21]). Dans ce mémoire, on va étudier la croissance
et les zéros des solutions des équations (1.1.1) et (1.1.2) avec des coe¢ cients analytiques
d�ordre [p; q] dans le disque l�unité � = fz : jzj < 1g :

1.2 Fonction caractéristique de R.Nevanlinna

Théorème 1.1 [18] (formule de jensen) Soit f est une fonction méromorphe telle que
f(0) 6� 0;1 et soient a1; a2; � � � ; an ( respectivement b1; b2; � � � ; bn) ses zéros (respectivement
ses pôles), chacun étant compté avec son ordre de multiplicité. Alors

ln jf(0)j = 1

2�

2�Z
0

ln
��f(rei')�� d'+ X

jbj j< r

ln
r

jbjj
�
X
jaij< r

ln
r

jaij
:

Dé�nition 1.1 [18] Pour tout réel x > 0; on dé�nit

ln+ x = max (ln x; 0) =

�
lnx; x > 1

0; 0 < x � 1
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Dé�nition 1.2 [18] Soit f une fonction méromorphe, pour tout a 2 C, on désigne par
n(t; a; f) le nombre de zéros de f(z) = a dans le disque jzj � t: Chaque racine étant comptée
avec son ordre de multiplicité et on désigne n(t;1; f) le nombre des pôles de la fonction f
dans le jzj � t: On dé�nit

N (r; a; f) = N

�
r;

1

f � a

�
=

rZ
0

n(t; a; f)� n(0; a; f)
t

dt+ n(0; a; f) ln r;

si f 6� a 2 C et

N(r;1; f) = N(r; f) =
rZ
0

n(t;1; f)� n(0;1; f)
t

dt+ n(0;1; f) ln r

N(r;1; f) est appelée la fonction de comptage de la fonction f dans le disque jzj � r:

Dé�nition 1.3 [18] (La fonction de proximité) Pour f une fonction méromorphe, on dé�nit
la fonction proximité de f par

m(r; a; f) = m

�
r;

1

f � a

�
=
1

2�

2�Z
0

ln+
1

jf(rei')� ajd'

si f 6� a 2 C et

m(r;1; f) = m(r; f) = 1

2�

2�Z
0

ln+
��f(rei')�� d':

Dé�nition 1.4 [18] (La fonction caractéristique) Soit f une fonction méromorphe, on dé-
�nit la fonction caractéristique de Nevanlinna par

T (r; f) = m(r; f) +N(r; f):

Exemple 1.1 Pour la fonction f(z) = exp z
z
; on a z = 0 est un pôle simple. Alors

N(r; f) =

rZ
0

n(t;1; f)� n(0;1; f)
t

dt+ n(0;1; f) ln r

= ln r:

De plus

m(r; f) =
1

2�

2�Z
0

ln+
��f(rei')�� d' = 1

2�

2�Z
0

ln+

�����ere
i'

rei'

����� d'
=

1

2�

�
2Z

��
2

ln
er cos'

r
d' =

1

2�

�
2Z

��
2

r cos' d'�

�
2Z

��
2

ln r d'

=
r

�
� 1
2
ln r:
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D�où

T

�
r;
ez

z

�
= m

�
r;
ez

z

�
+N

�
r;
ez

z

�
=
r

�
+
1

2
ln r

Théorème 1.2 [18] (Premier Théorème Fondamental de Nevanlinna ) Soit f une fonction
méromorphe et a 2 C tels que

f(z)� a =
1X
i=m

Ciz
i; Cm 6= 0; m 2 Z;

est le développement de Laurent de f(z)� a à l�origine. Alors

T

�
r;

1

f � a

�
= T (r; f)� ln jCmj+ '(r; a):

avec
j'(r; a)j � ln+ jaj+ ln 2:

1.3 L�ordre et le type de croissance d�une fonction mé-
romorphe ou analytique dans le disque unité.

Dé�nition 1.5 [10] Soit f une fonction analytique sur �. Alors l�ordre de f est dé�ni par

�M(f) = lim
r!1�

log+ log+M(r; f)

log
�

1
1�r
� :

avec M(r; f) = max
jzj=r

jf(z)j : Si f est une fonction méromorphe sur �. Alors l�ordre de f est
dé�ni par

�(f) = lim
r!1�

log+ T (r; f)

log
�

1
1�r
� :

Exemple 1.2 Pour la fonction f (z) = exp
n
(1� z)��

o
; � > 1;on a

�(f) = � � 1, �M(f) = �:

Exemple 1.3 Pour la fonction f (z) = exp
�
1+z
1�z
	
; on a

�(f) = 0 = �M(f):

Dé�nition 1.6 ([10] [19]) Soit f une fonction méromorphe sur �, d�ordre � (0 < � <1),
on dé�nit le type de f par

�(f) = lim
r!1�

(1� r)� T (r; f):

Si f est une fonction analytique d�ordre �M(0 < �M <1); on dé�nit le type de f par

�M(f) = lim
r!1�

(1� r)�M log+M(r; f):
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Exemple 1.4 Soit la fonction f (z) = exp
n

1

(1�z)�

o
; � > 1: Alors

�M(f) = 1 et
1

2�+1
� �(f) � 1:

Dé�nition 1.7 ([9] [10] [24] [27]) Soit f une fonction méromorphe sur �;et soit

D(f) = lim
r!1�

T (r; f)

� log(1� r) ;

où T (r; f) est la fonction caractéristique. Si f est analytique sur �, et soit

DM(f) = lim
r!1�

logM(r; f)

� log(1� r) ;

où M(r; f) = max
jzj=r

jf(z)j. Si D(f) <1, on dit que f est non-admissible ; si D(f) =1, on

dit que f est admissible. Si DM(f) <1, on dit que f est de degré �ni ; si DM(f) =1, on
dit que f est de degré in�ni.

1.4 Mesure linéaire et mesure logarithmique

Dé�nition 1.8 [19] La mesure linéaire d�un ensemble E � [0;1) est dé�ni par

m(E) =

+1Z
0

�E(t)dt

avec �(t) est la fonction indicatrice de l�ensemble E: La mesure logarithmique d�un ensemble
E est dé�ni par

ml(E) =

+1Z
0

�E(t)

t
dt:

Exemple 1.5 La mesure linéaire de l�ensemble E = [4; 6] [ [6; 8] � [0;1) est

m(E) =

+1Z
0

�E(t)dt =

6Z
4

dt+

8Z
6

dt = 4:

Exemple 1.6 La mesure logarithmique de l�ensemble E = [1; 6] � [0;1) est

ml(E) =

+1Z
0

�E(t)

t
dt =

6Z
1

1

t
dt = ln 6:
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1.5 L�exposant de convergence des zéros

Dé�nition 1.9 ([8] [19]) Soit f une fonction méromorphe sur �. On dé�nit l�exposant de
convergence des zéros de la fonction f par

� (f) = lim
r!1�

log+N
�
r; 1
f

�
log
�

1
1�r
� ;

où

N

�
r;
1

f

�
=

Z r

0

n
�
t; 1
f

�
� n

�
0; 1

f

�
t

dt+ n

�
r;
1

f

�
log r;

tel que n
�
t; 1
f

�
désigne le nombre de zéros de la fonction f dans le disque jzj 6 r:

Dé�nition 1.10 ([8] [19]) On dé�nit l�exposant de convergence des zéros distincts de la
fonction f par

� (f) = lim
r!1�

log+N
�
r; 1
f

�
log
�

1
1�r
� ;

où

N

�
r;
1

f

�
=

Z r

0

n
�
t; 1
f

�
� n

�
0; 1

f

�
t

dt+ n

�
r;
1

f

�
log r;

tel que n
�
t; 1
f

�
désigne le nombre de zéros distincts de la fonction f dans le disque jzj 6 r:

Exemple 1.7 L�exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f(z) = exp
�

1
1�z
	

est égal à 0.

1.6 La notion d�ordre p- itératif d�une fonction

Pour la dé�nition de l�ordre p�itératif d�une fonction méromorphe, on a besoin de dé�nir
les expressions suivantes. Pour tout r 2 R, on pose exp1 r = er et expp+1 r = exp

�
expp r

�
;

p 2 N. On dé�nit log1 r = log r et logp+1 r = log
�
logp r

�
; p 2 N, pour tout r assez grand.

On a aussi exp0 r = r = log0 r et exp�1 r = log1 r:

Dé�nition 1.11 ([11] [26]) Soit f une fonction méromorphe sur�. On dé�nit l�ordre p�itératif
de la fonction f par

�p(f) = lim
r!1�

logp T (r; f)

� log(1� r) :

Pour f une fonction analytique sur �; l�ordre p�itératif de la fonction f est dé�ni par

�M;p(f) = lim
r!1�

logp+1M(r; f)

� log(1� r) :

Remarque 1.1 Si p = 1;on note �1(f) = �(f) et �M;1(f) = �M(f); et nous avons �(f) �
�M(f) � �(f) + 1 (voir [27] ) et �M;p(f) = �p(f) pour p > 1(voir [5] [11]):
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Dé�nition 1.12 [19] Soit f une fonction méromorphe sur�; d�ordre p�itératif �p(f) (0 < �p < +1) :
Alors le type p�itératif de f est dé�nit par

� p (f) = lim
r!1�

logp�1 T (r; f)�
1
1�r
��p (p � 1est un entier):

Si f est une fonction analytique sur �; d�ordre p�itératif �M;p(f) (0 < �M;p < +1) : Alors
le type p�itératif de f est défnit par

�M;p (f) = lim
r!1�

logpM(r; f)�
1
1�r
��M;p

(p � 1 est un entier):

Dé�nition 1.13 [11] Soit f une fonction méromorphe sur�. On dé�nit l�exposant p�itératif
de convergence des zéros de la fonction f par

�p (f) = lim
r!1�

logpN(r;
1
f
)

log
�

1
1�r
� :

On dé�nit l�exposant p�itératif de convergence des zéros distincts de la fonction f par

�M;p (f) = lim
r!1�

logpN(r;
1
f
)

log
�

1
1�r
� :

Exemple 1.8 L�exposant p�itératif de convergence des zéros distincts de la fonction f(z) =
exp

�
1
1�z
	
est égal à 0.

1.7 La notion d�ordre [p; q]- itératif d�une fonction

Dé�nition 1.14 ([2] [3] [26])Soit 1 � q � p ou 2 � q = p + 1; et f est une fonction
méromorphe sur �: Alors le [p; q]�ordre de f(z) est dé�ni par

�[p;q](f) = lim
r!1�

logp T (r; f)

logq
�

1
1�r
� :

Soit f est analytique sur �:On dé�nit [p; q]�ordre de f(z) par

�M;[p;q](f) = lim
r!1�

logp+1M(r; f)

logq
�

1
1�r
� :

Exemple 1.9 Pour p = 2 et q = 1 et f(z) = exp2
n�

1
1�z
�2o

D�où
�[p;q](f) = 2:

Remarque 1.2 Si f(z) est une fonction méromorphe satisfaisant 0 < �[p;q] <1; alors
(i) �[p�n;q] =1 (n < p) ; �[p;q�n] = 0 (n < q) ; �[p+n;q+n] = 1 (n < p) pour n = 1; 2; � � �
(ii) Si [p0; q0] sont deux nombres entiers satisfaisant q0 = p0+q�p et p0 < p; alors �[p0;q0] = 0

si 0 < �[p;q] < 1 et �[p0;q0] =1 si 1 < �[p;q] <1:
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(iii) �[p0;q0] =1 pour q0 � p0 > q � p et �[p0;q0] = 0 pour q0 � p0 < q � p:

Dé�nition 1.15 ([3] [26])Soit 1 � q � p ou 2 � q = p + 1, et f(z) est une fonction
méromorphe sur �. Alors le [p; q]�ordre inférieur de f(z) est dé�ni par

�[p;q](f) = lim
r!1�

logp T (r; f)

logq
�

1
1�r
� :

Pour f(z) une fonction analytique sur �, on dé�nit le [p; q]�ordre inférieur de f(z) par

�M;[p;q](f) = lim
r!1�

logp+1M(r; f)

logq
�

1
1�r
� :

Dé�nition 1.16 ([2] [3] [26])Soit 1 � q � p ou 2 � q = p + 1;et soit f une fonction
méromorphe sur �: On dé�nit le [p; q]- exposant de convergence des zéros de la fonction f
par

�N[p;q](f) = lim
r!1�

logpN
�
r; 1
f

�
logq

�
1
1�r
� ;

où

N

�
r;
1

f

�
=

rZ
0

n
�
t; 1
f

�
� n

�
0; 1

f

�
t

dt+ n

�
r;
1

f

�
log r;

et n
�
t; 1
f

�
désigne le nombre de zéros de la fonction f dans le disque jzj � r. On dé�nit le

[p; q]-exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f par

�
N

[p;q](f) = lim
r!1�

logpN
�
r; 1
f

�
logq

�
1
1�r
� :

Exemple 1.10 Soit f (z) = ez � 1

�N[1;1](f) = lim
r!1�

log1N
�
r; 1
f

�
log1

�
1
1�r
� = lim

r!1�

log1
�
r
�

�
log1

�
1
1�r
� = 0:

Donc le [p; q]�exposant de convergence des zéros de la fonction f (z) = ez � 1est égale
�N[1;1](f) = 0:

Exemple 1.11 Soit f (z) = 1
2
exp 1

1�z exp
�
exp 1

1�z
�
: Alors

�N[2;1](f) = 0:

Donc le [p; q]�exposant de convergence des zéros de la fonction f (z) = 1
2
exp 1

1�z exp
�
exp 1

1�z
�

est égale 0:
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Dé�nition 1.17 ([3] [26]) Soit 1 � q � p: Alors le [p; q]�type de la fonction méromorphe
f(z) d�ordre [p; q] sur � avec 0 < �[p;q](f) = �1 <1 est dé�ni par

� [p;q](f) = lim
r!1�

logp�1 T (r; f)�
logq�1

�
1
1�r
���1 :

Soit f(z) une fonction analytique d�ordre [p; q] ; avec 0 < �M;[p;q](f) = �2 < 1 sur �; le
[p; q]�type est dé�ni par

�M;[p;q](f) = lim
r!1�

logpM(r; f)�
logq�1

�
1
1�r
���2 :

Remarque 1.3 Dans les Dé�nitions 1.14-1.16, nous divisons la paire de nombre entier
positif (p; q) en deux cas : (i) p � q � 1 et (ii) 2 � q = p + 1, et nous pouvons obtenir des
résultats di¤érents dans ces deux cas .

Proposition 1.1 [26] Soit f(z) est une fonction analytique d�ordre [p; q] sur �. Alors les
cinq assertions sont véri�ées

(i) Si p = q = 1, alors �(f) � �M(f) � 1 + �(f).
(ii) Si p = q � 2 et �[p;q](f) < 1, alors �[p;q](f) � �M;[p;q](f) � 1.
(iii) Si p = q � 2 et �[p;q](f) � 1, ou p > q � 1, alors �[p;q](f) = �M;[p;q](f).
(iv) Si p � 1 et �[p;p+1](f) > 1, alors D(f) =1 ; si �[p;p+1](f) < 1, alors D(f) = 0.

(v) Si p � 1 et �M;[p;p+1](f) > 1, alors DM(f) =1 ; si �M;[p;p+1](f) < 1, alors DM(f) = 0.

Preuve. (i), (iv) et (v) sont évident, on démontre que (ii),(iii) et (ii) par l�inégalité
voir([8; 28])

T (r; f) � log+M(r; f) � 1 + 3r

1� r T
�
1 + r

2
; f

�
(0 < r < 1)

d�où

logp T (r; f) � log+p+1M(r; f) � max
�
logp

�
4

1� r

�
; logp T

�
1 + r

2
; f

��
(1.7.1)

si p = q � 2 et �[p;q](f) < 1, de (1.7.1) nous avons

�[p;q](f) � �M;[p;q](f) � 1:

(iii) Si p = q � 2 et �[p;q](f) � 1, ou p > q � 1, d�après (1.7.1) nous avons

�[p;q](f) = �M;[p;q](f):

Proposition 1.2 [26] Soit f(z) une fonction analytique d�ordre [p; q] sur �. Alors les trois
assertions sont véri�ées

(i) Si p = q = 1, alors �(f) � �M(f) � 1 + �(f).
(ii) Si p = q � 2 et �[p;q](f) < 1, alors �[p;q](f) � �M;[p;q](f) � 1.
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(iii) Si p = q � 2 et �[p;q](f) � 1, ou p > q � 1, alors �[p;q](f) = �M;[p;q](f).

Proposition 1.3 [26] Par la proposition 1.1 (iii), si p = q � 2 et �[p;q](f) > 1, ou p > q � 1,
alors � [p;q](f) = �M;[p;q](f).

Proposition 1.4 [26] Soit f(z) une fonction analytique d�ordre [p; q] sur �. Alors les trois
assertions sont équivalentes

(i) si p > q � 1; alors �N[p;q](f) = �
n

[p;q](f):

(ii) si p = q = 1; alors �
N
(f) � �n(f) � �N(f) + 1:

(iii) si p = q � 2; alors �
N

[p;p](f) � �
n

[p;p](f) � max
n
�
N

[p;p](f); 1
o
: En outre, nous avons

�
N

[p;p](f) = �
n

[p;p](f) si �
N

[p;p](f) � 1; et �
N

[p;p](f) � �
n

[p;p](f) � 1 si �
N

[p;q](f) < 1:

Preuve. On suppose que f(0) 6� 0; et soit 0 < r < R < 1: Par N
�
r; 1
f

�
=

rZ
0

n(t; 1f )�n(0;
1
f )

t
dt,

nous avons

N

�
R;
1

f

�
=

RZ
0

n
�
t; 1
f

�
� n

�
0; 1

f

�
t

dt

�
RZ
r

n
�
t; 1
f

�
� n

�
0; 1

f

�
t

dt:

Si on pose R = r + 1�r
2
:

N

�
R;
1

f

�
�

RZ
r

n
�
t; 1
f

�
� n

�
0; 1

f

�
t

dt �
r+ 1�r

2Z
r

n
�
t; 1
f

�
t

dt

� n

�
r;
1

f

� r+ 1�r
2Z

r

dt

t
� n

�
r;
1

f

�
log

�
1 +

1� r
2r

�
:

D�où

n

�
r;
1

f

�
� 1

log
�
1 + 1�r

2r

�N �
1 + r

2
;
1

f

�
:

On a log
�
1 + 1�r

2r

�
� 1�r

2r
(r ! 1�); on obtient

lim
r!1�

logp n
�
r; 1
f

�
logq

�
1
1�r
� � max

8<: lim
r!1�

logpN
�
1+r
2
; 1
f

�
logq

�
1
1�r
� ; lim

r!1�

logp
�
2r
1�r
�

logq
�

1
1�r
�
9=; :

Par l�inégalité ci-dessus, on obtient

(i) si p > q � 1; alors �n[p;q](f) � �
N

[p;q](f);
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(ii) si p = q = 1; alors �
n
(f) � �N(f) + 1;

(iii) si p = q � 2; alors �n[p;p](f) � maxf�
N

[p;p](f); 1g:
D�autre part,

N(r;
1

f
) =

rZ
0

n
�
t; 1
f

�
t

dt

=

r0Z
0

n
�
t; 1
f

�
t

dt+

rZ
r0

n
�
t; 1
f

�
t

dt

= N

�
r0;
1

f

�
+

rZ
r0

n
�
t; 1
f

�
t

dt

� n

�
r;
1

f

�
log

�
r

r0

�
+N

�
r0;
1

f

�
(0 < r0 < r < 1);

On obtient �
N

[p;q](f) � �
n

[p;q](f) (p � q � 1): D�où, on a

�
N

[p;q](f) = �
n

[p;q](f):

Remarque 1.4 Les conclusions de la Proposition 1.4 sont également valables pour �n[p;q](f)
et �N[p;q](f).

1.8 Préliminaire lemmes

Lemme 1.1 ([10] ; [27]) Soit f(z) une fonction méromorphe sur �, et soit k � 1 un nombre
entier. Alors

m

�
r;
f (k)

f

�
= S(r; f);

où S(r; f) = Oflog+ T (r; f) + log( 1
1�r )g; éventuellement à l�extérieur d�un ensemble E1 �

[0; 1) avec
Z
E1

dt
1�t <1:

Lemme 1.2 Soient 1 � q � p et k � 1 des nombres entiers, si f(z) est une fonction
méromorphe sur � telle que �[p;q](f) = �6 (0 < �6 < 1): Alors les assertions suivantes
sont équivalentes

(i) Si p > q � 1; alors m
�
r; f

(k)

f

�
= O

�
expp�1

�
(�6 + ") logq

�
1
1�r
�	�

;

(ii) Si p = q � 2 et �[p;q](f) = �6 > 1; alors m
�
r; f

(k)

f

�
= O

�
expp�1

�
(�6 + ") logq

�
1
1�r
�	�

;
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(iii) Si p = q � 2 et 0 < �[p;q](f) = �6 < 1; ou p = q = 1; alors m
�
r; f

(k)

f

�
= O

�
log
�

1
1�r
�	
;

soit " > 0 et r ! 1�; éventuellement à l�extérieur d�un ensemble E1 � [0; 1) avecZ
E1

dt
1�t <1:

Preuve. Par le Lemme 1.1, il existe un ensemble E1 � [0; 1) avec
Z
E1

dt
1�t <1 telle que

m

�
r;
f (k)

f

�
= O

�
log+ T (r; f) + log

�
1

1� r

��
(r =2 E1): (1.8.1)

Par la Dé�nition 1.14, nous avons

T (r; f) � expp
�
(�6 + ") logq

�
1

1� r

��
(1.8.2)

pour tout " > 0 et r ! 1�: D�après (1.8.1) et (1.8.2) on obtient

m

�
r;
f (k)

f

�
= O

�
expp�1

�
(�6 + ") logq

�
1

1� r

��
+ log

�
1

1� r

��
(r =2 E1) : (1.8.3)

(i) Si p > q � 1;d�après (1.8.3) nous avons

m

�
r;
f (k)

f

�
= O

�
expp�1

�
(�6 + ") logq

�
1

1� r

���
:

(ii) Si p = q � 2 et �[p;q](f) = �6 > 1; de (1.8.1), nous avons

m

�
r;
f (k)

f

�
= O

�
log+ T (r; f)

	
(r =2 E1);

alors m
�
r; f

(k)

f

�
= O

�
expp�1

�
(�6 + ") logq

�
1
1�r
�	�

(r =2 E1):

(iii) Si p = q = 1; d�après (1.8.3) nous avons m
�
r; f

(k)

f

�
= O

�
log
�

1
1�r
�	
(r =2 E1): Si

p = q � 2 et 0 < �[p;q](f) = �6 < 1; d�après (1.8.1) on obtient m
�
r; f

(k)

f

�
= O

�
log
�

1
1�r
�	
,

pour r ! 1�; éventuellement à l�extérieur d�un ensemble E1 � [0; 1) avec
Z
E1

dt
1�t <1:

Lemme 1.3 [7] Soient k et j sont des nombres entiers satisfaisant k > j � 0, et soient
" > 0 et d 2 (0; 1): Si f est une méromorphe sur � telle que f (j) n�est pas identiquement
nulle, alors����f (k)(z)f (j)(z)

���� �
 �

1

1� jzj

�2+"
:max

�
log

�
1

1� jzj

�
; T (s(jzj); f)

�!k�j
(jzj =2 E1) ;

avec s(jzj) = 1� d(1� jzj):
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Lemme 1.4 [13] Soit f une solution de (1.1.1) sur DR = fz 2 C : jzj < Rg; avec 0 < R �
1; et soit nc 2 f1; � � � ; kg est le nombre des coe¢ cients non nuls Aj(z); j = 0; � � � ; k � 1;
et soient � 2 [0; 2�) et " > 0: Si z� = �ei� 2 DR telle que Aj(z�) 6� 0 pour j = 0; � � � ; k � 1;
alors pour tout � < r < R;

��f(rei�)�� �M exp

0@nc rZ
�

max
j=0;��� ;k�1

��Aj(tei�)��1=(k�j) dt
1A ; (1.8.4)

où M > 0 est une constante satisfaisant

M � (1 + ") max
j=0;��� ;k�1

0@ ��f (j)(z�)��
(nc)j max

n=0;��� ;k�1
jAn(z�)jj=(k�n)

1A : (1.8.5)

Preuve. Soit � < r < R, et on note

h� (x) = max
j=0;��� ;k�1

��Aj(xei�)��1=(k�j) : (1.8.6)

On prend % telle que r < % < R, et soit "0 > 0: Alors h� est une fonction de Riemann
intégrable sur [�; %], et donc il existe une partition P := f� = x0; x1; � � � :; xn�1; xn = % g de
[�; %] telle que xj 6= r pour tout j = 0; � � � ; n; et

U (P; h�)�
%Z
�

h� (s) ds < "0; (1.8.7)

avec U (P; h�) est la somme supérieure de Riemann de h�; correspondant à la partition P:
On dé�nit la fonction auxiliaire g� : [�; %]! R;

g� (t) :=

 
nc: sup

xj� x �xj+1
h� (x)

!
; xj � t � xj+1; j = 0; � � � ; n� 1:

Alors g� (t) est une fonction qui satisfait g� (t) � nc: h� (t) pour tout t 2 [�; %] : De plus

U (P; h�) =
1

nc

%Z
�

g� (s) ds;

et donc, par (1.8.7),

1

nc

rZ
�

g� (s) ds <

rZ
�

h� (s) ds+ "0: (1.8.8)

Ensuite, nous dé�nissons la fonction auxiliaire

V (t) := exp

0@ tZ
�

g� (s) ds

1A



16

sur [�; %) et la constante

�j :=

�
0; si Aj (z) = 0;

1; sinon,

avec j = 0; � � � ; k� 1: Alors comme g(l)� (t) = 0 pour tout t 2 [�; %)nP avec l � 1; alors V (t)
satisfait l�équation

V (k) � 1

nc
g� (t) �k�1V

(k�1) � � � � � 1

nc
g� (t)

k�1 �1V
0 � 1

nc
g� (t)

k �0V = 0

sur [�; %)nP: Comme g� (�) 6= 0; alors la constante

C0 := max
j=0;��� ;k�1

 ��f (j) (z�)��
g� (�)

j

!

est bien dé�nie. En outre,

C0 � max
j=0;��� ;k�1

0@ ��f (j) (z�)��
(nc)

j max
j=0;��� ;k�1

jAn (z�)jj=(k�n)

1A ; (1.8.9)

et ��f ��ei���� � C0V (�) = C0;��f 0 ��ei���� � C0V
0
(�) = C0g� (�) ;

:

:

:��f (k�1) ��ei���� � C0V
(k�1) (�) = C0g� (�)

k�1 :

Il est clair que � (t) = f
�
tei�
�
: On résoud l�équation

�(k) � pk�1 (t) �(k�1) � � � � � p0 (t) � = 0;

avec pj (t) = ei(k�j)�Aj
�
tei�
�
; j = 0; � � � ; k � 1: On a

jpj (t)j =
��Aj �tei���� � 1

nc
g� (t)

k�j �j:

Pour tout j = 0; � � � ; k � 1; et

j� (�)j � C0V (�) ;

j�0 (�)j � C0V
0 (�) ;

:

:

:���(k�1) (�)�� � C0V
(k�1) (�) ;
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Nous avons, par (1.8.8),

��f �tei���� = j� (r)j � C0V (r) = C0 exp

0@ rZ
�

g� (s) ds

1A
� C0 exp

0@ rZ
�

nc:h� (s) ds+ nc"0

1A =M exp

0@nc rZ
�

h� (s) ds

1A ;
avec, par (1.8.9) et on choisit "0 pour r su¢ samment petit, M satisfait (1.8.5). Comme
� < r < R est arbitraire.

Lemme 1.5 [3] Soient 1 � q � p sont des nombres entiers. Si A0(z); � � � ; Ak�1(z) sont des
fonctions analytiques d�ordre [p; q] sur le disque unité, alors chaque solution de f de (1.1.1)
satisfait

�[p+1;q](f) = �M;[p+1;q](f) � maxf�M;[p;q](Aj)jj = 0; 1; � � � ; k � 1g:

Preuve. Soit �1 = maxf�M;[p;q](Aj) : j = 0; 1; � � � ; k � 1g: Et soit f(z) 6� 0 une solution de
(1.1.1) et soit � 2 [0; 2�) telle que

��f(rei�)�� =M(r; f): Par le Lemme 1.4, on a
M(r; f) � M exp

0@nc rZ
�

max
j=0;��� ;k�1

��Aj(tei�)��1=(k�j) dt
1A (1.8.10)

� M exp

0@nc rZ
�

max
j=0;��� ;k�1

(M(r; Aj))
1=(k�j) dt

1A
� M exp

�
nc (r � �) max

j=0;��� ;k�1
fM(r; Aj)g

�
:

D�après la Dé�nition 1.14, pour tout " > 0 donné

M(r; Aj) � expp+1
�
(�1 + ") logq

�
1

1� r

��
(j = 0; � � � ; k � 1) : (1.8.11)

D�après (1.8.10) et (1.8.11) on obtient

�M;[p+1;q](f) � �1 + ":

Comme " > 0 est arbitraire on trouve par Proposition 1.1 (iii)

�[p+1;q](f) = �M;[p+1;q](f) � �1 = maxf�M;[p;q](Aj)j j = 0; 1; � � � ; k � 1g:

Remarque 1.5 Le Lemme 1.5 est également valable pour le cas : 2 � q = p+ 1:
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Lemme 1.6 Soient 1 � q � p ou 2 � q = p + 1 et f(z) une fonction analytique sur �
satisfaisante �M;[p;q](f) <1: Alors pour tout " > 0 donné, il existe un ensemble E2 � [0; 1)

avec
Z
E2

dt
1�t = +1 telle que pour tout r 2 E2; nous avons

M(r; f) < expp+1

��
�M;[p;q](f) + "

�
logq

�
1

1� r

��
:

Preuve. Par Dé�nition 1.15, il existe une suite frng1n=1 ! 1� satisfaisante rn < 1 �
1�rn+1

d
(0 < d < 1) et pour tout " > 0; nous avons

M(rn; f) < expp+1

��
�M;[p;q](f) +

"

2

�
logq

�
1

1� rn

��
:

Il existe n1(2 N) tel que pour tout n � n1 et r 2
�
1� 1�rn

d
; rn
�
; nous avons

M(r; f) � M(rn; f) < expp+1

��
�M;[p;q](f) +

"

2

�
logq

�
1

1� rn

��
� expp+1

��
�M;[p;q](f) +

"

2

�
logq

�
1

d(1� r)

��
< expp+1

��
�M;[p;q](f) + "

�
logq

�
1

1� r

��
:

Soit l�ensemble E2 = [1n=n1
�
1� 1�rn

d
; rn
�
. Pour tout r 2 E2; nous avons

M(r; f) < expp+1

�
(�M;[p;q](f) + ") logq

�
1

1� r

��
;

avec

ml E2 =
1X

n=n1

rnZ
1� 1�rn

d

dt

1� t =
1X

n=n1

log
1

d
= +1:

Lemme 1.7 Soit 1 � q � p ou 2 � q = p + 1 et Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k � 1) sont des
fonctions analytiques sur � satisfaisant max

�
�M;[p;q](Aj)j j = 0; � � � ; k � 1

	
< 1: Alors

chaque solution f(z) de (1.1.1) satisfait

�[p+1;q](f) � maxf�M;[p;q](A0); �M;[p;q](Aj)j j = 1; � � � ; k � 1g:

Preuve. Par le Lemme 1.4, soit �0 2 [0; 2�) telle que
��f(rei�0)�� =M(r; f). Alors

M(r; f) � M exp

0@nc rZ
�

max
j=0;��� ;k�1

��Aj(tei�0)��1=(k�j) dt
1A

� M exp

0@nc rZ
�

max
j=0;��� ;k�1

(M(r; Aj))
1=(k�j)dt

1A
� M exp

�
nc max
j=0;��� ;k�1

fM(r; Aj)g
�
:
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Par conséquent, d�après le Lemme 1.6, nous avons

�[p+1;q](f) = �M;[p+1;q](f) � maxf�M;[p;q](A0); �M;[p;q](Aj)j j = 1; � � � ; k � 1g:

Lemme 1.8 Soit 1 � q � p ou 2 � q = p + 1 et soit f(z) une fonction analytique sur �
satisfaisant 0 � �[p;q](f)(ou �M;[p;q](f)) = �7 � 1: Alors il existe un ensemble E3 � [0; 1)

satisfaisant
Z
E3

dt
1�t = +1 telle que pour tout r 2 E2; nous avons

lim
r!1�

logp T (r; f)

logq
�

1
1�r
� = �7 lim

r!1�

logp+1M(r; f)

logq
�

1
1�r
� = �7

!
:

Preuve. Par la Dé�nition 1.14 il existe une suite frng1n=1 ! 1� satisfaisant 1� d(1� rn) <
rn+1(0 < d < 1) et

lim
n!1

logp T (rn; f)

logq

�
1

1�rn

� = �[p;q](f) = �7:

Par conséquent, il existe un n2(2 N) tel que n � n2 et pour tout r 2 [rn; 1� d(1� rn)]; nous
avons

logp T (r; f)

logq
�

1
1�r
� � logp T (rn; f)

logq

�
1

1�[1�d(1�rn)]

� = logp T (rn; f)

logq

�
1

d(1�rn)

� :
Par conséquent

lim
r!1�

logp T (r; f)

logq
�

1
1�r
� = �7:

Soit l�ensemble E3 = [1n=n2 [rn; 1� d(1� rn)]. Pour tout r 2 E3; nous avons

lim
r!1�

logp T (r; f)

logq
�

1
1�r
� = �7;

où

mlE3 =

1X
n=n2

1�d(1�rn)Z
rn

dt

1� t =
1X

n=n2

log
1

d
= +1:

Nous pouvons également montrer que

lim
r!1�

logp+1M(r; f)

logq
�

1
1�r
� = �7(r 2 E3) de manière similaire:

Lemme 1.9 [22] Soit 1 � q � p (ou 2 � q = p + 1) et 1 � q
0 � p

0
(ou 2 � q

0
= p

0
+ 1);

et soit f1(z); f2(z) des fonctions analytiques dans � satisfaisant �[p;q](f1) = �8 > 0 et
�[p0 ;q0 ](f2) = �9 <1: Si �[p;q](f1) et �[p0 ;q0 ](f2) satisfont l�une des conditions suivantes
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(i) p0 � p = q0 � q = 0 et �[p0 ;q0 ](f2) < �[p;q](f1);

(ii) p0 � p < q0 � q;
(iii) p0 � p = q0 � q > 0; �[p0 ;q0 ](f2) < 1;

(iv) p0 � p = q0 � q < 0; �[p;q](f1) > 1;

alors il existe un ensemble E4 � [0; 1) avec
Z
E4

dt
1�t = +1 tel que pour tout r 2 E4; nous

avons

lim
r!1�

T (r; f2)

T (r; f1)
= 0:

Preuve. (i) Par la Dé�nition 1.14, pour tout " > 0 donné et lorsque jzj = r ! 1�, nous
avons

T (r; f2) � expp
�
(�9 + ") logq

�
1

1� r

��
: (1.8.12)

Par �[p;q](f1) = �8 et Lemme 1.8, il existe un ensemble E4 � [0; 1) avec
Z
E4

dt
1�t = +1

satisfaisant

lim
r!1�

logp T (r; f1)

logq
�

1
1�r
� = �8 (r 2 E4);

donc

T (r; f1) � expp
�
(�8 � ") logq

�
1

1� r

��
(r ! 1�; r 2 E4); (1.8.13)

avec 0 < 2" < �8��9; Par (1.8.12) et (1.8.13), pour 1 � q � p (ou 2 � q = p+1) on obtient

T (r; f2)

T (r; f1)
�
expp

�
(�9 + ") logq

�
1
1�r
�	

expp
�
(�8 � ") logq

�
1
1�r
�	 ! 0 (r ! 1�; r 2 E4);

donc

lim
r!1�

T (r; f2)

T (r; f1)
= 0 (r 2 E4):

(ii) Comme �[p;q](f1) = �8 > 0; �[p0 ;q0 ](f2) = �9 <1 et p
0 � p < q0 � q; par la Remarque 1.2

nous avons �[p0 ;q0 ](f1) =1; alors d�après une preuve similaire du cas (i), nous avons

lim
r!1�

T (r; f2)

T (r; f1)
= 0 (r 2 E4):

(iii) Comme p
0 � p = q

0 � q > 0 et �[p0 ;q0 ](f2) < 1; par la Remarque 1.2 nous avons

�[p;q](f2) = 0; alors d�après une preuve similaire du cas (i), nous avons

lim
r!1�

T (r; f2)

T (r; f1)
= 0 (r 2 E4):
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(iv) Comme p
0 � p = q0 � q < 0 et �[p;q](f1) <1; par Remarque 1.2 nous avons �[p0 ;q0 ](f1) =

1; alors d�après la preuve similaire du cas (i), nous avons

lim
r!1�

T (r; f2)

T (r; f1)
= 0 (r 2 E4):

Lemme 1.10 [22] Soient Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k � 1); F (z) 6� 0 des fonctions analytiques
dans �: Alors les assertions suivantes sont équivalentes

(i) Si p � q � 1; f(z) est une solution de (1.1.2) satisfaisant maxf�[p;q](Aj); �[p;q](F )j
j = 0; 1; � � � ; k � 1g < �[p;q](f); alors �

N

[p;q](f) = �
N
[p;q](f) = �[p;q](f):

(ii) Si p � 1; f(z) est une solution de (1.1.2) satisfaisant maxf�[p;p+1](Aj); �[p;p+1](F ); 1j
j = 0; 1; � � � ; k � 1g < �[p;p+1](f); alors �

N

[p;p+1](f) = �
N
[p;p+1](f) = �[p;p+1](f):

Preuve. (i) Supposons que f(z) est une solution de ( 1.1.2 ). Par ( 1.1.2), nous obtenons

1

f
=
1

F

�
f (k)

f
+ Ak�1

f (k�1)

f
+ � � �+ A0

�
: (1.8.14)

Si f possède un zéro au point z0 d�ordre �(� > k), et A0; � � � ; Ak�1 sont des fonctions
analytiques en z0, alors F doit avoir un zéro en z0 d�ordre �� k, donc

n

�
r;
1

f

�
� kn

�
r;
1

f

�
+ n

�
r;
1

F

�
;

et

N

�
r;
1

f

�
� kN

�
r;
1

f

�
+N

�
r;
1

F

�
: (1.8.15)

Par le Lemme 1.1 et (1.8.14), nous avons

m

�
r;
1

f

�
� m

�
r;
1

F

�
+

k�1X
j=0

m (r; Aj) +O

�
log+ T (r; f) + log

�
1

1� r

��
(r =2 E1) :

(1.8.16)
Par (1:8:15) et (1:8:16) ; on obtient

T (r; f) = T

�
r;
1

f

�
+O (1) � kN

�
r;
1

f

�
+ T (r; F ) +

k�1X
j=0

T (r; Aj) (1.8.17)

+O

�
log+ T (r; f) + log

�
1

1� r

��
(r =2 E1) :

Comme maxf�[p;q](Aj); �[p;q](F )jj = 0; 1; � � � ; k � 1g < �[p;q](f); par le Lemme 1.9, il existe

un ensemble E5 avec
Z
E5

dt
1�t = +1 tel que

max

�
T (r; F )

T (r; f)
;
T (r; Aj)

T (r; f)

�
! 0 (r ! 1�; r 2 E5; j = 0; � � � ; k � 1): (1.8.18)
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Par (1.8.17) et (1.8.18), pour tout jzj = r 2 E5 n E1;nous avons

(1� o (1))T (r; f) � kN
�
r;
1

f

�
+O

�
log+ T (r; f) + log

�
1

1� r

��
;

alors on obtient �[p;q](f) � �
N

[p;q](f): Par conséquent, �
N

[p;q](f) = �
N
[p;q](f) = �[p;q](f):

(ii) D�après une preuve similaire du cas (i), nous pouvons facilement obtenir la conclusion
du cas (ii) .

Lemme 1.11 Soit 1 � q � p et soit f(z) une fonction analytique sur � satisfaisant
�M;[p;q](f) = �10 (0 < �10 <1) et 0 < �M;[p;q](f) = � 1 � 1: Alors pour tout �1 < � 1; il

existe un ensemble E6 � [0; 1) satisfaisant
Z
E6

dt
1�t = +1 tel que pour tout r 2 E6;nous avons

logpM (r; f) >

�
logq�1

�
1

1� r

���10
:

Preuve. Si q = 1; alors on le Lemme 1.11 est véri�é, voir [25] . Si q � 2; par la Dé�nition 1.17
nous pouvons choisir une suite frng1n=1 ! 1� satisfaisant 1 � d(1 � rn) < rn+1 (0 < d < 1)
telle que

lim
n!1

logpM(rn; f)h
logq�1

�
1

1�rn

�i�10 = � 1:
Ensuite, pour tout " donné (0 < " < � 1��1), il existe un n3 (n3 2 N) tel que pour n � n3 et
pour r 2 [rn; 1� d(1� rn)], on obtient

logpM (rn; f) > (� 1 � ")
�
logq�1

�
1

1� rn

���10
: (1.8.19)

Comme q � 2; nous avons

lim
n!1

logq�1

�
1

1�rn

�
logq�1

�
1
1�r
� = 1:

Pour tout donné �1 < � 1 � ", il existe un n4 (n4 2 N) tel que, pour n � n4, nous avons24 logq�1
�

1
1�rn

�
logq�1

�
1
1�r
�
35�10 >

�1
� 1 � "

; i.e.,(� 1 � ")
�
logq�1

�
1

1� rn

���10
(1.8.20)

> �1

�
logq�1

�
1

1� r

���10
:

Soit n5 = max fn3; n4g et E6 = [1n=n5 [rn; 1� d(1� rn)] ; par (1:8:19� 1:8:20) ; pour tout
r 2 E6; nous avons

logpM (r; f) � logpM (rn; f) > (� 1 � ")
�
logq�1

�
1

1� rn

���10
> �1

�
logq�1

�
1

1� r

���10
;
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avec

mlE6 =

1X
n=n5

1�d(1�rn)Z
rn

dt

1� t =
1X

n=n5

log
1

d
= +1:

Lemme 1.12 [1] Soient g : (0; 1)! R et h : (0; 1)! R des fonctions monotones croissantes

telles que g(r) � h(r) en dehors d�un ensemble exceptionnel E1 � [0; 1) avec
Z
E1

dt
1�t < 1:

Alors il existe une constante d 2 (0; 1) telle que si s(r) = 1� d(1� r); alors g(r) � h(s(r))
pour tout r 2 [0; 1):

Preuve. Par hypothèse, il existe E1 avec
Z
E1

dt
1�t = � < +1 pour tout r 2 [0; 1) et r =2 E1,

nous avons g(r) � h(r): Maintenant, si on �xe ' (r) = (1� r)
�
1� e�(�+1)

�
; alors pour

tout r 2 [0; 1); il est facile de véri�er que l�intervalle Jr = [r; r + ' (r)] est inclus dans

[0; 1); et l�intégrale
Z
Jr

dt
1�t = �+1: Donc Jr ne peut pas être contenu dans E1 il existe t dans

[r; r + ' (r)] telle que g(t) � h(t): Par la monotonicité de g et h; on obtient g(r) � h(r+' (r)):
Si on �xe d = e�(�+1); alors r + ' (r) = s (r) :

Lemme 1.13 ([9] [24]) On suppose que f(z) est méromorphe sur � avec f(0) = 0: Alors

m(r; f) �
h
1 + '

� r
R

�i
T (R; f

0
) +N(R; f

0
); (1.8.21)

avec 0 < r < R < 1; '(t) = 1
�
log 1+t

1�t :

Lemme 1.14 ([22] [28]) Soit f(z) une fonction analytique d�ordre [p; q] sur �: Alors les
conditions suivantes sont équivalentes

(i) Si p � q � 1; alors �[p;q](f) = �[p;q](f
0
):

(ii) Si 3 � q = p+ 1; alors �[p;p+1](f
0
) � max

�
�[p;p+1](f); 1

	
et

�[p;p+1](f) � max
n
�[p;p+1](f

0
); 1
o
:

(iii) Si p = 1; q = 2; alors �[1;2](f
0
) � max

�
�[1;2](f); 1

	
et �[1;2](f) � 1 + �[1;2](f

0
)

(voir [16]).

Preuve. Par le Lemme 1.1, nous avons

T (r; f 0) � 2T (r; f)+m
�
r;
f 0

f

�
� 3T (r; f)+O

�
log

1

1� r

�
(0 < r < 1; r =2 E1): (1.8.22)

Par (1.8.22) et le Lemme 1.12, on a �[p;q](f 0) � �[p;q](f) (p � q � 1) et �[p;p+1](f
0
) � max�

�[p;p+1](f); 1
	
: D�autre part, soit R = 1+r

2
, 0 < r < 1, par le Lemme 1.13, nous avons

T (r; f) <

�
3 + log

4

(1� r)

�
T

�
1 + r

2
; f

0
�
: (1.8.23)
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D�après (1.8.23), si p � q � 1; alors �[p;q](f) � �[p;q](f
0
) et si 3 � q = p+1; alors �[p;p+1](f) �

max
�
�[p;p+1](f

0
); 1
	
: Nous pouvons facilement obtenir la conclusion (iii) par (1.8.22) et

(1.8.23).



Chapitre 2

Oscillation des Solutions des
Équations Di¤érentielles Linéaires à
Coe¢ cients Fonctions Analytiques
D�ordre [p,q] Dans Le Disque Unité

2.1 Introduction et résultats

Le but principal de ce chapitre est d�étudier l�oscillation des solution des équations di¤éren-
tielles à coe¢ cients analytiques d�ordre [p; q] dans le disque unité des équations homogènes
et non homogènes de la forme

f (k) + Ak�1(z)f
(k�1) + � � �+ A0(z)f = 0

et
f (k) + Ak�1(z)f

(k�1) + � � �+ A0(z)f = F (z)
où A0(z); � � � ; Ak�1(z); F (z)(k � 2) sont des coe¢ cients analytique dans le disque unité. On
va démontrer les résultats de J. Tu, H.-X. Huang [26].
Théorème A [22] Soient Aj(z)(j = 0; 1; � � � ; k � 1) des fonctions entières satisfaisant

max
�
�[p;q](Aj)j j 6= 0

	
< �[p;q](A0) < 1: Alors chaque solution de f(z) 6� 0 de (1.1.1)

satisfait
�[p+1;q](f) = �[p;q](A0):

Théorème B [22] Soient Aj(z)(j = 0; 1; � � � ; k � 1) des fonctions entières satisfaisant

max
�
�[p;q](Aj)j j = 1; � � � ; k � 1

	
� �[p;q](A0) <1

et
max

�
� [p;q](Aj)j�[p;q](Aj) = �[p;q](A0) > 0

	
< � [p;q](A0):

Alors chaque solution de f(z) 6� 0 de (1.1.1) satisfait

�[p+1;q](f) = �[p;q](A0):
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Théorème C [11] Soient p 2 N et �3 � 0: Alors toutes les solutions de (1.1.1), où
les coe¢ cients A0(z); � � � ; Ak�1(z) sont analytiques sur �, satisfont �M;p+1(f) � �3 si et
seulement si �M;p(Aj) � �3 pour tout j = 0; � � � ; k � 1: En outre s 2 f0; � � � :; k � 1g est le
plus grand indice pour lequel �M;p(As) = max0�j�k�1 f�M;p(Aj)g ; puis il y a au moins k� s
solutions linéairement indépendantes de (1.1.1) telles que

�M;p+1(f) = �M;p(As):

Théorème D [22] Soient F (z) 6� 0; Aj(z)(j = 0; 1; � � � ; k � 1) des fonctions entières
satisfaisant max

�
�[p;q](Aj); �[p+1;q](F )j j = 1; � � � ; k � 1

	
< �[p;q](A0): Alors chaque solution

f(z) de (1.1.2) satisfait

�[p+1;q](f) = �[p+1;q](f) = �[p+1;q](f) = �[p;q](A0):

Théorème 2.1 Soient Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k � 1) des fonctions analytiques d�ordre [p; q]
sur �. Alors les assertions suivantes sont véri�ées

(i) [20] Si p � q � 1 et max
�
�[p;q](Aj)j j 6= 0

	
< �[p;q](A0) < 1; alors chaque solution

f(z) 6� 0 de (1.1.1) satisfait

�[p+1;q](f) � �[p;q](A0):

(ii) Si max
�
�[p;p+1](Aj); 1j j 6= 0

	
< �[p;p+1](A0); alors chaque solution f(z) 6� 0 de (1.1.1)

satisfait
�[p+1;p+1](f) � �[p;p+1](A0):

(iii) Si p > q � 1 et max
�
�[p;q](Aj)j j 6= 0

	
< �[p;q](A0) ou p � 2 et

max
�
�[p;p](Aj)j j 6= 0

	
< �[p;p](A0)(� 1);

alors chaque solution f(z) 6� 0 de (1.1.1) satisfait

�[p+1;q](f) = �[p;q](A0):

Théorème 2.2 Soient Aj(z) (j = 0; 1; ::; k � 1) des fonctions analytiques d�ordre [p; q] sur
�. Alors les assertions suivantes sont véri�ées

(i) Si 1 � q � p; max
�
�M;[p;q](Aj)j j 6= 0

	
< �M;[p;q](A0); alors chaque solution f(z) 6� 0 de

(1.1.1) satisfait
�[p+1;q](f) = �M;[p;q](A0):

(ii) Si 2 � q = p + 1; max
�
�M;[p;p+1](Aj); 1j j 6= 0

	
< �M;[p;p+1](A0); alors chaque solution

f(z) 6� 0 de (1.1.1) satisfait

�[p+1;p+1](f) = �M;[p;p+1](A0):

(iii) Si 2 � q = p + 1;max
�
�M;[p;p+1](Aj); 1j j 6= 0

	
< �M;[p;p+1](A0); alors chaque solution

f(z) 6� 0 de (1.1.1) satisfait

�M;[p+1;p+1](f) = �M;[p;p+1](A0):
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Corollaire 2.1 Soient Aj(z) (j = 0; 1; � � � :; k � 1) des fonctions analytiques d�ordre [p; q]
sur �. Alors les assertions suivantes sont véri�ées

(i) Si 1 � q � p; max
�
�M;[p;q](Aj)j j 6= 0

	
< �M;[p;q](A0) = �M;[p;q](A0) = �4; alors chaque

solution f(z) 6� 0 de (1.1.1) satisfait

�[p+1;q](f) = �M;[p+1;q](f) = �[p+1;q](f) = �M;[p+1;q](f) = �4:

(ii) Si 2 � q = p + 1; max
�
�M;[p;p+1](Aj); 1j j 6= 0

	
< �M;[p;p+1](A0) = �M;[p;p+1](A0) = �

0
4;

alors chaque solution f(z) 6� 0 de (1.1.1) satisfait

�[p+1;p+1](f) = �M;[p+1;p+1](f) = �[p+1;p+1](f) = �M;[p+1;p+1](f) = �
0

4:

Théorème 2.3 Soient 1 � q � p et Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k � 1) des fonctions analytiques
sur � satisfaisant

max
�
�M;[p;q](Aj)j j 6= 0

	
� �M;[p;q](A0) <1

et
max

�
�M;[p;q](Aj)j�M;[p;q](Aj) = �M;[p;q](A0); j 6= 0

	
< �M;[p;q](A0);

alors chaque solution f(z) 6� 0 de (1.1.1) satisfait �[p+1;q](f) = �M;[p;q](A0):

Théorème 2.4 Soient 1 � q � p et Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k�1) des fonctions analytiques sur
�: Soit s 2 (0; � � � ; k�1) le plus grand indice pour lequel �M;[p;q](As) = max

�
�M;[p;q](Aj)j 0 � j � k � 1

	
:

Alors, il ya au moins k � s solutions linéairement indépendantes f(z) de (1.1.1) telles que
�[p+1;q](f) = �M;[p;q](As): En outre, tous les solutions de (1.1.1) satisfont �[p+1;q](f) � �5 si
et seulement si �M;[p;q](Aj) � �5 pour tout j = 0; 1; � � � ; k � 1:

Théorème 2.5 Soient Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k � 1); F (z) 6� 0 des fonctions analytiques
d�ordre [p; q] sur �. Alors les assertions suivantes sont véri�ées

(i) Si 1 � q � p; max
�
�M;[p;q](Aj); �M;[p+1;q](F )j j = 1; � � � ; k � 1

	
< �M;[p;q](A0); alors

chaque solution f(z) 6� 0 de (1.1.1) satisfait

�
N

[p+1;q](f) = �
N
[p+1;q](f) = �[p+1;q](f) = �M;[p;q](A0);

avec une solution exceptionnelle f0 satisfaisant

�[p+1;q](f0) � �M;[p;q](A0):

(ii) Si 2 � q = p+ 1; et

max
�
�M;[p;p+1](Aj); �M;[p+1;p+1](F ); 1j j = 1; � � � ; k � 1

	
< �M;[p;p+1](A0);

alors chaque solution f(z) 6� 0 de (1.1.1) satisfait

�
N

[p+1;p+1](f) = �
N
[p+1;p+1](f) = �[p+1;p+1](f) = �M;[p;p+1](A0);

avec une solution exceptionnelle f0 satisfaisant

�[p+1;p+1](f0) < �M;[p;p+1](A0):

Remarque 2.1 En général, les Théorèmes 2.3 et 2.4 ne sont pas vrais pour le cas 2 � q =
p+ 1:
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2.2 Preuve du Théorème 2.1

(i) Si f(z) 6� 0, on peut écrire (1.1.1) sous la forme

�A0(z) =
f (k)(z)

f(z)
+ � � �+ Aj(z)

f (j)(z)

f(z)
+ � � �+ A1(z)

f 0(z)

f(z)
: (2.2.1)

Par (2.2.1), nous pouvons obtenir

m (r; A0) �
k�1X
j=1

m (r; Aj) +

kX
j=1

m

�
r;
f (j)

f

�
+O(1): (2.2.2)

Comme max
�
�[p;q](Aj)j j 6= 0

	
< �[p;q](A0); alors par le Lemme 1.9, il existe un en-

semble E4 � [0; 1) avec
Z
E4

dt
1�t = +1 tel que pour tout z satisfaisant jzj = r 2 E4,

nous avons
m (r; Aj)

m (r; A0)
! 0

�
r ! 1�; r 2 E4; j = 1; � � � ; k � 1

�
: (2.2.3)

Par le Lemme 1.1, il existe un ensemble E1 � [0; 1) avec
Z
E1

dt
1�t <1 tel que pour tout

z satisfaisant jzj = r =2 E1, nous avons

m

�
r;
f (k)

f

�
= O

�
log+ T (r; f) + log

�
1

1� r

��
: (2.2.4)

Par (2.2.2)-(2.2.4), pour tout r 2 E4n E1 su¢ samment grand, nous avons

1

2
m (r; A0) � O

�
log+ T (r; f) + log

�
1

1� r

��
: (2.2.5)

Par conséquent
�[p;q](A0) � �[p+1;q](f)(1 � q � p):

(ii) Par (2.2.5), nous avons �[p;p+1](A0) � max
�
�[p+1;p+1](f); 1

	
; et puisque �[p;p+1](A0) > 1;

il est facile de voir que
�[p;p+1](A0) � �[p+1;p+1](f):

Par conséquent, chaque solution f(z) 6� 0 de (1.1.1) satisfait

�[p;p+1](A0) � �[p+1;p+1](f):

(iii) D�après (2.2.5), nous avons �[p;q](A0) � �[p+1;q](f): Si p = q � 2 et �[p;q](A0) � 1 ou
p � q � 1; par la Proposition 1.1 (iii) et le Lemme 1.5, nous avons

�[p+1;q](f) � max
�
�M;[p;q](Aj)j j = 0; 1; � � � ; k � 1

	
= �[p;q](A0):

Par conséquent, chaque solution de f(z) 6� 0 (1.1.1) satisfait

�[p+1;q](f) = �[p;q](A0):
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2.3 Preuve du Théorème 2.2

Supposons f 6� 0 est une solution analytique de ( 1.1.1). D�après ( 1.1.1) nous obtenons

jA0j �
����f (k)f

����+ jAk�1j ����f (k�1)f

����+ � � �+ jA1j ����f 0f
���� : (2.3.1)

Par le Lemme 1.3, pour jzj = r =2 E1; nous avons����f (j)(z)f(z)

���� �
 �

1

1� r

�M
:max

�
log

�
1

1� r

�
; T (s (r) ; f)

�!j
( j = 1; � � � ; k): (2.3.2)

Posons
�11 = max

�
�M;[p;q](Aj)j j 6= 0

	
< �M;[p;q](A0) = �1:

Par les Dé�nition 1.14 et Dé�nition 1.15, pour tout " donné (0 < 2" < �1 � �11), on a

M (r; Aj) � expp+1
�
(�11 + ") logq

�
1

1� r

��
(r ! 1�; j = 1; � � � ; k � 1); (2.3.3)

et

M (r; A0) > expp+1

�
(�1 � ") logq

�
1

1� r

��
(r ! 1�): (2.3.4)

Par (2.3.1)-(2.3.4), pour tout z satisfaisant jA0(z)j = M (r; A0) et jzj = r =2 E1; nous
avons

expp+1

�
(�1 � ") logq

�
1

1� r

��
� k: expp+1

�
(�11 + ") logq

�
1

1� r

��
:

 �
1

1� r

�M
:max

�
log

�
1

1� r

�
; T (s (r) ; f)

�!k
:

Par le Lemme 1.12, on obtient

�1 � �[p+1;q](f):

D�autre part, par le Lemme 1.7, nous avons

�[p+1;q](f) � max
�
�M;[p;q](A0); �M;[p;q](Aj)j j 6= 0

	
= �M;[p;q](A0) = �1:

véri�ée pour toutes les solutions de ( 1.1.1), par conséquent, toute solution f(z) 6� 0 de
(1.1.1) satisfait

�[p+1;q](f) = �M;[p;q](A0):

(ii� iii) Par une preuve similaire au cas (i), nous pouvons facilement obtenir les conclu-
sions des cas (ii� iii).
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2.4 Preuve du Théorème 2.3

Si Aj(z)(j = 0; � � � ; k�1) satisfont max
�
�M;[p;q](Aj)j j = 1; � � � ; k � 1

	
< �M;[p;q](A0) on

a le Théorème 2.3. Ainsi, on suppose qu �au moins l�un des Aj(z)(j = 0; � � � ; k� 1) satisfait
�M;[p;q](Aj) = �M;[p;q](A0):On choisit �2; �3 tels que

maxf�M;[p;q](Aj)j�M;[p;q](Aj) = �M;[p;q](A0); j 6= 0g < �2 < �3 < �M;[p;q](A0) = � 2:

On pose �M;[p;q](A0) = �12; et par la Dé�nition 1.17, nous avons

M (r; Aj) � expp
�
�2

�
logq�1

�
1

1� r

���12� �
r ! 1�

�
(2.4.1)

Par le Lemme 1.11, il existe un ensemble E6 avec
Z
E6

dt
1�t = +1 tel que pour jzj = r 2 E6;

on a

M (r; A0) > expp

�
�3

�
logq�1

�
1

1� r

���12�
: (2.4.2)

Par (2.3.1), (2.3.2), (2.4.1) et (2.4.2), pour tout z satisfaisant jA0(z)j = M (r; A0) et
jzj = r 2 E6n E1, on a

expp

�
�3

�
logq�1

�
1

1� r

���12�
� k: expp

�
�2

�
logq�1

�
1

1� r

���12�
:

 �
1

1� r

�M
:max

�
log

�
1

1� r

�
; T (s (r) ; f)

�!k
:

Par l�inégalité et le Lemme 1.12 ci-dessus, nous avons

�[p+1;q](f) � �12:

D�autre part, par le Lemme 1.5 nous aura

�[p+1;q](f) � max :
�
�M;[p;q](Aj)j j = 0; � � � ; k

	
= �M;[p;q](A0) = �12:

Alors chaque solution f(z) 6� 0 de (1.1.1) satisfait

�[p+1;q](f) = �M;[p;q](A0):

2.5 Preuve du Théorème 2.4

Nous divisons la preuve en deux parties .

(i) Si s = 0; alors d�après le Théorème 2.3, on a le Théorème 2.4. Si 1 � s � k � 1; on doit
prouver que (1.1.1) possède s solutions linéairement indépendantes de f(z) véri�ant

�[p+1;q](f) < �M;[p;q](As):
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Supposons le contraire, que (1.1.1) possède s + 1 solutions linéairement indépendantes
f0;1; ::; f0;s+1 telles que �[p+1;q](f0;j) < �M;[p;q](As)(j = 1; � � � ; s+ 1); et on applique la procé-
dure standard de réduction de l�ordre (voir [ 19 , p . 61 ] ), nous avons donc que f0;1; ::; f0;s+1
sont des solutions linéairement indépendantes de l�équation

y(k) + A0;k�1(z)y
(k�1) + � � �+ A0;0(z)y = 0;

Ici, nous utilisons A0;0; � � � ; A0;k�1 au lieu de A0; � � � ; Ak�1: Pour 1 � m � s; et

fm;j =

�
fm�1;j+1
fm�1;1

�0
(j = 1; � � � ; s+ 1�m):

Tableau 1 Relation entre les coe¢ cients et solutions
k k � 1 k � s s s� 1 1 0 solution

f0 1 A0;k�1 A0;k�s A0;s A0;s�1 A0;1 A0;0 f0;1; � � � ; f0;s+1
f1 1 A1;k�s A1;s A1;s�1 A1;1 A1;0 f1;1; � � � ; f1;s
fs�1 As�1;k�s As�1;s As�1;s�1 As�1;1 As�1;0 fs�1;1; fs�1;2
fs 1 As;s As;s�1 As;1 As;0 fs;1

Par la procédure standard de réduction de l�ordre, après les étapes de réduction de la
m du tableau 1, nous savons que fm;1; fm;2; � � � ; fm;s+1�m sont les solutions analytiques
linéairement indépendantes de

y(k�m) + Am;k�m�1(z)y
(k�m�1) + � � �+ Am;0(z)y = 0;

Avec

Am;j(z) =
k�m+1X
n=j+1

�
n
j+1

�
Am�1;n(z)

f
(n�j�1)
m�1;1 (z)

fm�1;1(z)
(j = 0; � � � ; k � 1)

et An;k�n=1 pour tout n = 0; 1 � � � ;m: Par conséquent

jAm;j(z)j �M: jAm�1;n(z)j
�����f

(n�j�1)
m�1;1 (z)

fm�1;1(z)

����� (j = 0; � � � ; k � 1; n = j + 1; � � � ; k �m+ 1):

(2.5.1)
Nous choisissons �4; �5 telle que

max
�
�M;[p;q](A0;j)j j = s+ 1; � � � ; k � 1; �[p+1;q](f0;1); � � � ; �[p+1;q](f0;s+1)

	
< �4
< �5 < �M;[p;q](As):

Par le Lemme 1.3 et (2.5.1), pour chaque 0 � n � s, on obtient

M(r; An;l) � expp+1
�
�4 logq

�
1

1� r

��
(r =2 E1; l = s+ 1� n; � � � ; k � n� 1) : (2.5.2)

Par le Lemme 1.8, il existe un ensemble E3 � [0; 1) avec
Z
E6

dt
1�t = +1 tel que pour tout

r 2 E3; nous avons
M(r; A0;s) � expp+1

�
�5 logq

�
1

1� r

��
: (2.5.3)
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Par (2.5.1)-(2.5.3), pour tout r 2 E3; on a

M(r; An;s�n) �
1

2
expp+1

�
�5 logq

�
1

1� r

��
(n = 1; � � � ; s): (2.5.4)

On pose m = s; après s étapes de réduction, nous avons que fs;1 est une solution analy-
tique de

y(k�s) + As;k�s�1(z)y
(k�s�1) + � � �+ As;0(z)y = 0;

et satisfait �[p+1;q](fs;1) < �M;[p;q](As), aussi nous avons

jAs;0(z)j �
�����f

(k�s)
s;1 (z)

fs;1(z)

�����+ jAs;k�s�1(z)j
�����f

(k�s�1)
s;1 (z)

fs;1(z)

�����+ � � �+ jAs;1(z)j
�����f�s;1(z)fs;1(z)

����� : (2.5.5)

Par (2.5.2), (2.5.5) et le Lemme 1.3, nous avons

M(r; As;0) �M: expp+1
�
�4 logq

�
1

1� r

��
(r =2 E1);

ce qui est une contradiction avec ( 2.5.4 ) pour n = s. Par conséquent, (1.1.1) possède s
solutions linéairement indépendantes f(z) véri�ant

�[p+1;q](f) < �M;[p;q](As):

(ii) Par le Lemme 1.5, il est facile de voir que toutes les solutions de ( 1.1.1 ) satisfont
�[p+1;q](f) � maxf�M;[p;q](Aj)j j = 0; � � � ; kg � �5 si �M;[p;q](Aj) � �5 pour j =
0; 1; � � � ; k � 1.

D�autre part, on suppose que toutes les solutions de ( 1.1.1 ) satisfont �[p+1;q](f) � �5 et
qu�il y a au moins un coe¢ cient Aj(z) de ( 1.1.1 ) tel que �M;[p;q](Aj) > �5. Maintenant, si
s 2 f0; � � � ; k � 1g est le plus grand indice tel que

�M;[p;q](As) = maxf�M;[p;q](Aj)j j = 0; � � � ; k � 1g;

d�après la preuve du cas (i), l�équation (1.1.1) a au moins k�s � 1 solutions linéairement
indépendantes f(z) telle que �[p+1;q](f) > �5: Ceci est une contradiction, donc �M;[p;q](Aj) �
�5 pour tout j = 0; 1; � � � ; k � 1.

2.6 Preuve du Théorème 2.5

(i) Supposons que f est une solution de ( 1.1.2 ), par la théorie élémentaire des équations
di¤érentielles, toutes les solutions de (1.1.2) ont la forme

f = f � + C1f1 + C2f2 + � � �+ Ckfk;

avec C1; C2; � � � ; Ck des constantes complexes, f f1; � � � ; fkg est une base de solutions de
(1.1.1), f � est une solution de (1.1.2) et s�écrit

f � = D1f1 +D2f2 + � � �+Dkfk; (2.6.1)
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où D1; D2; � � � ; Dk sont des fonctions analytiques sur � satisfaisant

D0
j = F:Gj (f1; � � � ; fk) :W (f1; � � � ; fk)�1 (j = 1; � � � ; k); (2.6.2)

où Gj(f1; � � � ; fk) sont des polynômes di¤érentiels en f1; � � � ; fk et leurs dérivées avec des
coe¢ cients constants, et W (f1; � � � ; fk) est le Wronskian de f1; � � � ; fk: Par le Lemme 1.14
et d�après le Théorème A, nous avons

�[p+1;q] (fj) = �[p;q] (A0) (j = 1; � � � ; k)
et par (2.6.1) et (2.6.2), on obtient

�[p+1;q](f) � maxf�[p+1;q](fj); �[p+1;q](F )j j = 1; � � � ; kg = �M;[p;q](A0):
Nous a¢ rmons que (1.1.2) ne peut posséder au plus une solution exceptionnelle de

f0 satisfaisant �[p+1;q](f0) < �M;[p;q](A0). En fait, si f � est une autre solution satisfaisant
�[p+1;q](f

�) < �M;[p;q](A0), alors

�[p+1;q](f0 � f �) < �M;[p;q](A0):
Mais f0 �f � est une solution de ( 1.1.1 ) qui satisfait � [p+1;q](f0 � f �) = �M;[p;q](A0), cela
est une contradiction. Alors,

�[p+1;q](f) = �M;[p;q](A0)

est valable pour toutes les solutions de (1.1.2) avec f0 une solution exceptionnelle satisfaisant
� [p+1;q](f0) < �M;[p;q](A0). Par le Lemme 1.10, nous obtenons

�N[p+1;q](f) = �
N
[p+1;q](f) = �[p+1;q](f)

pour toutes les solutions satisfaisant

�[p+1;q](f) = �M;[p;q](A0)

avec f0 une solution exceptionnelle satisfaisant

�[p+1;q](f0) < �M;[p;q](A0):

(ii) Par une preuve similaire au cas (i), nous pouvons obtenir la conclusion du cas (ii) .
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conclusion
Plusieurs chercheurs ont étudié l�oscillation des solutions des équations di¤érentielles

linéaires à coe¢ cients analytiques et à coe¢ cients entières dans le disque unité ou dans le
plan complexe.
Dans ce mémoire, on a étudié quelques résultats dus à J. Tu, H.-X. Huang [26] concer-

nant l�oscillation des solutions des équations di¤érentielles linéaires à coe¢ cients analytiques
d�ordre [p ; q] dans le disque unité de la forme

f (k) + Ak�1(z)f
(k�1) + � � �+ A0(z)f = 0

et
f (k) + Ak�1(z)f

(k�1) + � � �+ A0(z)f = F (z);
avec A0(z); � � � ; Ak�1(z); F (z)(k � 2) des coe¢ cients fonctions analytiques dans le disque
unité. Une question naturelle : Est-il possible d�obtenir des résultats similaires lorsque les
coe¢ cients sont des fonctions méromorphes ?
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