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Résumé

L�objet de ce mémoire se porte essentiellement sur la croissance et l�oscillation des solutions

des équations di¤érentielles linéaire à coe¢ cients fonctions entières.

Ce mémoire est composé de deux(2) chapitres dont le premier chapitre est consacré aux

notions, dé�nitions, et aux énoncés et démonstrations des di¤érents lemmes utilisés dans

ce travail. Dans le deuxième chapitre nous donnerons l�énoncé et les démonstrations des

di¤érents théorèmes concernant ce travail.

Une petite conclusion à la �n nous permettra de clore ce travail.
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INTRODUCTION

La théorie de Nevanlinna est un outil incontournable dans la théorie des fonctions, en

particulier dans l�étude des propriétés des solutions des équations di¤érentielles complexes

notamment la croissance et l�oscillation des solutions. En e¤et depuis 1925, l�année où R.

Nevanlinna a publié les résultats de ses travaux sur la théorie de la distribution des valeurs des

fonctions entière, les chercheurs ne cessent de publier dans la même thématique et plusieurs

problèmes ont été étudies et résolus. Des liens étroits avec d�autres domaines sont mis en

évidence en particulier avec la théorie analytique des équations di¤érentielles.

Ce travail se compose d�une introduction et deux chapitres.

Dans le premier chapitre on va citer quelques rappels et notions préliminaires dont on aura

besoin dans notre travail, comme la théorie de Nevanlinna, on va aussi citer quelques lemmes

et on donne leurs preuves, dé�nitions concernant la croissance d�une fonction entière ou

méromorphe.

Le deuxième chapitre de ce mémoire, est basé sur les théorèmes des solutions entières des

équations di¤érentielles linéaires d�ordre supérieur avec des coe¢ cients fonctions entières. En

utilisant les estimations de la dérivée logarithmique d�une fonction entière transcendante due

à Gundersen, on donnera quelques estimations sur l�ordre de croissance, l�hyper-ordre des

solutions entière dans le plan complexe C, en appliquant la théorie de la distribution des

valeurs de Nevanlinna des fonctions entières de l�équation

f (k) + Ak�1f
(k�1) + � � �+ A0f = 0; (1.1)

où, A0; � � �Ak sont des fonctions entières d�ordre �ni. On donne aussi quelques évaluations sur

l�ordre des solutions entières. On termine notre travail sur quelques résultats sur l�exposant

de convergence des zéros des solutions entières de l�équation non homogène

f (k) + Ak�1f
(k�1) + � � �+ A0f = F; (1.2)

où, A0; � � �Ak; F sont des fonctions entières d�ordre �ni.



Chapitre 1

Rappels et Notions Préliminaire et
quelques lemmes

Dans ce chapitre, nous introduisons quelques dé�nitions et notations avec les résultats fon-

damentaux qui sont utilisés dans les chapitres suivants ; notations de la théorie des fonctions

méromorphes Nevanlinna. A�n de décrire la croissance de l�ordre des fonctions entières ou

des fonctions méromorphes plus précisément.

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Dé�nition 1.1.1 (Fonction entière)

Une fonction entière est une fonction analytique dans tout le plan complexe, et développable

en série de Taylor de rayon de convergence in�ni, et on écrit

f(z) =
1X
n=0

anz
n:

Exemple 1.1.1

1. Soit la fonction f(z) = sin z ; comme f(z) est bien dé�nie sur tout le plan complexe

et indé�niment dérivable sur C, donc elle est entière, et on écrit

sin z =
+1X
n=0

(�1)n z2n+1

(2n+ 1)!
:
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2. Les deux fonctions cosh z et sinh z sont des fonctions entières, et on a

sinh z =
+1X
n=0

z2n+1

(2n+ 1)!
;

et

cosh z =

+1X
n=0

z2n

(2n)!
:

Dé�nition 1.1.2 (Fonction méromorphe)

Soit f une fonction dé�nie sur un ouvert 
 � C: On dit que f est méromorphe s�il existe

une séquence de point fzng1n=0 dans C tel que fzng n�a pas de point limités dans 
, et

1. f analytique dans 
nfz0; z1; � � � g

2. f possède des pôles au point z0; z1; � � �

Dé�nition 1.1.3 Pour tout réel x > 0; on dé�nit

ln+ x = max (ln x; 0) =

�
lnx; x > 1

0; 0 < x � 1 :

Proposition 1.1.1

1. lnx � ln+ x:

2. ln+ x � ln+ y Si (0 < x < y):

3. lnx = ln+ x� ln+ 1
x
:

4. j lnxj = ln+ x+ ln+ 1
x
:

5. ln+(
nQ
i=1

xi) �
nP
i=1

ln+ xi:

6.
nP
i=1

ln+ xi � lnn+
nP
i=1

ln+ xi:

Dé�nition 1.1.4 (Fonction caractéristique de R. Nevanlinna)

Soit f une fonction méromorphe. Pour tout nombre complexe a, on désigne par n (t; a; f) le

nombre de racines de l�équation f (z) = a situées dans le disque jzj 6 t. Chaque racine étant

comptée avec son ordre de multiplicité et par n (t;1; f) le nombre de pôles de la fonction f

dans le disque jzj 6 t. On dé�nit

N (r; a; f) =

Z r

0

n (t; a; f)� n (0; a; f)

t
dt+ n (0; a; f) log r; a 6=1
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et

N (r;1; f) = N (r; f) =

Z r

0

n (t;1; f)� n (0;1; f)

t
dt+ n (0;1; f) log r;

N (r; f) est appelée la fonction de comptage de la fonction f dans le disque jzj 6 r: On dé�nit

m (r; a; f) =
1

2�

Z r

0

log+
1

jf (rei�)� ajd�; a 6=1

et

m (r;1; f) = m (r; f) =
1

2�

Z r

0

log+
��f �rei���� d�;

m (r; f) est appelée fonction de proximité de la fonction f au point a:

Remarque 1.1.1 m(r; a; f) décrit le taux moyen de convergence de f(z) vers a quand

jzj ! 1:

N(r; a; f) décrit la densité moyenne de la distribution des a-points de f(z):

Dé�nition 1.1.5 On dé�nit la fonction caractéristique de R. Nevanlinna de la fonction f

par

T (r; f) = m (r; f) +N (r; f) :

Cette fonction joue un rôle très important dans la théorie de la distribution des valeurs des

fonctions méromorphes.

Exemple 1.1.2 Pour la fonction f (z) = ez, on a n (t; f) = 0 et N (r; f) = 0:

De plus

m (r; f) =
1

2�

Z 2�

0

log+
��f �rei���� d� = 1

2�

Z 2�

0

log+
��er cos �+ir sin ��� d�

=
1

2�

Z �
2

��
2

r cos �d� =
r

2�
2 [sin �]

�
2
0 =

r

�

D�où

T (r; f) =
r

�
:

Proposition 1.1.2 Soit f; f1; f2; � � � ; fn des fonctions méromorphes et a; b; c; d des

constantes complexes telles que ad� cb 6= 0: Alors

1. T (r;
nQ
k=1

fk) �
nP
k=1

T (r; fk):
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2. T (r; fn) � nT (r; f):

3. T (r;
nP
k=1

fk) �
nP

K=1

T (r; fk) + lnn; pour r � 1:

4. T (r; af+b
cf+d

) = T (r; f) +(1):

1.2 La croissance des valeurs d�une fonction entière ou
méromorphe

1.2.1 L�ordre et l�hyper-ordre d�une fonction

Dé�nition 1.2.1 On appelle l�ordre de f la borne inférieure de ces nombres

ordf = inff�; ordf � �g:

Si de tels nombres n�existent pas, alors f est d�ordre in�ni.

Dé�nition 1.2.2 Soit f une fonction entière. Alors l�ordre et l�hyper-ordre de f sont dé�nis

respectivement par

� (f) = lim
r!+1

log logM (r; f)

log r
;

�2 (f) = lim
r!+1

log log logM (r; f)

log r
;

où

M (r; f) = max fjf (z)j ; jzj = rg :

Si f est une fonction méromorphe, alors l�ordre et l�hyper-ordre de f sont dé�nis par

� (f) = lim
r!+1

log T (r; f)

log r
;

�2 (f) = lim
r!+1

log log T (r; f)

log r
:

Remarque 1.2.1 On a

0 � �(f) � +1:

Exemple 1.2.1
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1. Soit f(z) = sin z: Nous avons �(sin z) = 1.

En e¤et,

M(r; sin z) = max
jzj=r

j
1P
n=0

(�1)n z2n+1

(2n+ 1)!
j � max

jzj=r

1P
n=0

jzj2n+1
(2n+ 1)!

=
1P
n=0

r2n+1

(2n+ 1)!
= sinh r:

Pour z0 = ir; on a

jf(z0)j = j sin irj = j
ei(ir) � e�i(ir)

2i
j = sinh r:

Donc

M(r; sin z) = sinh r:

Et

�(sin z) = lim
r!1

ln ln( e
r�e�r
2
)

ln r
= 1:

2. Soit p(z) = azn + � � � est un polynôme de degré n � 1 et f(z) = ep(z):

Alors

T (r; f) jaj
�
rn; (r ! +1):

D�où

�(ep(z)) = n:

Et particulièrement, on a

�(ez
2+z) = 2:

Remarque 1.2.2 Si f est d�ordre �ni alors l�hyper ordre de cette fonction est nul.

Dé�nition 1.2.3 (La mesure linéaire et la mesure logarithmique).

La mesure linéaire d�un ensemble E � [0;+1); est dé�nie par

m(E) =
1R
0

�E(t)dt;

où �E(t) est la fonction caractéristique de l�ensemble E: Et la mesure logarithmique d�un

ensemble F � [1;1); est dé�nie par

lm(F ) =
1R
1

�F (t)

t
dt;

où �F (t) est la fonction caractéristique de l�ensemble F:
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Exemple 1.2.2

1. La mesure linéaire de l�ensemble E = [2; 6] � [0;1] est

m(E) =
1R
0

�E(t)dt =
6R
2

dt = 4:

2. La mesure logarithmique de l�ensemble E = [1; e2] � [1;1] est

lm(E) =
1R
1

�F (t)
dt

t
=

e2R
1

dt

t
= 2:

1.2.2 L�exposant de convergence des zéros

Dé�nition 1.2.4 Soit f une fonction méromorphe. On dé�nit l�exposant et l�hyper exposant

de convergence des zéros de la fonction f respectivement par

� (f) = lim
r!+1

logN
�
r; 1

f

�
log r

;

�2 (f) = lim
r!+1

log logN
�
r; 1

f

�
log r

;

où

N

�
r;
1

f

�
=

Z r

0

n
�
t; 1
f

�
� n

�
0; 1

f

�
t

dt+ n

�
r;
1

f

�
log r;

tel que n
�
t; 1
f

�
désigne le nombre de zéros de la fonction f situés dans le disque jzj 6 r:

Dé�nition 1.2.5 On dé�nit l�exposant et l�hyper exposant de convergence des zéros distincts

de la fonction f respectivement par

� (f) = lim
r!+1

logN
�
r; 1

f

�
log r

;

�2 (f) = lim
r!+1

log logN
�
r; 1

f

�
log r

;

où

N

�
r;
1

f

�
=

Z r

0

n
�
t; 1
f

�
� n

�
0; 1

f

�
t

dt+ n

�
r;
1

f

�
log r;

tel que n
�
t; 1
f

�
désigne le nombre de zéros distincts de la fonction f situés dans le disque

jzj � r:
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Exemple 1.2.3

1. Comme les fonctions ez et exp(ez) n�admettent pas des zéros, alors

�(ez) = 0 = �(ez);

et

�(exp(ez)) = 0 = �(exp(ez)):

2. L�exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f(z) = ez� 1; est égal à 1:

Dé�nition 1.2.6 (La densité inférieure et la densité supérieure)

La densité inférieure et la densité supérieure d�un sous ensemble E � [0;+1) sont dé�nies

respectivement par

densE = lim
r!1

inf

rR
0

�E(t)dt

r
= lim

r!1
inf

m(E \ [0; r])
r

;

densE = lim
r!1

sup

rR
0

�E(t)dt

r
= lim

r!1
sup

m(E \ [0; r])
r

:

Exemple 1.2.4 La densité inférieure et la densité supérieure de l�ensemble E = [1; 2] �

[0;+1[ sont

densE = densE = 0:

Dé�nition 1.2.7 (L�indice centrel)

Soit f(r) =
P
n�0

anr
n
une fonction entière. Pour tout r > 0 la série

P
n�0

janjrn est convergente.

D�où lim
n!+1

janjrn = 0 et le terme maximal �(r; f) = fmax janjrn; n 2 Ng est bien dé�ni.

On dé�nit l�indice central par

�(r; f) = maxfm : jamjrm = �(r; f)g:

Exemple 1.2.5 Soit p(z) = anz
n + � � � + a0; an 6= 0: Alors, �(r; p) = maxfjajjrj : j = 0; 1;

� � � ; ng = janjrn; r assez grand. Et par conséquent

�(r; p) = maxfm : jamjrm = janjrng = n:
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Dé�nition 1.2.8 (Dé�nition de la série lacunnaire)

On appelle série entière toute série de fonctions sur C de la forme
P
n�0

anz
n, où (an)n�0 est

une suite numérique de nombres complexes. Le qualicatif "entière" trouve

son origine dans le fait que les exposants intervenant dans les fonctions monomiales anzn;

n � 0, sont des entières. Une telle série de fonctions peut fort bien

présenter des lacunes (on parle alors de série lacunaire) lorsque certains coe¢ cients an sont

nuls.

Exemple 1.2.6 La série
P
n�0

zn
2

n!
est une série entière, il su¢ t de convenir que dans ce cas

an =

�
0 si n n�est pas un carré parfait

1
p!
si n = p2; p 2 N :

Dé�nition 1.2.9 (Fonction entière transcendante)

Une fonction entière transcendante est une fonction entière qui n�est pas polynôme.

Dé�nition 1.2.10 (Fonction meromorphe transcendante)

Une fonction méromorphe transcendante est une fonction entiére qui n�est pas rationnelle.

1.3 Des lemmes et les preuves

Lemme 1.3.1 ([2]) Soient f(z) une fonction méromorphe transcendante et � > 1 une

constante donnée. Pour tout " > 0 donné, il existe un ensemble E1 � [1;1); de mesure loga-

rithmique �nie et une constante B > 0 qui ne dépend pas de � et (i; j) (i; j 2 f0; � � � ; kgavec i < j);

telle que pour tout z satisfaisant jzj = r =2 [0; 1] [ E1, nous avons

jf
(j)(z)

f (i)(z)
j � B(

T (�r; f)

r
(log� r) log T (�r; f))j�i: (1.3.1)

Lemme 1.3.2 Soit f une fonction méromorphe transcendante avec �(f) = � < 1, soit

H = f(k1; j1); (k2; j2); � � � ; (kq; jq)g un ensemble �ni de paires distinctes de nombres

entiers véri�ant ki > ji � 0; (i = 1; 2; � � � q); et soit " > 0 une constante donné. Alors il

existe un ensemble E1 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle, tel que si

 2 [0; 2�)nE1; alors il existe une constante R1 = R1( ) > 1 telle que pour tout z véri�ant

arg z =  et jzj � R1 et pour tout (k; j) 2 H on ait

jf
(k)(z)

f (j)(z)
j � jzj(k�j)(��1+"): (1.3.2)
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Lemme 1.3.3 ([9]) Soit f(z) une fonction entière d�ordre �(f) = � � 1. Alors pour tout

" > 0 donné, il existe un ensemble E2 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle, telle que si  2

[0; 2�)nE2; alors il existe une constante R2 = R2( ) > 1 telle que pour tout z véri�ant

arg z =  et jzj = r � R2; nous avons

expf�r�+"g � jf(z)j � expfr�+"g: (1.3.3)

Preuve. D�après le lemme 1.3.2, pour tout " > 0, il existe un ensemble E1 � [0; 2�) de

mesure linéaire nulle, tel que si  2 [0; 2�)nE1; alors il existe une

constante R1 = R1( ) > 1 telle que pour tout z véri�ant arg z =  et jzj = r � R1; on ait

jf
0(z)

f(z)
j � jzj��1+": (1.3.4)

En utilisant

log f(rei ) =
rR

R1

f 0(tei )

f(tei )
ei dt+ log f(R1e

i ); (1.3.5)

on a

j log f(rei )j � r�+" + c; (1.3.6)

où c(> 0) est une constante. Donc il existe une constante R2( ) � R2; telle que pour

r � R2( ) on ait de (1.3.6)

j log jf(rei )jj � j log f(ri )j � r�+2": (1.3.6)

D�où

� r�+2" � log jf(rei )j � r�+2" (1.3.8)

i.e (1.3.3) est véri�ée �

Lemme 1.3.4 ([9]) Soit f(z) =
1P
n=1

c�nz
�n une fonction entière d�ordre �ni. Si la suite des

exposants f�ng satisfait (2.1.1), alors pour tout " (0 < " < 1) donné, on a

logL(r; f) > (1� ") logM(r; f); (1.3.9)

à l�extérieur d�un ensemble E3 de la densité logarithmique 0, où

M(r; f) = sup
jzj=r

jf(z)j; L(r; f) = inf
jzj=r

jf(z)j:
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Lemme 1.3.5 Soit f(z) une fonction entière d�ordre 0 < �(f) = � < 1. Alors pour tout

� < �, il existe un ensemble E4 avec une densité logarithmique supérieure positive tel que

pour tous jzj = r 2 E4, nous avons

logM(r; f) > r�; (1.3.10)

où

M(r; f) = sup
jzj=r

jf(z)j:

Preuve. Par la dé�nition d�ordre, il existe une suite frng tendant à1 telle que pour toute

" > 0 donné, nous avons

logM(rn; f) > r��"n :

Depuis � < �, nous pouvons choisir " (su¢ samment faible) et � à satisfaire 1 < � < ��"
�
.

Ensuite, pour tous r 2 [rn; r�n ] (n � 1), on a

logM(r; f) � logM(rn; f) > r��"n � r
��"
� > r�:

Réglage E4 = [1n=1[rn; r�n ], nous avons

log densE4 � lim
r!1

lm(E4 \ [1; r])
log r

� lim
r!1

lm(E4 \ [1; r�n ])
log r�n

� lim
n!1

lm([rn; r
�
n ])

log r�n
=
�� 1
�

> 0:

Ainsi, le lemme 1.3.5 est prouvé. �

Lemme 1.3.6 Soit f(z) =
1P
n=1

c�nz
�n une fonction entière d�ordre (0 < �(f) = � < 1). Si

la suite d�exposants f�ng satisfait (2.1.1), alors pour tout � < �(f), il existe un ensemble E5

avec densité logarithmique supérieure positive tel que pour tout jzj = r 2 E5, nous avons

logL(r; f) > r�; (1.3.11)

où

L(r; f) = inf
jzj=r

jf(z)j:

Preuve. Par le lemme 1.3.4, pour tout (" > 0) donné, il existe un ensemble E3 avec

log densE3 = 1 tel que pour tout r 2 E3, on a (1.3.9). Par le lemme 1.3.5, il existe
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un ensemble E4 avec log densE4 > 0 tel que pour tout r 2 E4, nous avons

logM(r; f) > r��" (1.3.12)

Alors pour tout � < �, nous pouvons choisir " pour satisfaire 0 < " < minf�(f)� �; 1g:

Par (1.3.9) et (1.3.12), nous avons que pour tout r 2 E3 \ E4;

logL(r; f) > (1� ") logM(r; f) > (1� ")r��" > r�:

Notons que l�ensemble E5 = (E3 \ E4) a une densité logarithmique supérieure positive. En

fait, nous avons

log dens(E3 \ E4) + log dens(E3 [ E4) � log densE3 + log densE4:

Par conséquent, nous avons

log dens(E5) � log densE3 + log dens(E4)� 1 > 0:

Ainsi, le lemme 1.3.6 est prouvé. �

Lemme 1.3.7 ([12]) Soit f(z) une fonction entière transcendante. Alors, il existe un en-

semble E6 � [1;+1); de mesure logarithmique �nie telle que pour tout z satisfaisant

jzj = r =2 E6 et jf(z)j =M(r; f); nous avons

j f(z)
f (s)(z)

j � 2rs; s 2 N: (1.3.13)

Preuve. De la théorie Wiman - Valiron (voir [ 10, 11, 13, 16 ] ), nous avons

f (s)(z)

f(z)
= (

�(r)

z
)s(1 + 0(1)): (1.3.14)

où jzj = r =2 [0; 1] [ E; E � (1;1) est d�une mesure logarithmique �nie de telle sorte que

jf(z)j =M(r; f) et �(r) désigne l�index central de f(z). Comme f

est transcendantale, �(r)!1(r !1). Par conséquent, lorsque z satisfait

jzj = r =2 [0; 1] [E et jf(z)j =M(r; f), de ( 1. 3.14) , nous obtenons ( 1. 3.13). �

Lemme 1.3.8 ([3,11]) Soit f(z) une fonction entière transcendante et soit z un point avec

jzj = r où jf(z)j =M(r; f): Alors pour tout jzj = r à l�extérieur d�un ensemble de E7 de r

de mesure logarithmique �nie, nous avons

f (i)(z)

f(z)
= (

vf (r)

r
)i(1 + o(1)); i 2 N; r =2 E7; (1.3.15)

où vf (r) est l�indice central de f(z).
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Lemme 1.3.9 Soit �(r) l�indice central de f . Alors

(i)

log �(r) = log ja0j+
rR
0

�(t)

t
dt; a0 6= 0:

(ii) Pour r < R;

M(r; f) < �(r)

�
�(R) +

R

R� r

�
:

Lemme 1.3.10 ([15]) Soit f(z) une fonction entière d�ordre in�ni satisfaisant �2(f) = �.

Alors

lim
r!1

log2 vf (r)

log r
= �; (1.3.16)

où vf (r) est l�indice central de f(z).

Preuve. Posons f(z) =
1P
n=0

anz
n: On peut supposer, sans perte de généralité, que janj 6= 0:

Par (i) du lemme 1.3.9, le terme maximal �(r) de f véri�e

log �(2r) = log ja0j+
2�R
0

�(t)

t
dt � log ja0j+ �(r) log 2: (1.3.17)

Par l�inégalité de cauchy, on obtient

�(2r) �M(2r; f): (1.3.18)

Cela et (1.3.17) engendrent

�(r) log 2 � logM(2r; f) + c (1.3.19)

ou c(c > 0) est une constante. On en déduit

lim
r!1

log log �(r)

log r
� lim

r!1

log log logM(r; f)

log r
= �2(f) = �: (1.3.20)

Par ailleurs, par (ii) du lemme 1.3.9, on a

M(r; f) < �(r)f�(2r) + 2g = ja�(r)jr�(r)f�(2r) + 2g: (1.3.21)

D�où

logM(r; f) � �(r) log r + log �(2r) + c1;

�
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Lemme 1.3.11 ([1]) Soit f(z) une fonction entière d�ordre in�ni. Désignons

M(r; f) = maxfjf(z)j : jzj = rg, alors pour tout nombre su¢ samment grand � > 0, et tout

r 2 E � (1;1)

M(r; f) > c1expfc2r�g;

où mlE =1 et c1; c2 sont des constantes positives.

Lemme 1.3.12 Supposons, A1; � � � ; Ak�1 et F 6= 0 sont toutes des fonctions entières d�ordre

�ni véri�ant maxf�(Aj); �(F ); j = 0; 1; � � � ; k � 1g � �; k � 2: Alors chaque solution de f

d�ordre in�ni de l�équation

f (k) + Ak�1f
(k�1) + � � �+ A0f = F;

satisfait �2(f) � �:

Preuve. Nous réécrivons l�équation

f (k)

f
=
F

f
�

k�1P
j=1

AJ
f (j)

f
� A0:

Etant donné que % := maxf�(Aj); �(F ); j = 0; 1; :::; K�1g, en vertu de [2], pour un nombre

positif " (0 < " < �(F ) + 1) et r =2 [0; 1] [ E1, nous avons

jAj(z)j � expfr%+"g; jF (z)j � expfr�(F )+"g; j = 0; 1; :::; K � 1:

D�après le lemme 1.3.5, il existe un ensemble E2 � (1;+1) satisfaisant mlE2 < 1, en

prenant z satisfaisant

f (j)(z)

f(z)
= (

�f (r)

z
)j(1 + 0(1)) (j = 0; 1; :::; k):

Depuis �(f) =1, du lemme 1.3.8, il existe jzj = r 2 H1n([0; 1] [ E1 [ E2) satisfaisant

jf(z)j =M(r; f), pour � > 2�(F ) + 1, nous avons

(
�f (r)

jzj )
k(1 + 0(1)) � 1

c1
expfr�(F )+" � c2r

�g+ expfr%+"g(
k�1P
j=0

(
�f (r)

jzj )
j(1 + 0(1)) + 1):

Ainsi, nous avons

lim sup
r!1; r2H1n([0;1][E1[E2)

log log �f (r)

log r
� %+ ":

Par la dé�nition de l�hyper-ordre, nous pouvons obtenir �2(f) � %:

Par conséquent, nous complétons la preuve de ce lemme. �
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Lemme 1.3.13 Soit Aj(z) (j = 0; � � � ; k � 1); F (z) des fonctions entières satisfaisant

maxf�(Aj); j = 0; � � � ; k � 1; �(F (z)g � � <1: Si f(z) est une solution de (1.1), alors

�2(f) � �.

Preuve. Par les Lemmes 1.3.8, 1.3.10 et les mêmes arguments que dans la preuve du

Lemme 1.3.13, nous pouvons facilement obtenir le Lemme 1.3.14. �



Chapitre 2

Des théorèmes et les preuves

2.1 Résultats principaux

Dans ce chapitre on va citer les théorèmes principaux de ce mémoire et donner leurs démons-

trations.

Théorème 2.1.1 ([8]) Soit A0; � � �Ak�1, F des fonctions entières. Supposons qu�il existe un

Ad(0 � d � k � 1) de telle sorte que

maxf�(Aj); j 6= d; �(F )g < �(Ad) �
1

2
:

Alors chaque solution de (1.2) est soit un polynôme ou une fonction entière d�ordre in�ni.

Par la dé�nition de hyper l�ordre, nous pouvons facilement obtenir �(f) = 1; si �2(f) > 0

et la croissance des solutions de (1.2) d�ordre in�ni peuvent être estimés avec plus de pré-

cision. Ensuite, le problème ci-dessus devient que sous quelles conditions peut-on obtenir

le résultat �2(f) = �(Ad) pour chaque solution transcendante de (1.2) si il existe un coef-

�cient Ad(z)(1 � d � k � 1) satisfaisant maxf(Aj); j 6= d; �(F )g < �(Ad): En 2000, Chen

et Yang ont donné une estimation plus précise de hyper l�ordre des solutions de (1,2) et ont

obtenu les résultats suivants.

Théorème 2.1.2 ([14]) Soit Aj(z)(j = 0; 1; � � � ; k�1); F (z) des fonctions entières. Suppo-

sons qu�il existe un certain indice d 2 f0; � � � ; k�1g tel que la fonction entière transcendante

Ad(z) satisfait

maxf�(F ); �(Aj)(j 6= d)g < �(Ad) �
1

2
:
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Alors chaque solution transcendante de (1.2) satisfait �2(f) = �(Ad). En outre, si F (z) 6= 0,

alors �2(f) = �2(f) = �2(f) = �(Ad): D�après le Théorème 2.1.2, nous avons �2(f) = �(Ad)

pour chaque solution transcendante de (1.2), si maxf�(Aj); j 6= d; �(F )g < �(Ad) � 1
2
: A�n

de supprimer la condition �(Ad) < 1
2
, nous introduisons la série lacunaire dans ce qui suit.

Théorème 2.1.3 Soit Ad(z) =
1P
n=1

c�nz
�n une série lacunaire d�ordre �ni, où la séquence

des exposants f�0; �1; � � � ; �n � � � g est une suite croissante d�entiers positifs satisfaisant la

condition Fabry
�n
n
!1; n!1: (2.1.1)

En 2009, Tu et Liu ont prouvé le résultat suivant.

Théorème 2.1.4 ([5]) Soit A0; � � �Ad; � � �Ak�1(k � 2; 1 � d � k � 1) des fonctions entières

satisfaisant maxf�(Aj); j 6= dg < �(Ad): Supposons que Ad(z) =
1P
n=1

c�nz
�n est une fonction

d�ordre régulièr de telle sorte que la séquence des exposants f�ng véri�e (2.1.1), puis si

F (z) = 0; alors chaque solution transcendante f(z) de (1.1) satisfait �2(f) = �(Ad):

Preuve. supposons que f(z) est une solution transcendante de (1.2). Pour (1.2), nous avons

jAdj � j
f (k)

f (d)
j+ :::jAd+1jj

f (d+1)

f (d)
j+ j f

f (d)
j(jAd�1jj

f (d�1)

f
j+ :::jA0j): (2.1.2)

Pour le lemme 1.3.1, il existe un ensemble E1 � [1;1) avec mesure logarithmique �nie et un

constant B > 0; tel que f (j)(z)

f (i)(z)
j � B(T (2r; f))2k; 0 � i < j � k: Est valable pour tous

jzj = r =2 E1 et pour r assez grand. Depuis maxf�(Aj); j 6= d; �(F )g < �(Ad); nous choi-

sissons �; � satisfait maxf�(Aj); j 6= d; �(F )g < �1 < �1 < �(Ad): Par le lemme 1.3.3, il

existe un ensemble E2 � [1;1) de mesure logarithmique �nie tel que pour tout z satisfaisant

jzj = r =2 E2 et pour r assez grande, nous avons

jAj(z)j � expfr�g; j 6= d: (2.1.3)

Depuis Ad l�évolution régulière, pour le lemme 1.3.4 il existe un ensemble E3 � [1;1) de

mesure logarithmique in�nie tel que pour tout z satisfaisant jzj = r 2 E3, nous avons

jAd(z)j � min jAd(z)j � (M(r; Ad))
1
2 � expf1

2
r�g: (2.1.4)
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Pour le lemme 1.3.12, il existe un ensemble E4 � [0;1) de mesure logarithmique �nie tel

que pour tout z satisfaisant jzj = r =2 E4 et jf(z)j =M(r; f); nous avons

j f(z)
f (d)(z)

j � 2rd: (2.1.5)

Ainsi à partir de (2.1.2) - (2.1.5), pour tout z satisfaisant à jzj = r 2 E3n(E1 [ E2 [ E4)

et jf(z)j =M(r; f); nous avons

expf1
2
r�g � kBrM expfr�g � (T (2r; f))2k: (2.1.6)

Depuis � est arbitrairement proche de �(Ad), par (2.1.6), nous avons

lim
r!1

log log T (r; f)

log r
� �(Ad):

D�autre part, par le lemme 1.3.13, nous avons �2(f) � �(Ad): Par conséquent,

�2(f) = �(Ad): �

Théorème 2.1.5 ([5]) Soit F 6= 0; A0; � � �Ad; � � � ; Ak�1(k � 2; 1 � d � k�1) des fonctions

entières satisfaisant maxf�(Aj); j 6= dg < �(Ad): Supposons que Ad(z) =
1P
n=1

c�nz
�n est une

fonction d�ordre régulièr de telle sorte que la séquence des exposants f�ng véri�e (2.1.1),

alors chaque solution transcendante f(z) de (1.2) satisfait �2(f) = �2(f) = �2(f) = �(Ad):

Preuve. supposons que f(z) est une solution transcendente de (1.2). Pour (1.2), nous avons

jAdj � j
f (k)

f (d)
j+ :::+ jAd+1jj

f (d+1)

f (d)
j+ j f

f (d)
j(jAd�1jj

f (d�1)

f
j+ :::+ jA0j+

F

f
): (2.1.7)

Pour tout z satisfaisant jf(z)j =M(r; f) et pour su¢ sament grand r, nous avons

jf(z)j > 1:

On a

jF (z)
f(z)

j � jF (z)j: (2.1.8)

Dans (2.1.7)-(2.1.8), et de même arguments que dans le théorème 2.1.3 et le lemme 1.3.12,

on peut avoir �2(f) = �(Ad): En outre, si F 6= 0; de même reasonant que dans le théorème

2.1.3, on obtient �2(f) = �2(f) = �2(f) est valable pour tous solution transcendante f de

(2.1.1). Ainsi, est complète le preuve du théorème 2.1.4. �
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Théorème 2.1.6 Soit Aj(z)(j = 0; 1 ; � � � ; k � 1); F (z) des fonctions entières satisfaisant

maxf�(Aj); j 6= d; �(F )g < �(Ad) <1(1 � d � k � 1): Supposons que Ad(z) =
1P
n=1

c�nz
�n est

une série lacunaire de telle sorte que la séquence des exposants f�ngvéri�e (2.1.1). Alors

1. Chaque solution de transcendante f(z) de (1.2) satisfait �2(f) = �(Ad):

2. Si F (z) 6= 0, alors chaque solution transcendante f(z) de (1.2) véri�e

�2(f) = �2(f) = �2(f) = �(Ad):

3. Si f(z) est une solution polynômiale de (1.2), alors f(z) doit être un polynôme de degré

inférieur à d.

4. Si d = 1, alors pour chaque solution non constante f(z) de (1.2) satisfait �2(f) = �(Ad):

Preuve. 1. Supposons que f(z) est la solution transcendante de (1.2). Par (1.2), nous avons

jAdj � j
f (k)

f (d)
j+ :::+ jAd+1jj

f (d+1)

f (d)
j+ j f

f (d)
j(jAd�1jj

f (d�1)

f
j+ :::+ jA0j+ j

F

f
j): (2.1.9)

Par le lemme 1.3.1, il existe un ensemble E1 � [1;1); de mesure logarithmique �nie et une

constante B > 0 tel que

jf
(j)(z)

f (i)(z)
j � B(T (2r; f))2k; 0 � i < j � k: (2.1.10)

Est valable pour tous jzj = r =2 E1 et pour r assez grand. Depuis

maxf�(Aj); j 6= d; �(F )g < �(Ad);nous choisissons �1; �1 satisfait maxf�(Aj); j 6= d; �(F )g < �1 < �1 < �(Ad):

Par le lemme 1.3.3, il existe un ensemble E2 � [1;1) de mesure logarithmique �nie telle que

pour tout z satisfaisant jzj = r =2 E2 et pour r assez grande, nous avons

jAj(z)j � expfr�1g: (2.1.11)

Depuis Ad(z) =
1P
n=0

c�nz
�n et f�ng satisfait (2.1.1), par le lemme 1.3.6, il existe un ensemble

E5 � [1;1) de mesure logarithmique in�nie, telle que pour tout z satisfaisant

jzj = r 2 E5, nous avons

jAd(z)j � inf
jzj=r

jAd(z)j � expfr�1g: (2.1.12)
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Par lemmes 1.3.3 et 1.3.7, il existe deux ensembles E6; E2 � [1;1) de mesure logarithmique

�nie tel que pour tout z satisfaisant jzj = r =2 (E6 [ E2) et jf(z)j =M(r; f); on a

j f(z)
f (d)(z)

j � 2rd; jF (z)
f(z)

j � jF (z)j � expfr�1g: (2.1.13)

Ainsi à partir de (2.1.9) - (2.1.13), pour tout z satisfaisant à jzj = r 2 E5n(E1 [ E2 [ E6)

et jf(z)j =M(r; f); nous avons

expfr�1g � (k + 1)rd expfr�1g � (T (2r; f))2k: (2.1.14)

Depuis �1 est arbitrairement proche de �(Ad), par (2.1.14), nous avons

lim
r!1

log log T (r; f)

log r
� �(Ad):

D�autre part, par le lemme 1.3.12, nous avons �2(f) � �(Ad): Par conséquent,

�2(f) = �(Ad):

2. Supposons que si f(z) est une solution transcendante de (1.2), par (1.), nous avons

�2(f) = �(Ad): Ensuite, nous montrons que �2(f) = �2(f) = �2(f) si F 6= 0: De (1.2), nous

avons
1

f
=
1

F
(
f (k)

f
+ Ak�1

f (k�1)

f
+ :::A0: (2.1.15)

Par (2.1.15), il est facile de voir que si f(z) a un zéro à z0 d�ordre m > k, alors F doit avoir

un zéro à z0 d�ordre m� k: Ainsi nous obtenons

N(r;
1

f
) � kN(r;

1

f
) +N(r;

1

F
): (2.1.16)

En outre par (2.1.15), nous avons

m(r;
1

f
) �

kP
j=1

m(r;
f (j)

f
) +

k�1P
j=0

m(r; Aj) +m(r;
1

F
): (2.1.17)

Par (2.1.16), (2.1.17) et le lemme de dérivée logarithmique, on obtient que

T (r; f) � kN(r;
1

f
) +M(log(rT (r; f))) + T (r; F ) +

k�1P
j=0

T (r; Aj); r =2 E; (2.1.18)

où E � (0;+1) est un ensemble de mesure linéaire �nie, M > 0 est une constante, pas

nécessairement le même à chaque apparition. Pour su¢ samment grand r =2 E et pour toute

" > 0 donnée, nous avons

M(log(rT (r; f))) � 1

2
T (r; f); (2.1.19)
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T (r; F ) +
k�1P
j=0

T (r; Aj) � (k + 1)r�(Ad)+": (2.1.20)

Par (2.1.19) et (2.1.20), nous avons

T (r; f) � 2kN(r; 1
f
) + 2(k + 1)r�(Ad)+"; (2.1.21)

par conséquent, �2(f) � �2(f) par (2.1.21). Par conséquent, �2(f) = �2(f) = �2(f) :

3. On suppose que f(z) est un polynôme de solution (1.2) avec un degré non inférieur à d.

Par (1.2), nous avons

jAdf (d)(z)j � jf (k)(z)j+ :::+ jA(d+1)f (d+1)(z)j+ :::+ jA0f(z)j+ jF (z)j: (2.1.22)

Par la preuve de (1.), nous avons qu�il existe un ensemble E5 avec mesure logarithmique

in�nie tel que pour tout z satisfaisant jzj = r 2 E5; nous avons

jAdf (d)(z)j � rM expfr�1g: (2.1.23)

D�autre part, étant donné que maxf�(Aj); j 6= d; �(F )g < �1 , le lemme 1.3.3 et (2.1.22),

pour su¢ samment grand jzj = r =2 E2; nous avons

jAdf (d)(z)j � jf (k)(z)j+:::+jA(d+1)f (d+1)(z)j+:::+jA0f(z)j+jF (z)j � rM expfr�1g: (2.1.24)

Depuis le �1 < �1, (2.1.23) est une contradiction avec (2.1.24), ainsi, le degré de f(z) doit

être inférieure à d.

4. Si d = 1 et f(z) est une solution polynomiale de (1.2), par (3.), on n�obtient que f(z) doit

être une constante. De plus, pour (1.), on obtient que chaque f de (1.2)

satisfait �2(f) = �(Ad): �



CONCLUSION

Dans ce mémoire, on a étudié quelques résultats dus à J. Tu et J. Liu [5] concernant la

croissance et l�oscillation des solutions des équations di¤érentielles linéaires à coe¢ cients

fonctions entières de la forme

f (k) + Ak�1(z)f
(k�1) + � � �+ A0(z)f = 0;

et

f (k) + Ak�1(z)f
(k�1) + � � �+ A0(z)f = F (z);

ayant un coe¢ cient dominant Ad =
1P
n=0

c�nz
�n une fonction entière d�ordre régulier tel que la

suite des exposants f�ng véri�e la condition d�écart de Fabry

�n
n
!1 (n!1):

Une question naturelle : Est-il possible d�obtenir des résultats similaires lorsque les coe¢ cients

sont des fonctions entières d�ordre p�itératif ?
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