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Résumé

L’objectif de ce mémoire est d’étudier la stabilité et la stabilisation des systémes
linéaires positifs. Dans un premier temps, nous fournissons des conditions nécéssaires et
suffisantes pour la stabilité de tels systémes, tout en basant sur la théorie de Lyapunov pour
les deux cas a temps continu et & temps discrets. Dans un second temps, nous étudions un cas
particulier des systémes qui sont les systémes positifs. Une attention particuliére est accordée
pour I’étude de la stabilisation par retour d’état, et y appliquons la théorie développée dans

la premiére partie.
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INTRODUCTION

[’analyse de la stabilité est une étape nécessaire pour I’étude de fonctionnement
des systémes (Physiques, mécanique, électroniques,...etc) qui a fait P'objet de nombreuses
recherches depuis la fin XX siécle et pour cette raison le développement des méthodes
mathématiques reste toujours nécessaire pour la résolution des problémes complexes posés
par les différents domaines de la science.

L’objectif de ce mémoire est étudié la stabilité et la stabilisation des systémes linéaires
positifs. Ces derniers sont d’une grande importance en pratique puisque la propriété de po-
sitivité apparait dans de nombreuses applications numériques ou dans la nature elle-méme
(en physique, en chimie,...etc).

Le mémoire que nous présentons est rédigé comme suit :

Le premier chapitre est consacré a la présentation de quelques rappels des notions de base
qui sont d'une grande utilité par la suite.

Dans le deuxiéme chapitre nous caractérisons les systémes positifs avec quelques applications.
Le troisieme chapitre porte sur le probleme de stabilité des systémes dans le cas général et
une attention particuliére sera accordée a ’étude de la stabilité des systémes linéaires positifs,
tout en donnant une présentation détaillée de la théorie de Lyapunov. Nous poursuivons ce
chapitre par I’étude de stabilisation par retour d’état de ces systemes.

A la fin nous terminerons notre travail par une conclusion qui couvre tous les éléments

de ce mémoire.




Notations

Dans cette section, nous définissons les notations principales utilisées dans ce mémoire.

R

R,
Rn
Rnxn
Rn)(m
RiXm

: Corps des nombres réels.

: Corps des nombres réels non-négatifs.

: Espace des vecteurs a n entiers réelles.

: L’espace des matrices carrées de dimension n & entrée dans R.
: Espace des matrices réelles de dimension m X n.

: Espace des matrices a entrées réelles non-négatives .

: L’ensemble des n premiers entiers naturels non nuls.

: Transposée de matrice.

: Matrice identité d’ordre n.

: Partie réelle de .

: Ensemble des valeurs propres de la matrice A.

: A est une matrice définie positive.

: A est une matrice définie négative.

: Déterminant de A.

: Dérivée temporelle.

: Matrice dont le coefficient de la i-éme ligne et la j-éme colonne est a;;.
: Trace d’une matrice carrée A.

: Commatrice d’une matrice A.

: Norme de =x.

Abréviations :

LTI : Linéaire invariant dans le temps.




Chapitre 1

Généralités et notations de base

1.0.1 Matrices non-négatives, positives et de Metzler

Dans cette section, nous rappelons quelques définitions et caractérisations des matrices non-
négatives, positives et de Metzler. Nous nous basons pour ce faire aux références [3].
Soient A = (aj;), ; et B = (b;;), ; € R™*™ des matrices a coefficients réels. Par la suite, nous

notons I,,, la matrice identité d’ordre n ou plus briévement I, A la transposée d’une matrice

A, n. 'ensemble des n premiers entiers naturels, 1, ...... M.

Définition 1.0.1 Soit la matrice A € R"*™ :
o A est une matrice non-négative si Vi € n, Vj € m : a;; > 0, autrement dit toutes
ses entrées sont non-négatives. Nous noterons une telle matrice par : A > 0 ou encore,

A€ R,

Exemple 1.0.1 Soit la matrice A :

I

Il
oo o
o 0w

est une matrice non-négative.

Définition 1.0.2 e A est une matrice positive si A est non-négative et Ik € n, Il €
m :ag > 0, c’est a dire toutes ses entrées sont non négatives avec au moins une entrée

(strictement) positive. Nous noterons une telle matrice par : A > 0.
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o A est une matrice strictement positive si Vi € n, Vj € m : a;; > 0, i.e. toutes ses
entrées sont (strictement) positives. Nous noterons une telle matrice par : A >> 0. Ces
définitions et notations seront également valables pour des vecteurs de dimension n, n > 2.
Cependant, pour les scalaires, la propriété strictement positif a >> 0 coincide avec a > 0.

o A est une matrice de Metzler si Vi € n, Vj € m, i # j : a;; > 0 i.e. toutes ses entrées

hors diagonales sont non négatives.

Exemple 1.0.2 La matrice A suivante est une matrice de Metzler,

-1 0 4 1
2 0 1 5
A= 1 1 -1 0
1 3 0 9

1.0.2 Le polyndéme caractéristique et valeurs propres

Pour A € R"*™ on appelle polynéme caractéristique de la matrice A le polynéme P4 (\)

d’ordre n défini par

Pa(N) = det(A, — A).

Ce polynéme admet donc p racines A, Ao, ..., A, qui peuvent étre simples ou multiples. Ces

racines sont appelées valeurs propres de A. On peut alors écrire
PyA) = (A= A)™ (A= Ap)™,
avec m; la multiplicité (algébrique) de la valeur propre \;, et mq + mg + ... +m, = n.

Exemple 1.0.3 Soit la matrice A suivante :

0 1 0
A= 0 0 1
-6 —11 —6
Le polynome caractéristique est :
A —1 0
N —A = |0 A —1
6 11 A+6

= MN4+6\+11N+6

= A+1)A+2)(A+3).

Les valeurs propres de la matrice A sont : Ay = —1, A = =2, A\3 = —3.
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Définition 1.0.3 Une matrice carrée M d’ordre n est dite définie positive si et seulement si
pour tout x € R™.

r#0=2"Mz > 0.

Exemple 1.0.4 La matrice suivante :
M=]-1 2 -1

est définie positive.
En effet :
Pour tout x un vecteur de R? tel que x = (x1, T, $3)T,

onax'Mx :

2 —1 0 T1
T Mr = (v1,29,23) | =1 2 —1 T
0 -1 2 T3

= 2:1:% + 2x129 + 2:63 + 2x§ + 2x9x3
= .I'% + ($1,$2)2 + (33'2,.’E3)2 + :U% > 0.
1.0.3 La transformée de Laplace

Définition 1.0.4 Soit f une fonction réelle définie ¥Vt > 0. La transformée de Laplace de f,
L(f(t)) est :

(/1) = F(s) = / f(t)estdt.

Si L désigne la transformation de Laplace, on a F = L(f) et f = L71(F).

On peut définir la transformée de Laplace inverse :

L7F(s) = LTL(f(1) = f(t).
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Tableau résumé de la transformation de Laplace de quelques fonctions usuelles :

Les fonctions | Les transformés de Laplace
a 2,a€eR

at =

e—at HLa

te~at m

sin (wt) s wER

sinh(wt) Py

cos(wt) PR

cosh(wt) P

e sin (wt) e TaE

1.0.4 Théoréme de Cayley-Hamilton :

Théoréme 1.0.1 Toute matrice carrée A satisfait son équation caractéristique :

Py(A) = A" +ap A"+ ar A+ agl, =0,

avec les a;, 1 = 1, ..., n constantes réelles.

On déduit du théoréme la relation suivante :

A" = —a, AV —a, s AVE — L — A — aol,

n—1
= —E aiAl.
=0

1.0.5 Exponentielle d’une matrice :

Définition 1.0.5 Soit la matrice A € R™". L’exponentielle de A notée exp(A) ou e est la

matrice définie par :

AK

exp(A) = e = Z T

K>0

Propriétés Soit A € R™*", B € R™*"
o B = eACh si AB = BA.
o VA € RV : e/ est inversible et (e4)™! = ¢4,

o dete? = et

1) Calcul de ¢ pour des matrices A particuliéres :

(1.0.1)
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e S’il existe une matrice P inversible et une matrice quelconque J telles que la matrice A se

décompose de la maniére suivante :
A=PlJP

Alors :
A =pledp

e Si A une matrice nilpotente (A? = 0 pour un entier ¢) alors, ’exponentielle d’une matrice A

se calcule directement a partir de son développement en série, puisque celui-ci ne comporte

alors qu’un nombre fini de termes :

A2 A3 A4 Aqfl
A
= J+ A+ — 4+ ...
¢ LT T TR A Y PR T
q Ak
k=0

Exemple 1.0.5 La matrice suivante :

0 1
St

A est nilpotente d’indice 2, car A% = 0.

Donc
ed = T+ A
- 10+01
o 0 1 00
B 11
N 0o 11"

e Si A est une matrice diagonale telle que

AN O -0 eM
) Ao

A= 0 A2 alors : e = 0 €

' 0
0 0 A, 0
Exemple 1.0.6

1 00 et 0 0

A=[0 2 0 alors ;e =1 0 €2 0

0 0 3 0 0 ¢
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e Si A est une matrice de Jordan d’ordre n telle que

DR 0 - 0] oA et %et/\ L (f::ll)get)\ -
A 0 et)\ tet)\ :
.. . . otA . . .
A=11 . X .0 alors : e = | N %etA
: . o1 . .. .. t€t>\
_0 0 )\_ _O 0 et? ]

Exemple 1.0.7

3 10 ed e %e3
B=|0 31 alors :eP =1 0 & &3
0 0 3 0 0 e

e Calcul exponentiel d'une matrice par la Transformée de Laplace :

Si A est une matrice d’ordre n, alors
et = L7 (sI — A)7L

On doit suivre les étapes suivantes pour ce calcule :
1) Calculer (sI — A).
2) Calculer (sI — A)™' = mcmn(A)T.

3) Calcul de la transformée de Laplace inverse de (s — A)~1.

Exemple 1.0.8 Soit la matrice A = [ ; :; } :
Calculons (sI — A)~!:

| s—1 2 e 2 N 2
det(sl — A) = P S+3'—(s D(s+3)+4=s5"+2s+1=(s+1),
et donc
(S[—A)_l . 1 S+3 —2
(s 1)2 2 s—1

s+3 —2
_ (s+1)2  (s+1)2
— 2 s—1 :
(s+1)2  (s+1)?
Calculons la transformée inverse : Une simple décomposition en éléments simples nous permet

d’écrire :

1 2 —2

142 =2

(SI _ A)fl _ | (+D) ) (s+1)2 . (s+1)2 ) ' (1‘0‘2)
(s+1)2 (s+1) — (s+1)2
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La transformée de Laplace inverse de nous donne alors :

et 2te™2 —ote2t
2te—2t et — 2te2t

M =Ll - A = [

e Calcul par le théoréme de Cayley-Hamilton :

n—1

et = ZakAk =, 1 A"+ L aq A+ aol.
k=0

Ot les scalaires (c;)y<;<,,_; sont solutions du systéme suivant :

ap + At + ] 4 e\ = e

o+ ath, + a4+ =M
avec \;, i = 1, ..., n les valeurs propres de A.

11

Exemple 1.0.9 Soit la matrice: A = [ 0 2

:|,>\1:1,>\2:2.
On a donc

€A = OélA‘i‘ Oéo[.

Ou les (v;);_g., sont les solutions de systéme suivant :

eM = agp + a1\ el =ap+ oy
Ao = 2
e™? = qg + al)\g

Ce qui donne :

D’ou :

1.0.6 Systémes et représentations d’état :

Une représentation d’état permet de modéliser un systéme dynamique sous forme matricielle
en utilisant des variables d’état. On se place alors dans un espace d’état. Cette représentation

qui peut étre linéaire ou non-linéaire.
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Dans notre cas, nous nous intéressons a la classe des systémes linéaires invariants dans le
temps. Nous nous plagons dans les deux cas continu et discret.

Le systeme linéaire est défini par :

Cas continu :

{ i(t) = Az(t) + Bu(t) (1.0.3)

y(t) = Cz(t) + Du(t)
avec x(0) = g, ou z(t) € R™ représente I'état du systéme, u(t) € R™ le controle (la com-
mande) du systéme appelé aussi entrée, y(t) € RP la sortie du systéme,

Ae R  BeR™™ (CeRPet D e RPY™ sont des matrices de dimension appropriées

tel que;

A : matrice d’état,

B : matrice de commande (d’entrée),

C': matrice de mesure (sortie),

D : matrice de transfert direct,

x(t) : vecteur d’état,

u(t) : vecteur d’entrée,

y(t) : vecteur de sortie.

e Trajectoire d’états : Nous cherchons a résoudre ’équation d’état précédemment intro-
duite et qui s’écrit dans le cas général :

le—f = Ax(t) + Bu(t).

Le cas des équations différentielles matricielles se traite de maniére similaire au cas scalaire.

L’équation homogeéne associée s’écrit :

Sa solution est :

Ou t =ty est I'instant initial.

La résolution avec second membre s’effectue comme dans le cas scalaire :
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d
d—f —  Az(t) + Bu(t)
d
e’Atd—f = e MAx(t) + e M Bu(t)
= Ae Ma(t) + e M Bul(t).
D’ou
_At dx — At —At
— — Ae x(t) = e Bu(t)
dt
d
— — (e z) = e M Bu(t)
dt
t
— e Ma(t) = e Mox(ty) + /G_A(T)BU(T)CZT.
to
Donc

¢
x(t) = eA(t_tO)x(to) + /G_A(t_T)Bu(T)dT.
to

e Réponse du systéme :

¢
y(t) = C’eA(t_tO)x(to) + C’/e_A(t_T)Bu(T)dT + Du(T).

to
Dans le cas discret : Un systéme L.T.I & temps discret est un systéme qui a la forme d’un

espace d’état d’écrit par les équations :

ou z; sont les états du systéme, u; les controles du systéme, y; les sorties du systéme.

e Trajectoire d’états :

Pour k =0, 1 = Axg + Buy.
Pour k =1, x5 = Az + Buy
=A {A‘TO + BUO] + Bu1
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= A?zy + ABuy + Bu;.
Pour k = 2, x5 = Axy + Bus
= A[A%zg + ABuy + Buy| + Buy
= A3xg + A2Bug + ABu; + Buy
= A3z + 221 A3=(k+1) By,
=0

. 1:_1 .
Pour k =i, 1, = Alwg + > A7) By,
k=0

i—1

T = Ail’g + ZAii(kJrl)Buk. k> 0.
k=0
e Réponse du systeme :
k—1
yp = CAFzg + C Y A By,
i=0

Nous proposons dans ce qui suit un exemple d’application.

Exemple 1.0.10 On considére le systéme RLC

' -

=l R L

= Et}{‘_‘ > e ﬁ s(t)
NI R

v{t}TC‘ ‘li

Exemple d’un systéme électronique

L’équation physique de ce systéme électronique est comme suit :

e(t) = (R1+ Ro)i(t) + LL + v(t)
i(t) =C%
s(t) = Rai(t) +v(t)

Avec Ry, Ry >0 et L, C' > 0.
Suite a Uapplication des lois physiques notamment lois de Kirchhoff on obtient le systéme

d’équation suivant :
do(t) = o (t)
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On pose : z1(t) = i(t) et z5(t) = v(t). Et aprés modélisation, il s’écrit le modéle :

][5 4][2]- 4]

i (1.0.5)
a-tn [

ceci est équivalent a

{ i(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)
avec x(t) B { 222 ] | e { (ngl%) % ] |

1
B:{éyCE{Rgl}dD:Q



Chapitre 2

Systémes positifs

Dans ce qui suit nous allons s’intéresser & la notion de positivité concernant un systéme
définit :

{ z = Ax + Bu (2.0.1)

y=Cx+ Du
Définition 2.0.6 Un systéme est dit positif si a toute entrée positive et condition initiale

positive, correspond un état positif et une sortie positive.
Alors, le systeéme ([2.0.1)) est par définition dit positif si et seulement si
Vg € Ry Yu e Ry < x(t) € Ry et y(t) € Ry (2.0.2)

2.0.7 Condition de positivité :

Cas continu :

Nous nous plagons dans la classe des systémes a temps continu, pour caractériser la positiviteé.
Des conditions nécessaires et suffisantes serait cependant établies.
Nous nous basons sur [I], [3] et [4].
Soit le systéme continu suivant :
x(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t) (2.0.3)
x(0) = xg

De tels systémes sont identifiés par le triplet (A, B, C)
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Théoréme 2.0.2 [//Un systéme linéaire & temps continu (A, B, C) est positif si et seulement

si la matrice A est une matrice de Metzler et B > 0,C > 0.
Nous proposons dans ce qui suit un exemple d’application.

Exemple 2.0.11 On considére le systéme RLC représenté par 'exemple (1.0.10) .
Le systéme est positive car :

—(Ra+R2) 1
A= { I

é 6 } est une matrice de Metzler, B = {

O=

}zoao:[}zg 1]>o0.

Cas discret :

Soit le systéme discret suivant :

)
) = C(k) (2.0.4)

positivité des systémes (2.0.4) <= Vx> 0,Vu(i) > 0, alors Vi , z (i) > 0 et y (i) > 0.

Théoréme 2.0.3 Un systéme linéaire (A, B,C) a temps discret est positif si et seulement si

A>0,B>0etC>0.

2.1 Positivité des systémes linéaires

Nous proposons quelques définitions de positivité externe et de positivité interne. Nous pré-

sentons la relation existente entre ces deux notions.

2.1.1 Positivité externe

Tout d’abord, donnons la premiére définition de positivité des systémes linéaires, la positivité

externe.

Définition 2.1.1 Un systéme linéaire (A, B,C) est dit externement positif si la sortie
correspondante a [’état initial nul est non-négative pour chaque entrée non-négative, i.e. pour

ro = x(0) =0 et pour tout u(t) € R, t >0, on a y(t) € RY, pourt > 0.
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2.1.2 Positivité interne

Nous citons la seconde définition de positivité, qui est appelée positivité interne.
Définition 2.1.2 Un systéme linéaire (A, B, C) est dit internement positif :

si pour zo = R’ et tout controle u(t) € R} pour t > 0 on a x(t) € R} et y(t) € R pour
t>0.

Cette définition indique que toutes les trajectoires émanant de n’importe quel point dans
I'orthant non-négative R’} (frontiére incluse) de l'espace d’état R, obtenues en appliquant
une entrée non-négative au systéme, demeurent dans I'orthant non-négatif et ménent a une

sortie non-négative.

vral.

Théoréme 2.1.1 Le systéme linéaire (A, B, C) est dit internement positif si et seulement

si A est une matrice de Metzler et B € R'™, C € RE*™ D € RY™,

2.1.3 Quelques applications :

Les applications sont nombreuses, on cite quelques exemples :

e Des systémes a variables physiques positives par nature (niveaux, débits, concentrations,. . . ).
e Modeéles & compartiments : applications en médecine, cinétique chimique, ...

e Modeles économiques (Leontieff, ... ).

e Modeéles de dynamiques de population.

e Circuit RLC.

e Sciences de la communication et de I'information.

e Processus industriels impliquant des réacteurs chimiques,...
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Exemple 2.1.1 Probléme de b.acs

Dont la dynamique est décrite par :
{ iyt } - { o1 } { o } + { | } u(t). (2.1.1)

Avec x1(t) = hq(t), et xo(t) = ha(t).

Le systéme (2.1.1) est positive car ] est une matrice de Metzler et [ (1) } est une

-1
0 1

matrice non-négative.

2.1.4 Propriétés principales :

Si D’état initial est positif (ou au moins non négatif) alors, la trajectoire d’état se situe
entierement dans I'orthant non négatif.

Notons que les systémes linéaires positifs sont définis dans des cones et non pas dans des es-
paces vectoriels.

En conséquence :

Certaines propriétés connues des systémes linéaires ne peuvent étre appliquées pour les sys-
témes positifs.

Pour les systémes linéaires classiques parmi les tests :

e Controlabilité :

rang [B, AB, ...A”_lB] =n.

e Controlabilité — stabilité.
e Fonction de transfert avec dénominateur de degré n — réalisation d’ordre n.

e Il existe des réalisations sympathiques : formes canoniques, Jordan, ...
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e Résultats trés similaires en continu et en discret.

e Vérification de propriétés des méthodes d’algebre linéaire (Matlab).

2.1.5 Les quelques difficultés :

e L’atteignabilité, controlabilité.

e Stabilité, stabilisation par retour d’état...



Chapitre 3

Stabilité et stabilisation

3.1 Notion sur la stabilité des systémes linéaires
3.1.1 Concepts de stabilité :

Dans ce chapitre, nous étudions, la stabilité des systémes linéaires positifs. Mais tout d’abord,
nous citons quelques définitions de stabilité dans le cas général.

Soit le systéme suivant :

{ v :f(‘r). (3.1.1)

Définition 3.1.1 (Point équilibre)
L’état . est appelé état d’équilibre ou point d’équilibre pour le systéme st 2(tg) = e

alors x(t) = x. pour tout t > to. En d’autres termes, x. vérifie l’équation f(z.) = 0.

Remarque 3.1.1 On peut toujours se ramener au cas ot le point d’équilibre est [’origine 0
puisque si x vérifie f(x.) = 0, il suffit de considérer le changement de coordonnées z = x —x.,

la dérivée de z est donnée par

. déf

i=i=f(x) = fz+wz) = g(z), et g(0)=0.
L’origine est bien un point d’équilibre du systéme z = g(z).

Définition 3.1.2 L’équilibre z. du systéme est dit stable si pour tout ¢ > 0, il
existe n > 0 tel que pour toute solution x(t) de on ait

|lzO)I] <n ==Vt =0, [[z(t)]] <e.
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Définition 3.1.3 L’équilibre z. du systéme est dit attractif s’il existe r > 0 tel que
pour toute solution x(t) de on ait

l|lz(0)|] <7 = tlim z(t) = 0.

Définition 3.1.4 L’équilibre x. du systéme est dit asymptotiquement stable si :
— La condition de stabilité simple est vérifiée.

— La condition d’attractivité est vérifiée.

Définition 3.1.5 L’équilibre x. du systéme est dit globalement attractif si pour

toute solution x(t) de (3.1.1) on a ltlim x(t) =0.

Définition 3.1.6 L’équilibre x. du systéme est dit exponentiellement stable s’il existe

r>0, M >0 eta>0 tels que pour toute solution x(t) on ait
|z(0)]] <= [lz(®)]] < M]|z(0)[|e™, V¥ ¢=>0.

Définition 3.1.7 L’équilibre x. du systéme (3.1.1) est dit globalement exponentielle-
ment stable s’il existe M > 0 et o > 0 tels que pour toute solution x(t) de ,
on a

(@) < M|z(0)[|e™" V¢ >0.

Théoréme 3.1.1 Pour un systéme linéaire & = Ax avecn valeurs propres distinctes, A\, ..., \,
et x. point d’équilibre
1) si Re(\;) > 0 pouri € {1,...,n}, alors l’équilibre x est instable.
2) si Re(N\;) <0 pouri € {1,...,n}, alors :
i) si Re(\;) <0 pouri € {1,...,n}, alors U'équilibre = est asymptotiquement stable.
it) si \ est un pole tel que Re(\;) = 0 pour i € {1,...,n} et la multiplicité est 1, alors
l’équilibre x, est stable.
iii) si un pole tel que Re(\;) = 0 pour i € {1,...,n} et la multiplicité est > 1 alors,
a) si J; associés a \; sont scalaire alors ’équilibre x. est stable.

b) si J]Z: associés a \; non scalaire alors l’équilibre x. est instable.
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Exemple 3.1.1 Pour le systéme LTI représenté par la matrice :

1
A= 10
1

TN

1
0
0

det (AT — A) = (A — 1) (A—l_;/g) (A—1+\/g

17\/57 )\3

Les valeurs propres de la matrice A sont : \y =1, Ay =

Comme Ao < 0, A1 et \3 sont positive, alors le systéeme est instable.

3.1.2 La stabilité et théorie de Lyapunov

1) Fonctions de Lyapunov

Les fonctions de Lyapunov sont un outil puissant pour étudier la stabilité d’un équilibre.

Considérons le systéme

&= f(x). (3.1.2)

Tel que f(0) = 0, admettant x, = 0 comme équilibre. Soit V' : @ — R une fonction définie

dans un voisinage (2 de l'origine et admettant des dérivées partielles continues. On note

V() = Do) @) = 30 O (@) ).

Définition 3.1.8 On dit que V est une fonction de Lyapunov pour le systéme en
z. = 0 dans 2, si pour tout x € Q on a

o V(z) >0 sauf en x =0 ou V(0) = 0.

e V(z)<0.

Théoréme 3.1.2 1. S’il existe une fonction de Lyapunov pour en x =0 dans un

voisinage €2 de 0, alors x = 0 est stable.
2. Si de plus © # 0 = V(z) < 0 alors x = 0 est asymptotiquement stable.

3. Si de plus Q = R™ et V(z) — oo quand ||z|| — oo alors x = 0 est globalement

asymptotique stable.
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Exemple 3.1.2 Le systéme masse-ressort-amortisseur

M

T
11

Systéme masse-ressort

En appliquant le principe fondamental de la dynamique au centre de gravité de la masse, on
obtient :

1- FEquation du mouvement :
mi + bi + |&| + kox + k2 = 0.

2- Représentation d’état :

1 =
ZE’QZZt

En posant { on obtient { . N ki 3
2

Ty = —%1'2‘1'2’ — %xl — Ly

3- Point d’équilibre : (0,0)
La question est de savoir si ce point d’équilibre est stable. La masse est tirée loin de sa
position d’équilibre, (longueur naturelle du ressort), puis lachée. Reprendra-t-elle sa position
d’équilibre ¢
Etude de ’énergie mécanique totale :

— Energie cinétique :

1 1
E. = §ma’32 = §ma:§
— FEnergie potentielle :
’ 3 Loy, 1,
Epot = (koS3 + k13%) d = §k0x1 + Zklxl'
0

— FEnergie totale :

1 1 1
E,=V(z)= §k0m2 - ZkllA + §m$2.

— Le point d’énergie mécanique nulle est le point d’équilibre.
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— La stabilité asymptotique tmplique la convergence de l’énergie vers 0.

— L’instabilité est liée a la croissance de [’énergie mécanique.

On peut donc supposer que :

— L’énergie mécanique refléte indirectement 'amplitude du vecteur d’état.

— Les propriétés de stabilité peuvent étre caractérisées par la variation de [’énergie mécanique
au cours du temps.

FEtude de la variation :

V (z) = (mi + kov + ki2®) & = —b|#[* < 0.
Donc [’équilibre est stable.
2) Stabilité et théorie de Lyapunov dans le cas linéaire :

Cas continu :

Dans cette partie, nous étudions d’abord les propriétés de stabilité de ’équilibre z, = 0 des

systémes homogéenes linéaires autonomes :
T = Ax. (3.1.3)

Remarque 3.1.2 Le systéme LTI peut avoir :
— Un point d’équilibre unique ., = 0 si A est inversible.

— Une infinité des points d’équilibre si A n’est pas inversible.

Théoréme 3.1.3 L origine x. de est asymptotiquement stable si et seulement si pour

toute matrice définie positive () il existe une matrice définie positive P telle que
ATP 4+ PA=—-Q. (3.1.4)

Preuve :
— Condition suffisante :
11 suffit d’observer que V (z) = 2 Px est une fonction de Lyapunov pour en z, = 0.
En effet :
V(z) = i'Pr+ 2T Pi = 2T (ATP 4+ PA)x = —27Qu.

Donc le théoréme de Lyapunov s’applique et montre que x. = 0 est asymptotiquement stable.
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— Condition nécessaire :
Supposons que toutes les valeurs propres de A vérifiant Re()\;) < 0, et considérons la matrice
P définie par
+00 T
P :/ et Qe ds.
0
Cette intégrale et bien définie. La matrice P est clairement symétrique.

En remplagant ’équation de P dans (3.1.4)), on obtient

+00
ATP 4+ PA = / [ATGATSQGAS + eATSQeASA] ds
0

_ /+Ooi(eAT5Q€As>ds
o ds

_ AT A+
eS Qes ‘OOO
= —Q.

Il reste maintenant de montrer qu’elle est définie positive. Supposons le contraire, il existe

As

donc un vecteur z # 0 tel que 27pr = 0. Comme la matrice e** est inversible pour tout

t > 0, il vient que

+oo
T
t'Prx = 0 :>/ 2Te? *QeM*xds = 0
0

= eMr=0 VYs>0=2x=0.

Cette contradiction montre que P est définie positive
Ce qui montre que P est bien une solution de I’équation ({3.1.4]), appelée I'équation matricielle
de Lyapunov.

Remarque 3.1.3 Pour construire une fonction de Lyapunov pour le systéme il faut

procéder de la maniére suivante :

e Choisir une matrice définie positive ) (par exemple @ = I,,).
e Résoudre 1’équation de Lyapunov (3.1.4). Si on a choisi ) symétrique, alors P sera symé-
trique aussi.

e Vérifier que P est définie positive.
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Exemple 3.1.3 Soient

| -1 3 |10 2 )
a=[GL] a5 V] ar=[hn]
on doit résoudre

—2p1 3pr—p2—2ps | _ | -1 O
3p1 —3ps 3p2 + 3p3 — 4pa 0 -1

d’ot la solution
0.5 0.5
P= { 05 1 } )

Cas discret :

Considérons le systéme linéaire discret suivant :

Théoréme 3.1.4 [2]le systéme est asymptotiquement stable s’il existe une matrice
P symétrique (P = PT) tq :
ATPA—-P <.

Exemple 3.1.4 Soit le systeme linéaire a temps discret suivant :

ou

T _ [0 I —=1][o1] [ 1 -1
AEASEN= 1 1“—1 0“1 1] {—1 0}
o 1] [ 1 -1
S -1 -1 -1 0
[ —1 0

= _ 0 _1}<0.

Donc 3P symetrique telle que ATPA — P < 0 . Do le systéme est stable.
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3.2 Stabilité des systémes linéaires positifs
3.2.1 Cas continu :
On considére le systéme linéaire & temps continu :
#(t) = Az(t) (3.2.1)

Dans ce qui suit, nous citons quelques résultats concernants la stabilité asymptotique des

systémes linéaires positifs.

Théoréme 3.2.1 [//(Relation entre stabilité asymptotique et polynéme caractéris-
tique)
Le systéme positif est asymptotiquement stable si et seulement si les coefficients du

polynéme caractéristique Py(X\) tel que
Py(A\) =det (M, — A] = X"+ @, Ao an ) + ag.
sont positifs, i.e. a >0 pour k =0,1; ....n — 1.

Théoréme 3.2.2 [J/Le systéme positif est asymptotiquement stable si et seulement

si tous les mineurs principaux A;, i = 1,--- ,n de la matrice (—A) sont positifs, i.e.
Ay = —ay > 0, (322)
A, = —a11 —ai2 >0,
—@21 —a22

A, = det[-A] >0.

Théoréme 3.2.3 [J]Le systéme positif est asymptotiquement stable si et seulement

si toutes les entrées diagonales de la matrice A sont négatives.

Théoréeme 3.2.4 Le systéme positif est asymptotiquement stable si et seulement st

toutes les entrées diagonales de la matrice triangulaire supérieure (inférieure)

a1 Q12 a1n
0 a921 az n

As=1| . . . | (3.2.3)

j

0 0 . Gnn
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an 0 ... 0
- a a w0
A= 2+ 7 (3.2.4)
(n1 Qpo ... Gpp

sont négatives.

Théoréme 3.2.5 Le systéme positif avec la matrice est asymptotiquement stable si

et seulement si toutes les entrées diagonales de cette matrice sont négatives.

Preuve : Les valeurs propres de la matrice (3.2.4) sont égales & ses entrées diagonales

a1, ..., anpn €t le systéme positif est asymptotiquement stable si et seulement si toutes les

entrées diagonales sont négatives.

Théoréme 3.2.6 Le systéme linéaire positif est asymptotiquement stable si et seule-

ment si l'une des conditions équivalentes est satisfaite :

i) Les entrées diagonales de la matrice
Agi)k pourk=1,...n— 1.

sont négatives, ou Aﬁlzk sont définis comme suite :

CL(O) a(ﬁ)
© 11 1n A(O)l b(o)l
Ay =A= : : = C(o) a(O) )
0) 0) n—1 n,n
Qp.1 An,n
0 0
agl) a(1,1)1—1
A?’LO*]. = 9
0 0
aq(m—)l,l a'SL—l,n—l
ay)
&7(10_)1771
(k) (k)
(k) (k—1) b(k_kl)c(k_kl) e Sk AW
= B n—r_n— = : : — n—k—1
Et An—k_An—k T kD) - : : = C(k)
an—k+1,n—k+1 Cl(k) CL(k) n—k—1
n—k,1 n—kn—k

(3.2.5)
(3.2.6)
k
i
A kn—k
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(k) (k) (k)

CLH e a/17n_k_1 a/].ﬂ’b—k
® . . ® .
Anfkfl — : : ’ bnfkfl - : )
(k) (k) (k)
a’n—k—l,l a’n—k—l,n—k—l a’n—k—l,n—k
(k) _ (k) (k) _
Cpihe1 = | Gy o O g g | POUrk=1,...n—1

i) les entrées diagonales de la matrice triangulaire inférieure sont négatives, i.e.
are <0 pour k=1,...,n (3.2.7)

Preuve : Pour simplifier la notation, nous allons montrer I’équivalence des conditions ({3.2.2))

et (3.2.5) pour n = 3. D’apreés le théoréme (3.2.2) pour n = 3, nous avons

— Al =an < 0, (328)

2
(—1)*Ag = aja92 — ajzag >0,

11 Q12 413
3
(—1)°Az =det | ag1 ag ass |,
a3; aszz ass

11 a2 1 a13
= asg det - — a a
% {{ 21 Q22 ] ass [ asg3 ] [ o ]}

1 a11a33 — A13Q 12033 — Q130
11033 13A31 12433 13a32
= agzdet < — <0
aszz | a21033 — Q23431 A22033 — A23032

Par la condition i) du théoréme (3.2.6) pour n = 3 entrées diagonales des matrices

AL — 40 bgmcgo) aixr Qa2 1 a13 [ ] (3.2.9)
_ _ - R — as; a 2.
2 2 aé%) (g1 A2 ass | 23 1T

1 [ 11033 — 113031 Q12033 — 113032 } o { aip Q12 }

Q33 | 021033 — 23G31 (22033 — A23032 Qo1 Q23
500 o
(2) (1) 1 G _ a12a21 11022 — Q12621
A =AY — = — =
1 1 (1) = a1 — - — .
a22 22

5P
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Sont négatives. Notez que la condition (3.2.8]) est équivalente aux conditions (3.2.9) & partir
de a; < 0,7=1,2,3 et les inégalités

_ (11033— 013031 _ (22033 (23032 a11G22— 012021
a11:—<0,a22:—<06t_—
a33 a33 22

< 0,

sont satisfaites si et seulement si

det [ @1 12 ] >0

a21 A22

1 | ay1a33 — a13a31 12033 — a13Q

11433 13A31 12433 13032

et det < — < 0.
33 | 21033 — 23031 A22A33 — 23032

Pour montrer ’équivalence des conditions (3.2.5)) et (3.2.7) noter que le calcul de la matrice

Aflo_)l par l'utilisation de (3.2.6)) pour £ = 1 est équivalente & la réduction & zéro des entrées

ajn, J =1,...,n—1 de la matrice (3.2.3) par des opérations élémentaires sur les lignes puisque

a1 ce QA1p-1 1 a1n
1 )
A = — [[@n1 o apne | (3.2.10)
Qp.n
ap—-11 -+ QAp—-1n—1 Ap—1,n
Notez que —=%* > 0 pour i = 1,...,n — 1 et —==% > 0 pour i = 1,...,n — 1 depuis a,,, <0
n,n n,n

et a;; > 0 pour 7 # j.
Ainsi, la matrice Aill_)l est une matrice de Metzler. Poursuivant cette procédure aprés n étapes,

on obtient la matrice triangulaire inférieure de Metzler (3.2.4)). Par conséquent, les conditions

(3.2.5) et (3.2.7)) sont équivalentes.

Exemple 3.2.1 Considérons le systéme positif avec la matrice

-2 1 0
A= 0 -1 1 (3.2.11)

Vérifions la stabilité asymptotique de ce systéme
Méthode 1 :
En calculant les mineurs principauz pour la matrice(3.2.11]), nous obtenons

2 —1
Al = 2>O, AQZ'O 1 ‘:2>0,
2 -1 0
Ay = det[-A]l=| 0 1 —1]|=1>0.

-1 -1 2
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Les conditions du théoréme (3.2.2) sont satisfaites, donc le systéme positif avec la
matrice (3.2.11)) est asymptotiquement stable.

Méthode 2 : En calculant les entrées diagonales des matrices
Afﬁ)k pour k =1,2.

pour la matrice (3.2.11) définie dans le théoréme (3.2.6), nous obtenons :

0) (0
Agl) _ A;O)_M
0
33
9 1] 1]0 ~2 1
= { 0 —1]+§{1][1 1]_{0.5 —0.5}‘
Vel 0.5
0 05

Les conditions du théoreme (3.2.6) sont satisfaites et donc le systéme positif
avec la matrice (3.2.11]) est asymptotiquement stable.

Théoréme 3.2.7 [//(Théoréme de Lyapunov pour les systémes positifs)
Le systéme positif est asymptotiquement stable si et seulement s’il existe une matrice

diagonale strictement positif P de telle sorte que la matrice AT P + PA est définie négative.

3.2.2 Cas discret :

Considérons le systéme linéaire a temps discret
z(k +1) = Ax(k). (3.2.12)
Théoréme 3.2.8 (stabilité asymptotique et polynéme caractéristique)

Le systéme positif est asymptotiquement stable si et seulement si les coefficients du

polynome caractéristique P\(A) sont positifs.

Théoréme 3.2.9 Le systéme positif est asymptotiquement stable si et seulement si

tous les mineurs principaux A;, 1,--- ,n de la matrice A = I — A = [a;5] sont positifs, i.e.
Ay = apn >0,
A ap Qi
Ay = A A > 0,
21 (22
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Théoréme 3.2.10 Le systéme positif est asymptotiquement stable si et seulement

si toutes les entrées diagonales de la matrice A sont inférieures a 1.

Théoréme 3.2.11 []/(Théoréme de Lyapunov pour les systémes positifs)
Le systéme positif est asymptotiquement stable si et seulement s’il existe une matrice

diagonale strictement positif P de telle sorte que la matrice AT PA — P est définie négative.

3.3 Stabilisation

Dans cette section, nous allons étudier la stabilisation des systémes linéaire positifs.
Considérons le systéeme

i = Az + Bu. (3.3.1)

Définition 3.3.1 On appelle bouclage d’état linéaire (ou régulateur linéaire) du systéme
(m une loi de commande du type
u= Kz,

ot K matrice m x n est dite matrice de gain. Une telle loi est dite stabilisante si l'origine
du systéme en boucle fermée

& =(A+ BK)x.
est asymptotiquement stable.
Définition 3.3.2 On dit que est complétement stabilisable si :
Ve >0, 3N. >0, 3K : R" - R™ tq: || BO|| < Ne

ou encore

[+ E 8 g || < Nee||o |-

eATBE)t g0 = 2(t) est solution de

t = (A+BK)x
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Pour (3.3.1) : Ve > 0, Ju(t) = Kz(t). (3K) tq :# = (A + BK) z est asymptotiquement stable

avec un arbitraire (qui est €).

Proposition 3.3.1 5ile systéeme est complétement stabilisable alors il est stabilisable.
La réciproque est fausse.

Soit A tq o (A) C C = {\/ReA <0} = asymptotiquement stable et prenons le systéme
avec B =0 i.e. pas de commande (& = Ax).

3.5.1)) est stabilisable : ||z(t)|| = ||e*zo|| < Ne~¢!||zol|, V2o € R™ 0n a :
0g(A+ BK)=0(A).
3.3.1 Positivité d’un systéme obtenu par retour d’état
Condition nécessaire : Pour la positivité
# = (A+ BK)z, (3.3.2)

le systéme ([3.3.2)) est positif si et seulement s'il existe une matrice K € R™" telle que
(A + BK) de Metzler.

Définition 3.3.3 Un systéme linéaire LTI positif est positivement stabilisable si et seulement

s’il existe une matrice K € R™™ telle que (A + BK) soit une matrice de Metzler stable.
Exemple 3.3.1 considérons le systéme positif LTI d’écrit par [’équation :
& = Az + Bu. (3.3.3)

Avec :

01 1
A=|10 3 |, B=
10

[ s Y
o = O

Testons la stabilité de ce systéme.

Calculons les valeurs propres de la matrice A :
det(A] — A) = X* +3X% — 2\ =0,

d’ot : A=0, A=2et A=1.

Comme A admet des valeurs propres positives,alors le systéme est instable.
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— La question qui se pose maintenant, existe-il une matrice K, telle que (A + BK) est de
Metzler stable ?

Soit

-1 0 -1
K_{—l -1 —2}‘

La matrice en boucle fermée résultante est alors donnée par

01 1 (107 o
A+BK = |10 3 |+]01 {_1 = _2}
10 3] [10
01 1] [-1 0 -1
= (10 3 |+]|-1 -1 -2
10 3] |-1 0 -1
-1 1 0
= |0 -1 1
0 0 4

qut est clairement une matrice de Metzler stable.

On déduit donc que le systéme est stabilisable.



CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons étudié la notion de stabilité des systémes linéaires positifs
pour les deux classes & temps continu et & temps discret, nous fournissons les conditions
nécessaires et suffisantes ,en citant les différents types de stabilité avec une illustration par
des exemples d’applications. Tous en basant sur la théorie de Lyapunov.

Nous avons aussi s’intéressé a la stabilisation de ces systémes par retour d’état.

On fait la remarque que certaines propriétés connues pour les systémes linéaires ne
peuvent étre appliquées pour les systémes positifs du fait que la trajectoire d’état se situe

entierement dans ’orthant non-négatif.
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