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Résumé

Dans ce mémoire, on s�interesse à rappeler les principales notions et résultats de la q-
théorie, puis on étudie des équations aux q-di¤érences de premier ordre.
Ce travaille se compose de deux chapitre :
Chapitre 1 : est consacré à des résultats préliminaires et notations de la q-théorie :il sert

essentiellement à motiver le travail. Nous donnons pour cela les dé�nitions
des séries basique hypergéométriques, de q-dérivées, des q-intégrales de Jackson et les

q-analogues de fonctions eulériennes avec leurs propriétés et des exemples.
Chapitre 2 : Nous traitons des équations aux q-di¤érences de premier ordre, et on explique

comment transformée des équations non linéaires à des équations linéaires, dans trois cas :
équations de Riccati, équations homogènes de la forme

f

�
Dqy (x)

y (x)
; x

�
= 0

et les équations de la forme

(y (qx))c1 (y (x))c2 = g (x) :
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Introduction

Plusieurs mathématiciens sont intéressés par le calcul quantique qui a essentielement
debuté en 1748. Au dix-neuvième siècle (1846), Heine introduit la notion de q-analogue ou
q-extension (sous entendu que la formule originale se trouve être limite quand q tend vers 1
de sa q-déforme). En 1867 son élève Thomae a utilisé les travaux de Fermat en probabilité
pour introduire la notion de q-intégrale entre 0 et 1, Cette notion est prolongée au début du
vingtième siècle par F. H. Jackson [1870-1960] : il a introduit la q-théorie de q-analogue, il
s�est intéressé aux q-analogues de certaines fonctions spéciales, de même il s�est construit les
notions de q-dérivée, q-intégrale.
Pendant le 20ieme sciecle l�application de cette théorie a trouvé des assises dans plusieurs

domaines scienti�ques : physique, mécanique quantique, combinatoire.
Plusieurs mathématiciens et physiciens ont constribué à l�essor de cette théorie par des

travaux considérables.
Ce mémoire se compose de deux parties essentielles :
Dans la première partie intituté : "Eléments du calcul quantique", nous rappellons

quelques dé�nitions et propriétés en q-théorie (q-dérivées, des q-intégrales, des séries hy-
pergéométriques, la fonction q-Gamma et q-Béta ainsi que quelques exemples).
La second partie porte essentiellement sur les équations aux q-di¤érences de premier

ordre.
Nous traitons des équations aux q-di¤érences de premier ordre qui sont dé�nies par :

f (x; y (x) ; Dqy (x)) = 0

et
g (x; y (x) ; y (qx)) = 0:

En suite, on explique comment transformée des équations non linéaires à des équations
linéaires, dans trois cas : équations de Riccati, équations homogènes de la forme

f

�
Dqy (x)

y (x)
; x

�
= 0

et les équations de la forme

(y (qx))c1 (y (x))c2 = g (x) :
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Chapitre 1

Eléments du calcul quantique

Dans ce chapitre, nous présentons les principales dé�nitions et résultats sur le calcul
quantique. Pour plus d�informations, on peut consulter ([1] ; [2] ; [3] ; [5] ; [6] ; [7]) :

1.1 Dé�nitions et notations

Dé�nition 1.1 On dé�nit le q-analogue d�un entier n par

[n]q =
qn � 1
q � 1 = q

n�1 + qn�2 + :::+ 1: (1.1)

Dé�nition 1.2 On dé�nit la q-factorielle d�un entier n par

[n]q! =

�
1 si n = 0

[1]q [2]q :::::: [n]q si n 2 N� : (1.2)

Dé�nition 1.3 On dé�nit les coe¢ cients q-binomiaux par�
n
k

�
q

=
[n]q!

[n� k]q! [k]q!
; (1.3)

où 0 < q < 1 et n; k 2 N:
Propriétés 1.1 Soient n; k 2 N; et 0 < q < 1: On a

(i)
�
n
0

�
q

=

�
n
n

�
q

= 1 (1.4)

(ii)
�

n
n� k

�
q

=

�
n
k

�
q

: (1.5)

(iii)
�
n+ 1
k

�
q

=

�
n

k � 1

�
q

+ qk
�
n
k

�
q

: (1.6)

(iv)
�
n
k

�
q

=

�
n� 1
k

�
q

+ qn�k
�
n� 1
k � 1

�
q

:

Preuve.
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(i) D�après (1:02) ona [0]q! = 1; alors�
n
0

�
q

=
[n]q!

[n� 0]q! [0]q!

=
[n]q!

[n]q!
=

�
n
n

�
q

= 1:

(ii) D�après la dé�nition des coe¢ cients q-binomiaux, on a�
n
k

�
q

=
[n]q!

[n� k]q! [k]q!

=
[n]q!

[k]q! [n� k]q!

=
[n]q!

[n� (n� k)]q! [n� k]q!

=

�
n

n� k

�
q

:

(iii) Pour tout 1 � k � n� 1; on a

[n]q = 1 + q + ::::+ qn�1 (1.7)

=
�
1 + q + :::+ qk�1

�
+ qk

�
1 + q + :::+ qn�k�1

�
= [k]q + q

k [n� k]q :

D�autre part, �
n+ 1
k

�
q

=
[n+ 1]q!

[n+ 1� k]q! [k]q!

=
[n]q! [n+ 1]q

[n+ 1� k]q! [k]q!
:

D�après (1:07) ;

�
n+ 1
k

�
q

=
[n]q!

�
[k]q + q

k [n+ 1� k]q
�

[n+ 1� k]q! [k]q!

=
[n]q! [k]q

[n+ 1� k]q! [k]q!
+ qk

[n]q! [n+ 1� k]q
[n+ 1� k]q! [k]q!

=
[n]q!

[n+ 1� k]q! [k � 1]q!
+ qk

[n]q!

[n� k]q! [k]q!

=

�
n

k � 1

�
q

+ qk
�
n
k

�
q

:
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(iv) D�après (1:05) et (1:06) ;�
n
k

�
q

=

�
n

n� k

�
q

=

�
n� 1

n� k � 1

�
q

+ qn�k
�
n� 1
n� k

�
q

=

�
n� 1
k

�
q

+ qn�k
�
n� 1
k � 1

�
q

:

Soit a un nombre complexe. Le symbôle de Pochhammer, utilisé en théorie des séries
hypergéométriques et en combinatoire, est dé�ni par :
Dé�nition 1.4 Soit a 2 C: On dé�nit le symbôle de Pochhammer par

(a)n=

8><>:
1 si n = 0
n�1Y
k=0

(a+ k) = (a) (a+ 1) ::: (a+ n� 1) si n 2 N� : (1.8)

Dé�nition 1.5 Le q-analogue du symbole de Pochhammer appelé q-shift factoriel est dé�ni
pour q 2 C� et a 2 C par

(a; q)n = (1� a)
n
q =

8><>:
1 si n = 0
n�1Y
k=0

�
1� aqk

�
si n 2 N� : (1.9)

et pour q 2 ]0; 1[, on dé�nit

(a; q)1 = (1� a)
1
q =

1Y
k=0

�
1� aqk

�
: (1.10)

Dé�nition 1.6 Le q-analogue du (x� a)n est dé�ni par

(x� a)nq =
�

1 si n = 0
(x� a) (x� aq) ::: (x� aqn�1) si n 2 N� :

Théorème 1.1
1X
k=0

(a; q)k x
k

(q; q)k
=
(ax; q)1
(x; q)1

; jxj < 1; 0 < jqj < 1: (1.11)

Preuve. Soit

fa (x) =

1X
k=0

(a; q)k x
k

(q; q)k
:

Pour 0 < jqj < 1; cette série converge si jxj < 1, alors,on a

lim
k!1

����(a; q)k+1(q; q)k+1

(q; q)k
(a; q)k

x

���� = lim
k!1

����1� aqk1� qk x
���� = jxj :
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On note Dqf (x) =
f(qx)�f(x)
(q�1)x ; d�où

fa (x)� fa (qx)
(1� q)x = Dqfa (x)

=
1X
k=0

(a; q)k
(q; q)k

1� qk
1� q x

k�1

=
1� a
1� q

1X
k=1

(aq; q)k�1
(q; q)k�1

xk�1

=
1� a
1� q

1X
k=0

(aq; q)k
(q; q)k

xk

=
1� a
1� q faq (x) :

alors
fa (x)� fa (qx) = (1� a)xfaq (x) ;

D�autre part

fa (x)� fa (qx) =
1X
k=0

(a; q)k
(q; q)k

xk �
1X
k=0

(aq; q)k
(q; q)k

xk

=
1X
k=1

(aq; q)k�1
(q; q)k

�
1� a�

�
1� aqk

��
xk

= �ax
1X
k=1

(aq; q)k�1
(q; q)k�1

= �ax
1X
k=0

(aq; q)k
(q; q)k

xk

= �axfaq (x) :

Ce qui implique
fa (x) = (1� ax) faq (x) ;

alors

(1� ax) [fa (x)� fa (qx)] = (1� a)xfa (x) ) fa (x) =
1� ax
1� x fa (qx) :

L�itération de la formule précédente donne

fa (x) =
(1� ax) (1� aqx) ::: (1� axqn�1)
(1� x) (1� qx) ::: (1� xqn�1) fa (q

nx)

=
(ax; q)n
(x; q)n

fa (q
nx)

=
(ax; q)1
(x; q)1

fa (0) :

Où
fa (0) = 1:



9

1.2 q-Dérivées

Dé�nition 2.1 On dé�nit la q-di¤érentielle d�une fonction f par

dqf (x) = f (qx)� f (x) ; (1.12)

en particulier
dqx = (q � 1)x:

Proposition 2.1 La q-di¤érentielle de produit de deux fonctions f ,g donnée par

dq (f (x) g (x)) = f (qx) dqg (x) + g (x) dqf (x) : (1.13)

Preuve.
D�après la dé�nition du q-di¤érentielle, on a

dq (f (x) g (x)) = f (qx) g (qx)� f (x) g (x)
= f (qx) g (qx)� f (qx) g (x) + f (qx) g (x)� f (x) g (x)
= f (qx) dqg (x) + g (x) dqf (x) :

Dé�nition 2.2 On dé�nit la q-dérivée de la fonction f par

Dqf (x) =
dqf (x)

dqx
=
f (qx)� f (x)
(q � 1)x , pour x 6= 0; (1.14)

et Dqf (0) = f
0
(0) pourvue que f

0
(0) existe.

Exemples 2.1
1) Soit f (x) =

p
x; on a

Dq

�p
x
�
=

p
qx�

p
x

(q � 1)x

=
1�p

q + 1
�p
x
; x > 0:

2) Soit f (x) = xn, n 2 N; on a

Dq (x
n) =

(qx)n � xn
(q � 1)x

=
qn � 1
q � 1 x

n�1

= [n]q x
n�1:

3) Soit f (x) = 1
x
, on a

Dq

�
1

x

�
=

1
qx
� 1

x

(q � 1)x

=

�
1
q
� 1
�
1
x

(q � 1)x

= � 1

qx2
:
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Remarque 2.1 Il est claire que si f est dérivable, alors Dqf(x) tend vers f
0
(x) lorsque q

tend vers 1:

Propriétés 2.1 Soient f et g deux fonctions arbitraire, et soient a; b deux réelles.
i) Dq est un opérateur linéaire, i.e.

Dq (af (x) + bg (x)) = aDq (f (x)) + bDq (g (x)) (1.15)

ii)
Dq (f (x) g (x)) = f (qx)Dq (g (x)) + g (x)Dq (f (x)) ; (1.16)

et on a aussi

Dq (f (x) g (x)) = f (x)Dq (g (x)) + g (qx)Dq (f (x)) : (1.17)

iii)

Dq

�
f (x)

g (x)

�
=
g (x)Dq (f (x))� f (x)Dq (g (x))

g (x) g (qx)
, g (x) g (qx) 6= 0: (1.18)

iv) Soient �; � 2 R; on dé�nit la fonction u par u (x) = �x�: Alors

Dq [f (u (x))] =
�
Dq�f

�
(u (x))Dq (u (x)) : (1.19)

Preuve.
i)

Dq (af (x) + bg (x)) =
af (qx) + bg (qx)� af (x)� bg (x)

(q � 1)x

=
a (f (qx)� f (x))

(q � 1)x
b (g (qx)� g (x))

(q � 1)x
= aDq (f (x)) + bDq (g (x))

ii)

Dq (f (x) g (x)) =
dq (f (x) g (x))

(q � 1)x

=
f (qx) dq (g (x)) + g (x) dq (f (x))

(q � 1)x
= f (qx)Dq (g (x)) + g (x)Dq (f (x)) :

iii) Il est claire que g (x) f(x)
g(x)

= f (x) ; alors

Dq

�
g (x)

f (x)

g (x)

�
= Dq (f (x)) ;

ce qui implique

g (qx)Dq

�
f (x)

g (x)

�
+
f (x)

g (x)
Dq (g (x)) = Dq (f (x)) ;
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donc

Dq

�
f (x)

g (x)

�
=
g (x)Dq (f (x))� f (x)Dq (g (x))

g (x) g (qx)

iv)

Dq [f (u (x))] = Dq

�
f
�
�x�

��
=
f
�
�q�x�

�
� f

�
�x�

�
qx� x

=
f
�
�q�x�

�
� f

�
�x�

�
�q�x� � �x�

�q�x� � �x�
qx� x

=
f
�
q�u
�
� f (u)

q�u� u
u (qx)� u (x)
qx� x

=
�
Dq�f

�
(u (x))Dq (u (x)) :

Remarque 2.1 Il n�existe pas une régle générale pour la q-dérivée de la composée de deux
fonctions.

1.3 q-Intégrales

1.3.1 q-Primitives

Dé�nition 3.1 On dit que la fonction F est la q-primitive de la fonction f si DqF (x) =
f (x) ; et on note

F (x) =

Z
f (x) dqx: (1.20)

Proposition 3.1 Si 0 < q < 1: Alors, quand ajoutant une constante, toute fonction f a au
plus une q-primitive qui est continues en x = 0:
Preuve.
On suppose F1 et F2 deux q-primitives de f qui sont continues au point 0: Posons ' =

F1�F2. La fonction ' est continue au point 0, et véri�e la propriété suivante ' (qx) = ' (x)
pour tout x; avec Dq' = 0: Pour tout A > 0; posons

m = inf f' (x) jqA � x � Ag ;
M = sup f' (x) jqA � x � Ag ;

posons m < M , au moins l�un des deux cas ' (0) 6= m ou ' (0) 6=M est vrais.
Si ' (0) 6= m: par la continuité en x = 0; soit � > 0 donnée, on peut trouver � > 0 telle

que
m+ � =2 ' (]0; �[) :

D�autre part, qNA < � pour tout N assez grand, avec ' (qx) = ' (x) ; on a

m+ � 2 ]m;M [ � ' [qA;A] = '
�
qN+1A; qNA

�
� ' (]0; �[) ;

ce qui est une contradiction, par conséquent, m = M et ' est une fonction constante sur
l�intervalle [qA;A] :
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1.3.2 Intégrale de Jackson

Soit f une fonction arbitraire. Pour construire leur q-primitive F (x) ; on introduit l�opé-
rateur M̂q, qui dé�nie par

(M̂q (F (x)) := F (qx) ;

Alors par la dé�nition de Dq, on a

1

(q � 1)x

�
M̂q � 1

�
F (x) =

F (qx)� F (x)
(q � 1)x = f (x) ;

On peut formellement écrit

F (x) =
1�

1� M̂q

� ((1� q)xf (x))
= (1� q)

1X
n=0

M̂n
q (xf (x)) :

alors, Z
f (x) dqx = (1� q)x

1X
n=0

qnf (qnx) ;

cette dernière expression est appelée l�intégrale de Jackson.
Dé�nition 3.2 La primitive de Jackson (l�intégrale de Jackson) d�une fonction f est dé�nie
par

F (x) = (1� q)x
1X
n=0

f (qnx) qn: (1.21)

Exemple 3.1 Soit f (x) = xn et n 2 N; on aZ
xndqx = (1� q)x

+1X
j=0

f
�
qjx
�
qj

= (1� q)x
+1X
j=0

qjqjnxn

= (1� q)xn+1
+1X
j=0

qj(n+1)

=
(1� q)xn+1
1� qn+1

=
xn+1

[n+ 1]q
:
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Théorème 3.1 Soit 0 < q < 1: Si jf (x)x�j est borné sur l�intervalle ]0; A] pour tout
0 � � < 1; alors l�intégrale de Jackson converge vers une fonction F (x) sur ]0; A] : De plus,
F (x) est continue en x = 0 et F (0) = 0:

Preuve. On suppose que pour certains réels � tels que 0 � � < 1; jf (x)x�j < M sur
]0; A], d�où pour tout k � 0; ��f �qkx��� < M �

qkx
���

:

Multipliant par qk; on obtient��qkf �qkx��� < Mqk �qkx��� =Mx�� �q1���k ;
ce qui implique �����

1X
k=0

qkf
�
qkx
������ <

1X
k=0

Mx��
�
q1��

�k
=

Mx��

1� q1�� :

Alors pour 1 � � > 0 et 0 < q < 1; notre série est majorée par une série géométrique
convergente.
On remarque que F (0) = 0; pour démontrer que F (x) est continue en x = 0, pour tout

0 < x � A; �����(1� q)x
1X
k=0

qkf
�
qkx
������ < M (1� q)x1��

1� q1�� ;

qui tend vers 0 quand x! 0; pour 1� q > 0:

Exemple 3.2 Soit

f(x) =
1

x
= DqF (x) ; x 6= 0

puisque,

Dq log x =
log (qx)� log (x)

(q � 1)x =
log q

q � 1
1

x
; x 6= 0

donc
F (x) =

q � 1
log q

log x

cette q-primitive de f n�est pas continue en 0, alorsZ
1

x
dqx =

q � 1
log q

log x;

d�autre part Z
1

x
dqx = (1� q)x

1X
n=0

qnf (qnx) = +1;

dans ce cas, la formule de Jackson échoue car f (x)x� = 1
x1�� n�est pas bornée pour tout

0 � � < 1:
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Formule de Jackson pour les intégrales dé�nie

Dé�nition 3.3 Supposons que 0 < a < b, on dé�nit la q-intégrale par

bZ
0

f (x) dqx := (1� q) b
+1X
n=0

f (qnb) qn; 0 < q < 1; (1.22)

et
bZ
a

f (x) dqx :=

bZ
0

f (x) dqx�
aZ
0

f (x) dqx: (1.23)

Exemple 3.3 Soient a = 0; b = 1, f (x) = lnx

1Z
0

ln (x) dqx = (1� q)
+1X
n=0

ln (qn) qn

= (1� q) q ln q

(1� q)2

=
q ln q

(1� q) ;

telle que
1X
n=0

nqn = q d
dq

1X
n=0

qn = q d
dq

1
1�q =

q

(1�q)2 ; 0 < q < 1:

Proposition 3.2
i) Si F une q-primitive de la fonction f , continue en x = 0, alors le q-analogue de la formule
de Newton-Leibniz est

bZ
a

f (x) dqx = F (b)� F (a) ; 0 � a < b <1: (1.24)

ii)

Dq

0@ xZ
0

f (t) dqt

1A = f (x) : (1.25)

Preuve.
i) Comme F (x) est continue en 0, alors on peut appliquer la formule de Jackson, en

ajoutant une constante, c�est-à-dire

F (x) = (1� q)x
1X
k=0

qkDqF
�
xqk
�
+ F (0)

= (1� q)x
1X
k=0

qkf
�
xqk
�
+ F (0);
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alors,

bZ
a

f (x) dqx =

bZ
0

f (x) dqx�
aZ
0

f (x) dqx

= F (b)� F (a) :

ii) On a d�après (1:24) pour b = x et a = 0

xZ
0

f (t) dqt = F (x)� F (0) ;

ainsi,

Dq

0@ xZ
0

f (t) dqt

1A = Dq (F (x)� F (0))

= f (x) :

Théorème 3.2 Soient f et g sont deux fonctions continues, alors
i)

bZ
a

f (x)Dqg (x) dqx = f (b) g (b)� f (a) g (a)�
bZ
a

g (qx)Dqf (x) dqx: (1.26)

ii)
bZ
a

f (qx)Dqg (x) dqx = f (b) g (b)� f (a) g (a)�
bZ
a

g (x)Dqf (x) dqx: (1.27)

Preuve. En appliquant (1:24) à notre fonctions f(x)g(x), on obtient

bZ
a

Dq (f (x) g (x)) dqx = f (b) g (b)� f (a) g (a) ;

d�autre part, par la règle de produit, on a

bZ
a

f (x)Dqg (x) dqx+

bZ
a

g (qx)Dqg (x) dqx = f (b) g (b)� f (a) g (a) ;

alors,
bZ
a

f (x)Dqg (x) dqx = f (b) g (b)� f (a) g (a)�
bZ
a

g (qx)Dqf (x) dqx:



16

Proposition 3.3 Le q-analogue du théorème de changement de variable pour u(x) = �x�,
� 2 C et b > 0, est donné par

u(b)Z
u(a)

f (u) dqu =

bZ
a

f (u (x))D
q
1
�
u (x) d

q
1
�
x (1.28)

=

bZ
a

f (u (x)) d
q
1
�
u (x) : (1.29)

Preuve. Supposons que F (x) est une q-primitive de f(x), alorsZ
f(u)dqu = F (u) = F (u(x)):

En utilisant la q-dérivée de la composée F (u(x)) pour tout q0 2]0; 1[; donc on a

F (u(x)) =

bZ
a

Dq0F (u(x))dq0x

=

bZ
a

�
Dq0�F

�
(u (x))Dq0u (x) dq0x

=

bZ
a

�
Dq0�F

�
(u (x)) dq0u (x) :

choisir q0 = q
1
� , on a Dq0�F = DqF = f ; alors,

u(b)Z
u(a)

f(u)dqu =

bZ
a

f(u (x))d
q
1
�
u (x) :

Intégrale de Jackson impropre

Pour dé�nir les intégrales de Jackson impropre, en utilisant la sommation des intégrales

1Z
0

f (x) dqx :=

+1X
n=�1

qnZ
qn+1

f (x) dqx; q < 1: (1.30)

telle que

qnZ
qn+1

f (x) dqx =

qnZ
0

f (x) dqx�
qn+1Z
0

f (x) dqx

= (1� q)
1X
k=0

f
�
qn+k

�
qn+k � (1� q)

1X
k=0

f
�
qn+k+1

�
qn+k+1

= (1� q) qnf (qn) :
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Dé�nition 3.4 Pour q 6= 1; la q-intégrale de Jackson de 0 à 1 est dé�nie par

1Z
0

f (x) dqx := j1� qj
+1X
k=�1

f (qn) qn: (1.31)

Remarque 3.1 Il est claire que, pour ces q-intégrales sont valides à conditions que les
sommes convergent absolument.

Théorème 3.3 L�intégrale de Jackson impropre converge si x�f (x) est bornée quand x est
au voisinage de 0, pour certains � < 1 et x assez grand pour certains � > 1:

Preuve. On a,
1Z
0

f (x) dqx = j1� qj
+1X
n=�1

f (qn) qn:

alors,
+1X
n=�1

f (qn) qn =
+1X
n=0

f (qn) qn +
+1X
n=1

f
�
q�n
�
q�n:

La première somme converge par la preuve du Théorème 3.1. pour la deuxième somme, on
suppose jx�f (x)j < M où � > 1 et M > 0: Alors, pour n assez grand,��q�nf �q�n��� = qn(��1) ��q��nf �q�n��� < Mqn(��1):
Alors la deuxième somme est inférieure à une série géométrique convergente, et donc converge.

1.4 Les deux formules de q-Binôme-Gauss et de Heine

Proposition 4.1 Soit f un polynôme de degré N et c 2 R; le q-analogue de développement
de Taylor est

f (x) =

NX
j=0

�
Dj
qf
�
(c)
(x� c)jq
[j]q!

: (1.32)

Formule de q-Binôme-Gauss
Soit

f (x) = (x+ a)nq ; n 2 N et a 2 R:
Pour j � n; on a �

Dj
qf
�
(x) = [n]q [n� 1]q ::: [n� j + 1]q (x+ a)

n�j
q : (1.33)

D�autre part
(x+ a)mq = (x+ a) (x+ qa) :::

�
x+ qm�1a

�
: (1.34)

Alors, pour x = 0; on obtient

(a)mq = a (qa) :::
�
qm�1a

�
= q

m(m�1)
2 am: (1.35)
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On remplace (1:35) dans la formule (1:33) ; on obtient�
Dj
qf
�
(0) = [n]q [n� 1]q ::: [n� j + 1]q q

(n�j)(n�j�1)
2 an�j:

Alors le q-Taylor de f est

(x+ a)nq =

nX
j=0

�
n
j

�
q

q
(n�j)(n�j�1)

2 an�jxj:

On remplace j par n� j, on obtient

(x+ a)nq =
nX
j=0

�
n
j

�
q

q
j(j�1)

2 ajxn�j: (1.36)

qui est appellée formule de q-Binôme-Gauss.
Dans la formule (1:36) ; on remplace x et a par 1 et x respectivement, on obtient

(1 + x)nq =
nX
j=0

q
j(j�1)

2

�
n
j

�
q

xj; (1.37)

faisons tendre n vers 1, on obtient

(1 + x)1q =
1X
j=0

q
j(j�1)

2
xj

(1� q) (1� q2) ::: (1� qj) : (1.38)

Formule de q-Binôme- Heine
Soit

g (x) =
1

(1� x)nq
; n 2 N:

En appliquant Dq; on obtient

Dqg (x) = Dq
1

(1� x)nq
=

[n]q

(1� x)n+1q

;

alors

Dj
qg (x) =

[n]q [n+ 1]q ::: [n+ j � 1]q
(1� x)n+1q

;

ce qui implique
Dj
qg (0) = [n]q [n+ 1]q ::: [n+ j � 1]q ;8 j > 1

d�où
1

(1� x)nq
=

1X
j=0

[n]q [n+ 1]q ::: [n+ j � 1]q xj

[j]q!
: (1.39)

Cette dernière expression est appelée formule de q-Binôme- Heine.
Dans la formule (1:39) faisons tendre n vers 1, on obtient

1

(1� x)1q
=

1X
j=0

xj

(1� q) (1� q2) ::: (1� qj) ;
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où
lim
n!1

[n]q = lim
n!1

1� qn
1� q =

1

1� q ;

et

lim
n!1

�
n
j

�
q

= lim
n!1

(1� qn) (1� qn�1) ::: (1� qn�j+1)
(1� q) (1� q2) ::: (1� qj)

=
1

(1� q) (1� q2) ::: (1� qj) :

Théorème 4.1 Si yx = qxy, où q est un nombre commutatif avec x et y; alors

(x+ y)n =
nX
j=0

�
n
j

�
q

xjyn�j: (1.40)

Preuve . L�équation (1:40) est vraie pour n = 1, et on véri�e si elle est vraie pour n+1;
On a

(x+ y)n+1 = (x+ y)n (x+ y)

=

 
nX
j=0

�
n
j

�
q

xjyn�j

!
(x+ y)

=
nX
j=0

�
n
j

�
q

xjyn�jx+
nX
j=0

�
n
j

�
q

xjyn�j+1

=
nX
j=0

�
n
j

�
q

xj
�
qn�jxyn�j

�
+

nX
j=0

�
n
j

�
q

xjyn�j+1

=
nX
j=1

qn�j+1
�

n
j � 1

�
q

xjyn�j+1 +
nX
j=0

�
n
j

�
q

xjyn�j+1

= yn+1 +

nX
j=1

 
qn�j+1

�
n

j � 1

�
q

+

�
n
j

�
q

!
xjyn�j+1 + xn+1

=

n+1X
j=0

�
n+ 1
j

�
q

xjyn+1�j;

telle que
ykx = qyk�1xy = q2yk�2xy2 = ::: = qkxyk:

1.5 Fonctions q-Exponentielles

La fonction exponentielle classique est donnée par

ex =
1X
n=0

xn

n!
: (1.41)
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Dé�nition 5.1 Les deux q-analogues de la fonction exponentielle sont dé�nies par
i)

exq =

1X
n=0

xn

[n]q!
: (1.42)

ii)

Exq =
1X
n=0

q
n(n�1)

2
xn

[n]q!
: (1.43)

Propriétés 5.1
i)

Dqe
x
q = e

x
q ; (1.44)

ii)
DqE

x
q = E

qx
q ; (1.45)

iii) Si yx = qxy, on a
exqe

y
q = e

x+y
q ; (1.46)

iv)
ex1
q
= Exq ; (1.47)

v)

exq =
1

(1� (1� q)x)1q
: (1.48)

et
Exq = (1 + (1� q)x)1q : (1.49)

Preuve.
i) On sait que Dq (x

n) = [n]q x
n�1; alors

Dqe
x
q =

1X
n=0

Dqx
n

[n]q!

=

1X
n=0

[n]q x
n�1

[n]q!

=

1X
n=1

xn�1

[n� 1]q!

=
1X
n=0

xn

[n]q!

= exq :
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ii)

DqE
x
q =

1X
n=0

q
n(n�1)

2
Dqx

n

[n]q!

=
1X
n=1

q
n(n�1)

2

[n]q x
n�1

[n]q!

=

1X
n=1

q
(n�1)(n�2)

2 qn�1
xn�1

[n� 1]q!

=

1X
n=0

q
n(n�1)

2
qnxn

[n]q!

= Eqxq :

iii)

exqe
y
q =

 1X
j=0

xj

[j]q!

! 1X
k=0

yk

[k]q!

!

=
1X
j=0

1X
k=0

xjyk

[j]q! [k]q!

=
1X
j=0

1X
k=0

[j + k]q!

[j]q! [k]q!

xjyk

[j + k]q!
;

Si on prend n = j + k, on obtient

exqe
y
q =

1X
n=0

 
nX
j=0

�
n
j

�
q

xjyn�j

!
1

[n]q!
;

en utilisant le théorème (4:1) ; on obtient

exqe
y
q =

1X
n=0

(x+ y)nq
[n]q!

= ex+yq :

iv) Dans la formule (1:42) en remplaçant q par 1
q
, on obtient

ex1
q
=

1X
n=0

�
1� 1

q

�n
xn�

1� 1
q

��
1� 1

q2

�
:::
�
1� 1

qn

�
=

1X
n=0

q
n(n�1)

2
(1� q)n xn

(1� q) (1� q2) ::: (1� qn)

=

1X
n=0

q
n(n�1)

2
xn

[n]q!

= Exq :
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v) On a

1

(1� x)1q
=

1X
n=0

xn

(1� q) (1� q2) ::: (1� qj)

=

1X
n=0

1
(1�q)n x

n

1
(1�q)n (1� q) (1� q2) ::: (1� qj)

=
1X
n=0

�
x
1�q

�n
1
�
1�q2
1�q

�
:::
�
1�qn
1�q

�
=

1X
n=0

�
x
1�q

�n
[n]q!

= e
x

(1�q)
q :

alors
exq =

1

(1� (1� q)x)1q
:

1.6 Fonctions q-trigonométriques

Dé�nition 6.1 Les fonctions q-trigonométriques sont dé�nies par

sinq x =
eixq � e�ixq

2i
; Sinqx =

Eixq � E�ixq

2i
; (1.50)

cosq x =
eixq + e

�ix
q

2
; Cosqx =

Eixq + E
�ix
q

2
: (1.51)

Propriétés 6.1
i)

Sinqx = sin 1
q
x; (1.52)

et
Cosqx = cos 1

q
x: (1.53)

ii)

cosq xCosqx =
eixq E

ix
q + e

�ix
q E�ixq + 2

4
; (1.54)

et

sinq x Sinqx = �
eixq E

ix
q + e

�ix
q E�ixq � 2
4

: (1.55)

iii)
cosq xCosqx+ sinq x Sinqx = 1: (1.56)

iv)
Dq sinq x = cosq x; (1.57)

Dq cosq x = � sinq x; (1.58)
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Dq Sinqx = Cosqx; (1.59)

DqCosqx = � Sinqx: (1.60)

Preuve.
i) D�après (1:47)

Sinqx =
Eixq � E�ixq

2i

=
eix1
q

� e�ix1
q

2i
= sin 1

q
x;

et

Cosqx =
Eixq + E

�ix
q

2

=
eix1
q

+ e�ix1
q

2
= cos 1

q
x:

ii) En utilisant exqE
�x
q = 1; on obtient

cosq xCosqx =

�
eixq + e

�ix
q

� �
Eixq + E

�ix
q

�
4

=
eixq E

ix
q + e

�ix
q E�ixq + 2

4
:

et

sinq x Sinqx = �
�
eixq � e�ixq

� �
Eixq � E�ixq

�
4

= �
eixq E

ix
q + e

�ix
q E�ixq � 2
4

:

iii) D�après (1:50) et (1:51) ; on a

cosq xCosqx+ sinq x Sinqx =

�
eixq + e

�ix
q

2

��
Eixq + E

�ix
q

2

�
+

�
eixq � e�ixq

2i

��
Eixq � E�ixq

2i

�
=

eixq E
ix
q + e

�ix
q E�ixq + 2� eixq Eixq � e�ixq E�ixq + 2

4
= 1:

iv) En appliquant (1:19), où u (x) = ix; et d�après (1:44). On a

Dq sinq x = Dq

�
eixq � e�ixq

2i

�
=

1

2i

�
Dq

�
eixq
�
�Dq

�
e�ixq

��
=

1

2i

�
ieixq + ie

�ix
q

�
=

eixq + e
�ix
q

2
= cosq x;
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Dq cosq x = Dq

�
eixq + e

�ix
q

2

�
=

1

2

�
Dq

�
eixq
�
+Dq

�
e�ixq

��
=

i

2

�
eixq � e�ixq

2

�
= �

eixq � e�ixq

2i
= � sinq x;

En utilisant que Exq = e
x
1
q

; on obtient

Dq Sinqx = Dq

�
Eixq � E�ixq

2i

�
=

1

2i

�
Dq

�
eix1
q

�
�Dq

�
e�ix1
q

��
=

1

2i

�
ieix1

q
+ ie�ix1

q

�

=
eix1
q

+ e�ix1
q

2

=
Eixq + E

�ix
q

2
= Cosqx;

DqCosqx = Dq

�
Eixq + E

�ix
q

2

�

= Dq

0@eix1q + e�ix1
q

2

1A
=

1

2

�
Dq

�
eix1
q

�
+Dq

�
e�ix1
q

��
=

1

2

�
ieix1

q
� ie�ix1

q

�
=

i

2

�
Eixq � E�ixq

�
= �

�
Eixq � E�ixq

2i

�
= � Sinqx:
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1.7 Fonctions q-hypegéométriques

Dé�nition 7.1 Une série hypergéométrique est une fonction qui est dé�nie par

r's (a1; :::; ar; b1; :::; bs; z) =
1X
n=0

(ar)n
(bs)n

zn

n!
(1.61)

=

1X
n=0

[a1(a1 + 1):::(a1 + n� 1)] ::: [ar(ar + 1):::(ar + n� 1)]
[b1(b1 + 1):::(b1 + n� 1)] ::: [bs(bs + 1):::(bs + n� 1)]

zn

n!
;

où r; s 2 N, a1, ..., ar; b1, ..., bs 2 C et b1, ..., bs 6= 1; q�1; q�2; :::

Exemple 7.1
1)

0'0 (�;�; z) =
1X
n=0

zn

n!
= ez:

2)

1'0 (a;_; z) =
1X
n=0

a (a+ 1) ::: (a+ n� 1)
n!

zn =
1

(1� z)a :

Dé�nition 7.2 Le q-analogue de la série hypergéométrique est donnée par

r�s(a1; :::; ar; b1; :::; bs; q; z) =
1X
n=0

(a1; q)n (a2; q)n ::: (ar; q)n
(q; q)n (b1; q)n ::: (bs; q)n

h
(�1)n q

n(n�1)
2

i1+s�r
zn: (1.62)

Où r; s 2 N, a1, ..., ar , b1, ..., bs 2 C et b1, ..., bs 6= 1; q�1; q�2; :::
Notation 7.1 La série q-hypergéométrique à une autre notation qui est donnée par

r�s(a1; :::; ar; b1; :::; bs; q; z) =r �s

�
a1; :::; ar
b1; :::; bs

; q; z

�
(1.63)

Exemple 7.2
1)

0�0

�
_
_
; q; z

�
=

1X
n=0

(�1)n q n(n�1)2

(q; q)nq
zn = E

z
(q�1)
q :

2)

1�0

�
0
_
; q; z

�
=

1X
n=0

1

(q; q)nq
zn = e

z
(1�q)
q :

3)

1�0

�
a
_
; q; z

�
=

1X
n=0

(a; q)n z
n

(q; q)n
=
(az; q)1
(z; q)1

; jzj < 1
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1.8 Fonction q-Gamma

Dé�nition 8.1 La fonction Gamma classique est dé�nie par

� (t) =

1Z
0

xt�1e�xdx; t > 0:

Propriétés 8.1
i)

� (t+ 1) = t � (t) ; t > 0:

ii)
� (n+ 1) = n!; 8n 2 N:

Dé�nition 8.2 Pour tout t > 0, Le q-analogue de la fonction Gamma est donnée par

�q (t) =
(q; q)1
(qt; q)1

(1� q)1�t : (1.64)

Propriétés 8.2
i)

�q (t) =

1Z
0

xt�1E�qxq dqx:

ii) Pour tout t > 0; on a
�q (t+ 1) = [t]q �q (t) :

iii)
�q (1) = 1:

Preuve.
i)

1Z
0

xt�1E�qxq dqx =

1Z
0

xt�1 ((1� q) qx; q)1 dqx

=
1X
n=0

qn
�
qn

1� q

�t�1�
(1� q) q qn

1� q ; q
�
1

= (1� q)1�t
1X
n=0

qnt
�
qn+1; q

�
1 :

Utilisant Théorème 1.1; on obtient

1Z
0

xt�1E�qxq dqx = (1� q)1�t
1X
n=0

qnt
(q; q)1
(q; q)n

= (1� q)1�t (q; q)1
(qt; q)1

= �q (t) :
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Où
(q; q)1
(qn+1; q)1

= (q; q)n

ii)En utilisant l�intégration par partie, on obtient

�q (t+ 1) =

1Z
0

xtE�qxq dqx

= �
1Z
0

xtdqE
�x
q

= [t]

1Z
0

xt�1E�qxq dqx

= [t] �q (t) :

iii)

�q (1) =

1Z
0

E�qxq dqx

= E0q � E�1q
= 1:

Où
E�1q = lim

x�!1

1

exq
= 0;

et
E0q = 1:

1.9 Fonction q-Béta

La fonction Béta classique est dé�nie par

B (�; �) =

1Z
0

x��1 (1� x)��1 dx; �; � > 0:

où

B (�; �) =
� (�) � (�)

� (�+ �)
:

Dé�nition 9.1 Pour tout �; � > 0 , on dé�nit la fonction q-Béta par

Bq (�; �) =

1Z
0

x��1
(qx; q)1
(q�x; q)1

dqx: (1.65)
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Propriété 9.1 Pour tout �; � > 0; on a

Bq (�; �) =
�q (�) �q (�)

�q (�+ �)
(1.66)

Preuve.

Bq (�; �) =

1Z
0

x��1
(qx; q)1
(q�x; q)1

dqx

= (1� q)
1X
n=0

qn��n
(qn+1; q)1
(qn+�; q)1

qn

= (1� q) (q; q)1
(q�; q)1

1X
n=0

�
q�; q

�
n

(q; q)n
qn�;

d�après Théorème 1.1; on obtient

Bq (�; �) = (1� q) (q; q)1
(q�; q)1

�
q�+�; q

�
1

(q�; q)1

=
(q; q)1
(q�; q)1

(1� q)1�� (q; q)1
(q�; q)1

(1� q)1��
�
q�+�; q

�
1

(q; q)1
(1� q)�1+�+�

=
�q (�) �q (�)

�q (�+ �)
:



Chapitre 2

Les équations aux q-di¤érences de
premier ordre

Dans ce chapitre on s�intéresse à la résolution des équations aux q-di¤érences du premier
ordre qui sont donnée par :

f (x; y (x) ; Dqy (x)) = 0; (2.1)

et

g (x; y (x) ; y (qx)) = 0: (2.2)

2.1 Les équations aux q-di¤érences linéaire de premier
ordre

Considèrons l�équation au q-di¤érence

Dqy (x) = a (x) y (qx) + b (x) : (2.3)

c�est une équation au q-di¤érence linéaire non homogène de premier ordre du coé¢ cients
non constantes. Son étude est clairement équivalente à

Dqy (x) = a (x) y (x) + b (x) : (2.4)

Et (2:3) est équivalente à,
Dqy (x) = ea (x) y (x) +eb (x) :

où ea (x) = a (qx) ;eb (x) = b (qx) ; (2.5)

La formule (2:5) peut être obtenu de l�expression (2:3) si en remplaçant x par q�1x et q par
q�1 et vise versa.
Exemple 1.1 On considère par exemple l�équation (2:3) : Leur équation homogène est

Dqy (x) = a (x) y (qx) : (2.6)

29
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Par la dé�nition Dq; on obtient

y (qx)� y (x)
(q � 1)x = a (x) y (qx) ;

alors
y (x) = [1 + (1� q)xa (x)] y (qx) : (2.7)

On répète l�opération précédente dans la formule (2:7) N fois, on obtient

y (x) = y (x0)

xY
t=q�1x0

[1 + (1� q) ta (t)] (2.8)

= y
�
qNx

�N�1Y
i=0

�
1 + (1� q)xqia

�
qix
��
:

Si N !1; et 0 < q < 1; alors qN ! 0; donc

y (x) = y (0)
1Y
i=0

�
1 + (1� q)xqia

�
qix
��
: (2.9)

Exemple 1.2 On suppose que

a (x) =
qk � 1
q � 1

1

qkx� 1 ; k 2 N:

Il est claire que la solution est

y (x) = y (0)
1Y
i=0

�
1 + (1� q)xqia

�
qix
��

= y (0)

1Y
i=0

�
1� qix
1� qk+ix

�

= y (0)

1Y
i=0

(1� qix)

1Y
i=0

(1� qk+ix)

= y (0)
(x; q)1
(qkx; q)1

= y (0) (x; q)k :

Maintenant, on considère l�équation non homogène (2:3) : En utilisant la méthode de la
variation du constante

y (x) = c (x) y0 (x) : (2.10)

quand y0 (x) est la solution de l�équation homogène (2:6) ; alors

Dqy (x) = Dq (c (x) y0 (x))

= c (qx)Dq (y0 (x)) + y0 (x)Dqc (x)

= c (qx) a (x) y0 (qx) + y0 (x)Dqc (x) ;
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D�autre part, On remplace (2:10) dans la formule (2:3) ; on obtient

Dq (c (x) y0 (x)) = a (x) c (qx) y0 (qx) + b (x) ;

alors
c (qx) a (x) y0 (qx) + y0 (x)Dqc (x) = a (x) c (qx) y0 (qx) + b (x) ;

ce qui implique
y0 (x)Dqc (x) = b (x)

alors
Dqc (x) = y

�1
0 (x) b (x) :

Donc

c (x) =

xZ
x0

y�10 (t) b (t) dqt+ c: (2.11)

D�où la solution générale de (2:3) est

y (x) = y0 (x) c+

xZ
x0

y0 (x) y
�1
0 (t) b (t) dqt; (2.12)

avec
c = y�10 (x0) y (x0) :

On prend x0 = 0; et en utilisant la formule (1:22) ; on obtient

c (x) = (1� q)x
1X
i=0

qiy0 (x) y
�1
0

�
qix
�
b
�
qix
�
; (2.13)

alors

y (x) = y0 (x) c+ (1� q)x
1X
i=0

qiy0 (x) y
�1
0

�
qix
�
b
�
qix
�
: (2.14)

En appliquant la méthode de la constante indéterminé à l�équation (2:4) ; on obtient

y (x) = y0 (x) c+

xZ
x0

y0 (x) y
�1
0 (qt) b (t) dqt; (2.15)

ou

y (x) = y0 (x) c+ (1� q)x
1X
i=0

qiy0 (x) y
�1
0

�
qi+1x

�
b
�
qix
�
: (2.16)

Pour x0 = 0:
Pour chercher une solution sous la forme d�une série, on discute les cas suivantes.
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2.1.1 Equation de la forme Dqy (x) = ay (x)

Soit l�équation
Dqy (x) = ay (x) ; (2.17)

avec a = cte: Pour résoudre une telle équation, nous le récrivons comme

y (qx) = [1 + (q � 1)xa] y (x) (2.18)

et on cherche la solution sous la forme

y (x) =
1X
n=0

cnx
n: (2.19)

En remplaçant (2:19) dans (2:18) ; on obtient

cn+1q
n+1 = cn+1 + (q � 1) acn

ce qui implique

cn+1 = cn

�
q � 1
qn+1 � 1

�
a

alors

cn = c0

 
nY
k=1

1� q
1� qk

!
an: (2.20)

On sait que [k]q =
1�qk
1�q ! k; q ! 1; donc (2:20) devient

cn = c0
an

[n]q!
; (2.21)

d�où la solution dans (2:19) est le q-analogue de la fonction exponentielle c0 exp (ax) :

yq (x) = c0

1X
n=0

an

[n]q!
xn = c0e

ax
q : (2.22)

2.1.2 Equation de la forme Dqy (x) = ay (qx)

De la même façon, une équation de la forme

Dqy (x) = ay (qx) ; (2.23)

est équivalent à
y (x) = [1 + (1� q)xa] y (qx) ; (2.24)

à une solution de la forme

yq�1 (x) = c0e
ax
q�1 = c0

1X
n=0

an

[n]q�1 !
xn; (2.25)

où [n]q�1 ! est obtenu de [n]q! si en remplaçant q par q
�1:
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2.1.3 Equations de la forme Dqy (x) = ay (x) + b

D�après le cas (1) et la méthode des coé¢ cients indéterminés; avec x0 = 0

y (x) = y0 (x) c+

xZ
0

y0 (x) y
�1
0 (qt) b (t) dqt

Donc

y (x) = eaxq

24y (0) + b xZ
0

e�aqtq�1 dqt

35 (2.26)

= eaxq

�
y (0)� b

a
e�axq�1 +

b

a

�
;

où
yq (x) = c0e

ax
q et c = y�10 (0) y (0) :

En utilisant eaxq e
�ax
q�1 = 1, on obtient

y (x) = eaxq y (0)�
b

a
+
b

a
eaxq : (2.27)

2.1.4 Equations de la forme Dqy (x) = ay (qx) + b

D�après le cas (2) et la méthode des coe¢ cients indéterminés avec x0 = 0; sa solution est

y (x) = eaxq�1

24y (0) + b xZ
0

e�atq dqt

35 (2.28)

= eaxq�1

�
y (0)� b

a
e�axq +

b

a

�
:

Alors,

y (x) = eaxq�1y (0)�
b

a
+
b

a
eaxq�1 : (2.29)

2.1.5 Equations de la forme Dqy (x) = �xy (x)

On cherche une solution sous la forme

y (x) =

1X
n=0

cnx
n: (2.30)

On obtient

c2n = �
c2n�2
1�q2n
1�q

(2.31)

= �n
c0

1�q2n
1�q

1�q2n�2
1�q :::1�q

2

1�q :1

= �n
c0

[2n]q!!
;n 2 N�;
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où

[2n]q!! =
1� q2n
1� q

1� q2n�2
1� q :::

1� q2
1� q :1 (2.32)

et c2n+1 = 0; n 2 N: On remarque que

[2n]q!! = [n]q! (2)
n
q ;

où
(2)nq = (1 + q)

�
1 + q2

�
::: (1 + qn) ;

et
lim
q!1

[2n]q!! = (2n)!! = 2
nn! = lim

q!1
[n]q! (2)

n
q :

D�où la solution de (2:30) est

y (x) = c0"
�x2

2
q ; (2.33)

où

"
�x2

2
q =

1X
n=0

�nx2n

[n]q! (2)
n
q

; (2.34)

est la q-version de la fonction e
�x2

2 :

2.2 Transformation des équations aux q-di¤érences non
linéaire à des équations linéaires

Maintenant, on considère des équations aux q-di¤érences non linéaire de type (2:1) ou
(2:2) qui sont transformable à des équations linéaires.

2.2.1 Equations de Riccati

Dqy (x) = a (x) y (qx) + b (x) y (x) y (qx) : (2.35)

Pour résoudre cette équation, on pose

y (x) =
1

z (x)
;

alors

Dq
1

z (x)
=

�
a (x) + b (x)

1

z (x)

�
1

z (qx)

D�après (1:18) ; on obtient

�Dq (z (x))

z (x) z (qx)
=

�
a (x) + b (x)

1

z (x)

�
1

z (qx)

ce qui imlique
Dqz (x) = � [a (x) z (x) + b (x)] : (2.36)



35

Exemple 2.1 Soit
y (qx) y (x)� y (qx) + y (x) = 0: (2.37)

On pose

y (x) =
1

z (x)
;

on obtient
z (x) = z (qx) + 1;

ce qui implique

Dqz (x) = �
1

(q � 1)x
alors,

z (x) = �
Z

1

(q � 1)xdqx = �
lnx

ln q
:

Donc

y (x) = � ln q
lnx

:

2.2.2 Equations homogènes de la forme f
�
Dqy(x)
y(x) ; x

�
= 0

Ils peuvent être transformés à des équations linéaires z (x) avec

z (x) =
Dqy (x)

y (x)
:

Exemple 2.2 Soit
[Dqy (x)]

2 � 2y (x)Dqy (x)� 3 [y (x)]2 = 0: (2.38)

On a �
Dqy (x)

y (x)

�2
� 2

�
Dqy (x)

y (x)

�
� 3 = 0; (2.39)

ou
z2 (x)� 2z (x)� 3 = 0:

On obtient
z (x) = 3;

et
z (x) = 1;

ou
y (x) = ce3xq ;

et
y (x) = cexq ;

respectivement.
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2.2.3 Equations de la forme [y (qx)]c1 [y (x)]c2 = g (x)

Soient c1 et c2 des constantes. Dans ce cas en appliquant la fonction ln; on obtient

c1 ln (y (qx)) + c2 ln (y (x)) = ln (g (x)) ; (2.40)

on pose
z (x) = ln (y (x))

alors (2:40) devient
c1z (qx) + c2z (x) = ln (g (x)) (2.41)

Exemple 2.3 Soit l�équation �
y (x)2

�
[y (qx)]

= ex
2

: (2.42)

En appliquant la fonction ln; on obtient

2z (x)� z (qx) = x2; z (x) = ln (g (x)) : (2.43)

On a
2z (x)� z (qx) = 0

alors

ln
z (qx)

z (x)
= ln 2;

ce qui implique
ln z (qx)� ln z (x)

(q � 1)x = Dq (ln z (x)) =
ln 2

(q � 1)x:

Alors Z
Dq (ln z (x)) dqx =

Z
ln 2

(q � 1)xdqx

donc la solution de l�équation homogène est

z (x) = cx
ln 2
ln q :

la solution particulière peut être trouvée si en inversant l�opérateur 1� 1
2
Eq; on obtient

z (x) =

�
1� 1

2
Eq

��1
x2

2
(2.44)

=
x2

2

1X
i=0

2�iq2i

=
x2

2� q2 :

Où Eq (z (x)) = z (qx) :
D�où la solution de (2:43) est

z (x) = cx
ln 2
ln q +

x2

2� q2 :
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Alors

y (x) = exp

�
cx

ln 2
ln q +

x2

2� q2

�
(2.45)

= exp

�
c2

x
ln q +

x2

2� q2

�
:



Conclusion

Dans ce mémoire notre objectif a été d�introduire la notion q-analogue et on s�intéresse
aux q-analogue de certaines fonctions spéciales et on a utlisé cette étude dans la résoulution
des équations aux q- di¤erence de premier ordre.
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