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Résumé

Dans ce mémoire, on s’interesse a rappeler les principales notions et résultats de la g-
théorie, puis on étudie des équations aux g-différences de premier ordre.

Ce travaille se compose de deux chapitre :

Chapitre 1 : est consacré a des résultats préliminaires et notations de la g-théorie :il sert
essentiellement & motiver le travail. Nous donnons pour cela les définitions

des séries basique hypergéométriques, de g-dérivées, des g-intégrales de Jackson et les
g-analogues de fonctions eulériennes avec leurs propriétés et des exemples.

Chapitre 2 : Nous traitons des équations aux g-différences de premier ordre, et on explique
comment transformée des équations non linéaires a des équations linéaires, dans trois cas :
équations de Riccati, équations homogenes de la forme

et les équations de la forme

(y (q2)" (y (2))* =g (z).



Introduction

Plusieurs mathématiciens sont intéressés par le calcul quantique qui a essentielement
debuté en 1748. Au dix-neuvieme siecle (1846), Heine introduit la notion de g-analogue ou
g-extension (sous entendu que la formule originale se trouve étre limite quand q tend vers 1
de sa g-déforme). En 1867 son éléve Thomae a utilisé les travaux de Fermat en probabilité
pour introduire la notion de g-intégrale entre 0 et 1, Cette notion est prolongée au début du
vingtiéme siécle par F. H. Jackson [1870-1960] : il a introduit la g-théorie de g-analogue, il
s’est intéressé aux g-analogues de certaines fonctions spéciales, de méme il s’est construit les
notions de g-dérivée, g-intégrale.

Pendant le 20™¢ sciecle I’application de cette théorie a trouvé des assises dans plusieurs
domaines scientifiques : physique, mécanique quantique, combinatoire.

Plusieurs mathématiciens et physiciens ont constribué a l’essor de cette théorie par des
travaux considérables.

Ce mémoire se compose de deux parties essentielles :

Dans la premiére partie intituté : "Eléments du calcul quantique", nous rappellons
quelques définitions et propriétés en g-théorie (g-dérivées, des g-intégrales, des séries hy-
pergéométriques, la fonction g-Gamma et ¢-Béta ainsi que quelques exemples).

La second partie porte essentiellement sur les équations aux g-différences de premier
ordre.

Nous traitons des équations aux g-différences de premier ordre qui sont définies par :

f(z,y(z), Dy (x)) =0
et
g (l’,y ([L’) >?J(qx)) = 0.

En suite, on explique comment transformée des équations non linéaires & des équations
linéaires, dans trois cas : équations de Riccati, équations homogéenes de la forme

et les équations de la forme



Chapitre 1

Eléments du calcul quantique

Dans ce chapitre, nous présentons les principales définitions et résultats sur le calcul
quantique. Pour plus d’informations, on peut consulter ([1],[2],[3],[5],[6],[7]).

1.1 Deéfinitions et notations

Définition 1.1 On définit le g-analogue d’un entier n par

" —1 n— n—
[n], = o =q¢" "L (1.1)

Définition 1.2 On définit la g-factorielle d’un entier n par

1 si n=0
' —
il { [1],[2], - [n], si neN* " (1.2)
Définition 1.3 On définit les coefficients q-binomiaux par
n n],!
RGN (1.3)
{’f L [n — &], k]!

ou 0<g<1letn, keN.
Propriétés 1.1 Soient n, k e N;et 0 < ¢ < 1. On a

Preuve.



(i) Dapres (1.02) ona [0] ! = 1, alors

HEE=

(ii) D’apres la définition des coefficients g-binomiaux, on a

q

HEE=
!

B [n],
N [k;]q![n—k:]q!
) ],
[n—(n—k)]q![n—k]q'
- [ n ﬁ k L’
(iii) Pour tout 1 <k <n—1,on a
nl, = 1+q+...+¢""

= (I+q+..+" N+ (1+q+ ..+
= [k, +¢"[n—k

q-

D’autre part,

n+1 B [n+ 1],
l k L [n+1— k]! k],
ORI
i+ 1K R

D’apres (1.07),

{n+1] [mg(wh+qwn+1—m0

k EES RN
W, Il 1 — k),
T AR e =R
_ [n],! N
B R TS R



(iv) D’apres (1.05) et (1.06) ,

B

Soit @ un nombre complexe. Le symboéle de Pochhammer, utilisé en théorie des séries
hypergéométriques et en combinatoire, est défini par :
Définition 1.4 Soit a € C. On définit le symbole de Pochhammer par

1 si n=0
@ = T[@+ k) =(@@+D)latn-1) s nel (18)

Définition 1.5 Le g-analogue du symbole de Pochhammer appelé q-shift factoriel est défini
pour q € C* et a € C par

1 si n=20
n n—1
(CL, q)n - (1 - (l)q = H (1 o aqk) sineN* - (19)
k=0

et pour q € 10, 1], on définit
(a,q),, = (1— a), H 1— aqk) . (1.10)

Définition 1.6 Le g-analogue du (x — a)" est défini par

n_ 1 si n=0
(:zr—a)q _{ (x —a)(x —aq)...(x —ag™) sin € N*

Théoréme 1.1

o0

: k :
Z (a,q)kl‘ _ (a$7Q)007 |J}| <1, 0< |q| < 1. (1.11)
= (@a, (@)

Preuve. Soit

fa (ZL’) _ Z (CL; Q>k a

— (49
Pour 0 < |¢| < 1, cette série converge si |z| < 1, alors,on a

(@5 Qi1 (459),,
(¢ D)1 (@50),,

k
z| = lim

k—o0

lim

k—o0

1—agq
1— gk




On note D, f (z) = L48-7@) " qroy

(¢-Dz >
fa(():;)a:iqx) = Dyfa ()

o
e
=
- 1:;1;(51(];;;)1%16
_ 1:Zfaq<x>-

alors

D’autre part

N e (ag;q);, &
B ; (QQQ)kfl ;; <Q7Q)k
= —aT foq ()

Ce qui implique

alors

1—ax

(1 —az)[fa(z) = fa(qu)l = A —a)zfa(r) = fa(r)= fa(qz).

1—=x

L’itération de la formule précédente donne

. (I—ax)(1—agz)..(1 —azxq" ") "
fal@) = (1—2)(1—gqzx)...(1 —z¢" 1) Ja(q"%)

T

= (mg),

(ax;q) o
(239) fa 0).

Ou
fa(0) = 1.



1.2 qg-Dérivées

Définition 2.1 On définit la g-différentielle d’une fonction f par

def (x) = f(qz) — f (), (1.12)
en particulier
dyr=(q—1)x.
Proposition 2.1 La g-différentielle de produit de deux fonctions f,g donnée par
dq (f (x) g (%)) = [ (qz) deg () + g (x) dy f (2) . (1.13)

Preuve.
D’apres la définition du g-différentielle, on a

dg (f () g(x)) = [flqz)g(qz)— [f(x)g(x)
= [lgr)g(qx) — f(qr) g (x) + [ (qx) g (x) — [ (z) g (z)
= fgr)dog (z) + g (x) dof (2) .
Définition 2.2 On définit la q-dérivée de la fonction f par

D,f (x) = dqi(xx) _J (E]qx)—_l)fx@)’ pour x # 0, (1.14)

et D,f (0) = f (0) pourvue que f (0) emiste.

Exemples 2.1
1) Soit f (z) = y/x, on a

2) Soit f(z) =2",neN,ona

Dy(z") =

3) Soit f(z) =1, ona
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Remarque 2.1 Il est claire que si f est dérivable, alors D, f(z) tend vers f (x) lorsque ¢

tend vers 1.

Propriétés 2.1 Soient f et g deux fonctions arbitraire, et soient a,b deux réelles.

i) D, est un opérateur linéaire, i.e.

D,(af (x) +bg(z)) =aD,(f (z))+ 0D, (g (x))
i)
Dy (f (z)g(z)) = f(qz) Dg (g (x)) + g (x) Dy (f (2)),

et on a aussi

iii)

F@)\ 9@ D, (@) — f (2) Dy ()
DQ(9@0>“ 9 () g (q0)

iv) Soient o, 3 € R, on définit la fonction u par u (z) = ax”. Alors

Dy [f (u ()] = (Dgs f) (u(x)) Dy (u(x)).
Preuve.
i)
af (qz) +bg (qz) —af (x) — by (v)

, 9(z) g(qr) #0.

D, (af (2) +bg (2)) = Ty

_a(f(gr) — f(2))b(g(qz) — g(x))
(-1 (¢— 1w
= aDy (f (z)) + 0D, (g (7))

ii)

dy(f(x)g(x))
(q— 1Dz
f(qz)dy (g (%) + g (x)d, (f (7))

iii) Il est claire que g (z) ch(—g = f(x), alors

ce qui implique

(1.15)

(1.16)

(1.17)

(1.18)

(1.19)
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donc

iv)
aq’z?) — f (P
Dy [f (u(z))] = D, [f (ozxﬁ)} = f( a qgg)_j( )
.f (anfE'B) — f (Oélﬂ) aqﬂxﬁ — axP
agPrP — axh qr —

F(dPu) — f (u)u(qz) — u(x)

qPu—u qr — T

= (Dgf) (u (@) Dy (u(2)).

Remarque 2.1 Il n’existe pas une régle générale pour la g-dérivée de la composée de deux
fonctions.

1.3 qg-Intégrales

1.3.1 qg-Primitives

Définition 3.1 On dit que la fonction F est la g-primitive de la fonction f si D,F (v) =
f(x), et on note

F(z) = /f (x)d,x. (1.20)

Proposition 3.1 5i 0 < g < 1. Alors, quand ajoutant une constante, toute fonction [ a au
plus une g-primitive qui est continues en x = 0.

Preuve.

On suppose F) et F, deux ¢-primitives de f qui sont continues au point 0. Posons ¢ =
F) — F5. La fonction ¢ est continue au point 0, et vérifie la propriété suivante ¢ (qz) = ¢ (x)
pour tout z, avec Dyp = 0. Pour tout A > 0, posons

m = inf{p(z)|gA <z < A},
M = sup{p(r)|gA <z <A},

posons m < M, au moins I'un des deux cas ¢ (0) # m ou ¢ (0) # M est vrais.
Si ¢ (0) # m. par la continuité en x = 0, soit € > 0 donnée, on peut trouver § > 0 telle
que

m+ e ¢ ¢ (]0,0]).
D’autre part, ¢V A < § pour tout N assez grand, avec ¢ (¢x) = ¢ (z), on a

m—+e€lm M[Cp[gA Al = ¢ [¢" A ¢V A] C (]0,9]),

ce qui est une contradiction, par conséquent, m = M et ¢ est une fonction constante sur
I'intervalle [gA, A].
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1.3.2 Intégrale de Jackson

Soit f une fonction arbitraire. Pour construire leur g-primitive F' (x) , on introduit ’opé-
rateur My, qui définie par

~

(M (F (z)) := F (qz) ,
Alors par la définition de D, on a

F(qr) — F ()

Bl = @),

ﬁ (¥, ~1) F () =

On peut formellement écrit

1
F(z) = W (I=q)xf(x))

= (1—q))_ M (zf (x)).
alors,

[t@da=0-02Y 0.

cette derniére expression est appelée I'intégrale de Jackson.
Définition 3.2 La primitive de Jackson (I'intégrale de Jackson) d’une fonction f est définie
par

F(z)=(0—-qz) f(¢"z)q" (1.21)

Exemple 3.1 Soit f (z) =2" et n € N, on a
—+00
/x”dqx = (1- q)fo (qj:c) ¢
=0
—+00
= (I-q)z)y d¢"a"
=0

“+o0o
_ (1 . Q) xn+1 Z qj(n+1)
j=0

(1 _ q> In-i—l
1 — qn+1
$n+1

n+1],
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Théoréme 3.1 Soit 0 < g < 1. Si |f (z)x®| est borné sur lintervalle |0, A] pour tout
0 < a < 1, alors Uintégrale de Jackson converge vers une fonction F (x) sur ]0, A]. De plus,
F (x) est continue en x =0 et F(0) = 0.

Preuve. On suppose que pour certains réels « tels que 0 < o < 1, |f (z) 2% < M sur
10, A], d’ott pour tout k > 0,

£ (d")| < M (¢"2) "
Multipliant par ¢*, on obtient

|d°f (¢"x)| < Md" (¢°2) ™" = Ma™ (¢*=)",

ce qui implique

o o M —«
‘Zq’“f (¢a)| < D Ma (¢)" = %
k=0 k=0

Alors pour 1 —a > 0 et 0 < g < 1, notre série est majorée par une série géométrique
convergente.

On remarque que F' (0) = 0, pour démontrer que F'(x) est continue en x = 0, pour tout
0<z <A,

M(1— l—a
- (1-q= |
1 _ ql—a

(1—@x§iff@%ﬁ

qui tend vers 0 quand x — 0, pour 1 — ¢ > 0.

Exemple 3.2 Soit

puisque,
1 —1 1 1
D, logs — og (qz) —log(z) _ g1l g

(g—1D= qg—1lx

donc .
q _
F(x) = 1
() g g ogx

cette g-primitive de f n’est pas continue en 0, alors

1 -1
/—dqx =1 log ,
x log q

[ == >0 ') =+

d’autre part

dans ce cas, la formule de Jackson échoue car f (z)z® = zl%a n’est pas bornée pour tout
0<ax<l.
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Formule de Jackson pour les intégrales définie

Définition 3.3 Supposons que 0 < a < b, on définit la g-intégrale par

/f (@) dgz == (1=q)bY_f(q"b)q", 0<q<1, (1.22)

7f(x 7 dm—/f (1.23)

Exemple 3.3 Soient a =0,b=1, f(z) =Ilnzx

et

1

/ln(x)dqx = (1—61)2.0111@ )q

0

qlng
= (1-gq)
(1—q)
~ qlng
(1—q)
telle que an” = qdi Z di% (1_qq)2, 0<qg<1.
n=0 n=0

Proposition 3.2
i) Si F' une g-primitive de la fonction f, continue en x = 0, alors le g-analogue de la formule
de Newton-Leibniz est

/f(x)dqx:F(b)—F(a),0§a<b<oo. (1.24)

ii)
D, | [1®dt] =1, (1.25)
Preuve.

i) Comme F'(x) est continue en 0, alors on peut appliquer la formule de Jackson, en
ajoutant une constante, c’est-a-dire

F(z) = (1-q)zY_ ¢*D,F (vq*) + F(0)

= (1-q x> ¢f (vq") + F(0),

k=0
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alors,

/f(a:)dqx _ /f(x)dqg;—/f(x)dqg:
' P - F(a).

ii) On a d’apres (1.24) pour b=z et a =0

[twydg=F)-ro).

ainsi,

D, (/f(t)dqt) = D, (F(z)—F(0))

= [f(z).
Théoréme 3.2 Soient f et g sont deux fonctions continues, alors
b b b
/f () Dog () dgz = f (b) g (b) — f (a) g (a) — /g(qx) Dy f (x) dg. (1.26)
i)

/ f (q2) Dag () dyz = £ (0) g (b) — f (a) g (a) — / 9(x) Dof () dyr.  (1.27)
Preuve. En appliquant (1.24) a notre fonctions f(x)g(x), on obtient
b
[P @ @) b = 10 90)~ (@) g @),

d’autre part, par la régle de produit, on a

b

/ £ (2) Dyg (2) dyr + / 9(qv) Dag () dyz = 1 (1) () — f (a) g (a)

alors,
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Proposition 3.3 Le g-analogue du théoréme de changement de variable pour u(z) = ax?,
aeCetb>0, est donné par

U(/b)f(“)dq“ - /f Dyu(z)d o (1.28)

u(a)
:‘/f d yu (o). (1.29)

Preuve. Supposons que F'(z) est une g-primitive de f(z), alors

/f (u) = Flu(x).

En utilisant la g-dérivée de la composée F'(u(x)) pour tout ¢’ €]0;1[, donc on a

Flue) = [ DyFule)dya

_ / (DyaF) (u () Dyu (x) dya

= / (DysF) (u(z)) dyu ().

a

choisir ¢ = q%, ona DysF = DyF = f; alors,

U(/b) f(u)dqu = 7f(u (@))d yu(z)
u(a) a

Intégrale de Jackson impropre

Pour définir les intégrales de Jackson impropre, en utilisant la sommation des intégrales

n

oo q

7f / f(x)dx, ¢g<1. (1.30)

n=-—00 qn+1

telle que

[ s = [ dx_jlf

= (1—q) f qn+k qn+k - f n+k+1 n+k+1
S =00
= 1-94¢"f(d")-
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Définition 3.4 Pour q # 1, la g-intégrale de Jackson de 0 a oo est définie par

[t V=1 —d S £ (1.31)

k=—o00

Remarque 3.1 Il est claire que, pour ces g-intégrales sont valides a conditions que les
sommes convergent absolument.

Théoréme 3.3 L’intégrale de Jackson impropre converge si xf (x) est bornée quand x est
au voisinage de 0, pour certains o < 1 et x assez grand pour certains o > 1.

Preuve. On a,
00 +o00
[r@da=n-a 3 5@
0 n=—oo
alors,

+00 +00 +oo
YooF@e=> flaVa+> fa

n=—oo

La premiére somme converge par la preuve du Théoreme 3.1. pour la deuxiéme somme, on
suppose |z%f (z)] < M ou a > 1 et M > 0. Alors, pour n assez grand,

|q—nf (q—n) _ qn(a—l) |q—omf (q—n)‘ < qu(a—l)'

Alors la deuxiéme somme est inférieure & une série géométrique convergente, et donc converge.|

1.4 Les deux formules de g-Binéme-Gauss et de Heine

Proposition 4.1 Soit f un polynome de degré N et ¢ € R, le q-analogue de développement
de Taylor est
(l’ — o),
(Dif - (1.32)
[]]q

Mz

<.
Il
=)

Formule de ¢g-Bindme-Gauss
Soit
f(@)=(x+a),, neNetaecR.

Pour 7 <n, on a
(Dgf) (z) = [n],[n—1],..[n—j+ 1], (x +a),~ 7 (1.33)

D’autre part
(z+a)] =(zx+a)(x+qa)..(z+q¢" " a). (1.34)
Alors, pour x = 0, on obtient

m(m—1)

(a); =a(qa)..(¢" a) =q = a™ (1.35)
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On remplace (1.35) dans la formule (1.33), on obtient

(n=j)(n—j—-1)

(D2f) (0) = n],n—1],...[n—j+ 1]qqfa”_j.

Alors le ¢g-Taylor de f est

n

n (n=Dn—j=1)

(x+a), = l]} qg 2 a"al.
0 q

On remplace j par n — j, on obtient

(x +a), { " } ¢ i g, (1.36)
= q

qui est appellée formule de g-Bindme-Gauss.
Dans la formule (1.36) , on remplace z et a par 1 et x respectivement, on obtient

_ i(G—1) n ;
1+2)! = ? | A, 1.37
=30 [ ] (137

faisons tendre n vers oo, on obtient

iG-1) 2’
1+2)° = qg T —. 1.38
I DL (e [ e (3%
Formule de ¢g-Binéme- Heine
Soit )
g(x) = i _95);“” eN
En appliquant D,, on obtient
1 ]
D,g(z)=D — = qn ,
q Q(l o x)q (1 . SL’)q+1
o [l [+ 1, b = 1
; n + en+g—
Df]g () = n+l1 ! ’
(1—x)

ce qui implique .
Dlg(0) = [n]q [n+1]q...[n+j— 1]q,Vj > 1

d’ou

1 B = nl,In+1], . n+j—1], 27
(Y i,

Cette derniére expression est appelée formule de ¢g-Binéme- Heine.
Dans la formule (1.39) faisons tendre n vers oo, on obtient

(1.39)

zJ

(1—w ]Z 1-¢(1-¢)..1-¢)
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ou

et
I I € e N Sk S I S R
nlinc}o{jL - 1-q)(1=¢*)...(1-¢)
1
(1-¢(1—¢»..01—¢)

Théoréme 4.1 5i yxr = qxy, ot q est un nombre commutatif avec x et y, alors

(z+y)" = Xn: { " ijy”j. (1.40)

o L7

Preuve . L’équation (1.40) est vraie pour n = 1, et on vérifie si elle est vraie pour n+ 1,

On a

(@+y"" = (@+y

telle que

1.5 Fonctions g-Exponentielles

La fonction exponentielle classique est donnée par

xr __ - xn
" = ZH' (1.41)
n=0
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Définition 5.1 Les deux g-analogues de la fonction exponentielle sont définies par

i
s X
=

n

n=0 [n]q' '
i)
> n(n—1) xn
T T
q
— [n]q!
Propriétés 5.1
i)
Dyey = ey,
i)
Dqu ng,
iii) Si yzr = qxy, on a
eZeZ = efl+y,
iv)
X — ECC
G% q°
v)
- 1
eq - 00
(1= (1—q)z);
et
B =1+ (1-q)x);°.
Preuve.
i) On sait que D, (z") = [n], 2"~", alors

(1.42)

(1.43)

(1.44)
(1.45)
(1.46)

(1.47)

(1.48)

(1.49)
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ii)

iii)

®
Q=8

D E"

= nn=1) D™
- Zq ? [ ] |
n—0 n q
- M[n]qxn_l
- :EE:: 9 2 37

n—1

> (n—1)(n—2) €T
=Y * ¢
n=1 [n - 1](]

_ 50
O I Xy
L e 2y
R ;,;mq! 1,
O &[] aiy
- ;kz:omq' EAELR

= (-8 0-3)-0-%)

) n(n2_1) (1 —C]) .
;q 1-g9(1—¢)...(1—q")

i n(n—1) xn
q 2

s [n],!
E.
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v) On a
1 > "
1-2)F nzzo (1-q¢)(1—¢*..0—¢)
_ i "
n=0 (l—lq)” (1 - Q) (1 - q2) (1 - q])
IS )
n=0 1 (11__qq2> (11__q;>
o
ERIRTH
_ eélfq)
alors
. 1
o —

1.6 Fonctions g-trigonométriques

Définition 6.1 Les fonctions g-trigonométriques sont définies par

eix _ e—iz Ew: _ E—ia:
Sinqx = %, Sznqx = %7 (150)
eix +efix sz +Efzm
COSq & = %, Cosgx = %. (1.51)
Propriétés 6.1
i)
Singr = sinix, (1.52)
q
et
Cos,xr = cos: . (1.53)
q
i)
6i:cEi:c + e—i:cE—ix + 92
cos, xCos,x = 1 q4 g , (1.54)
et o i o i
e’L.'L‘ 1T + 67’1,1 —r __ 2
sin, z Singz = -+ Z 4 : (1.55)
i)
cosy Cos,x + sing x Sin,x = 1. (1.56)
iv)
D, sing x = cos, x, (1.57)

D, cos,x = —sin, z, (1.58)



D,Singx = Cos,z, (1.59)
D,Cos,x = —Singx. (1.60)
Preuve.
i) D’apres (1.47)

Singr =

et
2 .
eif +@Izz
q q

2

= COSs1 T.
q

Cosqr =

ii) En utilisant ef £, = 1, on obtient

(e +e.) (By + E,)
4
erET + e BT 42
0 .

cosgvCos,x =

et
(e —eg™) (B — E7)
4
A .

singx Singr =

iii) D’apres (1.50) et (1.51), on a
eigc + e—ix E'm: + E—im eix _ e—z‘:r Ezm _ E—im
cos, Cos,x + sing x Sin,z = ( K 5 4 ) < . 5 . >—|—< 1 2@'q ) < . 5 1 )
4

= 1.
iv) En appliquant (1.19), ou u (z) = iz, et d’apres (1.44). On a

‘ eza: - egix
Dysingx = Dy| —F
21

1

= LD, () - Dy ()
1 . AT - —ix

= Z(zeq + e, )
eém + e;ix

2

= COSq T,
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eflx + 6;”
Djcosqv = D, —
D

En utilisant que £ = €7, on obtient
q

‘ E;x _ Efix
Dq Si nNgx = Dq s —

2
= Cosgz,

sz_'_E—w:
D,Cosqz = D, (%)

e +e;"”
q q

Il
S
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1.7 Fonctions g-hypegéométriques

Définition 7.1 Une série hypergéométrique est une fonction qui est définie par

00 GTn
v 0y (A1, ey ps by, by 2) = Z( )—' (1.61)

_ i [ai(a1 +1)...(a1 + n = 1)] ... [ar(a; +1)...(ar + 0 —1)] 2"

our,s €N, ay, ..., ap, by, ..., by € Cet by, ..., by # 1,71, q72, ...

Exemple 7.1
1)

o0 Zn .
0900(_§—§Z):Zm:€ :
n=0 "
2)
“a(a+1)..(a+n—-1) , 1
1%0 (CL?_?Z) = Z n! = (1 _Z)a'

n=0

Définition 7.2 Le g-analogue de la série hypergéométrique est donnée par

o0

(ab q) (CLQ, q) (a’r‘a q) n ne=1) 14+s—r
T(I)s PREEE r;b ,...,bs; R = n n n 1 : n L6
(al a 1 q Z) nz% (q) q)n (b]_,q>n (bs,Q)n |:( ) q :| z ( )

Our,seN,ay, .., a ,b, .., bs€Cetby, .. b#1,q%q?2..
Notation 7.1 La série g-hypergéométrique & une autre notation qui est donnée par

7“(1)5(&17 "'7ar;bl7 7b87Q7 Z) =r (I)s |: (Zb '”7274 3 45 Z:| (163}
1y +ees Os
Exemple 7.2
1
) 0o (_1)71, n(nzfl) .
@ —w}— " = B0,
o [ _ HZ:O (4.9); !
2)
0 — 1
@ 7q?2‘| = nZn:e(l_q)
s l _ ; (4.9); !
3)

[e.e]
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1.8 Fonction g-Gamma

Définition 8.1 La fonction Gamma classique est définie par

['(t) = /xtlexdx, t>0.
0

Propriétés 8.1

i)
D(t+1)=tT(t), t>0.

ii)
F'(n+1)=n! VneN.
Définition 8.2 Pour tout ¢t > 0, Le g-analogue de la fonction Gamma est donnée par

Ly (t) = % (1—g'". (1.64)

Propriétés 8.2

i)

ii) Pour tout ¢t > 0, on a
iii)

Preuve.

i)

[e o]

/xt_lEq_qxdqx =

0

(1= q) gz, q) dgx

n t—1 n
q q
n 1_
: q (1_q) (( Q)ql_q,q)w

= (1= ¢ (" a).,-
n=0

\8

[]e =

Il
=)

Utilisant Théoréme 1.1, on obtient

[e o]

— —qx - - n Q7qoo
/J}t lqu quL‘ — (1_q)1 tht( )

A —~" (¢.9),

oot (49)
1-9 (€' @)oo

= T,(t).
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(2,9 o
(", 4) o

ii)En utilisant 'intégration par partie, on obtient

=(¢,9),

[e.0]

L, (t+1) = /xtEq_qrdqx

tdElx

iii)

_ 0 —00
Eq - Eq
= 1.
Ou
o .1
E;* = lim — = 0,
x—>oo€q
et

1.9 Fonction g-Béta

La fonction Béta classique est définie par

1

/:c Bldx a, B > 0.
o T )
POl Tty

Définition 9.1 Pour tout o, 3 > 0 , on définit la fonction q-Béta par

1

/:u (02, 0)os (1.65)

qxq
0
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Propriété 9.1 Pour tout o, 5 > 0, on a

Ly (@) Ty (B)

BQ(a>6) = Fq(a"i‘ﬁ)

Preuve.

1

By(a,f) = / xa—l—((q%“;’q;i dyz

N AR .
= (1—a)) " "5
n=0 ( ’q)oo

o 00 = (),
= (1-a) > e

7°,9) =

d’apreés Théoréme 1.1, on obtient

(¢.9) (@7 q)

(07,0 (0% @) os

By(a,f) = (1—q)

o (Q7 q)oo . 11—« (Q> q)oo . 1-3 (qOH'B’ q)oo -
(0*,9) S (4°,9). -9 (9,9) S
Iy (a) Iy (ﬂ)

Ly(a+p5)

)71+a+5

(1.66)



Chapitre 2

Les équations aux g-différences de
premier ordre

Dans ce chapitre on s’intéresse a la résolution des équations aux g-diftérences du premier
ordre qui sont donnée par :

[ @,y (x), Dy (x)) = 0, (2.1)
et

9(z,y(z),y(qgr)) = 0. (2.2)

2.1 Les équations aux q-différences linéaire de premier
ordre

Considérons 1’équation au g-différence

Dy (x) = a(x)y (qz) +b(x) . (2.3)

c’est une équation au g-différence linéaire non homogéne de premier ordre du coéfficients
non constantes. Son étude est clairement équivalente a

Dgy (x) = a(x)y (x) +b(z). (2.4)

Et (2.3) est équivalente a,

Dy (x) =a(z)y(x) +b(x).
(x) =a(qw);b(z) = b(gr), (2.5)

1

La formule (2.5) peut étre obtenu de l’expression (2.3) si en remplagant = par ¢ 'z et ¢ par

q~! et vise versa.
Exemple 1.1 On considére par exemple I’équation (2.3) . Leur équation homogeéne est

Dyy (z) = a(z)y(qz) . (2.6)

29
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Par la définition D,, on obtient

y(gr) —y(x)
CE a(z)y(qr),
alors
y(z)=[1+(1-q)za(x)]y(qz). (2.7)

On répete 'opération précédente dans la formule (2.7) N fois, on obtient

T

y() = ylxo) [[ +0—qta(®) (2.8)
=y (qNJ:) ._ 1+ (1—q)z¢'a(qd'z)].

Si N — 0o, et 0 < g <1, alors ¢V — 0, donc

Il est claire que la solution est

y(x) = y(0) H (14 (1 —q)zqa(q'z)]

=0

- 1—q'z
SO

=0

(73 9) o
(¢*x5q) o
= y(0)(z;9),-

Maintenant, on considére 1'équation non homogene (2.3). En utilisant la méthode de la
variation du constante

= y(0)

y(x) =c(z)yo (). (2.10)
quand ¥ (x) est la solution de I’équation homogene (2.6), alors
Doy (x) = Dq(c(x)yo (z))
= ¢(gz) Dy (yo (x)) + yo () Dyc (x)
= c(qz)a(x)yo (qz) + yo () Dyc (),
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D’autre part, On remplace (2.10) dans la formule (2.3), on obtient

Dy (c(x) yo (x)) = a(x) c(gr) yo (q2) + b(z),

alors
c(gz)a(z)yo (qz) + yo (z) Dyc (z) = a(z) c(gz) yo (qz) + b (2),
ce qui implique
Yo (2) Dgc (z) = b (x)

alors

Donc

c(x) = /yo_l (1) b (t) dgt + c. (2.11)

mw:%un+/mumywwww, (2.12)

avec
c=1yo " (z0)y (o).

On prend xy = 0, et en utilisant la formule (1.22), on obtient

c(@)=1-qz) dv @)y (¢2)b(d), (2.13)
alors .
y(@) =y (r)c+(1-q)z Z d'yo () o (¢'z) b (q'z) . (2.14)

En appliquant la méthode de la constante indéterminé & 1’équation (2.4), on obtient

x

mmzmmw+/m@wﬁ@mwmm (2.15)
y(@) =y (@)c+(1—q)a Z a'yo (2)yo ' (¢'2) b (¢'x) . (2.16)

Pour z¢ = 0.
Pour chercher une solution sous la forme d’une série, on discute les cas suivantes.
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2.1.1 Equation de la forme Dy (z) = ay (x)

Soit I’équation
Dgy (z) = ay (z),

avec a = cte. Pour résoudre une telle équation, nous le récrivons comme

y(qr) = [1+ (¢ — 1) wa]y (v)

et on cherche la solution sous la forme

y(x) = Z .

n=0

En remplagant (2.19) dans (2.18), on obtient

Cn+lqn+1 = Cp+1 + (q - 1) acp

_ q—1
Cny1 = Cp q”“——l a

cn:c()(Hl_qk)a.

k=1

ce qui implique

alors

On sait que [k], = 11%‘1; — k, ¢ — 1, donc (2.20) devient

n=0

2.1.2 Equation de la forme Dy (z) = ay (qz)

De la méme fagon, une équation de la forme

Dy (z) = ay (qz),

est équivalent &

y () =[1+ (1 —q)zaly(qz),
A une solution de la forme
a’l’l

fal, !

o0
Yo (T) = coegs = co Z
n=0

ot [n],-.! est obtenu de [n] ! si en remplagant ¢ par q L.

q

x",

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)
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2.1.3 Equations de la forme Dy (z) = ay (z) + b

D’apres le cas (1) et la méthode des coéfficients indéterminés, avec zo = 0

x

um:%@w+/m@wﬁww@%t

0

Donc
y(z) = e y(O)—i—b/eq_alqtdqt (2.26)
0
axr b —ax b
- %[mm—5%1+5]
ou

Yy () = cocg” et c=yy" (0)y(0).

En utilisant e‘q‘xe;_"f = 1, on obtient
y(z) = ey (0) — — + —es”. (2.27)

2.1.4 Equations de la forme D,y (v) = ay (¢qx) + b

D’apres le cas (2) et la méthode des coefficients indéterminés avec zg = 0, sa solution est

T

y(r) = et [y (0) + b/eq“tdqt (2.28)
0
axr b —axr b
= eq_1 |:y (0) — aeq + a:| .
Alors,
ax b b axr
y () = eg 1y (0) — . + P (2.29)

2.1.5 Equations de la forme D,y (v) = axy (v)

On cherche une solution sous la forme

y(z) = Z Cpx™. (2.30)

On obtient
Con—2
CZn - « 1—(]2" (231)
1—q
- Q" o
- 1_q2n 1_q2n—2 1_q2 1
g 14 " 1gq-
Co
= " n € N*,

2n] 11
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ou
1_q2n1_q2n—2 1_q2

¢ 1-¢ "1 4
et conr1 = 0, n € N. On remarque que

[2n] 1! = 1 (2.32)

20 1! = [n],! (2)"

(2); = (1+4q) (1+¢°)...(1+q"),

et
lim [2n] ! = (2n)!! = 2"n! = lim [n] ! (2)] .

q—1 P

D’ou la solution de (2.30) est

y (z) = cogq? (2.33)
ou
8q = no .
n=0 [n ‘1! <2)(1

est la g-version de la fonction e 2.

2.2 Transformation des équations aux g-différences non|
linéaire a des équations linéaires

Maintenant, on considére des équations aux g-différences non linéaire de type (2.1) ou
(2.2) qui sont transformable & des équations linéaires.

2.2.1 Equations de Riccati

Day (z) = a () y (qz) +b(x)y () y (qz). (2.35)
Pour résoudre cette équation, on pose
1
Yy ((E) - > <$)7

alors

D’apres (1.18), on obtient

—_Dq(2<x))=<a(x)+b(x) 1) !

z(x) z (qx)

ce qui imlique
D,z () = —[a(z) z (z) + b(x)]. (2.36)
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Exemple 2.1 Soit

y(gz)y (z) —y(gz) +y () = 0. (2.37)
On pose .
y(2) =~ Ok
on obtient

ce qui implique

1
D,z (z) = —
e
alors,
1 Inx
=— | ——d, o = ———.
20 =~ [ =
Donc 1
_ g

y(z)

IlIs peuvent étre transformés a des équations linéaires z () avec

2.2.2 Equations homogénes de la forme f <M x) =0

2 (1) = Dyy (z)
@)=
Exemple 2.2 Soit
[Dygy ()] = 2y () Dgy () =3[y (x)]" = 0. (2.38)
On a
Dyy (x) ’ o [Py ()],
e 5 -ee e
22 (x) — 22 (z) —3=0.
On obtient
z(z) =3,
et
z(x) =1,
y(z) = cey’,
et
y (z) = cey,

respectivement.
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2.2.3 Equations de la forme [y (¢2)]" [y (2)]* = g (z)

Soient ¢y et ¢y des constantes. Dans ce cas en appliquant la fonction In, on obtient

c1ln(y (gz)) + c2In (y (2)) = In (g (2)), (2.40)

on pose

alors (2.40) devient

c1z (qx) + 2z (z) = 1n (g (x)) (2.41)
Exemple 2.3 Soit ’équation
2
v@ ] e (2.42)
[y (q2)]
En appliquant la fonction [n, on obtient
2z () — 2 (qx) = 2%, 2 (z) = In (g (7)) (2.43)
On a
2z (x) —2z(qr) =0
alors
In (g7) In 2,
z(x)
ce qui implique
1 —1 In2
nz(qr) —Inz(x) _ D, (In>(x)) — n

(-1

/D (Inz(z dx—/ In2 ————d.x
(¢g—1z

donc la solution de I’équation homogeéne est

Alors

z(z) = cane.

la solution particuliére peut étre trouvée si en inversant ’opérateur 1 — 2 E. . on obtient
2

(2) = (1—§Eq)1%2 (2.44)

Ou E, (2 (z)) = 2z (qz) .
D’ou la solution de (2.43) est

z(z) = cxihe +

2 —q?
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Alors

e &
ex crna
p C—

OMa + v’
ex cZz'n4a .
p o

(2.45)



Conclusion

Dans ce mémoire notre objectif a été d’introduire la notion g-analogue et on s’intéresse
aux g-analogue de certaines fonctions spéciales et on a utlisé cette étude dans la résoulution
des équations aux g- difference de premier ordre.
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