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Resumé

L�objectif de ce mémoire est de faire une synthèse sur le travail de Amine Eltaief et
Stéphane Maingot concernant l�étude d�une équation di¤érentielle abstraite complète de
type elliptique posé dans un espace de Banach complexe X de type UMD ou quelconque.
On considère l�équation di¤érentielle du second ordre suivante

(�) u00 (x) + 2Bu0 (x) + Au (x) = f (x) x 2 (0:R) ;

avec les conditions aux limites :

(��)
�

u (0) = u0
u (+1) = 0:

A et B deux opérateurs linéaire fermés dans X et le second membre f �L p (0;1;X)
avec 1 < p < +1:
On s�intéresse à l�étude de l�existence, l�unicité et la régularité maximale de la solution

stricte i.e u 2 W 2;p (o;+1;X), B�u; Au 2 Lp (0;+1;X) ; et u véri�e (�); (��), sous l�hypo-
thèse d�ellipticité de Krein.
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Introduction

L�objectif de ce mémoire est de faire une synthèse sur le travail de Amine Eltaief et
Stéphane Maingot concernant l�étude d�une équation di¤érentielle abstraite complète de
type elliptique posé dans un espace de Banach complexe X de type UMD ou quelconque.
On considère l�équation di¤érentielle du second ordre suivante

u00 (x) + 2Bu0 (x) + Au (x) = f (x) x 2 (0:R) ; (1)

avec les conditions aux limites : �
u (0) = u0
u (+1) = 0: (2)

A et B deux opérateurs linéaire fermés dans X et le second membre f �L p (0;1;X)
avec 1 < p < +1:
On s�intéresse à l�étude de l�existence, l�unicité et la régularité maximale de la solution

stricte i.e u 2 w2;p (o;+1;X), B�u; Au 2 Lp (0;+1;X) ; et u véri�e (1); (2), sous l�hypothèse
d�ellipticité de Krein.
Plusieurs auteurs on étudié le problème (1); (2) dans le cas f 2 Lp (o;R;X) avec R <1

on cite par exemple A.Favini ,R.Labbas, S. Maingot, H.Tanabe et Yagi [5].
Le cas f 2 C� ([0; R] ;X) ; 0 < � < 1, a été traité par A.Elhail et R. Labbas [13] ; Tanabe

et Yagi [12] ; A.Favini
Le cas R = +1 et B = 0 a été étudié par Pruss [8] :
Dans ce travail R = +1;
On considère L1, L2 des opérateurs dans X tels que :�

L1 � L2 � 2B
L1L2 � �A;

(3)

�
D (L1) = D (L2)
L1L2 = L2L1;

(4)

0 2 � (L1) \ � (L2) ; (5)

0 2 � (L1 + L2) ; (6)

L1 et L2 génèrent des semi groupes analytiques
On construit une formule de représentation explicite de la solution de l�équation :

u00 (x) + (L1 � L2)u
0 (x)� L1L2u (x) = f (x) : (7)

6
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t.q L1L2 operateur sur X; on représente la solution sous la forme8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

u (x) = exL1u0 � exL2v0 + �1 (x) + �2 (x) ;

v0 = (L1 � L2)
�1

+1Z
0

eyL2f (y) dy;

�1 (x) = (L1 � L2)
�1

+1Z
0

e(x�y)L2f (y) dy;

�2 (x) = (L1 � L2)
�1

+1Z
0

e(y�x)L1f (y) dy:

(8)

L�étude est faite dans deux cas
1ere cas :

f 2 LP (0;+1;X) ; 1 < P < +1;

On suppose que X UMD et9� 2
�
0; �

2

�
, �L1;�L2 2 BIP (�;X) :

Des conditions nécessaires et su¢ santes sont obtenues en utilisant les puissances frac-
tionnaires d�operateurs, les semi�groupes, les résultats de Dore�Venni, ainsi que les espaces
d�interpolations.
le résultat obtenu dans ce cas est donné par :

Théorème 0.1
f 2 Lp (0;+1;X) ; 1 < p < +1:

Les deux assertions sont équivalentes.

1. u0 2 (D (L1; L2) ; X) 1
2p
;p :

2. Le problème (1)� (2) admet une unique solution stricte (L1; L2) :

2eme cas
f 2 W ��p (0�1 ;X)�0 < � <

1

p
et 1 < P < +1:

i.e : f est réguliére X non UMD
Dans ce cas les résultats sont obtenus en utilisant les même outils et l�approche de

Daprato- Grisvard au lieu de celle de Dore �Venni.

Le résultat obtenu dans ce cas est donné par :
Soit X est espace Banach complexe :

Théorème 0.2

f 2 W �;p (0;+1;X) ; 0 < � <
1

p
et 1 < p < +1:

Les deux assertions sont équivalentes :

1. u0 2 (D (L1; L2) ; X) 1
2p
;p

2. Le probléme (1)� (2) admet une unique solution stricte (L1; L2) :
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Ce mémoire est composé d�une introduction et de cinq chapitres
Le premier est consacré à des rappels et des outils mathématiques utilisés : les semi�

groupes, les espaces d�interpolation, les operateurs...
Au deuxième chapitre on donne la représentation formelle de la solution du problème

en utilisant les puissances fractionnaires d�opérateurs et les semi �groupes
Dans le troisième chapitre on démontre les resultats essentiels d�existence, d�unicité et de

régularité maximale de la solution stricte de l�équation complète abstraite dans les espaces
de Banach, l�analyse de la régularité est faite grace à l�interpolation et aux résultat de Dore
�Venni et Daprato Grisvard
Dans le quatrième chapitre on apllique les résultas aux cas :L1 = B �

p
B2 � 1; L2 =

�B �
p
B2 � 1

Le cinquième chapitre est consacré aux application des résultats abstraits obtenus à des
exemples concrets.



Chapitre 1

Rappels

1.1 Les opérateurs fermés

Un opérateur linaire sur X espace de Banach est une application linéaire A dé�nie dans
un sous espace vectoriel D (A) de X à valeurs dans X :

A : D (A) � X �! X

' �! A'

Dé�nition 1.1 On dit que A est un opérateur linéaire fermé si et seulement si pour toute
suite (')n � D (A) et (';  ) 2 X �X

�
'n �! '
A'n �!  

=)
�
' 2 D (A)
A' =  

Dé�nition 1.2 On dit que A est un opérateur linéaire fermable si pour toute suite (')n2N �
D (A)

�
'n �! 0
A'n �!  

=)  = 0

Dé�nition 1.3 A étant un opérateur linéaire fermé sur X, on dé�nit � (A) l�ensemble ré-
solvant de A

� (A) =
�
� 2 C �

�
�I � A�1

�
2 L (X)

	
�

Si � 2 � (A) ; (�I � A)�1est appelé la résolvante de l�opérateur A:

1.2 Les semi-groupes

Dé�nition 1.4 Soit X un espace de Banach. On dit que la famille (G (t))t�0 d�opérateurs
linéaires bornés X constitue un semi-groupe si :

1. G (0) = I�

2. 8s�t � 0 G (t+ s) = G (t) �G (s) :

9



10 CHAPITRE 1. RAPPELS

Dé�nition 1.5 On dit qu�un semi-groupe (G (t))t�0 est fortement continu si et seulement
si pour tout x 2 X l�application t �! G (t)x de R+ dans X est continue c�est à dire :

8x 2 X� lim
t�!0

kG (t)x� xkX = 0:

On dit aussi que (G (t))t�0 est un C0 semi-groupe.

Proposition 1.1 Si (G (t))t�0 est un C0 semi-groupe fortement continu alors il existe deux
constantes M � 0 et ! � 0 telle que:

8t � 0�kG (t)kL(E) �Me!t:

Dé�nition 1.6 On appelle générateur in�nitésmal d�un C0 semi-groupe (G (t))t�0�l�opérateur
A dé�ni par

D (A) =

�
x 2 X : lim

t�!0

G (t)x� x

t
existe dans X

�
8x 2 D (A)�Ax = lim

t�!0+
G (t)x� x

t

1.3 Les espaces d�interpolation

Dé�nition 1.7 Soient (X0�k�k0) et (X1�k�k1) deux espaces de Banach s�injectant continu-
ment dans un espace topologique séparé F�les espaces X0\X1 et X0+X1�munis des normes
suivantes

k'kX0\X1 = k'kX0 + k'kX1 si ' 2 X0 \X1:

k'kX0+X1 = inf
'='0+'1

�
k'0kX0 + k'1kX1

�
si ' 2 X0 +X1:

Dé�nition 1.8 Pour p 2 [1�1[ et � 2 [0�1] on dé�nit l�espace intermédiaire entre X0\X1et
X0 +X1�noté (X0 +X1)��p ;par ' 2 (X0�X1) ��p si et seulement si :

1. 8t > 0�9 (u0 (t)�u1 (t)) 2 X0 �X1 tel que :

' = u0 (t) + u1 (t)

2. t��u0 2 Lp� (R+�X0)�t1��u1 2 LP� (R��X1)

où Lp� (R+�Xi) est l�espace des fonctions fortements mesurables ui : R+ �! Xi telle
que :

kuikLP� (R+�Xi) =

0@ 1Z
0

kui (t)kpXi
dt

t

1A 1
p

< +1 pour p 2 [1�1[�

kuikL1� (R+�Xi) = sup
t2R+

kui (t)kXi � pour p =1:
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Remarque 1.1 Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D (A) � X. On note

DA (��p) = (D (A) ;X)1���p :

où p 2 [1�1[ et � 2 ]0�1[ :
Lorsque A véri�e certaines propriétés spectrales, on peut donner des caractéristiques

explicites de DA (� ; p)�par exemple
�Supposons que � (A) � R+ et qu�il existe une constante C > 0 telle que :

8� > 0 :


(A� �I)�




L(X)

� C

�
.

alors

DA (�; p) =
�
' 2 X : t �A (A� �I)�1 ' 2 Lp� (R;X)

	
:

�Si A génére un semi-groupe fortement continu et borné dans X alors

DA (�; p) =
n
' 2 X : t �

�
eAt � I

��1
' 2 Lp� (R;X)

o
:

�Si A génére un semi-groupe analytique borné dans X alors

DA (�; p) =
�
' 2 X : t 1��AetA' 2 Lp� (R;X)

	
Théorème de lions si A g.i du c0-semi groupe fG (t)gt�0

x 2 (DA;E)��p ()
(
1) x 2 E

2)
G (t)x� x

t 1��
2 Lp� (E)

La norme kxk��p = kxkE +

24 +1Z
0

�
kG (t)x� xk

t1��

�p
dt
t

35 1
p

Application du théorème de lions

E = Lp (R)�D (A) =W 1;p (R)

si :

f 2 D (A)�Af = f 0

(DA�E)��p =
�
W 1�P (R)�LP (R)

�
��p

f 2
�
W 1�p (R)�Lp (R)

�
()

8<: 1) f 2 Lp (R)��p
2)
G (t) f � f

t1��
2 Lp� (R+�Lp (R))
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()

8<:
1) f 2 Lp (R)

2)
R +1
0





G (t) f � f

t1��





p dtt < +1
()

8>><>>:
1) f 2 Lp (R)

2)
R +1
0

0@Z
R

����f (t+ x)� f (x)

t1��

����p dx
1A 1

p
�p

dt
t
< +1

()
(

1) f 2 Lp (R)
2)
R +1
0

R
R

���f(t+x)�f(x)t1��

���p dx dt
t
< +1

on pose t+ { = y =) dt = dy

()

8<:
1) f 2 Lp (R)

2)
R
R

R
R
jf (y)� f ({)jp

(y � x)1�p(1��)
dxdy < +1

() f 2 W 1���p (R)

�
W 1���P (R)�Lp (R)

�
��p
= W 1���p (R)

1.4 Somme d�opérateurs

1.4.1 Somme de Daprato-Grisvard

Soint A et B deux opérateurs linéaires fermés de domaines D (A) et D (B) dans un
espace de Banach X�on se propose de résoudre l�équation

Au+Bu� �u = f , ou
� > 0
on suppose que A et B véri�ent les hypotheses suivantes

(DG1)

8>>>>><>>>>>:

� (A) � fz 2 C��jarg zj < � � �Ag

(A� zI)�1


 � CA(�)

jzj
8z 2 � avec � = arg jzj

� (B) � fz 2 C��jarg zj < � � �Bg

(B � zI)�1


 � CB(�)

jzj

(DG2)

�
8� 2 � (A)� 8� 2 � (B)

(A� �I)�1 (B � �I)�1 = (B � �I)�1 (A� �I)�1

Le résultat principal de Daprato-Grisvard est donné par le théorème suivant

Théorème 1.1 Soit A et B véri�ent (DG1) et (DG2) alors 8f 2 DB (��1) il existe une
unique solution stricte u de :

Au+Bu� �u = f
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véri�ant :

1. (A� �)u 2 DB (��1) :
2. Bu 2 DB (��1) :
3. Bu 2 DA (��1) :

1.4.2 Somme de Dore�Venni

Les espaces UMD

Dé�nition 1.9 Un espace de Banach X possède la propriété UMD si seulement si 9p 2
]1�1[ et C (p) telle que







nX
k=1

�kdk







Lp(R�X)

� C (p)







nX
k=1

dk







Lp(R�X)

8n 2 N

pour toute martingale (dk)k=1�...�n et pour toute suite (�k) 2 f�1�1g
N

Transformation de Hilbert
Soit � 2 ]0�1[�p 2 ]1�1[�8f 2 LP (R)

Hf = lim
��!0

H� (f) (x) = lim
��!0

Z
�<jsj< 1

�

f (x� s)

s
ds

Théorème 1.2 Soit X un espace de Banach et p 2 ]1�1[ alors les assertions suivantes
sont équivalentes

1. X est UMD�

2. lim
��!0

H�f existe dans Lp (R�X) 8f 2 Lp (R�X) :

Exemple 1.1 Si X UMD et 1 < p < +1 alors Lp (0�1�X) UMD.

Remarque 1.2 C�C� ne sont pas UMD.

Approche de DORE-VENNI
Soient A et B deux opérateurs linéaires fermés de domaines D (A) et D (B) inclus dans

un espace de Banach X de type UMD�on considère l�équation Au+Bu = f
on suppose que A et B véri�ent les hypothéses suivantes

(DV1)

8>>><>>>:
1) � (A) � ]�1�0] et 9MA > 0

8� � 0 :


(A+ �I)�1




L(X)

� MA

1+�

2) � (B) � ]�1�0] et 9MB > 0

8� � 0 :


(B + �I)�1




L(X)

� MB

1+�

(DV2)

�
3) 8� 2 � (�A)� 8� 2 � (�B)

(A+ �I)�1 (B + �I)�1 = (B + �I)�1 (A+ �I)�1
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(DV3)

8>><>>:
4) 8s 2 R�Ais 2 L (X)

9�0 > 0�9�A 2 [0��[ : kAiskL(X) � �0e
jsj�A

5) 8s 2 R�Bis 2 L (X)
9�1 > 0�9�B 2 [0��[ : kBiskL(X) � �1e

jsj�B

Remarque 1.3 L�opérareur A véri�ant (1) et (4) est dit BIP (�A) :

Le résultat principal de Dore-Venni est donné par le théorème suivant

Théorème 1.3 Soit X UMD et sous les hypothèses (DV1) (DV2) et (DV3)�l�opérateur
(A+B) est fermé inversible et son inverse est dé�ni par

(A+B)�1 =
1

2i

Z
�

A�zB z�1

sin �z
dz

Application de Dore-Venni
Etude du problème de Cauchy
Soit X un espace de Banach UMD et on considère le problème�

�u (t) + Au (t) = f (t)
u (0) = 0

f 2 X = Lp (0�T ;X) et A : D (A) �! X un opérateur lineaire fermé de domaine dense
tele que

(A+ �I)�1



 � C
1+�

8� � 0
et � �! Ais groupe fortement continu dans L (X) avec



Ai �

 � ce�Aj�j et 0 � �A � �
2

1) on écrit ce problème sous la forme d�une équation somme d�opérateurs

D (B) =
�
u 2 W 1�p ((0�T )�X)�u (0) = 0

	
Bu = �u

D (�) = fu 2 Lp�((0�T )�X) u (t) 2 D (A)g
(�u) = Au (t)

Bu+ �u = f dans X

On utilise l�approche Dore-Venni car X UMD =) Y UMD et (DV1) �(DV2)�(DV 3) sont
veri�ées
Ona B lineaire fermé



(�I �B)�1


 � C0

1+j�j de plus 8s 2 R�B
is 2 L (X)�s �! Bis

groupe et kBisk � C1 (1 + s
2) e

�
2
jsj

Résultat �nal : si X UMD�alors 8f 2 Lp ((0�T ) ;X)�1 < p <1 le proplème de Cauchy
admet une unique solution

u 2 W 1�p (0�T ; X) \ Lp (0�T ;DA) :

(i.e) Au (t) = A

tZ
0

e(t�s)Af (s) ds 2 LP :
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Remarque 1.4 Si X n�est pas UMD on peut appliquer Daprato-Grisvard on aura le même
résultat avec la régularité

f 2
�
D (B)�LP ((0�T ) ; X)

�
��p
:



Chapitre 2

Construction de la représentation de
la solution

2.1 Cas scalaire

Si L1 et L2 sont des scalaires on considère l�équation

u00 (x) + (L1 � L2)u
0 (x)� L1L2u (x) = f (x) x 2 (0�+1) ;

avec les condtions �
u (0) = 0;

u (+1) = u+1:

On obtient 8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

u (x) = exL2u0�e
xL2v0 + �1 (x) + �2 (x)

v0 = (L1+L2)
�1

+1Z
0

eyL1f (y) dy;

�1 (x) = (L1+L2)
�1

xZ
0

e(x�y)L2f (y) dy;

�2 (x) = (L1+L2)
�1

+1Z
{

e(y�x)L1f (y) dy:

(2.1)

Exemple 2.1 On utilise la méthode de réduction de l�ordre de Krein pour résoudre le
problème suivant : 8<:

u00 + Au = f
u (0) = u0
u (1) = u1

avec A véri�ant l�hypothèse d�éllipticité alors 9Q = �
p
�A g.i semi groupe analytique

On pose �
y (x) = 1

2
(u (x) +Q�1u0 (x))

z (x) = 1
2
(u (x)�Q�1u0 (x))

x 2 [0�1]

16
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On obtient �
y0 (x) = Qy (x) + 1

2
Q�1f (x)

y (0) = y0�
z0 (x) = �Qz (x)� 1

2
Q�1f (x)

z (1) = z1

y0 =
1

2

�
u (0) +Q�1u0 (0)

�
et z1 =

1

2

�
u1 �Q�1u0 (1)

�
:

8x 2 [0�1]u (x) = exQy0 + e(1�x)Qz1 + Ix (f) + Jx (f) :8>>>>>><>>>>>>:
Ix (f) =

1
2
Q�1

xZ
0

e(x�s)Qf (s) ds

Jx (f) =
1
2
Q�1

1Z
x

e(s�x)Qf (s) ds

D�ou le résutat (2.1)

2.2 Cas abstrait

si L1�L2 sont des opérateurs on écrit la même formule (2.1) avec les semi groupes exL1�exL2

Proposition 2.1 X est un espace UMD�9 � 2
�
0��
2

�
��L1��L2 2 BIP (��X)

et soit
f 2 LP (0�+1 ;X) ; 1 < p < +1:

si u est une (L1�L2) solution stricte de (1)�(2) alors u est déterminée d�une façon unique

Preuve. Soit u1�u2 (L1�L2) solution stricte de (1)� (2) et x0 � 0 �xé�montrons que :

u1 (x0) = u2 (x0) :

On considère R � x0�et on pose uR = u1 (R)� u2 (R) :
Donc u = u1 � u2 est un (L1�L2) solution stricte dans (0�R) de problème8<:

u00 (x) + (L1 � L2)u
0 (x)� L1L2u (x) = 0; x 2 (0�R)

u (0) = 0;
u (R) = uR:

(2.2)

En utilisant la méthode de Krein�on trouve que le problème (2:2) admet une unique
solution stricte (L1�L2)

u (x) = exL2�0 + e(R�x)L1�R (2.3)

Puisque le problème linéaire, donc�
u (0) = �0 + eRL1�R = 0
u (R) = eRL2�0 + �R = uR�
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CHAPITRE 2. CONSTRUCTION DE LA REPRÉSENTATION DE LA

SOLUTION
Alors �

eRL2�0 + eRL2eRL1�R = 0
eRL2�0 + �R = uR�

Ainsi � �
I � eRL2eRL1

�
�R = uR

�0 + eRL1�R = 0:

L g.i semi -groupe analytique�L inversible 9M � 0 et ! � 0 pour tout y > 0

eyL

 �Me�!y et


LeyL

 �My�1e�!y (2.4)

donc on applique (2.4) sur L1 et L2�il existe R0 � {0 pour tout R � R0

eRL2eRL1

 � 1

2

On considère R � R0 et
�
I � eRL2eRL1

�
est inversible et son inverse est borné�et de plus

on pose zR =
�
I � eRL2eRL1

��1
�ona

kzRk � 2� (2.5)

et �
�R = zRuR

�0 = �eRL1zRuR:
(2.6)

Daprés (2.3) et (2.6)�ona pour tout R � R0

u (x0) = �e�x0L2eRL1zRuR + e(R�x0)L1zRuR = �R:

Mais
lim

R�!1
uR = lim

R�!1
(u1 (R)� u2 (R)) = 0:

D �aprés (2.4) et (2.5)�on obtient

u (x0) = lim
R�!1

�R = 0�

alors
u1 (x0) = u2 (x0) :



Chapitre 3

Régularité de la solution

Lemme 3.1 Soient L�M des opérateurs linéairs dans X de domaine D (L)�D (M) .

D (L) = D (M) et D (LM) = D (ML) :

Alors :

1. l 2 f0�1�2g�n 2 N et P�Q 2 fL�Mg�

�l�n : D
�
P lQn

�
= D

�
Ql+n

�
:

2. l�n 2 f0�1�ng et P�Q 2 fL�Mg�

D
�
P lQn

�
= D

�
QlP n

�
= D

�
Ql+n

�
= D

�
P l+n

�
:

Preuve. on a pour �0;n est vraie pour n 2 N et
�1;n est vraie pour n 2 N , �1;0 est vraie et si �1;k est vraie pour k 2 N

x 2 D
�
PQk+1

�
() x 2 D (Q) et Qx 2 D

�
PQk

�
() x 2 D (Q) et Qx 2 D

�
Qk+1

�
() x 2 D

�
Qk+2

�
i.e �1;k+1 est vraie:
�2;n est vraie pour n 2 N
�
2;0
est vraie

x 2 D (P 2) () x 2 D (P ) et Px 2 D (P )
() x 2 D (P ) et Px 2 D (P )
() x 2 D (QP ) = D (PQ)
() x 2 D (Q) et Qx 2 D (P ) = D (Q)
() x 2 D (Q) et Qx 2 D (P ) = D (Q) :

is �2;k est vraie pour k 2 N

x 2 D
�
P 2Qk+1

�
() x 2 D (Q) et Qx 2 D

�
P 2Qk

�
() x 2 D (Q) et Qx 2 D (Q2+1)
() x 2 D

�
Qk+3

�
i.e , x 2 �2;k+1 est su¢ sante

19
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Remarque 3.1 Si L1�L2 sont des opérateurs dans X�satisfaisant 4�le lemme 3.1�im-
plique :

D (LiLj) = D
�
L2i
�
= D

�
L2j
�
� i�j 2 f1�2g :

Lemme 3.2 Ona X UMD�L est un opérateur linéaire fermé dans X�

0 2 � (L) et � L 2 BIP (�L�X)� �L 2
i
0�
�

2

h
:

De plus�pour R 2 ]0�1[�1 < p < +1� 2 Lp (0�R ; X) et � 2 Lp (0�+1 ; X)

1. L ( ) : x 7�! L

xZ
0

e(x�y)L (y) dy 2 Lp (0�R;X) :

il existe CR > 0

kL ( )kLp(0�R;X) � CR k kLp(0;R; X)�  2 Lp (0�R;X) : (3.1)

2. x 7�! L

RZ
{

e(y�x)L (y) dy 2 Lp (0�R ;X) :

3. x 7�! L

xZ
R

e(x�y)L� (y) dy 2 Lp (0�+1 ;X) :

4. x 7�! L

+1Z
x

e(y�x)L� (y) dy 2 Lp (0�+1 ;X) :

5. x 7�! LexL
+1Z
0

e(y)L� (y) dy 2 Lp0�+1;X):

Preuve. 1) pour la premiere assertion on va appliquer le théorème de Dore�Venni à l�étude
du problème �

u0 (x) + Lu (x) = f (x)
u (0) = 0

x 2 (0�1)

Alors�comme X est UMD et L est un opérateur liniare fermé dans X �alors pour toute
f 2 LP (0�1 ;X) ce problème admet une unique solution stricte u telle que

u 2 W 1�p (0�R;X) \ Lp (0�R;DA)

avec

u (x) =

xZ
0

e(x�y)L (y) dy

et donc

x �! L

xZ
0

e(x�y)L (y) dy 2 Lp (0�R;X)
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2) c�est un conséquence de l�assertion1

L

RZ
x

e(y�x)L (y) dy = L

R�xZ
0

e((R�x)�s)L (R� s) ds:

3) pour lassertion 3 on utilise le résultat de Daprato-Grisvard [14]
4) en utilisant Dore [14]
on montre que : F1 + F2 2 Lp (0�+1;X) x 2 (0�1)8>>>>>><>>>>>>:

F1 (x) = L

x+1Z
x

e(y�x)� (y) dy

F2 (x) = L

+1Z
x+1

e(y�x)� (y) dy

on a F2 2 Lp (0�+1;X) et puisque L génère un semi�groupe analytique et 0 2 � (L)
donc il existe M � 1 et ! � 0 pour tout y > 0



eyL

 �Me�!y et

LeyL

 �My�1e�!y (3.2)

+1Z
0

kF2 (x)kP d{ =

+1Z
0








+1Z
x+1

Le(y�x)L� (y) dy








P

dx

� MP

+1Z
0

0@ +1Z
x+1

1

y � x
e�(y�x)! k� (y)k dy

1AP

dx

� MP

+1Z
0

0@ +1Z
{+1

e�(y�x)! k� (y)k dy

1Ap

dx

� MP

+1Z
�1

j(g � h) (x)jp dx;

telle que g et h dé�nies par :

g (x) =

�
0 si x � �1

exp (x!) si x < �1 et h (x) =

�
k� (x) k si x � 0
0 si x < 0 .

si � 2 Lp (0�+1;X) donc h 2 Lp (R) ;de plus g 2 L1 (R)

Z
R

jg (x)j dx =

�1Z
�1

exp (x!) dx < +1;
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et (g � h) 2 Lp (R) ; on obtient :
+1Z
0

kF2 (x)kP dx < +1:

on montre F1 2 Lp (0�+1;X) :
soit j 2 N

�j : x 7�! X[j;j+1[ (x)� (x) ;

on note X[j;j+1[ par la fonction caractéristique de ([j; j + 1[) et8>>>>>>><>>>>>>>:

Ij =

j+1Z
j







L
j+1Z
x

e(y�x)L�j (y) dy








P

dx

Jj =

j+1Z
j







L
x+1Z
J+1

e(y�x)L�j+1 (y) dy








P

dx:

on pose le changement de variable � = 1� x+ j et � = 1� y + j, on obtient

Ij =

1Z
0







L
j+1Z

1��+j

e(y�1+��j)L�j (y) dy








P

d�

=

1Z
0







L
�Z
0

e(���)L�j (1� � + j) d�








P

d�

=


L ��j (1� �+ j)

�

P
Lp(0�1;X)

;

on obtient

Ij � (C1)P


�j (1� �+ j)



P
Lp(0�1;X)

� (C1)P


�j

Lp(j;j+1;X) (3.3)

utilisant (3.2) on trouve

Jj =

1Z
0







L
2��+jZ
j+1

e(y�x)L�j+1 (y) dy








P

d�

=

1Z
0







L
1��Z
0

e(s+�)L�j+1 (s+ j + 1) ds








P

d�

�
1Z
0

0@ 1Z
0



Le(s+�)L�j+1 (s+ j + 1) ds


1AP

d�

� MP

1Z
0

0@ 1Z
0

1

s+ �



�j+1 (s+ j + 1)


 ds

1AP

d� ;
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Le noyau 1
s+�

dé�nit un opérateur borné dans Lp (0; 1;R) , il existe C > 0 telle que :

Jj � CMP


�j+1 (:+ j + 1)



P
Lp(0;1;R)

(3.4)

� CMP


�j+1

PLp(j+1;j+2;X)

�nalement, on écrit

+1Z
0

kF1 (x)kP dx =
1X
j=0

j+1Z
j

kF1 (x)kP dx;

On utilise (3.3)(3.4)
1X
j=0



�j

PLp(j;j+1;X) = k�kPLp(0;+1;X) ;
on obtient

+1Z
0

kF1 (x)kP d{ � 2P
1X
j=0

(Ij + Jj)

� 2P (C1)
P

1X
j=0



�j

PLp(j;j+1;X) + 2PCMP

1X
j=0



�j+1

PLp(j+1;j+2;X)
� 2P max

�
(C1)

P ; CMP
�
k�kLp(0;+1;X)

< +1:

5) d�aprés la formule 3 et 4 , on a

LexL
+1Z
0

eyL� (y) dy = LexL
xZ
0

e(y)L� (y) dy + LexL
+1Z
x

eyL� (y) dy

= L

xZ
0

e(x�y)Le2yL� (y) dy + e2xLL

+1Z
x

e(y�x)L� (y) dy;

et d�après (3.2)
y ! e2yL� (y) 2 LP (0;+1;X)

Lemme 3.3 Soit X un espace de Banach et L est un générateur in�tésimal d�un semi -
groupe analytique, L inversible dans X.:

R 2 ]0�+1[�1 < p < +1�0 < � < 1
p
� 2 W ��p (0�R;X) :

On a :

1. x 7�! L

xZ
0

e(x�y)L (y) dy 2 W ��p (0�R ;X) � Lp (0�R;X) :
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2. si : R < +1

x 7�! L

RZ
x

e(y�x)L (y) dy 2 W ��p (0�R ;X) � Lp (0�R;X) :

3. si : R = +1

x 7�! L

+1Z
x

e(y�x)L (y) dy 2 W ��p (0�+1 ;X) � Lp (0�R;X)

Preuve.
1. C�est le résultat de Daprato .G et P . Grisvard.
2. D�aprés lemme 3.2 assertion 2.
3. On utilise le lemme 3.2 assertion 4.

Lemme 3.4 Soit L est génèrateur d�un semi�groupe analytique
�
exL
�
x�0 dans X et 0 2

� (L) :
pour f 2 Lp (0;+1;X) ; on obtient

1. lim
x�!+1

xZ
0

e(x�y)Lf (y) dy = 0

2. lim
x�!+1

+1Z
x

e(y�x)Lf (y) dy = 0

Preuve. 1.Pour x 2 (0;+1) , on trouve

� (x) =

{Z
0

e(x�y)Lf (y) dy

=

{
2Z
0

e(x�y)Lf (y) dy +

{Z
{
2

e(x�y)Lf (y) dy

= �1 (x) + �2 (x) :

d�aprés (3.2) , il existe M � 1 et ! > 0 , pour tout y > 0

eyL

 �Me�!y

donc pour x � 0

k�2 (x)k �
xZ

{
2



e(x�y)L

 kf (y)k dy
� M

xZ
{
2

e�!(x�y) kf (y)k dy
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on pose q = p
p�1 on obtient d�après Holder

k�2 (x)k �M

0B@ xZ
x
2

e�!q(x�y)Ldy

1CA
1
q
0B@ {Z

x
2

kf (y)kp dy

1CA
1
p

donc,

k�2 (x)k � M

(wq)
1
q

�
1� e�!q

x
2

� 1
q

0B@ xZ
x
2

kf (y)kp dy

1CA
1
p

� M

(!q)
1
q

0B@ +1Z
x
2

kf (y)kp dy

1CA
1
p

:

et d�autre part f 2 Lp (0;+1;X) ; et

lim
x�!+1

0B@ +1Z
x
2

kf (y)kp dy

1CA
1
p

= 0;

Alors
lim

x�!+1
k�2 (x)k = 0:

pour �1; on écrit :

k�1 (x)k �

x
2Z
0



e(x�y)L

 kf (y)k dy
� M

0B@
x
2Z
0

e�!q(x�y)dy

1CA
1
q
0B@

x
2Z
0

kf (y)kp dy

1CA
1
p

� M

(!q)
1
q

kfkLp(0;+1;X)
�
e�!q

�
2 � e�!qx

�
on trouve

lim
{�!+1

k�1 (x)k = 0

2. d�après 1 on écrit






+1Z
x

e(y�x)Lf (y) dy







 � M

0@ +1Z
x

e�!q(y�x)dy

1A 1
q
0@ +1Z

x

kf (y)kP dy

1A 1
P

� M

(!q)
1
q

0@ +1Z
x

kf (y)kP dy

1A 1
P
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on obtient

lim
x�!+1

0@






+1Z
x



e(y�x)L

 f (y) dy







1A = 0:

Théorème 3.1
f 2 Lp (0;+1;X) ; 1 < p < +1

Les deux assertions sont équivalentes :

1. u0 2 (D (L1; L2) ; X) 1
2p
;p

2. Le problème (1)-(2)admet une unique solution (L1; L2) :

Preuve. =) u0 2 (D (L1; L2) ; X) 1
2p
;p

et considérer u donnée par (2:1)
Dabord
nous avons l�étude la régularite de u de (2.1)-(4) et remarque 3.1, on a pour x 2 (0;+1)8>>>>>><>>>>>>:

L1L2�1 (x) = L1 (L1 + L2)
�1 L2

xZ
0

e(x�y)L2f (y) dy

L1L2�2 (x) = L2 (L1 + L2)
�1 L1

+1Z
x

e(y�x)L1f (y) dy;

et de
L1 (L1 + L2)

�1 et L2 (L1 + L2)
�1 2 L (X) ;

On déduit du lemme 3.2 étape 3 et 4 cette

L1L2�1; L1L2�2 2 Lp (0;+1;X) , 1 < p < +1;

de plus

L1�
0
1 = L1L2�1 + L1 ( L1 + L2)

�1 f 2 Lp (0;+1;X) ; 1 < p < +1;

de même pour i; j 2 f1; 2g

Li�
0
j 2 Lp (0;+1;X) ; 1 < p < +1;

et aussi
�01 + �02 = L2�1 + L1�2; on obtient

(�1 + �2)
00 2 Lp (0;+1;X) 1 < p < +1:

on pose � = �1 + �2;on en déduit que

� 2 W 2;p (0;+1;X) ; (L1 � L2) �
0; L1L2� 2 Lp (0;+1;X) : (3.5)
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de puis, nous avons u = w � v + � où

v (x) = exL2v0 et w (x) = exL2u0 ; x 2 (0;+1) ;

du lemme 3.2 assertion 5, on obtient

v 2 W 2;p (0;+1;X) ; (L1 � L2) v
0; L1L2v 2 Lp (0;+1;X) : (3.6)

D�aprés la Remarque 3.1,on trouve

u0 2 (D (L1L2) ; X) 1
2p
;p =

�
D
�
L22
�
; X
�
1
2p
;p
;

x 7�! L22e
xL2u0 2 Lp (0;+1;X) :

8i = 1; 2
x 7�! LiL2e

xL2u0 2 Lp (0;+1;X) ;
(On peut utiliser LiL2 = LiL

�1
2 L22 pour LiL

�1
2 2 L (X))

Finalement

w 2 W 2;p (0;+1;X) ; (L1 � L2)w
0; L1L2w 2 Lp (0;+1;X) ; (3.7)

u = w � v + � véri�er

u 2 W 2;p (0;+1;X) ; (L1 � L2)u
0; L1L2u 2 L:p (0;+1;X) :

On conclut, donc u véri�e (1)-2), il est clair que u véri�e (1) et u (0) = u0; du lemme 3.4
et 3.2, on obtient u (+1) = 0 est necessaire et su¢ sant .

(= Le probléme (1)-(2) admet une solution stricte (L1; L2) ;on déduit

u0 2 (D (L1L2) ;X) 1
2p
;p :

Théorème 3.2 soit X un espace de Banach complexe et

f 2 W �;p (0;+1;X) ; 0 < � <
1

p
et 1 < p < +1:

Les deux assertions sont équivalentes :

1. u0 2 (D (L1; L2) ; X) 1
2p
;p :

2. Le probléme (1)� (2) admet une unique solution srticte (L1; L2) :

Preuve.
Pour leThéorème 3.2 on utlise le preuve de théorème 3.1 et lemme 3.3.
Pour v et w même chose que théorème 3.1, pour �1;�2 qui dépendent de f on utilise

lemme 3.3 au lieu du lemme 3.2.



Chapitre 4

Cas particuliers L1 = B �
�
B2 � A

�
�

L2 = �B �
q�

B2 � A
�

4.1 Construction de L1et L2
Soit A et B deux opérateurs véri�ant :8<: B2 � A est fermé R � � (B2 � A) et

sup
��0




� (�+B2 � A)
�1




L({)

< +1 (4.1)

de plus � (B2 � A)
1
2 est générateur in�tésimal d�un semi groupe analytique

D
��
B2 � A

� 1
2

�
� D (B) ; (4.2)

8y 2 D (B)�B
�
B2 � A

�� 1
2 y =

�
B2 � A

�� 1
2 By�

(�) �B � (B2 � A)
1
2 inversibles à inverses bornés.

De plus on suppose :

9� 2
i
0�
�

2

h
: �B +

�
B2 + A

� 1
2 2 BIP (��X) ; (4.3)

(��) �B � (B2 � A)
1
2 générateur de semi groupe analytique dans X

L1 = B �
�
B2 � A

� 1
2 et L2 = �B �

�
B2 � A

� 1
2 � (4.4)

Lemme 4.1 Si L1�L2 dé�nit par( 4.4) . Alors8><>:
D (L1) = D (L2) = D

�
(B2 � A)

1
2

�
�

D (L1L2) = D (L2L1) = D (B2 � A) � D (�A)�
L1L2 = L2L1 � �A�

28
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et (L1 + L2)
�1 = �1

2
(B2 � A)

� 1
2 2 L (X) :Notons que L1L2 = L2L1 = �A si et seule-

ment si :
D (A) � D

�
B2
�
:

Finalement le théorème 3.1 et le lemme précédent nous conduisent au résultat suivant.

Théorème 4.1 X est un espace UMD et

f 2 Lp (0�1 ;X)�1 < P < +1:

les assertions suivantes sont équivalentes :

1. u0 2 (D (B2 � A)�X) 1
2
�p :

2. Le probleme (1)� (2) admet une unique solution stricte véri�ant :

u 2 Lp
�
0�+1 ;D

�
B2 � A

��
et u0 2 Lp

�
0�+1;D

��
B2 � A

� 1
2

��
:

Théorème 4.2 X est un espace de Banach et :

f 2 W ��p (0�1 ;X)�0 < � <
1

p
et 1 < P < +1:

les assertions suivantes sont équivalentes :

1. u0 2 (D (B2 � A)�X) 1
2
�p :

2. Le probleme (1)-(2) véri�er une unique solution stricte véri�ant :

u 2 Lp
�
0�+1 ;D

�
B2 � A

��
et u0 2 Lp

�
0�+1;D

��
B2 � A

� 1
2

��
:
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Exemple

Soit X UMD � 2 ]�1; 0[ ,� 2 ]0;+1[,m 2 N > et C un opérateur linéaire tel que

C 2 BIP (�c; X) et 0 2 � (C) ; avec 0 < �C <
�

2m
;

on considère A;B dé�ni par

A = ��C2m; B =
�+ �

2
Cm

puisque C 2 BIP (�c; X) pour tout � > 0, �Cm 2 BIP (m�C ; X) (voir J.Pruss et H.
Sohr [9] ; corollaire 3,p.444 et corollaire 1, P.435).
Mantenant ,on prend L1 = �Cm et L2 = ��Cm, on véri�e que toutes les hypothèses sur

L1 et L2 sont satisfaites, nous pouvons applique les résultat précédent
Comme exemple simple, nous allons considérerm = 1, 
 borné dans Rn avec @
 de classe

C2, X = Lq (
) avec 1 < p < +1 et C tel que�
D (C) =W 2;q (
) \W 1;q

0 (
) ;
Cu = ��u:

Ona 0 2 � (C) et C 2 BIP (�;X) pour � 2
�
0; �

2

�
(voir l�exemple 3 en [5] P120).

On note
D(A) = D(B2) =

�
u 2 w4;q (
) : uj@
 = �uj@
 = 0

	
:

en appliquant le théorème 3.1on obtient :

Proposition 5.1 Soit p 2 ]1;+1[ ,f 2 Lp (0;+1;Lq (
)) :
les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1. u0 2 (D (A) ; Lq (
)) 1
2p
;p :

2. Le probléme8>>><>>>:
@2u

@x2
(x; y)� (�+ �)

@u

@x
(x; y) + ���2

yu (x; y) = f (x; y) ; (x; y) 2 (0;+1)� 
,
u (0; y) = u0 (y) ; y 2 
,
u (+1; y) = 0; y 2 
,

u (x; �) = �yu (x; �) = 0; (x; �) 2 (0;+1)� @
,
(5.1)
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admet une unique solution stricte u;telle que :
u 2 w2;P (0;+1;Lq (
)) \ LP (0;+1;Lq (
)) et �u 2 LP (0;+1;Lq (
)) véri�ant(5.1).

.
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