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Resumé

L’objectif de ce mémoire est de faire une synthése sur le travail de Amine Eltaief et
Stéphane Maingot concernant ’étude d’une équation différentielle abstraite compléte de
type elliptique posé dans un espace de Banach complexe X de type UMD ou quelconque.

On consideére ’équation différentielle du second ordre suivante

(x) ' (x)+2Bu (z) + Au(x) = f (2) z € (0.R),

avec les conditions aux limites :

u (0) = ug
() { u (+00) = 0.

A et B deux opérateurs linéaire fermés dans X et le second membre f €L ? (0, 00; X)
avec 1 < p < +o0.

On s’intéresse a I’étude de 'existence, 'unicité et la régularité maximale de la solution
stricte i.e u € W?P (0, +00; X), B, Au € L? (0, +00; X), et u vérifie (x), (x*), sous 'hypo-
these d’ellipticité de Krein.
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Introduction

L’objectif de ce mémoire est de faire une synthése sur le travail de Amine Eltaief et
Stéphane Maingot concernant 1’étude d’une équation différentielle abstraite compléte de
type elliptique posé dans un espace de Banach complexe X de type UMD ou quelconque.

On considére ’équation différentielle du second ordre suivante

u" (z) + 2Bu’ (z) + Au(z) = f () z € (0.R), (1)

avec les conditions aux limites :

u (0) = ug
{ u(g-io):O 2)

A et B deux opérateurs linéaire fermés dans X et le second membre f €L ? (0, 00; X)
avec 1 < p < 4o00.

On s’intéresse a I’étude de 'existence, 1'unicité et la régularité maximale de la solution
stricte i.e u € w*? (0, +00; X), B, Au € LP (0, +00; X) , et u vérifie (1), (2), sous 'hypothése
d’ellipticité de Krein.

Plusieurs auteurs on étudié le probléme (1), (2) dans le cas f € L? (0, R, X ) avec R < o0
on cite par exemple A.Favini ,R.Labbas, S. Maingot, H.Tanabe et Yagi [5].

Lecas f € C9([0,R]; X),0 < 0 < 1, a été traité par A.Elhail et R. Labbas [13], Tanabe
et Yagi [12], A.Favini

Le cas R = 400 et B =0 a été étudié par Pruss [8].

Dans ce travail R = +o0,

On considére L1, Lo des opérateurs dans X tels que :

Ly—L, C2B
{hikcd ®)
D (Ll) =D (Lz)
{ LiLy = Lyl (4)
0€p(Li)Np(Ly), (5)
0€p(Ly+ Ly, (6)

Ly et Ly génerent des semi groupes analytiques
On construit une formule de représentation explicite de la solution de I’équation :

u" () + (L1 — L) v/ () — L1 Lou (z) = f (). (7)

6
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t.q LiLs operateur sur X, on représente la solution sous la forme

( (@) = g — vy 1 (2) + G (2),
+o0o
vo = (Ly — Ly)™* / eV f (y) dy,
oo .
G (@) = (Ly— L)~ / =D f () dy, (8)
0.
(o (@) = (L1 — L)~ / W= £ () dy.
\ 0

L’étude est faite dans deux cas
1°"¢ cas :

fel?(0,+00;X), 1 <P < 400,
On suppose que X UMD et30 € ]O,%[, —L, Ly, € BIP (0,X).

Des conditions nécessaires et suffisantes sont obtenues en utilisant les puissances frac-
tionnaires d’operateurs, les semi— groupes, les résultats de Dore— Venni, ainsi que les espaces
d’interpolations.

le résultat obtenu dans ce cas est donné par :

Théoréme 0.1
felr(0,+00;X), 1 <p< +oo.

Les deux assertions sont équivalentes.

1. U € (D (Ll,Lg) ,X)

1 .
%ap
2. Le probléme (1) — (2) admet une unique solution stricte (Ly, Lo) .
2°7"¢ cas ]
feW’ (0,00;X),0<f<-etl<P < +o0.
p
ie: f estréguliére X non UMD

Dans ce cas les résultats sont obtenus en utilisant les méme outils et 'approche de
Daprato- Grisvard au lieu de celle de Dore —Venni.

Le résultat obtenu dans ce cas est donné par :
Soit X est espace Banach complexe :

Théoréme 0.2
1
feW (0,4+00; X),0< 6 < —et 1<p< +oo.
p

Les deux assertions sont équivalentes :

1. Uo € (D (Ll,Lg) ,X)

1
2p'P

2. Le probléme (1) — (2) admet une unique solution stricte (Ly, Lo) .
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Ce mémoire est composé d’une introduction et de cinq chapitres

Le premier est consacré a des rappels et des outils mathématiques utilisés : les semi—
groupes, les espaces d’interpolation, les operateurs...

Au deuxiéme chapitre on donne la représentation formelle de la solution du probléme
en utilisant les puissances fractionnaires d’opérateurs et les semi —groupes

Dans le troisiéme chapitre on démontre les resultats essentiels d’existence, d’unicité et de
régularité maximale de la solution stricte de I’équation compléte abstraite dans les espaces
de Banach, 'analyse de la régularité est faite grace a 'interpolation et aux résultat de Dore
—Venni et Daprato Grisvard

Dans le quatriéme chapitre on apllique les résultas aux cas :L; = B — B2 —1,Ly =
—-B—-+VB?-1

Le cinquieme chapitre est consacré aux application des résultats abstraits obtenus & des
exemples concrets.



Chapitre 1

Rappels

1.1 Les opérateurs fermés

Un opérateur linaire sur X espace de Banach est une application linéaire A définie dans
un sous espace vectoriel D (A) de X a valeurs dans X :

A : DACX—X
o — Ap

Définition 1.1 On dit que A est un opérateur linéaire fermé si et seulement si pour toute
suite (@), C D (A) et (p,¢) € X x X

Op — @ € D(A)
{Awn—%} :{ Ap =1

Définition 1.2 On dit que A est un opérateur linéaire fermable si pour toute suite (¢),,.n C

D (A)

(pn—>0 —

Définition 1.3 A étant un opérateur linéaire fermé sur X, on définit p (A) l'ensemble ré-
solvant de A
p(A)={reC /(M -A") e LX)},

Side p(A); (N — A) "est appelé la résolvante de Uopérateur A.

1.2 Les semi-groupes

Définition 1.4 Soit X un espace de Banach. On dit que la famille (G (t)),5, d’opérateurs
linéaires bornés X constitue un semi-groupe si :

1. G(0) =1,
2.Vst >0G(t+s)=G(t)-G(s).
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Définition 1.5 On dit qu’un semi-groupe (G (1)), est fortement continu si et seulement
si pour tout x € X lapplication t — G (t)x de Ry dans X est continue c’est a dire :

Ve e X, tlimo |G (t)x — x|y =0.
On dit aussi que (G (1)), est un Cy semi-groupe.

Proposition 1.1 Si (G (t)),so est un Cy semi-groupe fortement continu alors il existe deux
constantes M > 0 et w > 0 telle que:

vt >0, [|G () g < Me".

Définition 1.6 On appelle générateur infinitésmal d'un Co semi-groupe (G (t)) >, ‘opérateur]
A défini par

D(A) = {xeX .-nm%

t—0

existe dans X }

Ve € D(A), Av = lim ZWEZT

t—s0t t

1.3 Les espaces d’interpolation

Définition 1.7 Soient (Xo, ||||,) et (X1, |||;) dewx espaces de Banach s’injectant continu-
ment dans un espace topologique séparé F, les espaces XoNX; et Xo+ X, munis des normes
sutvantes

12l xonx, = 2l x, + 12l x, si € XoN Xy

||90||X0+X1 = <p=20n£<p1 (H‘:OOHXO + ||901||X1) si o € Xo+ Xi.

0

Définition 1.8 Pourp € [1,00[ et 0 € [0,1] on définit l’espace intermédiaire entre XoN X et
Xo + Xi, noté (Xo + X1)y, ipar ¢ € (Xo,X1) o, 8i et seulement si :

1.Vt >0, F(uo (t), ui (t)) € Xo x Xy tel que :
p = o (t) + ua (t)

2. t7 % € L (R, Xy), t' %y, € LT (R,, X))
ou L? (R, X;) est lespace des fonctions fortements mesurables w; : R, — X telle

que :
p dt
lwill pe, xy = lui O, 7 | < oo pour p € [1,00],
0
il ooy, xy) = sup flui (B)llx, pour p = oo.

teRt
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Remarque 1.1 Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D (A) C X. On note

Da(0p) = (D(A); X)

oupé€ [looo| et 6€]01].
Lorsque A vérifie certaines propriétés spectrales, on peut donner des caractéristiques
explicites de D4 (0; p), par exemple
— Supposons que p (A) D R, et qu'il existe une constante C' > 0 telle que :

1-0,p -

C

VA>0: [[(A= AT <5

e

alors
Di(0;p)={peX t’A(A-AN)"pe P (R; X)}.
— Si A génére un semi-groupe fortement continu et borné dans X alors
D (0;p) = {gp eX t9(M-1)"pe L{;(R;X)}.
— Si A génére un semi-groupe analytique borné dans X alors

Da(0;p) ={peX ¢t PAcMp e LP (R; X)}

Théoréme de lions si A g.i du cp-semi groupe {G (1)},

l)zeF
T € (DA;E)Q,p — { )% € LY (E)

—+o00

|G )z — =[|\”
La norme ||x||97p:||x||E+ /(tl—e %

0
Application du théoréme de lions

E=L7(R), D(A) = W (R)
feD(A), Af = fr

(DA? E)e,p = (WLP (R) 7LP (R))

0, p

1) feL”(R),,

fe (W (R), P (R) < ) € I? Ry, L7 (R))
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1) f e L”(R)
A = E R
1) f € L7 (R)
A 2) [y /‘f(tJr;)_;f(x)pdx & < oo

R
1) f € L* (R)
p
= 2 0+°°fR’M dr & < +oo

t1—0

onpose t+x=y = dt=dy

1) fe L (R)

€L
=312 L !(J; (f)x;f pif_)e) drdy < +00

< fe WP (R)

(WP (R), L (R)), = W' "?(R)

1.4 Somme d’opérateurs

1.4.1 Somme de Daprato-Grisvard

Soint A et B deux opérateurs linéaires fermés de domaines D (A) et D (B) dans un
espace de Banach X, on se propose de résoudre 1’équation
Au+Bu— A u=f, ou

A>0
on suppose que A et B vérifient les hypotheses suivantes

([ p(A) D {zeC*, |argz| <7 — 04}

Jia - =177 < 2

(DGh) Vzef  avec ¢ = arg|z|

p(B)D{zeC* |argz| <7 —0p}
(B =) < &2

\

VAEp(A), Vuep(B)
(DG2){ (A— )\])—1 (B —,ul)_l = (B —,uf)_l (A - /\])_1

Le résultat principal de Daprato-Grisvard est donné par le théoréme suivant

Théoréme 1.1 Soit A et B vérifient (DG4) et (DG2) alors Vf € Dp (0,00) il existe une

unique solution stricte u de :
Au+Bu—du=f
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vérifiant :
1. (A= Xue€ Dg(0,00).
2. Bu € Dg (0,00) .
3. Bu€ Dy (0,00).

1.4.2 Somme de Dore—Venni

Les espaces UMD

Définition 1.9 Un espace de Banach X posséde la propriété UMD si seulement si dp €
11,

oo[ et C (p) telle que

dy

Vn e N
LP(R, X)

Lr(R, X)
pour toute martingale (d),_;
Transformation de Hilbert

Soit ¢ €10, 1[, p € ]1,00[, Vf € L” (R)

iy = Jim e (1) (@) = Jim [ L=

(<lsl<

Théoréme 1.2 Soit X un espace de Banach et p € |1,00| alors les assertions suivantes

sont équivalentes

1. X est UMD,

2. chmo H.f existe dans L? (R,X) VfeL”(RX).

Exemple 1.1 Si X UMD et 1< p < +oo alors L (0,1,X) UMD.

Remarque 1.2 C, C? ne sont pas UMD.

Approche de DORE-VENNI

Soient A et B deux opérateurs linéaires fermés de domaines D (A) et D (B) inclus dans
un espace de Banach X de type UM D, on considére I’équation Au + Bu = f

on suppose que A et B vérifient les hypothéses suivantes

1) p(A ) ] ]et HMA>O
Ma
2) p(B ) ] ]elt 3MB>0
YA>0: HB+/\I Lo < 15
3) VA€ p(=4), Vuep(-B)
(DVQ){ (A+AI

)N (B+pl) _ (B+pul) " (A+XD)7!

_ et pour toute suite (¢;) € {—1,1}"
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4) Vs e R, A" € L (X)

3¢y > 0,304 € (07 [|A¥, Lx) S < (eltlfa
5) Vs € R, B® € L (X)

3¢; > 0,30 € [0, : HBZSHL x) = Cel®lfs

(DVs)

Remarque 1.3 Lopérareur A vérifiant (1) et (4) est dit BIP (04) .
Le résultat principal de Dore-Venni est donné par le théoréme suivant

Théoréme 1.3 Soit X UMD et sous les hypothéses (DVy) (DVay) et (DV3), lopérateur
(A + B) est fermé inversible et son inverse est défini par

1 Aszzfl
A+ B —d
( + ) 2@ sin 7z ®
5

Application de Dore-Venni
Etude du probléeme de Cauchy
Soit X un espace de Banach UMD et on considére le probléme

{ 0 (t) + Au(t) = f (1)

u(0)=0
feX=LP0,T;X)et A:D(A) — X un opérateur lineaire fermé de domaine dense
tele que
(4D < & vazo0

et ( — A% groupe fortement continu dans L (X) avec HAZ C|| < cefMllet 0<hy < 7
1) on écrit ce probléme sous la forme d’une équation somme d’opérateurs

D(B) = {ueW"((0,T),X),u(0)=0}

Bu = 4

D(k) = {uel”, ((0,T),X) u(t)e D(A)}
(ku) = Au(t)

Bu+rku=f dans X

On utilise 'approche Dore-Venni car X UMD — Y UMD et (DV}) ,(DV5),(DV'3) sont
verifiées

Ona B lineaire fermé ||(A — B)~ H < 1f\>\| de plus Vs € R, B* € L(X), s — B™
groupe et | B*|| < Cy (1 4 s?) ezl

Résultat final : si X UMD, alors Vf € L? ((0,7);X), 1 < p < oo le propléme de Cauchy

admet une unique solution

we WP (0,T; X)NLP(0,T;Dy,).
t

(ie) Au(t) = A / =94 f (s)ds € L.

0
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Remarque 1.4 Si X n’est pas UMD on peut appliquer Daprato-Grisvard on aura le méme
résultat avec la régularité

fe(D(B), LF((0,1); X))e’p.



Chapitre 2

Construction de la représentation de
la solution

2.1 Cas scalaire

Si Ly et Ly sont des scalaires on consideére 1’équation
u" () + (Ly — Lo) v’ (z) — LiLou(x) = f(z) x € (0,+ 00),

avec les condtions
u (0) =0,

On obtient

((u(z) = ePug_e 2y + & (2) + & (@)
+00

vo = (L14La) ™ /eyLlf(y) dy,

0
T

&1 (@) = (LisLa) ™! / e@L2 f (y) dy, (2.1)
foo
& () = (LipLo) ™ /e(y_x)Llf (y) dy.

Exemple 2.1 On utilise la méthode de réduction de l’ordre de Krein pour résoudre le
probléeme suivant :

u' + Au=f
{ u (0) = ug
u(l) =w

avec A vérifiant ’hypothése d’éllipticité alors 3QQ = —v/—A ¢.1 semi groupe analytique
On pose
y(@) =5 (u(z) + Q' (x))
_ rz € 0,1
i O o1

16
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On obtient
{ Yy (z) = Qy(z) +3Q7'f (2)
Yy (0) = Yo
{ Z () = —Qz(x) — 3Q7 f ()
z(1) =2

Yo =
Vo € [0,1]u(z) = e Qyo + %% + I (f) + J. (f).

L(f) =37 [eri9f (5)ds
0

1
5N =@ [y s)ds
\ T
D’ou le résutat (2.1)

2.2 Cas abstrait

si Ly Lo sont des opérateurs on écrit la méme formule (2.1) avec les semi groupes e®1 ¢l

Proposition 2.1 X est un espace UMD, 36 € ]0,2[, —Ly,— L, € BIP (6,X)
et soit
feL?0,+00;:X), 1<p< +oo.

siu est une (Ly Lo) solution stricte de (1) —(2) alors u est déterminée d’une fagon unique
Preuve. Soit uj,uy (L Lo) solution stricte de (1) — (2) et zp > 0 fixé, montrons que :
Ui ({230) = U9 <£E0> .

On considére R > xg,et on pose ug = uj (R) — us (R) .
Donc u = uy — ug est un (L; Lo) solution stricte dans (0,R) de probléme

' (x) + (L1 — Lo) v/ () — Ly Lou () = 0, z € (0,R)
u(0) =0, (2.2)
u(R) = ug.

En utilisant la méthode de Krein,on trouve que le probléme (2.2) admet une unique

solution stricte (L1 Lo)
u(z) = e2gy + gy (2.3)

Puisque le probléme linéaire, donc

w(0) =€ + FIE, =0
u(R) = e, + &, = ug,
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18 SOLUTION
Alors

eRngo + eRLQeRngR — 0
6RL2§0 + &r = ur,

Ainsi
(] — eRLQeRLl) Ep=up
50 + eRLISR — 0

L g.i semi -groupe analytique,L inversible AM > 0 et w > 0 pour tout y > 0
HeyLH < Me ™Y et HLeyLH < My ey (2.4)
donc on applique (2.4) sur Ly et Lo,il existe Ry > 54 pour tout R > Ry

Jeriaenia| <

N | —

On considére R > Ry et ([ — eftl2 eRLl) est inversible et son inverse est borné, et de plus

1
on pose zg = (I — efl2ef1) ™" ona

[2rll < 2, (2.5)
et
{ e (26)
Daprés (2.3) et (2.6), ona pour tout R > R,
u(xg) = —e 2y pyp + el pup = ap.

Mais
lim ugp = lim (u; (R)—us2(R))=0.

R—00 R—00

D ’aprés (2.4) et (2.5), on obtient

u(rg) = lim ar =0,

R—00

alors
U1l (JIO) = U9 (Io) .



Chapitre 3

Régularité de la solution

Lemme 3.1 Soient L,M des opérateurs linéairs dans X de domaine D (L), D (M) .
D(L) =D (M) et D(LM) = D (ML).
Alors :
1. 1€{0,1,2},neNet P,Q € {L,M},
Mt D(P'QT) =D (@)
2. Ine{01n} et P,Q € {L,M},
D (P'Q") =D (Q'P") =D (Q"™") = D (P"*").

Preuve. on a pour 7, est vraie pour n € N et
N1, €st vraie pour n € N, 7, est vraie et si 7, est vraie pour k € N

zeD(PQ¥) «— ze€D(Q) et Qu e D (PQF)
< z€D(Q) et Que D (Q")
= z € D (QF?)

1.e 1) 41 est vraie.
N9, €st vraie pour n € N
., est vraie

reD(P?) — x € D(P) et Pre D(P)
= x € D(P) et Px € D(P)
= x € D(QP)= D (PQ)
<— 2e€D(Q) etQreD(P)=D(Q)
< ze€D(Q) etQreD(P)=D(Q).

is 15, est vraie pour k € N

v €D (P*Q) <« x€D(Q) et Qu e D (P*Q¥)
<— 2€D(Q) et Qr e D(Q*)
— reD (Qk+3)

i.e & = € 1)y est suffisante m

19
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Remarque 3.1 Si L{,Ly sont des opérateurs dans X, satisfaisant 4, le lemme 3.1, im-
plique :
D(L;L;) =D (L}) = D (L3), ije{1.2}.

Lemme 3.2 Ona X UMD, L est un opérateur linéaire fermé dans X,

0€p(L) et —LeBIP(0,,X), eLe}o,g[.

De plus, pour R € 10,00[, 1 <p < +o0, 9 € LP(0,R; X) et ¢ € LP (0,400 ; X)
LL):w— L / @=Ly () dy € L7 (0,R; X).

0
il existe Cr > 0

£ D) oo, mx) < ORIV o0, x)» € L7 (0,5 X)) (3.1)

R
2. x+— L / eW=Ly (y)dy € LP (0,R ; X) .

4
x

3.z —> L/e@y)% (y)dy € L? (0, + o0 ; X).

R
—+00

4. v L/e@—w%(y) dy € LP (0, + 00 ;X) .

x
“+oo

5. 1 LexL/e(y)]@ (y) dy € LP0,400; X).

0

Preuve. 1) pour la premiere assertion on va appliquer le théoréme de Dore— Venni a I’étude
du probléme

(U270 e

Alors,comme X est UMD et L est un opérateur liniare fermé dans X ,alors pour toute
f € LY (0,1;X) ce probléme admet une unique solution stricte u telle que

u € W (0,R; X)N LP (0,R; D4)

avec
T

u(z) = / =Dy () dy

et donc

v L[y () dy € 17 (0.0 X)
0
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2) c’est un conséquence de I'assertionl

R

R—
L/ y— x)Lw L/e(R x) S)Lw )dS
0

T

T

3) pour lassertion 3 on utilise le résultat de Daprato-Grisvard [14]
4) en utilisant Dore [14]

on montre que : Fi+F,el?(0,+00;X) z€(0,00)
( x+1
Fi (@)= L [ 96 () dy
too
Fa(o) =L [ 6 () dy
\ x+1

ona Fye LP(0,4 00; X) et puisque L génére un semi—groupe analytique et 0 € p (L)

donc il existe M > 1 et w > 0 pour tout y > 0 HeyLH < Me ™Y et
|Lev || < My~emv (3.2)
+00 +oof| +oo P
[IE@I 6 = [ [rertoway)| @
0 0 +1
+oo [/ +oo 1 P
< wrf 0D 6 ()| dy | de
y — X
0 +1
+oo [/ 400 p
< wr [ [er ey | a
0 +1

< M [ l(gxh) @) o

telle que g et h définies par :

B 0 siz>-1 J ll¢(x) || siz>0
g(aj)_{exp(xw) siz < —1 ot h(x)—{ 0 siz<0.
si ¢ € LP(0,+ 00; X) donc h € L? (R) ,de plus g € L* (R)

-1

/|g(:c)|dx - /exp(mw)dw<+00,

R —00
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et (g*h) € LP (R), on obtient :

on montre Fj € LP(0,+ 00; X).
soit j € N
¢j @ Xpya () 0 (2)

on note X[j;;41; par la fonction caractéristique de ([j, j + 1[) et

( G| Gl P
I; = / L/e(y_I)ngSj (y)dy|| dx
sz1 ;r—tl P
J; = / L/e(yI)quSjJrl (y)dyl|| dx.
\ J J+1

on pose le changement de variable 7=1—x+jet 0 =1 —y+ j, on obtient

1 j+1 P
I, = / L / e(y’HT’j)Lqﬁj (y)dy|| dr
0 || 1744
1 T P
= / L/e(T“’)Lgbj (1—0o+j)do|| dr
0 0

= 1206 (1 =+ D)l o0,

on obtient
I; < (CI)P H¢j (1—- +j)HfP(O,1;X) < (Cl)P ||¢jHLp(j,j+1;X) (3.3)
utilisant (3.2) on trouve
2—T+j P
5= [t [ @t wa| o
j+1

1—71 P

L / TG (s+j+1)ds|| dr
0

P

1
/ ek (s ++ 1) ds|| | dr
0

IN

I
O\H O\H O\H

1 /1 . P
gMP/ /H——T“¢j+l(8+j+l)”d8 dr,

0 0
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Le noyau SJ%T définit un opérateur borné dans L? (0,1; R) , il existe C' > 0 telle que :

Jp SCM” || ((+J+1 (3.4)

P
) HLP(O,l;R)
< oMP H¢j+1 H}L)p(j-i-l,j—l-Q;X)

finalement, on écrit

Jj+1

oo 00
[IE@I =3 [ 1F @] b,

On utilise (3.3)(3.4)
Z H(bJHZJ(jJ’Jrl;X) = ||¢H§P(O,+00;X) ,
=0

on obtient

+o0o .
/ IR @I e < 27 3 (1 + )
0 J=0

IN

27(C)" YN ill g + 27 CME D051l
j=0

J=0

< 2P max ((Cl)P,CMP) 101l 20 (0,1 00:3)
< —Ho0.

5) d’aprés la formule 3 et 4 , on a

+o0 z oo
Ltk / o(y)dy = Lett / €W (y) dy + Le* / e () dy
0 0 T
x +oo
-~ / DL () dy + L / UL () dy,
0 T

et d’apres (3.2)
y — Lo (y) € L (0, +00; X)

Lemme 3.3 Soit X un espace de Banach et L est un générateur infitésimal d'un semi -
groupe analytique, L inversible dans X ..
R€]0,+00[,1 <p<+400,0<6< zla’ v e WO (0,R; X).
On a:

1. x+—s L/e@y)% (y)dy € W9 (0,R;X) C LP (0,R; X).
0
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2. st : R< 40
R
x+— L / WLy (y)dy € WP (0,R ;X) C LP (0,R; X).

3. st : R=4o0

+o00o
z+— L / WL (y) dy € WP (0,4 003 X) C LP (0,R; X)
Preuve. =
1. C’est le résultat de Daprato .G et P . Grisvard.

2. D’aprés lemme 3.2 assertion 2.
3. On utilise le lemme 3.2 assertion 4.

Lemme 3.4 Soit L est générateur d’un semi—groupe analytique (exL)DO dans X et 0 €
p(L).
pour f € LP(0,+00; X), on obtient
1. liII_& e@VEf (y)dy =0
0
+oo
2. hII+1 WL f (y)dy =0

Preuve. 1.Pour z € (0, +00) , on trouve

Va

a(z) = / DL f () dy

l
o\ =]
VN

L () dy + / DL (y) dy
%

= o1 (ﬂf) + Qi (.T) .
d’aprés (3.2) , il existe M > 1 et w >0 , pour tout y >0
oot < ager

donc pour z > 0

oz (@) < / =22 1 (4] dy

< M / e || £ () dy
%
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on pose ¢ = z% on obtient d’aprés Holder

B =

Q=

T

s @ <21 | [estentay || [ )y
%

[SIE]

donc,
M LT ’
s (z < = (1 —e™¥2) 9 Pd
fos @l < o ) /||f(y)|| y
aan :
< M @iy
(wq)s 2/

et d’autre part f € LP (0,400; X), et

3 =

Tr—>—+00

+oo

lim / W wray| =o.
%

Alors

pour «;, on écrit :

laa (@) < / e=2 ]| |1£ ()] dy

z
) P

1
i (s
< v | feeay || [y
0

0

M —wqy —wqx
S 1 ||f||LP(O,+OO;X) (6 q3 _ e q )
(wq)e
on trouve
Jim o (2)]| =0
2. d’apreés 1 on écrit
1
+o00 oo i N ,
/ L) < M / e dy 1 )" dy
+o00 %

IN
<
8 —
=
S
B

QU

NS
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on obtient

r—+00

+o00
lim / ||e(y_x)L}} fy)dyll | =0.
. €T

Théoréme 3.1
fel?0,400;X), 1 <p< 40

Les deux assertions sont équivalentes :

1. Uy € (D (Ll,LQ) ,X)

1
Tp’p

2. Le probléme (1)-(2)admet une unique solution (L1, L) .

Preuve. = ug € (D (L1, L2),X) 1

2p P
et considérer u donnée par (2.1)
Dabord

nous avons 1'étude la régularite de u de (2.1)-(4) et remarque 3.1, on a pour x € (0, +00)

( T
L1Ls&, () = Ly (Ly + Lg)il Lg/e(’”y)L2f (y) dy
0
+oo
LiLoty (x) = Ly (L + Lo) ™ Ly / e £ () dy,
\ T

et de
Ly (Ly+ Ly)™" et Ly(Ly+Ly) " e £L(X),

On déduit du lemme 3.2 étape 3 et 4 cette
LiLo&y, LiLe&y € LP (0, +00; X), 1 < p < 400,
de plus
L&) = LiLo&y + Ly ( L+ Ly) ™' f € LP(0,400; X), 1 < p < +ox,
de méme pour i, j € {1,2}
Lig; € LP(0,+00; X), 1< p< oo,

et aussi
&+ & = Ly, + Li&,, on obtient

(& +&)" € L7 (0, +00; X) 1<p< 4.
on pose & = & + &,,0n en déduit que

£ € W2 (0,400, X) , (Ly = Ly) €, LaLa€ € L7 (0,400 X) . (3:5)
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de puis, nous avons u = w — v + £ ol
v(z) = e et w(z) = e 2uy , 2 € (0, +00),
du lemme 3.2 assertion 5, on obtient
v € WP (0,400; X), (L1 — L) v, LiLov € LP (0, +00; X) . (3.6)
D’aprés la Remarque 3.1,0on trouve
up € (D (L1Ls),X) 1 = (D(L3),X) .

Y

2p’p 2p7p
x+— Lae™?uy € LP (0, +00; X).
Vi=1,2
x +— LiLye™ 2y € LP (0, +00; X),
(On peut utiliser L;Ly = L;Ly ' L% pour L;L;" € L (X))
Finalement
w € WP (0, 4+00; X), (L — Lo)w', LiLyw € LP (0, 400; X ), (3.7)

u=w — v+ & vérifier
w € W (0, +00; X), (L1 — La)w, L1 Lyu € L* (0, +00; X) .

On conclut, donc u vérifie (1)-2), il est clair que u vérifie (1) et u (0) = up, du lemme 3.4
et 3.2, on obtient u (+00) = 0 est necessaire et suffisant .
<= Le probléme (1)-(2) admet une solution stricte (L1, L) ,on déduit m

Ug € (D (LlLQ) ,X)%

p7p'

Théoréme 3.2 soit X un espace de Banach complexe et
1
feW(0,4+00; X),0< < = etl<p< +oo.
p

Les deux assertions sont équivalentes :

1. Ug € (D (Ll,LQ) ,X)

1,
2p'P

2. Le probléme (1) — (2) admet une unique solution srticte (L1, L) .

Preuve.

Pour leThéoréme 3.2 on utlise le preuve de théoréme 3.1 et lemme 3.3.

Pour v et w méme chose que théoreme 3.1, pour &; £, qui dépendent de f on utilise
lemme 3.3 au lieu du lemme 3.2. =



Chapitre 4

Cas particuliers L = B — (32 — A),
Ly=—B—/(B2- A)

4.1 Construction de Liet Lo

Soit A et B deux opérateurs vérifiant :

sup
A>0

{ B? — A est fermé R C p(B* — A) et

‘A(/\+BQ —A)‘lH < 400
L(5)

1
de plus — (B? — A)? est générateur infitésimal d'un semi groupe analytique

D((B*-A4)*) CcD(B),

Wy e D(B),B(B— A) 2y = (B*—A)* By,

1
(x) £B — (B* — A)? inversibles & inverses bornés.
De plus on suppose :

306]0,%[:1B+(32+A)% € BIP (0, X),

(xx) £B — (B? — A)% générateur de semi groupe analytique dans X

N|=

Li=B—(B2—A)? et Ly=—B— (B*— A)?

Lemme 4.1 Si Ly,Ly définit par( 4.4) . Alors
D(Li) =D (Ly) = D ((32 —A)7),
L1L2 == L2L1 C —A,

28
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N

et (Ll -+ L2>_1 = —
ment st :

$(B*—A)"? € L(X).Notons que LiLy = LyLy = —A si et seule-
D(A)c D(B?).

Finalement le théoréme 3.1 et le lemme précédent nous conduisent au résultat suivant.
Théoréme 4.1 X est un espace UMD et
felP(0,00;X),1<P<+o0.

les assertions suivantes sont équivalentes :

1. ug € (D(Bz—A) ,X)1

3P’
2. Le probleme (1) — (2) admet une unique solution stricte vérifiant :

N[

we L7 (04003 (B2~ 4)) et u € 17 (0400, D ((B2 - A)

)

Théoréme 4.2 X est un espace de Banach et :

1
feW!(0,00;X),0<h <~ etl<P < +4o0.
p
les assertions suitvantes sont équivalentes :

1 ug € (D(B* - A) X)),

2. Le probleme (1)-(2) vérifier une unique solution stricte vérifiant :

N

u € LP (0,400;D (B> — A)) etu € LP <0,—|—oo; D ((32 — A)

))



Chapitre 5

Exemple

Soit X UMD « € |—00,0[ ,5 € ]0,400[,m € N * et C' un opérateur linéaire tel que

C € BIP(0.,X) et 0€ p(C), avec 0 < 0C < 21

m

on considére A, B défini par

a+pf
2

puisque C' € BIP (0., X) pour tout p > 0, uC™ € BIP (mfc, X) (voir J.Pruss et H.
Sohr [9], corollaire 3,p.444 et corollaire 1, P.435).

Mantenant ,on prend L; = aC™ et Ly = —C™, on vérifie que toutes les hypothéses sur
L, et Ly sont satisfaites, nous pouvons applique les résultat précédent

Comme exemple simple, nous allons considérer m = 1, 2 borné dans R" avec 0f2 de classe
C? X =L7(Q) avec 1 <p < +oo et C tel que

A=aBC?™ B= cm

Cu = —Au.

Ona 0 € p(C) et C € BIP (6, X) pour 6 € ]0, % [(voir I'exemple 3 en [5] P120).
On note

{DKUZWﬁWmﬂW®Wm,

D(A) = D(B*) = {u € w*(Q) : upq = Aupg =0} .
en appliquant le théoréme 3.1on obtient :

Proposition 5.1 Soit p € ]1,4+o00[ ,f € L?(0,400; L7 (2)) .
les deux assertions sutvantes sont équivalentes :

1. up € (D(A), L1 (Q))%p
2. Le probléme

0*u ou )
@ (xay) - (Oé +5) 8_23 (iC,y) + OéﬂAyU (l'ay) = f(xay)a ($,y) < (07+OO> X Q;
u(0,y) = uo (y), y €9,
u (+00,y) =0, y € Q,
u(x, () =Ayu(z, () =0, (z,¢) € (0,400) x 09,

(5.1)

30
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admet une unique solution stricte u,telle que :
u € w?? (0, +00; L1 (Q)) N LY (0, 4+00; L1 (Q)) et 4 € LT (0, +o0; L (Q)) vérifiant(5.1).
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