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Introduction

La théorie de Nevanlinna joue un role trés important dans la théorie des fonctions, en
particulier dans I’étude des propriétés des solutions des équation différentielles complexes
notammenent la croissance et l'oscillation des solution. En effet dpuis 1925, I'année ou
R.Nevanlinna a publié les résultats de ses travaux sur la théorie de la distribution des valeurs
des fonctions méromorphes, les chercheurs ne cessent de publier dans le méme thématique et
plusieurs problémes ont été étudiés et résolus. Des liens étroits avec d’autres domaines sont
mis en évidence, en particulier avec la théorie analytique des équations différentielle.

Pour une introduction a la théorie des équations différentielles dans le plan complexe
avec la théorie de Nevanlinna voir [2, 3, 4].

Ce mémoire se compose d’une introduction et de trois chapitres.

Le premier chapitre présente une introduction & la théorie de R.Nevanlinna, dans lequel
on donne des notations, définitions et résultats dont on aura besoin dans les autres chapitres.

Le but du deuxiéme chapitre est de prouver le deuxiéme théoréme fondamental de
R.Nevanlinna en utilisant ’éstimation des dérivées logarithmiques des fonctions méromorphes.|]

Le dernier chapitre contient quelques applications, dans lequel on montre I'avantage du
deuxiéme théoréme fondamental de R.Nevanlinna.



Chapitre 1

Introduction a la théorie de
R.Nevanlinna

Dans ce chapitre, on va présenter les notions de base nécéssaires et donner quelques définitions
et résultats dont on aura besoin tout au long de notre travail. Pour plus de détails voir
(2,3,4])

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

1.1.1 Formule de Poisson-Jensen

Théoréme 1.1 ([2]) Soit f(z) une fonction méromorphe dans le domaine |z| < R (0 <
oo < R) non identiquement nulle, et ay (A = 1,2,...,h) (respectivement b, (1 =1,2,...,k))
ses zéros (respectivement ses poles), chacun étant compté avec son ordre de multiplicité.
Alors dans le disque |z| < p on a

27

log|f(2)] = %/log‘f(pee)‘Re (pe“’—z) df
0
h

oz —a ‘+Zlog

Théoréme 1.2 (Formule de Jensen) Soit f une fonction méromorphe telle que f(0) #
0,00 et ayag, ..., a, (respectivement by, ba, ..., b, ) ses zéros (respectivement ses poles), chacun
étant compté avec son ordre de multiplicité. Alors

z—b)

log | £(0) :—/10g|f7"e ’dQ—l—Zlog

[bj|<r

- Y o o8

’ J’ ‘ <,r,‘

Preuve On démontre le théoréme dans le cas ou f n’admet ni zéros ni poles sur le
cercle |z| = r. Considérons la fonction

o) =56 TT =5 1T 1

‘b]“<7‘



On a g # 0,00 dans le disque |z| < r et log|g(z)| est une fonction harmonique. D’apres la

formule de la moyenne, on a

1 2w ]
log |g(0)| = %/0 log |g (re’) | d6.

D’autre part,

19(0)] = [£(0 IH—/H

laj |<r a; |bj|<r | J|

Z 10g

d’ou

log |9(0)| = log [£(0)| + Y log —

|a;

laj|<r |bj|<r
pour z = re, on a
r?—a;z| | r?— a;re” _ e?(re " —a@;)
r(z —a;) N r(re? — a;) N re? —a;
et _ _ ) ) —
r? —biz B r? — bjrew B e (re= — b;)
r(z — b)) B r(rei® —b;) N ret —b;
D’ou

9(re®)| = |$re®)].
En remplagant (1.2) et (1.3) dans (1.1), on a le resultat.

Définition 1.1 ([2|) Pour tout réel x > 0, on définit

logx, v > 1,

og” x = max (log z,0) {0,0§x§1.

1l est clair que

+

logz = log™  — log

1
—, x>0.
x

Propriétés ([2]) On a les propriétés suivantes

logz <log™ x

log"z <logty (si0<x<y).

logz =log" x —log™ —

llog z| = log™ z + log* —

(1.1)

(1.2)

=1,

=1.

(1.3)



10g+(ﬁ z;) < i log™ ;.
i=1 i=1

n

1og+(z x;) <logmn + Z log™ ;.

i=1 i=1
Preuve Montrons c) d) e) et f)

c) On a
+ + 1 1
log"z —log™ — = max(logz,0) — max(log —,0)
T x
= max(logz,0) — max(—logz,0)
= max(logz,0) + min(logz,0)
= logux.
d) On a
+ + 1
log"z +1log”™ — = max(logz,0)+ max(—logz,0)
T

= max(logz,0) — min(logz,0)

= |logz|.

n
e) Si H x; < 1, alors I'inégalité est évidente.
i=1

Supposons que H x; > 1. Alors
i=1

n n

log+(H x;) = log(H ;)

i=1 i=1

i=1
f) On a d’apres b) et e)

n

log"(}_z:) < log*(n max ;)
i=1 -

IN

logn + log™* max ;

logn + Z log™ ;.
i=1

IN



1.1.2 Fonction a-points

Définition 1.2 ([2]) Soit f une fonction méromorphe. Pour tout nombre complexe a, on
désigne par n (t,a, f) le nombre de racines de l’équation f(z) = a situées dans le disque
|z| < t. Chaque racine étant comptée avec son ordre de multiplicité et par n(t,o00, f) le
nombre de poles de la fonction [ dans le disque |z| < t. On définit

N(r,a,f):/Orn(t’a’f);n(o’a’f)dt+n(0,a,f)logr, CL%OO

N(r,oo,f>=N<r,f>=/T”(t’°°’f>_”<0’°O’f)dt+n<o,oo,f>1ogr,

0 t

N (r, f) est appelée la fonction a-points de la fonction f dans le disque |z| < r.

1.1.3 Fonction de proximité

Définition 1.3 ([2])Soit f une fonction méromorphe non constante et a un nombre com-
plexe. Alors, on définit la fonction de proximité de la fonction f par

1 L[ 1
m(r,a,f):m(r,m):%/o log+md0,a#oo

et

2

m (r, f) est appelée fonction de proximité de la fonction f au point a.

m (r,00, f) =m(r, f) = L /02” log™ |f (rew)‘dﬁ.

1.1.4 Fonction caractéristique de R.Nevanlinna

Définition 1.4 ([2]) On définit la fonction caractéristique de R. Nevanlinna de la fonction

[ par
T(r,00, f) =T (r,f) =m(r, f) + N (r, f).

Exemple 1.1 Pour la fonction f(z) = e*/z, cette fonction admet un pdle simple z = 0.

Alors,

N(r,f) = /07“ n(t, 00, f) — (0, Oo’f)dt +n(0, 00, f)logr

t
"1-1
= / ——dt +logr
0 t

= logr



De plus
1 2m N 0 1 27 N 7 cos 6
m(r,f) = %/o log !f(re )‘dGZ%/O log de
1 z rcos
_ [ log (e )d@
2 J_ = r
2
1 [32 1 [2
= — rcos@d@——/ log rdf
2 J_= 2 J_=
2 2
o 1l
= ——glogr
D’ou
T (r,e*/z) = m(r,e*/z)+ N(r,e*/z)
r 1
= —— —logr+logr
T 2
T N 11
= —+—logr.
T 2 8
Lemme 1.1 ([4]) Soient f, f1, fo, . . ., [n des fonctions méromorphes et a,b,c et d des

constantes complexes tels que ad — bc # 0. Alors

S
3
=
st
IN

@
Il
—

St
imm )
z:;w, )
iwm )
Xn:T(r, ) +logn,n > 1.

=1

> T(r, fi)n > 1.
=1

nT(r, f), n € N*.

=
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=
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Preuve Montrons e) f) et g)



e) On a si z est un pole de degré \; pour la fonction f;, alors il est de degré égale au plus

maxi<j<n Aj < Z A; pour la fonction Z fi. Alors

N(ﬁZfz‘) < ZN(ﬁfi)

et
n 2m
m(r, Z fi) = %/long  (re’)| do
i=1 9
27 n
< [Z log™ |fi(7“ei9)| + logn | df
i=1
n 2 n
< Z%/logf Z:fZ (rew) df + logn
i=1 “" Y i=1
= Zm(r, fi) +logn.
i=1
Donc
(Tvzfi) = m(T’Zfl) + N(raz.ﬂ)
i=1 i=1 i=1
< Y T(r, fi) +logn.
i=1
f) On a

(re?)| do

NS By

m(T,HfZ) = 27r/0 log 11
n 1 2 ;

,L»Zl [%/o log™ | fi(re 9)| d@}

= Z m(r, fi).

IA

si zp est un pole de degré \; pour la fonction f;, alors 2y est un pole de la fonction H fi
i=1

de degré égale au plus Z ;. Donc

i=1

(Tanfi) < ZN(T> fz)

i=1
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Ainsi

< Y (m(r fi) + N(r, f))
= ZT(T, ).

g)Onalf"=fI"<1 < |f| <1 Alorssi|f]| <1,o0na

2m

1 )

m(r, f*) = %/log+ ‘f” (re’g) ‘ dg =0
0

N(r, f*) = nN(r,[)

Donc

T(r, [*) m(r, f*) + N(r, f*) = nN(r, f)

= n(m(r, f) + N(r, f)) = nT(r, f).

Si|f| > 1, alors

2
0

= nm(r, f)

m(r, ) = i/log|f" (re') |d9 n—/log!f (re'’) ‘d@

et
N(r, f") =nN(r, f).

Donc

Tr, ") = m(r, ") + N(r, f*) = n(m(r, f) + N(r, [))

= nT(rf)
Proposition 1.1 ([4]) Si f est une fonction méromorphe non-constante, et si
_af+b
I=fta

tels que a, b, c, et d sont des constants avec ad — bc # 0, alors

T(r.9) =T(r )+ O(1), f# 2.
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Preuve Si ¢ = 0, alors

T(r,af;b) = T(r,%f—l—%)

T (r, %) +T(r, /)+T <r, g) + log 2

IN

< T(T,f)+log+’g‘+log+ %‘+10g2
= T(r,f)+0O()
Si ¢ # 0, alors on écrit
Wb _ (el _afrivtod

cf +d c(f—l—%l) c f“‘czl
a[ bc —ad 1
— 1+

D’ou

af +b a bc—ad 1
T\ \r,——— | = T —
<T’ cf+d) (T’ e f+f-j>

bec — ad

d
< 10g+‘%‘+log+ +T(r,f+z)+log2+0(l)

< T(r, f)+0O().

1.2 Premier théoréme fondamental de R.Nevanlinna

L’article de Nevanlinna "Untersuchunger iiber den Picardschun Satz" de novembre 1923
constitue une véritable percée. Nevanlinna parvient & réecrire la formule de Poisoon-Jensen
sous forme symétrique, en terme des fonctions de proximité et de comptage de la fonction
méromorphe donnée f et de la fonction 1/f. C’est & ce moment que la théorie de Nevanlinna
prend spectaculairement naissance. La conclusion finale fut tirée dans la note aux comptes-
rendus de l'academie des sciences de juillet 1924.

Avant d’énoncer le premier théoréeme fondamental de R.Nevanlinna on a besoin d’utiliser
le lemme suivant

Lemme 1.2 ([2]) Soit f une fonction méromorphe avec a-points ; oy s, ..., o, dans le disque
|z| < tels que 0 < || < |ag| < ... <ay,| < r.Alors

T T

/n(t,a,f)dt:/n(t>aaf>_n(0>aaf)dt: Z logL
o]

t t .
0 0 lag|<r
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Proposition 1.2 ([2]) Soit f une fonction méromorphe avec le dévelopement de Laurent &
l'origine
+00 ‘
f(z) = chzj, cm 0, m e Z.
j=m

Alors on a

f

Preuve Considérons la fonction h(z) = f(z)z=™. On a h(0) # 0, co et m = n(0,0, f) —
n(0,00, f). En effet
si m > 0, alors

2m
1 - 1
log ¢ | = %/log“’(re’a)‘ dd+ N (r,f)— N (r, —)
0

n(0,0,f) =m et n(0,00,f) =0

si m < 0, alors
n(0,0, f) =0 et n(0,00, f) = —

si m = 0, alors
n(0,0, f) =0 et n(0,00, f) =0.

Donc h et f posseédent les mémes zéros et les mémes poles dans 0 < |z| < 7.
D’apres le la formule de Jensen et le lemme 1.2

log|e| = log|h(0) :—/logr ‘fre |d«9+ Z 10g| Z 1og%

0<|b;|<r ]| 0<|az|<r | ]|

- %/log!f(rew)‘d@—mlogr—i—/n(t’oo’f) —n(O,oo,f)dt
0

t
0

t

_/n(t,O,f)—n(0,0,f)dt

0

2
1 .
- g/log | f(re®)] d — [n(0,0, f) — (0,00, f)] log
0

+/n(tﬁoovf);n(()?OOaf)dt_/n(tvaf)_n(()?oaf)dt

t
0 0

2 r
— %/log !f(rew)‘ df + /n(t,oo, f) = (0, o0, f)dt +n(0, 00, f) logr
0

t
0

jn(t,(), ) —n(0,0, f)
t

0

dt +n(0,0, f)logr

= %/log‘f(rew)‘de—i‘]v(ﬁf) = N(r, 2).
0
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Théoréme 1.3 (Premier théoréme fondamental) ([2]) Soit f une fonction méromorphe
avec le dévelopement de Laurent de f — a (a € C) a lorigine,

z)—a:chzj, cm#0, meZ, zeC,

Alors

1
T T, :T(Tv f) _1Og|cm| +90(T7a)
f—a
ot |o(r,a)| <log™ |a| + log 2.

Preuve Montrons le théoréme pour a = 0, d’aprés la proposition 1.1 et lemme 1.1 ¢)
on a

2m
1 - 1
log [e| = %/log | f(re)|do + N(r, f) = N (r, —)

f
= —/1og+}fre |d9——/1og

a0+ NG f) = N <r, %)

= m(r, f) —m(r,0,f)+ N(r,f) = N (r, %) :
Donc
1 1 1
r(ng) = m(ng) e (ng)
- m(r,f)+N(r,f) —10g|6m|
T(r, f) —log |cm] (1.4)
ou p(r,a) = 0.

Montrons le théoréme dans le cas général a # 0. Posons h = f — a. Dans ce cas
N <7°, 1) = N (r, ;>
h f—a
1 1
m(r,—| = m(r,—
"h "f—a

N (r,h) = N(r,f—a)=N(r,f).

logt |h| =log™ |f — a| <log™ |f| + log™ |a| + log 2. (1.5)

log" |f| = log™ |h + a| <log™ |h| +log™ |a| + log 2. (1.6)
En intégrant (1.5) et (1.6) on aura

m(r,h) < m(r, f) +log" |a| +log2
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m(r, f) < m(r,h) +log™ |a|] + log 2.

Posons ¢(r,a) = m(r, h) — m(r, f), on obtient
—(log™ |a| +log2) < ¢(r,a) <log" |a| +log2 < |o(r,a)| < log" |a| + log 2.

D’apres (1.4), on a

T<T,ﬁ> = T(r,%
= )
)

Ou p(r,a) <log® |a| + log 2.
Le premier théoréme fondamental peut étre formulé comme suit :

Corollaire 1.1 Soit f une fonction méromorphe non constante. Alors pour tout a € C

T<r,fia> — T f) +O(1), r— .

Exemple 1.2 On a

sinz €% —e ¥ 2
tanz = = - - -
COS 2 ) e 4 72

4621'2 -1 _2'6212 +1q

—i— = ‘ .
621,2 + 1 €2zz + 1
D’aprés la proposition 1.1 on a

T (rtanz) = T (r,e**) +O(1)

1.3 L’ordre et le type de croissance d’une fonction

Définition 1.5 ([2], [3]) Soit f une fonction entiére. Alors l'ordre et I’hyper-ordre de f sont

définis respectivement par
— loglog M (r, f)

=1
pUf) = tm ——
— logloglog M (r, f)
=1
p2(f) = lim og :

ot M (r, f) = max {|f ()], [2] =}
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Si f est une fonction méromorphe, alors l'ordre et l’hyper-ordre de f sont définis par

—— logT (r, f)

- 1
p(f)= lim g T
= loglogT (r, )
paf) =l

Exemple 1.3 La fonction g (z) = exp(z") est d’ordre p(g) = n et d’hyper ordre p, (g) = 0.

Exemple 1.4 Soit f(z) = 222 on o T(r, f) = £ + O(log ). De plus

z o

exp(2)\ = & logT(r,f) +— log [% + O(logr)}
P = lim = lim
A r—-+00 log r r—-+00 log r
— logZ[140 (fer
o lgz[+0 ()]
r——400 log r
B 10gr+10g(1+0(1°%)—10g7r)
N r—1>I-i¥loo logr
= 1
exp(z)\ - loglogT(r,f)  —— loglog[Z+ O(logr)]
Do = lim ———— = lim
z r—400 log r r—400 log r
— loglog £ [1+ O(*81)]
= lim
r—+00 logr
_ log [logr — log 7 + log [l—i—O(lo%)H
N r—-+00 IOgT

og T log|1+0O k’%
log log r {1 — 110% + g1 +0(*7)] log(r )]]

= lim
r—=t0o log r
o log
loglog r + log {1 — 11227; + W]
= lim
rteo log r
=0

Remarque 1.1 Si f est d’ordre fini, alors ’hyper-ordre de cette fonction est nulle.

1.4 Mesure linéaire et logarithmique

Définition 1.6 La mesure linéaire d’un ensemble E C [0,4o00] est définie par

+o0

mes(E) = [ xelt)at,

0
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ot Xg(t) est la fonction caractéristique de l’ensemble E et la mesure logarithmique d’un
ensemble F' C [1,4o00| est définie par

+o0

Im(F) = / Xe®)

t

1

Exemple 1.5 1) La mesure linéaire de l’ensemble E = [2,6] U [7,8] C [0,00) est

[e.e]

mes(E):/XE(t)dt:jdt+/8dt:5.

2

2) La mesure linéaire de 'ensemble E = N est nulle, de plus la mesure linéaire de chaque
ensemble dénombrable est nulle.
3) La mesure logarithmique de l’ensemble F' = [1,5] C [1,00) est

o 5
dt dt
lm(F):/XF(t)?: ?zlogﬁ).
1 1

1.5 L’exposant de convergence des zéros

Définition 1.7 [1,2] Soit f une fonction méromorphe. On définit ’exposant et U’hyper ex-
posant de convergence des zéros de la fonction [ respectivement par

~ logN <7“, %)
Af)= lim ———*2
(f) THIErHOO logr

_ loglog N (7", %)

p— 1‘
Az(f) rirﬁloo log r ’
(1) - (0)
1 1
1 rn t,? —-n 0,? ( 1>
N{r = :/ dt+n|r = |logr,
(3) == ;

tel que n (t, %) désigne le nombre des zéros de la fonction f situés dans le disque |z| <.

Exemple 1.6 L’exposant et [’hyper exposant de convergence des zéros de la fonction f(z) =
sin z sont égaux respectivement a 1 et 0.



Chapitre 2

Le deuxiéme théoréme fondamental
via les dérivées logarithmiques

Dans ce chapitre, on va donner la preuve du deuxiéme théoréme fondamental basée sur
les dérivées logarithmiques, la preuve donnée ici est en général similaire a celle dans le livre
de Haymen.

2.1 Deuxiéme théoréme fondamental de Nevanlinna

Afin de prouver le deuxiéme théoréme fondamental de R. Nevanlinna, on a besoin d’abord
de montrer le lemme suivant :

Lemme 2.1 [1, 3] Soit f une fonction méromorphe non constante sur |z| < Reta; (j =1,2,...

des nombres complexes finis distincts. Alors ’égalité

m (nzq:f ! aj) _ im (r, f%a) +0() (2.1)

est vrai pour 0 < r < R.

Preuve. Soit

ce qui implique

m(r, F) < ;m (r, 7 _1 aj) +logq. (2.2)

Soit
0= min |a; — a,
1<j<k<q

il est claire que 6 > 0. On a les deux cas suivants :
(i) Il existe au moins un entier k£ (1 < k < g) tel que

() —ail < 2%

17
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dans ce cas, pour j # k, on a

1f(2) —a;] = [f(2) —ar+ax — a4
> ax — a5l — | f (2) — axl
> 5— 9 - M
B 2q 2q
Don 1 2 1 1
q
2.3
O —al =218 24117 ()—al 23)
Par conséquent
1 : 1
[F(2)] = -
HEET R 2 EE
Gk
S 1 qg—1 1
—f ) ] 2¢=1]f(2) — axl
1
> ST I
2[f (2) — ax|
ce qui implique
1
log" |F (2)| > log" ————— —log 2. 2.4
o e 24
D’apres (2.3), on a
q q
1 2q 2q
logm ——— < logm ————— < qlog"™ =. 2.5
218 [y = o = 21 s 5 (2
Gk Gk
Il résulte de (2.4) et (2.5) que
1 1 2q
log™ |F (2)] > logm —————— —qlog" = —log 2. 2.6
P> 2 e = 5 20
J#k
(ii) Pour tout 1 < j <g¢q
)
— >
HORTAES>
Dans ce cas, on a
ijlogJr _ < qlog* 2
[f(2) —a5| — 0’

j=1
ce qui implique I'inégalité (2.6) .
En remplacant z par re? dans (2.6) et en intégrant par rapport a 6 entre 0 et 27, on
obtient

: 1 2
m(r,F)EZm(r,f_a')—qlog+?q—10g2. (2.7)
j=1 !

d’apres (2.2) et (2.7), on déduit (2.1).
Maintenant on peut montrer le deuxiéme théoréme fondamental.
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Théoréme 2.1 [1,2,3]|Soit f une fonction méromporphe non-constante dans le disque |z| <
Reta; (j=1,2,...,q) des nombres complexes finis distincts. Alors pour 0 <r < R, on a

m(r, f)+> m <r,f_1aj> < 2T (r, f) = Ny (r) + S (r, f),

ol

et

Preuve. Soit

D’aprés le lemme 2.1, on a

q
m(r,F):Zm(r, ! ')—l—O(l). (2.8)
d’autre part, on a

mmF>s7Mnﬂﬂ+mQ§J

< m(nfF)+T (7’, fl) _N (n fi)
< m(r f'F)+T(rf)— N (7’, fi) o). (2.9)

Comme

T(rf) = m(nf)+N(rf)
Iz ,
S m(T,f)—i—m(?“,?) +N(T7f)
ngﬂ+mQ,)+Nmﬁ—Nmﬂ, (2.10)

il resulte de (2.8) — (2.10) que

f—a;

+m (7“, f%) +m <r’;ff,aj> +0(1),

ce qui compléte la preuve du théoréeme 2.1.

m(r,f)—i—im (7“, ! ) <2T(r f) - {2N(r,f)—N(r,f’>+N<Tv%>}
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2.2 L’éstimation de S(r,f)

Nous avons besoin d’éstimer le terme S (7, f), c’est & dire on a besoin d’étudier la crois-
sance du m (r, J%) dans cette section on va introduire un lemme qui s’apelle le lemme
des dérivées logarithmiques et qui est en méme temps le lemme clé du deuxiéme théoréme
fondamental de Nevanlinna.

Lemme 2.2 [1] Soit f (z) une fonction méromorphe non-constante dans le plan complexe
telle que f(0) # 0, 00. Alors l'inégalité

/
1
m (r,fT) < 4logt T (R, f) +3log+m +4log™ R

1 1
2log™ = + 4logT logT ——— + 10 2.11
+2log 7“+ og’ log O + (2.11)

est vrai pour 0 < r < R < o0.

Remarque 2.1 Si f(0) =0 ou oo, on suppose que le dévloppement en série de Laurent de
f au voisinage de z = 0 est

f(2)=azt+ e+, (e #£0).
Posons g (z) = 27 f (2). Alors g (0) # 0,00 et
f'(z) A d()

IR

Pour m (7‘, %) , on peut appliquer le lemme 2.2 pour obtenir une inégalité similaire a (2.11) .

L’éstimation de m (r, f%) dans le lemme 2.2 contient le terme log* T' (R, f) . Pour éliminer

ce terme, nous avons besoin d’un lemme due & Borel sur les fonctions monotones.

Lemme 2.3 [1|Soit T'(r) une fonction continue croissante prend ses valeurs dans [rg, oo|.
Si T (ro) > 1, alors

1
T 2T 2.12
(r+ 7) <2700, (2.12)
en dehors d’un ensemble Ey de r de mesure linéaire au plus 2.

Preuve. Si (2.12) est vrai pour 79 < 7 < 0o, alors le lemme 2.3 est vrai. Par contre, soit
Ey est 'ensemble de 7 (> r¢) tel que (2.12) est fausse. Comme T (1) est continue et Ey est
un fermé. Posons

1
- i JEE ) 1= T\
ry = min{r,r o}, ™ T1+T(T1)
r2:min{r,r€Eoﬂ[7"i,oo[},7";:7“2+—T(T>,
2
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S’il existe une infinité de r,, alors la suite {r,} n’admet pas une limite finie 7. Sinon, {r] }
converge vers la méme limite 7, car r, < !, < r,.;. Mais

1 S 1
T(rn) — T(7)

/
Ty — Thn = >0,

o0
contradiction quand n — oo. Donc lim r,, = 0o, ce qui implique que Ey C U1 [T, 70] , Aot
n=

1
/ —
mesky < Z (r,, —rn) = Zm
n>1 n>1
comme 7, € Ey (n=1,2,...), alors
T (rn) >T(r}, 1) > 2T (rp_1) > ... > 2" T (ry) > 2"

Donc
1

mes (Ey) < ZQn—l =2,

n>1

ce qu’il fallait démontrer.
D’apres le lemme 2.3 | le lemme 2.2 peut étre écrit sous la forme suivante :

Théoréme 2.2 Soit f (z) une fonction méromorphe non-constante dans le plan compleze.
Si f est d’ordre fini, Alors

m(rfT) = 0 (logr), (r— o0).

St f est d’ordre infini, alors

m ( f7) — 0o (T (1, 1)), (r— o0, 7 ¢ Fy),

ou Ey est un ensemble de mesure linéaire ne dépasse pas 2.
Preuve. Si f est d’ordre fini A\. Alors
T(r, f) <™ (r>mr).

On Prend R = 2r dans le lemme 2.2, on obtient

!
m <T,f?> =0 (logr), (r— 00).
Si f est d’ordre infini, alors il existe rq tel que T (1o, f) > 1. D’apres le lemme 2.3, ’ensemble
exceptionnel Ey associé a T’ (r, f) satisfait mes (Ey) < 2. Pour v ¢ Ey et R =17+ 75 (7{ 7, on
trouve

m ( f7) — 0o (T (1, £))), (r — o0, 1 ¢ Fy),

ce qui compléte la preuve du théoréeme 2.2.
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Corollaire 2.1 Soit f (z) une fonction méromorphe non-constante dans le plan compleze et

S(T,f>:m(r,f?') +m(r,z:ff'aj> +0(1).

Si f est d’ordre fini, Alors

S(r,f) =0(logr), (r— o0).
St f est d’ordre infini, alors
S(r,.f) =0 og (rT (r,[))), (r— o0, r¢ E),
ou Ey est un ensemble de mesure linéaire fini.

Remarque 2.2 Si f est une fonction rationnelle, alors fTI est ausst rationnelle et le degré

de numérateur est toujours inférieure au degré de dénomérateur. Alors

m(r,f%) —0(1), (r— o).

St f est une fonction transcendante, alors
logr =o(T(r,f)), (r—o0),

de méme

log" T (r, f) = o(T(r, f)), (r—o0).

Corollaire 2.2 Soit f (z) une fonction méromorphe non-constante dans le plan compleze et

s =m(nF) e (n3 ) 0w

Si f est d’ordre fini, Alors

S f)=o(T(r, ), (r—o00).
Si f est d’ordre infini, alors
S(r. f)=o(T(r,[f), (r—o00, r¢E),
ot Fy est un ensemble de mesure linéaire fini.

Corollaire 2.3 Pour toute fonction méromorphe f non constante et pour k un entier positif,
on a
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Preuve. Quand k£ = 1 c’est le lemme du dérivée logarithmique. On suppose que

0]
m (T, fT) =S(r, f)

est vrai pour certain [ > 1. Alors

m(r,f(l)) = m(r,%f)

fo
S m(r,f)—i—m (737)

= m(r, )+ 50 f).

La fonction méromorphe f admet un pole d’ordre p en un point zy si et seulement si f
admet un pole d’ordre [ + p > [ + 1 au point z = 2. Il est clair que

n(r, fO) < L+ Dn(r, ).

Donc
N(r, /) < (L+ DN (1, £).
D’ou
T(r, f(l)) = m(r, f(l)) + N(r, f(l))
< m(r,f)+S(r f) + (+1)N(r, f)
(+1D)T(r, f)+ S(r, f).
Si k=1 Ainsi
Fl+) (f(l))'
" <”’ 7O ) A R0
= S(r, fY)
= S(r, f).
Enfin

() 5 mo ) en(o )
= S(r f)+ S5 f)
= S(r, f)

Corollaire 2.4 Soit f une fonction méromporphe non-constante dans le plan complexe et
ai, g, ...,a, sont q (¢ > 3) nombres complexes distinct dans CU {oo}. Alors

@=2T () < XN (r= ) = M)+ 80

ot
Ni(r) =28 () = N )4 N (1 7).
et S (r, f) définie dans le corollaire 2.2.
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Preuve. Il suffit de remarquer que

m('r’,f_laj) :T(r,f)—N<r,f_1aj> +0(1)

ol a; est un nombre complexe.

2.3 Une autre forme du deuxiéme théoréme fondamen-
tal

Dans cette section, on va montrer une formule plus précise du deuxiéme théoréme fonda-
mental de R. Nevanlinna. Dans ce qui suit, on note par £ C ]0, 0o un ensemble de mesure
linéaire finie, et on note S (r, f) la quntité S (r, f) = o (T (r, f)) (r — o0) si 'ordre de f est
finie, et S (r, f) = o (T (r, f)) (r — oo, r ¢ E) si l'ordre de f est infinie.

Théoréme 2.3 [2]|Soit [ une fonction méromporphe non-constante dans le plan complexe
et ay, as, ...,aq sont q (¢ > 3) nombres complexes distinct dans CU {oo} . Alors

(¢—2)T Zi: ( T

Preuve. D’apres le corollaire 2.3, on a

o) S0,

J

(¢q—2)T ZN( _aj) Ny (r)+S(r, f). (2.13)

Soit 11 (£) = 2n (¢, f) — n (t, f') +n (t, %) .On a

r

_ [ () = (0)
Ny (r) = /fdt +ny (0) log 7.

Si zp est un pole de f(z) de multiplicité k& dans |z| < k, alors zy est compté k — 1 fois par
ny (t) . De méme, pour une valeur finie a, si zy est un zéro de f (z) — a de multiplicité k£ dans
|z| <k, alors zg est compté k — 1 fois par ng (t) . Par conséquent

A S

D’apres (2.13) et (2.14), on obtient

(q—2)T(r,f) <iﬁ<r, ! > +S(r f).
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2.4 Généralisation du deuxiéme théoréme fondamental

Dans cette section on va introduire des résultats généralisent le deuxiéme théoréme fon-
damental de Nevanlinna. Tout d’abord on va citer un théoréme et des définitions dont on
aura besoin par la suite.

Définition 2.1 [2,3] Soient f (z) et a(z) deux fonctions méromorphes dans le plan com-
plexe. Si T (r,a) = S (r, f), alors a(z) est dite small fonction de f (z).

Définition 2.2 ([2]) Le déterminant Wronskien W (fi1, fa, ..., fn) des fonctions méromorphes
fi, fay -, fn est donné par

f1 .. fn

o

W(fl;fQ,...,fn> = : .
Fev L ey

Lemme 2.4 ([3]) (Milloux) Supposons que f(z) est une fonction méromorphe, non-constantd
dans le plan copmlex C, et k un entier positif, et soit

k

W(z) = Z a;f9z

=0
ot ay(z), as(z), ..., ax(z) sont des small fonctions de f(z). Alors

n(r5) - st

et

T(r, f)+ kN(r, f) + S(r, f)
(k+1)T(r; f)+ S(r, f).

T(r, f)

IA A

Preuve On considére le cas oil ¢(2) = f®). D’aprés le lemme du dérivée logarithmique,

on a ,
m ( f7) — S(r, )

et on a aussi

(VAN
3
=
+
3
—
=
|
~——
_l’_
2
=
=
+
=
=
=

IA
NS
2=
-
s
=

<=
L=
+
nn
=
>
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Ainsi le théoréme est vrai pour £ = 1. On suppose maintenant que le théoréme est vrai pour

k=n,ie., .
m (r, an) = S(r, f).

Et en notant que
T(r, f) +nN(r, f) + S(r, f)
(n+ )T (r, f)+ S(r, f).

IN A

De plus,

3
N
uﬁ
=y
~| 3

=
N———
INA
3
7 N
vﬂ
~s
=
S|+

=
N————
+
3
7 N
= 3
N———

La combinaison des dérivées

T(r, f"0) < T(r, f™) + N(r, f™) 4+ S(r, f™)
< T(r, f)+nN(r, f) + S(r, f) + N(r, f) + 5(r, f™)
= T(r,f) + (n+ 1)N(r, f) + S(r, f)
< (n+2)T(r, f)+S(r, f).

Ainsi le théoréme est vrai pour kK = n 4+ 1. Dans ce qui suit, on considére le cas général.
Il est évident que

k i
m <r, g) < Zm (r, i/ )> +log(k + 1)
f P f
k

(@)

T, —)} +log(k +1)

1=0 f
= S(r, [)
Donc, on a
v
mtrw) < m(n %) i)
= m(r, f)+5(r, f). (2.15)
D’autre part, on a
N(T777/}) < N(T7 f(k)) + ZN<T7 CL,‘)
< N(r, f) +kN(r, f) + S(r, f). (2.16)

D’apres (2.15) et (2.16)on a
T(r,y) < m(r, f)+ N(r.f) +kN(r, f) + S(r, f)
= T(r,f) + kN(r, f) + S(r. f)
< (R+DT0 f)+50 ).

Ce qui termine la démonstration du théoréme.
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2.4.1 Cas de trois small fonctions

R. Nevanlinna & prouvé que les constantes dans le deuxiéme théorémes fondamentals
peuvent étres remplacer par trois small fonctions. En fait, il & prouvé le théoréme suivant :

Théoréme 2.4 [2,3,4] Soit f une fonction méromporphe non-constante dans le plan com-
pleze, et ay (2), as (z) et ag(z) sont trois small fonctions de f. Alors

fﬂnﬁ<§jvcﬁi—>+S@Jy (2.17)

Preuve. Soit f(2) —a1(2)az(2) —asz (2)
9(2) = f(z) —a3(z) az (2) — a1 (2)

Alors
T(r,g)=T(r.f)+5(rf).

D’apres le deuxiéme théoréme fondamental

Tmmsﬁmw+NQ€>+NG,l)+sm@

Il s’ensuit de (2.17)

ce qu’il fallait démontrer.

2.4.2 L’inégalité de C. T. Chaung

Avec une preuve similaire a celle du lemme 2.1, on peut montrer le lemme suivant :

Lemme 2.5 Soit f une fonction méromorphe dans le plan complexe et a; (z) (j =1,...,q)
sont des small fonctions de f. Alors

m(r,if_l%) :jim <T’f—1aj> MR

R. Nevanlinna posé la question suivante "Peut on remplacer les constantes dans le
deuzxiéme théoréme fondamental par des small fonctions?". C. T. Chaung a étudié ce pro-
bléme et touvé une réponse affirmative pour le cas des fonctions entiéres.
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Théoréme 2.5 Soit f une fonction méromporphe non-constante dans le plan compleze, et
a;j (z) (j=1,...,q) sont des small fonctions de f. Alors

(q—1)T(r,f) < ZN <r, f—1a0> +gN (r, f)+S(r, f).
j=1 ‘
Preuve. Posons
- 1
PO = a0
D’apres le lemme 2.4
Zm (r, L) =m(r,F)+S(r, f). (2.18)
f—a

Soit {by,bs,...b,} est le systéme linéairement indépendant maximal de {as,as,...a,} et on
écrit
L(f)=W (b1,ba,...by, f)

ou W est le wronskien de by, by, ...b,, f, et
L(f)=Aof® + A =Y+ . + A f,

ou Ag, Ay, ..., A, sont des small fonctions de f. Il es clair que

L(a;)=0 (j=1,....q).

Done LIf(z)=a; ()] = LIf(2)] (G =10),
) () s v
Alors
m(r,F) < m (7‘ Lgf)) I (r’ ; fL—(f‘i)
< () + 2o (7 )
TWJU»wabQ+S“”

D’apres le lemme de Miloux
T(r,L(f)) ST (r,f)+pN(r,f)+S(r f). (2.19)
Il s’ensuit de (2.18) — (2.19) que

Zq;m (Taf_laj) ST(T,f)erN(T,f)—N(r, ! )+S(r,f). (2.20)



29

Et comme

1 1
m<r7m> :T(T,f)—N(r,f_aj) +8(r, f),

alors 'inégalité (2.20) implique que

(=T (rf) < iN(r, ! ) —|—pW(7’,f)—N(r,L—

j=1




Chapitre 3

Quelques Applications

Dans ce chapitre, on va citer deux applications connues du deuxiéme théoréme fonda-
mental de R.Nevanlinna, le théoréme de cinq valeurs de Nevanlinna qui est une conséquence
du deuxieéme théoréme fondamental de Nevanlinna et le théoréme de Picard (petit). La dif-
férence entre les deux est que historiquement le théoréeme de Picard a été démontré avant le
deuxiéme théoréme fondamental mais le théoréme de cing valeurs apres.

3.1 Théoréme de Picard

Définition 3.1 Soit f une fonction méromorphe dans le plan complexe et a € C. Si la
fonction f (z) — a n’a pas de zéros, alors a est dite valeur exceptionnelle de Picard.

Définition 3.2 On dit qu’une valeur a est exceptionnelle au sens de Borel pour f(z), si
Uordre de N(r,a, f) est plus petit que p(f) quand p < oo, ou fini quand p = 0.

Exemple 3.1 la fonction entiére e* admet 0 comme valeur exceptionnelle.

Exemple 3.2 La fonction méromorphe tan z admet i et —i comme valeurs exceptionnelles

Théoréme 3.1 Toute fonction méromorphe transcendante dans le plan complexe admet au
plus deux valeurs exceptionelle de Picard.

Preuve. Supposons que f admet trois valeurs exceptionneles de Picard aq, as et as.
Sans perdre de généralités, on suppose que a; = 0, as = 1 et a3 = co. D’aprés le deuxiéme
théoréme fondamental

T(r, f) <N<r,%) +N<r,ﬁ) LN )+ S ().

Comme 0, 1 et co sont des valeurs exceptionnelle de Picard, alors

N(T,%) :N(r,ﬁ) N f) =0

T(r, f) <S(rf)

d’ou

ce qui est une contradiction.

30
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3.2 Théoréme de cinq valeurs de Nevanlinna

Dans cette setcion, on va citer quelques résultats connus sur le théoréme des cing valeurs
de Nevanlinna. En premier lieu on donne quelques définitions

Définition 3.3 ([4])Soient f et g deux fonctions méromorphes d’un variable complexe, et
a € C. On dit que :

(7). f et g partagent la valeur a CM (comptant la multiplicité) si f(z) —a et g(z) — a
admettent les mémes zéros avec les mémes multiplicités.

(i) f et g partagent la valeur a IM (ignorant la multiplicité) si f(z) — a et g(z) — a
admettent les mémes zéros sans tenir compte de leurs multiplicités.

(@ii) f et g partagent la valeur a DM (multiplicités diférentes) si [ et g partagent la valeur
a IM et les zéros de f(z) — a et g(z) — a ont des multiplicités différentes en tout point.

Exemple 3.3 Les fonctions e* et e * partagent 0,1,—1,00 CM; et q(z) = 2%(z — 2) et
p(2) = 23(2 — 2)? partagent 0 DM.

En 1929, Rolf Neanlinna a démontré le resultat suivant

Théoréme 3.2 (Théoréme de cing valeurs) ([4])Si deux fonctions méromorphes f et g
partagent cing valeurs IM, alors elles sont identiques.

Preuve. On suppose d’abord que tous les valeurs a; (j =1, ...,5) sont finis. D’apres le
deuxiéme théoréme fondamental

37 (r,f) <Y N (7“, 7 _1 aj) +S(r, f) (3.1)

et

3T (r, 9) <ZN(7’, = )—l—S(?“,g).

~ \g—q

.

Supposons aussi que f # g. Alors, d’aprés 'hypotheése

> 1 > 1 1
;N<T’f—aj> - ZNO’Q-%) SN<r’f—g)

< T(f-g)+0()
< T(r,f)+T(r,g)+0(1) (3.2)

D’apres (3.1) — (3.2)
3(T(r, [)+T(r,9) <2(T(r, f) +T(r,9)) +5(r, f) + 5(r,9),

ce qui est une contradiction. Donc f = g¢.
On suppose maintenant que 'une des valeurs a; (j =1, ...,5) est infinie, sans perdre de
généralité, on suppose que a; = 0.
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Soit a € C tel que a # a; (j =1,...,5). Posons

1 1
F(z)Zf(z)_a, G<Z>:g(z)_a’
et 1
bj:a»—a (j=1,..,4), b5 =0

J

Il est claire que F' et G partagent les valeurs b; (j = 1,...,5) IM, d’aprés le premier cas, on
trouve que F'(z) = G (z), ce qui implique que f = g.

Exemple 3.4 Soit f(z) = exp(z) et g(z) = exp(—=z). Alors f et g partagent les quatres
valeurs 0,1, —1,00 IM, mais f et g sont différentes.

En 1929, Rolf Nevanlinna ([4]) a démontré le résultat remarquable suivant :

Théoréme 3.3 (Le théoréme de quatres valeurs de Nevanlinna) Si deuz fonctions
méromorphes partagent quatres valeurs CM, alors f est une transformation de Mobius de g.

Remarque 3.1 La transformation de Mobius d’une fonction est définie comme la composée
d’un mombre fini d’inversions par rapport o des plans ou des spheéres. En particulier, si
on identifie R?> a C, alors on peut prouver que les transformations de Mébius conservant

l’orientation sont de la forme :
az+0b

cz+d
avec a, b, c et d quatres nombres complexes tels que ad — bc # 0.

M:z—

En 1983, Gundersen a amelioré ce théoréme : deux valeurs partagées IM et deux valeurs
partagées CM impliquent quatres valeurs CM. Donc, si deux fonctions méromorphes f et
g partagent deux valeurs CM et deux autres valeurs IM, alors f est une transformation de
Mbobius de g.



Conclusion

Dans ce mémoire, on a étudié le deuxiéme théoréme fondamental de Nevanlinna et ses ap-
plications sur la théorie d’unicité des fonctions. Ce théoréme est tres utile dans les équations
différentielles complexes, le produit infini et le théoréeme de Malmquist...etc

Une partie importante de la recherche sur la théorie des fonctions d’une seule variable
complexe au 20°™¢ siécle est basée sur la théorie de Nevanlinna. Cette théorie est peut étre la
réalisation la plus reconnue du mathématicien Rolf.Nevanlinna, elle s’accorde avec la distri-
bution des valeurs d’une fonction méromorphe, pour cette raison, elle est aussi communément
appelée la théorie de distribution des valeurs dans le littérature.

Cette théorie est encore en développement. Un probléme important en théorie de Ne-
vanlinna est de donner une meilleur estimation pour le terme d’erreur dans le deuxiéme
théoréme fondamental.

La théorie de Nevanlinna est liée a la géométrie différentielle et & la théories analytique
des nombres. Ahlof et Nevanlinna, par exemple, prouvent que la constante 2 dans le deuxiéme
théoréme fondamental est lié a la caractéristique d’Euler de la sphére Riemannienne.
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