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Introduction

La théorie de Nevanlinna joue un rôle très important dans la théorie des fonctions, en
particulier dans l�étude des propriétés des solutions des équation di¤érentielles complexes
notammenent la croissance et l�oscillation des solution. En e¤et dpuis 1925, l�année où
R.Nevanlinna a publié les résultats de ses travaux sur la théorie de la distribution des valeurs
des fonctions méromorphes, les chercheurs ne cessent de publier dans le même thématique et
plusieurs problèmes ont été étudiés et résolus. Des liens étroits avec d�autres domaines sont
mis en évidence, en particulier avec la théorie analytique des équations di¤érentielle.
Pour une introduction à la théorie des équations di¤érentielles dans le plan complexe

avec la théorie de Nevanlinna voir [2; 3; 4].
Ce mémoire se compose d�une introduction et de trois chapitres.
Le premier chapitre présente une introduction à la théorie de R.Nevanlinna, dans lequel

on donne des notations, dé�nitions et résultats dont on aura besoin dans les autres chapitres.
Le but du deuxième chapitre est de prouver le deuxième théorème fondamental de

R.Nevanlinna en utilisant l�éstimation des dérivées logarithmiques des fonctions méromorphes.
Le dernier chapitre contient quelques applications, dans lequel on montre l�avantage du

deuxième théorème fondamental de R.Nevanlinna.
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Chapitre 1

Introduction à la théorie de
R.Nevanlinna

Dans ce chapitre, on va présenter les notions de base nécéssaires et donner quelques dé�nitions
et résultats dont on aura besoin tout au long de notre travail. Pour plus de détails voir
([2; 3; 4])

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

1.1.1 Formule de Poisson-Jensen

Théorème 1.1 ([2]) Soit f(z) une fonction méromorphe dans le domaine jzj < R (0 <
1 � R) non identiquement nulle, et a� (� = 1; 2; :::; h) (respectivement b� (� = 1; 2; :::; k))
ses zéros (respectivement ses pôles), chacun étant compté avec son ordre de multiplicité.
Alors dans le disque jzj < � on a

log jf(z)j = 1

2�

2�Z
0

log
��f(�ei�)��Re��ei� + z

�ei� � z

�
d�

�
hX
�=1

log

���� �2 � a�z

�(z � a�)

����+ kX
�=1

log

���� �2 � b�z

�(z � b�)

���� :
Théorème 1.2 (Formule de Jensen) Soit f une fonction méromorphe telle que f(0) 6=
0;1 et a1;a2; :::; an (respectivement b1; b2; :::; bm) ses zéros (respectivement ses pôles), chacun
étant compté avec son ordre de multiplicité. Alors

log jf(0)j = 1

2�

2�Z
0

log
��f(rei�)�� d� + X

jbj j<r

log
r

jbjj
�
X
jaj<rj

log
r

jajj

Preuve On démontre le théorème dans le cas où f n�admet ni zéros ni pôles sur le
cercle jzj = r. Considérons la fonction

g(z) = f(z)
Y
jaj j<r

r2 � ajz

r(z � aj)
=
Y
jbj j<r

r2 � bjz

r(z � bj)
:
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On a g 6= 0;1 dans le disque jzj < r et log jg(z)j est une fonction harmonique. D�après la
formule de la moyenne, on a

log jg(0)j = 1

2�

Z 2�

0

log
��g �rei���� d�: (1.1)

D�autre part,
jg(0)j = jf(0)j

Y
jaj j<r

r

jajj
=
Y
jbj j<r

r

jbjj
;

d�où
log jg(0)j = log jf(0)j+

X
jaj j<r

log
r

jajj
�
X
jbj j<r

log
r

jbjj
; (1.2)

pour z = rei�, on a ���� r2 � ajz

r(z � aj)

���� = ���� r2 � ajre
i�

r(rei� � aj)

���� = ����ei�(re�i� � aj)

rei� � aj

���� = 1;
et ���� r2 � bjz

r(z � bj)

���� = ���� r2 � bjre
i�

r(rei� � bj)

���� = ����ei�(re�i� � bj)

rei� � bj

���� = 1:
D�où ��g(rei�)�� = ��f(rei�)�� : (1.3)

En remplaçant (1:2) et (1:3) dans (1:1), on a le resultat.

Dé�nition 1.1 ([2]) Pour tout réel x � 0; on dé�nit

log+ x = max (log x; 0) =

�
log x; x > 1;

0; 0 � x � 1:

Il est clair que

log x = log+ x� log+ 1
x
; x � 0:

Propriétés ([2]) On a les propriétés suivantes
a)

log x � log+ x
b)

log+ x � log+ y (si 0 < x � y).

c)

log x = log+ x� log+ 1
x
:

d)

jlog xj = log+ x+ log+ 1
x
:
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e)

log+(
nY
i=1

xi) �
nX
i=1

log+ xi:

f)

log+(
nX
i=1

xi) � log n+
nX
i=1

log+ xi:

Preuve Montrons c) d) e) et f)
c) On a

log+ x� log+ 1
x
= max(log x; 0)�max(log 1

x
; 0)

= max(log x; 0)�max(� log x; 0)
= max(log x; 0) + min(log x; 0)

= log x:

d) On a

log+ x+ log+
1

x
= max(log x; 0) + max(� log x; 0)

= max(log x; 0)�min(log x; 0)
= jlog xj :

e) Si
nY
i=1

xi � 1; alors l�inégalité est évidente.

Supposons que
nY
i=1

xi > 1: Alors

log+(

nY
i=1

xi) = log(

nY
i=1

xi)

=

nX
i=1

log xi

�
nX
i=1

log+ xi

f) On a d�après b) et e)

log+(

nX
i=1

xi) � log+(n max
1�i�n

xi)

� log n+ log+ max
1�i�n

xi

� log n+
nX
i=1

log+ xi:
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1.1.2 Fonction a-points

Dé�nition 1.2 ([2]) Soit f une fonction méromorphe. Pour tout nombre complexe a, on
désigne par n (t; a; f) le nombre de racines de l�équation f (z) = a situées dans le disque
jzj � t. Chaque racine étant comptée avec son ordre de multiplicité et par n (t;1; f) le
nombre de pôles de la fonction f dans le disque jzj � t. On dé�nit

N (r; a; f) =

Z r

0

n (t; a; f)� n (0; a; f)

t
dt+ n (0; a; f) log r; a 6=1

et

N (r;1; f) = N (r; f) =

Z r

0

n (t;1; f)� n (0;1; f)

t
dt+ n (0;1; f) log r;

N (r; f) est appelée la fonction a-points de la fonction f dans le disque jzj � r:

1.1.3 Fonction de proximité

Dé�nition 1.3 ([2])Soit f une fonction méromorphe non constante et a un nombre com-
plexe. Alors, on dé�nit la fonction de proximité de la fonction f par

m (r; a; f) = m(r;
1

f � a
) =

1

2�

Z 2�

0

log+
1

jf (rei�)� ajd�; a 6=1

et

m (r;1; f) = m (r; f) =
1

2�

Z 2�

0

log+
��f �rei���� d�:

m (r; f) est appelée fonction de proximité de la fonction f au point a:

1.1.4 Fonction caractéristique de R.Nevanlinna

Dé�nition 1.4 ([2]) On dé�nit la fonction caractéristique de R. Nevanlinna de la fonction
f par

T (r;1; f) = T (r; f) = m (r; f) +N (r; f) :

Exemple 1.1 Pour la fonction f (z) = ez=z, cette fonction admet un pôle simple z = 0.
Alors,

N(r; f) =

Z r

0

n(t;1; f)� n(0;1; f)

t
dt+ n(0;1; f) log r

=

Z r

0

1� 1
t

dt+ log r

= log r
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De plus

m (r; f) =
1

2�

Z 2�

0

log+
��f �rei���� d� = 1

2�

Z 2�

0

log+
����er cos �r

���� d�
=

1

2�

Z �
2

��
2

log

�
er cos �

r

�
d�

=
1

2�

Z �
2

��
2

r cos �d� � 1

2�

Z �
2

��
2

log rd�

=
r

�
� 1
2
log r:

D�où

T (r; ez=z) = m(r; ez=z) +N(r; ez=z)

=
r

�
� 1
2
log r + log r

=
r

�
+
1

2
log r:

Lemme 1.1 ([4]) Soient f , f1, f2, . . . , fn des fonctions méromorphes et a; b; c et d des
constantes complexes tels que ad� bc 6= 0. Alors

a) m

 
r;

nX
i=1

fi

!
�

nX
i=1

m(r; fi) + log n:

b) m

 
r;

nY
i=1

fi

!
�

nX
i=1

m(r; fi):

c) N

 
r;

nX
i=1

fi

!
�

nX
i=1

N(r; fi):

d) N

 
r;

nY
i=1

fi

!
�

nX
i=1

N(r; fi):

e) T

 
r;

nX
i=1

fi

!
�

nX
i=1

T (r; fi) + log n; n � 1:

f) T

 
r;

nY
i=1

fi

!
�

nX
i=1

T (r; fi); n � 1:

g) T (r; fn) = nT (r; f); n 2 N�:

Preuve Montrons e) f) et g)
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e) On a si z0 est un pôle de degré �i pour la fonction fi, alors il est de degré égale au plus

max1�i�n �i �
nX
i=1

�i pour la fonction
nX
i=1

fi. Alors

N(r;
nX
i=1

fi) �
nX
i=1

N(r; fi)

et

m(r;
nX
i=1

fi) =
1

2�

2�Z
0

log+

�����
nX
i=1

fi
�
rei�
������ d�

� 1

2�

2�Z
0

"
nX
i=1

log+
��fi(rei�)��+ log n# d�

�
nX
i=1

1

2�

2�Z
0

log+

�����
nX
i=1

fi
�
rei�
������ d� + log n

=
nX
i=1

m(r; fi) + log n:

Donc

T (r;
nX
i=1

fi) = m(r;
nX
i=1

fi) +N(r;
nX
i=1

fi)

�
nX
i=1

T (r; fi) + log n:

f) On a

m(r;
nY
i=1

fi) =
1

2�

Z 2�

0

log+

�����
nY
i=1

fi(re
i�)

����� d�
�

nX
i=1

�
1

2�

Z 2�

0

log+
��fi(rei�)�� d��

=

nX
i=1

m(r; fi):

si z0 est un pôle de degré �i pour la fonction fi, alors z0 est un pôle de la fonction
nY
i=1

fi

de degré égale au plus
nX
i=1

�i. Donc

N(r;

nY
i=1

fi) �
nX
i=1

N(r; fi):
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Ainsi

T (r;

nY
i=1

fi) = m(r;

nY
i=1

fi) +N(r;

nY
i=1

fi)

�
nX
i=1

(m(r; fi) +N(r; fi))

=

nX
i=1

T (r; fi):

g) On a jfnj = jf jn � 1 () jf j � 1. Alors si jf j � 1, on a

m(r; fn) =
1

2�

2�Z
0

log+
��fn �rei���� d� = 0

N(r; fn) = nN(r; f)

Donc

T (r; fn) = m(r; fn) +N(r; fn) = nN(r; f)

= n(m(r; f) +N(r; f)) = nT (r; f):

Si jf j > 1, alors

m(r; fn) =
1

2�

2�Z
0

log
��fn(rei�)�� d� = n

1

2�

2�Z
0

log
��f(rei�)�� d�

= nm(r; f)

et
N(r; fn) = nN(r; f):

Donc

T (r; fn) = m(r; fn) +N(r; fn) = n(m(r; f) +N(r; f))

= nT (r; f)

Proposition 1.1 ([4]) Si f est une fonction méromorphe non-constante, et si

g =
af + b

cf + d
;

tels que a; b; c; et d sont des constants avec ad� bc 6= 0, alors

T (r; g) = T (r; f) +O(1); f 6= �d
c
:
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Preuve Si c = 0, alors

T

�
r;
af + b

d

�
= T

�
r;
a

d
f +

b

d

�
� T

�
r;
a

d

�
+ T (r; f) + T

�
r;
b

d

�
+ log 2

� T (r; f) + log+
���a
d

���+ log+ ���� bd
����+ log 2

= T (r; f) +O(1)

Si c 6= 0, alors on écrit

af + b

cf + d
=

a
�
f + b

a

�
c
�
f + d

c

� = a

c

f + d
c
+ b

a
� d

c

f + d
c

=
a

c

"
1 +

bc� ad

ac

1

f + d
c

#

=
a

c
+
bc� ad

c2
1

f + d
c

:

D�où

T

�
r;
af + b

cf + d

�
= T

 
r;
a

c
+
bc� ad

c2
1

f + d
c

!

� log+
���a
c

���+ log+ ����bc� ad

c2

����+ T (r; f +
d

c
) + log 2 +O(1)

� T (r; f) +O(1):

1.2 Premier théorème fondamental de R.Nevanlinna

L�article de Nevanlinna "Untersuchunger über den Picardschun Satz" de novembre 1923
constitue une véritable percée. Nevanlinna parvient à réecrire la formule de Poisoon-Jensen
sous forme symétrique, en terme des fonctions de proximité et de comptage de la fonction
méromorphe donnée f et de la fonction 1=f: C�est à ce moment que la théorie de Nevanlinna
prend spectaculairement naissance. La conclusion �nale fut tirée dans la note aux comptes-
rendus de l�academie des sciences de juillet 1924.
Avant d�énoncer le premier théorème fondamental de R.Nevanlinna on a besoin d�utiliser

le lemme suivant

Lemme 1.2 ([2]) Soit f une fonction méromorphe avec a-points ; �1;�2; :::; �n dans le disque
jzj � r tels que 0 � j�1j � j�2j � ::: � j�nj � r:Alors

rZ
0

n(t; a; f)

t
dt =

rZ
0

n(t; a; f)� n(0; a; f)

t
dt =

X
j�jj�r

log
r

j�jj
:
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Proposition 1.2 ([2]) Soit f une fonction méromorphe avec le dévelopement de Laurent à
l�origine

f(z) =

+1X
j=m

cjz
j; cm 6= 0; m 2 Z:

Alors on a

log jcmj =
1

2�

2�Z
0

log
��f(rei�)�� d� +N (r; f)�N

�
r;
1

f

�
Preuve Considérons la fonction h(z) = f(z)z�m. On a h(0) 6= 0,1 et m = n(0; 0; f)�

n(0;1; f). En e¤et
si m > 0, alors

n(0; 0; f) = m et n(0;1; f) = 0

si m < 0; alors
n(0; 0; f) = 0 et n(0;1; f) = �m

si m = 0; alors
n(0; 0; f) = 0 et n(0;1; f) = 0:

Donc h et f possèdent les mêmes zéros et les mêmes pôles dans 0 < jzj � r:
D�après le la formule de Jensen et le lemme 1:2

log jcmj = log jh(0)j = 1

2�

2�Z
0

log r�m
��f(rei�)�� d� + X

0<jbj j�r

log
r

jbjj
�

X
0<jaj j�r

log
r

jajj

=
1

2�

2�Z
0

log
��f(rei�)�� d� �m log r +

rZ
0

n(t;1; f)� n(0;1; f)

t
dt

�
rZ
0

n(t; 0; f)� n(0; 0; f)

t
dt

=
1

2�

2�Z
0

log
��f(rei�)�� d� � [n(0; 0; f)� n(0;1; f)] log r

+

rZ
0

n(t;1; f)� n(0;1; f)

t
dt�

rZ
0

n(t; 0; f)� n(0; 0; f)

t
dt

=
1

2�

2�Z
0

log
��f(rei�)�� d� + rZ

0

n(t;1; f)� n(0;1; f)

t
dt+ n(0;1; f) log r

�

24 rZ
0

n(t; 0; f)� n(0; 0; f)

t
dt+ n(0; 0; f) log r

35
=

1

2�

2�Z
0

log
��f(rei�)�� d� +N(r; f)�N(r;

1

f
):
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Théorème 1.3 (Premier théorème fondamental) ([2]) Soit f une fonction méromorphe
avec le dévelopement de Laurent de f � a (a 2 C) à l�origine,

f(z)� a =

+1X
j=m

cjz
j; cm 6= 0; m 2 Z; z 2 C:

Alors

T

�
r;

1

f � a

�
= T (r; f)� log jcmj+ '(r; a)

où j'(r; a)j � log+ jaj+ log 2:

Preuve Montrons le théorème pour a = 0, d�après la proposition 1:1 et lemme 1:1 c)
on a

log jcmj =
1

2�

2�Z
0

log
��f(rei�)�� d� +N(r; f)�N

�
r;
1

f

�

=
1

2�

2�Z
0

log+
��f(rei�)�� d� � 1

2�

2�Z
0

log+
1

jf(rei�)jd� +N(r; f)�N

�
r;
1

f

�

= m(r; f)�m(r; 0; f) +N(r; f)�N

�
r;
1

f

�
:

Donc

T

�
r;
1

f

�
= m

�
r;
1

f

�
+N

�
r;
1

f

�
= m(r; f) +N(r; f)� log jcmj
= T (r; f)� log jcmj (1.4)

où '(r; a) = 0.
Montrons le théorème dans le cas général a 6= 0: Posons h = f � a. Dans ce cas

N

�
r;
1

h

�
= N

�
r;

1

f � a

�
m

�
r;
1

h

�
= m

�
r;

1

f � a

�
N (r; h) = N(r; f � a) = N(r; f):

On a
log+ jhj = log+ jf � aj � log+ jf j+ log+ jaj+ log 2. (1.5)

log+ jf j = log+ jh+ aj � log+ jhj+ log+ jaj+ log 2: (1.6)

En intégrant (1:5) et (1:6) on aura

m(r; h) � m(r; f) + log+ jaj+ log 2
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m(r; f) � m(r; h) + log+ jaj+ log 2:
Posons '(r; a) = m(r; h)�m(r; f); on obtient

�(log+ jaj+ log 2) � '(r; a) � log+ jaj+ log 2, j'(r; a)j � log+ jaj+ log 2:

D�après (1:4), on a

T

�
r;

1

f � a

�
= T

�
r;
1

h

�
= m

�
r;
1

h

�
+N

�
r;
1

h

�
= m(r; h) +N(r; h)� log jcmj
= m(r; f) + '(r; a) +N(r; f)� log jcmj
= T (r; f) + '(r; a)� log jcmj :

Où '(r; a) � log+ jaj+ log 2:

Le premier théorème fondamental peut être formulé comme suit :

Corollaire 1.1 Soit f une fonction méromorphe non constante. Alors pour tout a 2 C

T

�
r;

1

f � a

�
= T (r; f) +O(1); r !1:

Exemple 1.2 On a

tan z =
sin z

cos z
=
eiz � e�iz

2i

2

eiz + e�iz

= �ie
2iz � 1
e2iz + 1

=
�ie2iz + i

e2iz + 1
:

D�après la proposition 1:1 on a

T (r; tan z) = T
�
r; e2iz

�
+O(1)

=
2r

�
+O(1)

1.3 L�ordre et le type de croissance d�une fonction

Dé�nition 1.5 ([2] ; [3]) Soit f une fonction entière. Alors l�ordre et l�hyper-ordre de f sont
dé�nis respectivement par

� (f) = lim
r!+1

log logM (r; f)

log r
;

�2 (f) = lim
r!+1

log log logM (r; f)

log r
;

où M (r; f) = max fjf (z)j ; jzj = rg :
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Si f est une fonction méromorphe, alors l�ordre et l�hyper-ordre de f sont dé�nis par

� (f) = lim
r!+1

log T (r; f)

log r
;

�2 (f) = lim
r!+1

log log T (r; f)

log r
:

Exemple 1.3 La fonction g (z) = exp(zn) est d�ordre � (g) = n et d�hyper ordre �2 (g) = 0:

Exemple 1.4 Soit f (z) = exp(z)
z

, on a T (r; f) = r
�
+O(log r): De plus

�

�
exp(z)

z

�
= lim

r!+1

log T (r; f)

log r
= lim

r!+1

log
�
r
�
+O(log r)

�
log r

= lim
r!+1

log r
�

�
1 +O

�
log r
r

��
log r

= lim
r!+1

log r + log
�
1 +O

�
log r
r

�
� log �

�
log r

= 1:

�2

�
exp(z)

z

�
= lim

r!+1

log log T (r; f)

log r
= lim

r!+1

log log
�
r
�
+O(log r)

�
log r

= lim
r!+1

log log r
�

�
1 +O( log r

r
)
�

log r

= lim
r!+1

log
�
log r � log � + log

�
1 +O( log r

r
)
��

log r

= lim
r!+1

log log r

�
1� log �

log r
+

log[1+O( log rr )]
log r

�
log r

= lim
r!+1

log log r + log

�
1� log �

log r
+

log[1+O( log rr )]
log r

�
log r

= 0

Remarque 1.1 Si f est d�ordre �ni, alors l�hyper-ordre de cette fonction est nulle.

1.4 Mesure linéaire et logarithmique

Dé�nition 1.6 La mesure linéaire d�un ensemble E � [0;+1[ est dé�nie par

mes(E) =

+1Z
0

�E(t)dt;
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où �E(t) est la fonction caractéristique de l�ensemble E et la mesure logarithmique d�un
ensemble F � [1;+1[ est dé�nie par

lm(F ) =

+1Z
1

�F (t)

t
dt:

Exemple 1.5 1) La mesure linéaire de l�ensemble E = [2; 6] [ [7; 8] � [0;1) est

mes (E) =

1Z
0

�
E
(t) dt =

6Z
2

dt+

8Z
7

dt = 5:

2) La mesure linéaire de l�ensemble E = N est nulle, de plus la mesure linéaire de chaque
ensemble dénombrable est nulle.
3) La mesure logarithmique de l�ensemble F = [1; 5] � [1;1) est

lm (F ) =

1Z
1

�
F
(t)

dt

t
=

5Z
1

dt

t
= log 5:

1.5 L�exposant de convergence des zéros

Dé�nition 1.7 [1; 2] Soit f une fonction méromorphe. On dé�nit l�exposant et l�hyper ex-
posant de convergence des zéros de la fonction f respectivement par

� (f) = lim
r!+1

logN
�
r; 1
f

�
log r

;

�2 (f) = lim
r!+1

log logN
�
r; 1
f

�
log r

;

où

N

�
r;
1

f

�
=

Z r

0

n
�
t; 1
f

�
� n

�
0; 1

f

�
t

dt+ n

�
r;
1

f

�
log r;

tel que n
�
t; 1
f

�
désigne le nombre des zéros de la fonction f situés dans le disque jzj � r:

Exemple 1.6 L�exposant et l�hyper exposant de convergence des zéros de la fonction f(z) =
sin z sont égaux respectivement à 1 et 0:



Chapitre 2

Le deuxième théorème fondamental
via les dérivées logarithmiques

Dans ce chapitre, on va donner la preuve du deuxième théorème fondamental basée sur
les dérivées logarithmiques, la preuve donnée ici est en général similaire a celle dans le livre
de Haymen.

2.1 Deuxième théorème fondamental de Nevanlinna

A�n de prouver le deuxième théorème fondamental de R. Nevanlinna, on a besoin d�abord
de montrer le lemme suivant :

Lemme 2.1 [1; 3] Soit f une fonction méromorphe non constante sur jzj < R et aj (j = 1; 2; :::; q)
des nombres complexes �nis distincts. Alors l�égalité

m

 
r;

qX
j=1

1

f � aj

!
=

qX
j=1

m

�
r;

1

f � aj

�
+O (1) (2.1)

est vrai pour 0 < r < R:

Preuve. Soit

F (z) =

qX
j=1

1

f (z)� aj

ce qui implique

m (r; F ) �
qX
j=1

m

�
r;

1

f � aj

�
+ log q: (2.2)

Soit
� = min

1�j<k�q
jaj � aqj

il est claire que � > 0: On a les deux cas suivants :
(i) Il existe au moins un entier k (1 � k � q) tel que

jf (z)� akj <
�

2q
:

17
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dans ce cas, pour j 6= k; on a

jf (z)� ajj = jf (z)� ak + ak � ajj
� jak � ajj � jf (z)� akj

� � � �

2q
=
(2q � 1) �

2q
:

D�où
1

jf (z)� ajj
� 2q

(2q � 1) � <
1

2q � 1
1

jf (z)� akj
: (2.3)

Par conséquent

jF (z)j � 1

jf (z)� akj
�

qX
j=1
j 6=k

1

jf (z)� ajj

� 1

jf (z)� akj
� q � 1
2q � 1

1

jf (z)� akj

>
1

2 jf (z)� akj
;

ce qui implique

log+ jF (z)j > log+ 1

jf (z)� akj
� log 2: (2.4)

D�après (2:3) ; on a
qX
j=1
j 6=k

log+
1

jf (z)� ajj
�

qX
j=1
j 6=k

log+
2q

(2q � 1) � < q log+
2q

�
: (2.5)

Il résulte de (2:4) et (2:5) que

log+ jF (z)j >
qX
j=1
j 6=k

log+
1

jf (z)� ajj
� q log+

2q

�
� log 2: (2.6)

(ii) Pour tout 1 � j � q

jf (z)� akj �
�

2q
:

Dans ce cas, on a
qX
j=1

log+
1

jf (z)� ajj
� q log+

2q

�
;

ce qui implique l�inégalité (2:6) :
En remplacant z par rei� dans (2:6) et en intégrant par rapport à � entre 0 et 2�; on

obtient

m (r; F ) �
qX
j=1

m

�
r;

1

f � aj

�
� q log+

2q

�
� log 2: (2.7)

d�après (2:2) et (2:7) ; on déduit (2:1) :
Maintenant on peut montrer le deuxième théorème fondamental.
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Théorème 2.1 [1; 2; 3]Soit f une fonction méromporphe non-constante dans le disque jzj <
R et aj (j = 1; 2; :::; q) des nombres complexes �nis distincts. Alors pour 0 < r < R; on a

m (r; f) +

qX
j=1

m

�
r;

1

f � aj

�
� 2T (r; f)�N1 (r) + S (r; f) ;

où

N1 (r) = 2N (r; f)�N (r; f 0) +N

�
r;
1

f 0

�
;

et

S (r; f) = m

�
r;
f 0

f

�
+m

 
r;

qX
j=1

f 0

f � aj

!
+O (1) :

Preuve. Soit

F (z) =

qX
j=1

1

f (z)� aj

D�après le lemme 2.1, on a

m (r; F ) =

qX
j=1

m

�
r;

1

f � aj

�
+O (1) : (2.8)

d�autre part, on a

m (r; F ) � m (r; f 0F ) +m

�
r;
1

f 0

�
� m (r; f 0F ) + T

�
r;
1

f 0

�
�N

�
r;
1

f 0

�
� m (r; f 0F ) + T (r; f 0)�N

�
r;
1

f 0

�
+O (1) : (2.9)

Comme

T (r; f 0) = m (r; f 0) +N (r; f 0)

� m (r; f) +m

�
r;
f 0

f

�
+N (r; f 0)

� T (r; f) +m

�
r;
f 0

f

�
+N (r; f 0)�N (r; f) ; (2.10)

il resulte de (2:8)� (2:10) que

m (r; f) +

qX
j=1

m

�
r;

1

f � aj

�
� 2T (r; f)�

�
2N (r; f)�N (r; f 0) +N

�
r;
1

f 0

��

+m

�
r;
f 0

f

�
+m

 
r;

qX
j=1

f 0

f � aj

!
+O (1) ;

ce qui complète la preuve du théorème 2.1.
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2.2 L�éstimation de S(r,f)

Nous avons besoin d�éstimer le terme S (r; f), c�est à dire on a besoin d�étudier la crois-

sance du m
�
r; f

0

f

�
. dans cette section on va introduire un lemme qui s�apelle le lemme

des dérivées logarithmiques et qui est en même temps le lemme clé du deuxième théorème
fondamental de Nevanlinna.

Lemme 2.2 [1] Soit f (z) une fonction méromorphe non-constante dans le plan complexe
telle que f (0) 6= 0;1: Alors l�inégalité

m

�
r;
f 0

f

�
< 4 log+ T (R; f) + 3 log+

1

R� r
+ 4 log+R

+2 log+
1

r
+ 4 log+ log+

1

jf (0)j + 10 (2.11)

est vrai pour 0 < r < R <1:

Remarque 2.1 Si f (0) = 0 ou 1; on suppose que le dévloppement en série de Laurent de
f au voisinage de z = 0 est

f (z) = c�z
� + c�+1z

�+1 + :::; (c� 6= 0) :

Posons g (z) = z��f (z) : Alors g (0) 6= 0;1 et

f 0 (z)

f (z)
=
�

z
+
g0 (z)

g (z)
:

Pour m
�
r; g

0

g

�
; on peut appliquer le lemme 2.2 pour obtenir une inégalité similaire à (2:11) :

L�éstimation dem
�
r; f

0

f

�
dans le lemme 2.2 contient le terme log+ T (R; f) : Pour éliminer

ce terme, nous avons besoin d�un lemme due à Borel sur les fonctions monotones.

Lemme 2.3 [1]Soit T (r) une fonction continue croissante prend ses valeurs dans [r0;1[ :
Si T (r0) � 1; alors

T

�
r +

1

T (r)

�
< 2T (r) ; (2.12)

en dehors d�un ensemble E0 de r de mesure linéaire au plus 2:

Preuve. Si (2:12) est vrai pour r0 � r <1; alors le lemme 2.3 est vrai. Par contre, soit
E0 est l�ensemble de r (� r0) tel que (2:12) est fausse. Comme T (r) est continue et E0 est
un fermé. Posons

r1 = min fr; r 2 E0g ; r01 = r1 +
1

T (r1)
;

r2 = min fr; r 2 E0 \ [r01;1[g ; r02 = r2 +
1

T (r2)
;

:::::::::
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rn = min
�
r; r 2 E0 \

�
r0n�1;1

�	
; r0n = rn +

1

T (rn)
;

:::::::::

S�il existe une in�nité de rn; alors la suite frng n�admet pas une limite �nie � : Sinon, fr0ng
converge vers la même limite � ; car rn < r0n � rn+1: Mais

r0n � rn =
1

T (rn)
� 1

T (�)
> 0;

contradiction quand n!1: Donc lim
n!1

rn =1; ce qui implique que E0 �
1
[
n=1

[rn; r
0
n] ; d�où

mesE0 �
X
n�1

(r0n � rn) =
X
n�1

1

T (rn)
:

comme rn 2 E0 (n = 1; 2; :::) ; alors

T (rn) � T
�
r0n�1

�
� 2T (rn�1) � ::: � 2n�1T (r1) � 2n�1:

Donc
mes (E0) �

X
n�1

1

2n�1
= 2;

ce qu�il fallait démontrer.
D�après le lemme 2.3 , le lemme 2.2 peut être écrit sous la forme suivante :

Théorème 2.2 Soit f (z) une fonction méromorphe non-constante dans le plan complexe.
Si f est d�ordre �ni, Alors

m

�
r;
f 0

f

�
= O (log r) ; (r !1) :

Si f est d�ordre in�ni, alors

m

�
r;
f 0

f

�
= O (log (rT (r; f))) ; (r !1; r =2 E0) ;

où E0 est un ensemble de mesure linéaire ne dépasse pas 2:

Preuve. Si f est d�ordre �ni �: Alors

T (r; f) < r�+1; (r > r0) :

On Prend R = 2r dans le lemme 2.2, on obtient

m

�
r;
f 0

f

�
= O (log r) ; (r !1) :

Si f est d�ordre in�ni, alors il existe r0 tel que T (r0; f) � 1: D�après le lemme 2.3, l�ensemble
exceptionnel E0 associé à T (r; f) satisfait mes (E0) � 2: Pour r =2 E0 et R = r + 1

T (r;f)
; on

trouve

m

�
r;
f 0

f

�
= O (log (rT (r; f))) ; (r !1; r =2 E0) ;

ce qui complète la preuve du théorème 2.2.
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Corollaire 2.1 Soit f (z) une fonction méromorphe non-constante dans le plan complexe et

S (r; f) = m

�
r;
f 0

f

�
+m

 
r;

qX
j=1

f 0

f � aj

!
+O (1) :

Si f est d�ordre �ni, Alors

S (r; f) = O (log r) ; (r !1) :

Si f est d�ordre in�ni, alors

S (r; f) = O (log (rT (r; f))) ; (r !1; r =2 E0) ;

où E0 est un ensemble de mesure linéaire �ni:

Remarque 2.2 Si f est une fonction rationnelle, alors f 0

f
est aussi rationnelle et le degré

de numérateur est toujours inférieure au degré de dénomérateur. Alors

m

�
r;
f 0

f

�
= o (1) ; (r !1) :

Si f est une fonction transcendante, alors

log r = o (T (r; f)) ; (r !1) ;

de même
log+ T (r; f) = o (T (r; f)) ; (r !1) :

Corollaire 2.2 Soit f (z) une fonction méromorphe non-constante dans le plan complexe et

S (r; f) = m

�
r;
f 0

f

�
+m

 
r;

qX
j=1

f 0

f � aj

!
+O (1) :

Si f est d�ordre �ni, Alors

S (r; f) = o (T (r; f)) ; (r !1) :

Si f est d�ordre in�ni, alors

S (r; f) = o (T (r; f)) ; (r !1; r =2 E0) ;

où E0 est un ensemble de mesure linéaire �ni:

Corollaire 2.3 Pour toute fonction méromorphe f non constante et pour k un entier positif,
on a

m

�
r;
f (k)

f

�
= S(r; f)
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Preuve. Quand k = 1 c�est le lemme du dérivée logarithmique. On suppose que

m

�
r;
f (l)

f

�
= S(r; f)

est vrai pour certain l � 1. Alors

m
�
r; f (l)

�
= m

�
r;
f (l)

f
f

�
� m(r; f) +m

�
r;
f (l)

f

�
= m(r; f) + S(r; f):

La fonction méromorphe f admet un pôle d�ordre p en un point z0 si et seulement si f (l)

admet un pôle d�ordre l + p � l + 1 au point z = z0. Il est clair que

n(r; f (l)) � (l + 1)n(r; f):

Donc
N(r; f (l)) � (l + 1)N(r; f):

D�où

T (r; f (l)) = m(r; f (l)) +N(r; f (l))

� m(r; f) + S(r; f) + (l + 1)N(r; f)

(l + 1)T (r; f) + S(r; f):

Si k = l: Ainsi

m

�
r;
f (l+1)

f (l)

�
= m

 
r;

�
f (l)
�0

f (l)

!
= S(r; f (l))

= S(r; f):

En�n

m

�
r;
f (l+1)

f

�
� m

�
r;
f (l+1)

f (l)

�
+m

�
r;
f (l)

f

�
= S(r; f) + S(r; f)

= S(r; f)

Corollaire 2.4 Soit f une fonction méromporphe non-constante dans le plan complexe et
a1; a2; :::; aq sont q (q � 3) nombres complexes distinct dans C [ f1g : Alors

(q � 2)T (r; f) <
qX
j=1

N

�
r;

1

f � aj

�
�N1 (r) + S (r; f)

où

N1 (r) = 2N (r; f)�N (r; f 0) +N

�
r;
1

f 0

�
;

et S (r; f) dé�nie dans le corollaire 2.2.
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Preuve. Il su¢ t de remarquer que

m

�
r;

1

f � aj

�
= T (r; f)�N

�
r;

1

f � aj

�
+O (1)

où aj est un nombre complexe.

2.3 Une autre forme du deuxième théorème fondamen-
tal

Dans cette section, on va montrer une formule plus précise du deuxième théorème fonda-
mental de R. Nevanlinna. Dans ce qui suit, on note par E � ]0;1[ un ensemble de mesure
linéaire �nie, et on note S (r; f) la quntité S (r; f) = o (T (r; f)) (r !1) si l�ordre de f est
�nie, et S (r; f) = o (T (r; f)) (r !1; r =2 E) si l�ordre de f est in�nie.

Théorème 2.3 [2]Soit f une fonction méromporphe non-constante dans le plan complexe
et a1; a2; :::; aq sont q (q � 3) nombres complexes distinct dans C [ f1g : Alors

(q � 2)T (r; f) <
qX
j=1

N

�
r;

1

f � aj

�
+ S (r; f) :

Preuve. D�après le corollaire 2.3, on a

(q � 2)T (r; f) <
qX
j=1

N

�
r;

1

f � aj

�
�N1 (r) + S (r; f) : (2.13)

Soit n1 (t) = 2n (t; f)� n (t; f 0) + n
�
t; 1
f 0

�
: On a

N1 (r) =

rZ
0

n1 (t)� n1 (0)

t
dt+ n1 (0) log r:

Si z0 est un pôle de f (z) de multiplicité k dans jzj � k; alors z0 est compté k � 1 fois par
n1 (t) : De même, pour une valeur �nie a; si z0 est un zéro de f (z)� a de multiplicité k dans
jzj � k, alors z0 est compté k � 1 fois par n1 (t) : Par conséquent

qX
j=1

N

�
r;

1

f � aj

�
�N1 (r) �

qX
j=1

N

�
r;

1

f � aj

�
: (2.14)

D�après (2:13) et (2:14) ; on obtient

(q � 2)T (r; f) <
qX
j=1

N

�
r;

1

f � aj

�
+ S (r; f) :
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2.4 Généralisation du deuxième théorème fondamental

Dans cette section on va introduire des résultats généralisent le deuxième théorème fon-
damental de Nevanlinna. Tout d�abord on va citer un théorème et des dé�nitions dont on
aura besoin par la suite.

Dé�nition 2.1 [2; 3] Soient f (z) et a (z) deux fonctions méromorphes dans le plan com-
plexe. Si T (r; a) = S (r; f) ; alors a (z) est dite small fonction de f (z).

Dé�nition 2.2 ([2]) Le déterminant WronskienW (f1; f2; :::; fn) des fonctions méromorphes
f1; f2; :::; fn est donné par

W (f1; f2; :::; fn) :=

������������

f1 . . . fn
f 01 . . . f 0n
. .
. .
. .

f
(n�1)
1 . . . f

(n�1)
n

������������
Lemme 2.4 ([3]) (Milloux) Supposons que f(z) est une fonction méromorphe, non-constante
dans le plan copmlex C; et k un entier positif, et soit

 (z) =
kX
i=0

aif
(i)z

où a1(z); a2(z); :::; ak(z) sont des small fonctions de f(z). Alors

m

�
r;
 

f

�
= S(r; f)

et

T (r; f) � T (r; f) + kN(r; f) + S(r; f)

� (k + 1)T (r; f) + S(r; f):

Preuve On considère le cas où  (z) = f (k): D�après le lemme du dérivée logarithmique,
on a

m

�
r;
f 0

f

�
= S(r; f)

et on a aussi

T (r; f 0) = m(r; f 0) +N(r; f 0)

� m(r; f) +m

�
r;
f 0

f

�
+N(r; f) +N(r; f)

= T (r; f) +N(r; f) + S(r; f)

� 2T (r; f) + S(r; f):
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Ainsi le théorème est vrai pour k = 1. On suppose maintenant que le théorème est vrai pour
k = n; i.e.,

m

�
r;
f (n)

f

�
= S(r; f):

Et en notant que

T (r; f (n)) � T (r; f) + nN(r; f) + S(r; f)

� (n+ 1)T (r; f) + S(r; f):

De plus,

m

�
r;
f (n+1)

f

�
� m

�
r;
f (n+1)

f (n)

�
+m

�
r;
f (n)

f

�
= S(r; f (n)) + S(r; f)

= S(r; f):

La combinaison des dérivées

T (r; f (n+1)) � T (r; f (n)) +N(r; f (n)) + S(r; f (n))

� T (r; f) + nN(r; f) + S(r; f) +N(r; f (n)) + S(r; f (n))

= T (r; f) + (n+ 1)N(r; f) + S(r; f)

� (n+ 2)T (r; f) + S(r; f):

Ainsi le théorème est vrai pour k = n+ 1: Dans ce qui suit, on considère le cas général.
Il est évident que

m

�
r;
 

f

�
�

kX
i=0

m

�
r;
aif

(i)

f

�
+ log(k + 1)

�
kX
i=0

�
m(r; ai) +m

�
r;
f (i)

f

��
+ log(k + 1)

= S(r; f):

Donc, on a

m(r;  ) � m

�
r;
 

f

�
+m(r; f)

= m(r; f) + S(r; f): (2.15)

D�autre part, on a

N(r;  ) � N(r; f (k)) +
X

N(r; ai)

� N(r; f) + kN(r; f) + S(r; f): (2.16)

D�après (2:15) et (2:16)on a

T (r;  ) � m(r; f) +N(r; f) + kN(r; f) + S(r; f)

= T (r; f) + kN(r; f) + S(r; f)

� (k + 1)T (r; f) + S(r; f):

Ce qui termine la démonstration du théorème.
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2.4.1 Cas de trois small fonctions

R. Nevanlinna à prouvé que les constantes dans le deuxième théorèmes fondamentals
peuvent êtres remplacer par trois small fonctions. En fait, il à prouvé le théorème suivant :

Théorème 2.4 [2; 3; 4] Soit f une fonction méromporphe non-constante dans le plan com-
plexe, et a1 (z) ; a2 (z) et a3 (z) sont trois small fonctions de f: Alors

T (r; f) <
3X
j=1

N

�
r;

1

f � aj

�
+ S (r; f) : (2.17)

Preuve. Soit
g (z) =

f (z)� a1 (z)

f (z)� a3 (z)

a2 (z)� a3 (z)

a2 (z)� a1 (z)
:

Alors
T (r; g) = T (r; f) + S (r; f) :

D�après le deuxième théorème fondamental

T (r; g) � N (r; g) +N

�
r;
1

g

�
+N

�
r;

1

g � 1

�
+ S (r; g)

Il s�ensuit de (2:17)

N (r; g) +N

�
r;
1

g

�
+N

�
r;

1

g � 1

�

�
3X
j=1

N

�
r;

1

f � aj

�
+N

�
r;

1

a2 � a1

�
+N

�
r;

1

a2 � a3

�
+N

�
r;

1

a3 � a1

�

�
3X
j=1

N

�
r;

1

f � aj

�
+ S (r; f) ;

ce qu�il fallait démontrer.

2.4.2 L�inégalité de C. T. Chaung

Avec une preuve similaire à celle du lemme 2.1, on peut montrer le lemme suivant :

Lemme 2.5 Soit f une fonction méromorphe dans le plan complexe et aj (z) (j = 1; :::; q)
sont des small fonctions de f: Alors

m

 
r;

qX
j=1

1

f � aj

!
=

qX
j=1

m

�
r;

1

f � aj

�
+ S (r; f) :

R. Nevanlinna posé la question suivante "Peut on remplacer les constantes dans le
deuxième théorème fondamental par des small fonctions ?". C. T. Chaung a étudié ce pro-
blème et touvé une réponse a¢ rmative pour le cas des fonctions entières.
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Théorème 2.5 Soit f une fonction méromporphe non-constante dans le plan complexe, et
aj (z) (j = 1; :::; q) sont des small fonctions de f: Alors

(q � 1)T (r; f) <
qX
j=1

N

�
r;

1

f � ai

�
+ qN (r; f) + S (r; f) :

Preuve. Posons

F (z) =

qX
j=1

1

f (z)� aj (z)

D�après le lemme 2.4
qX
j=1

m

�
r;

1

f � aj

�
= m (r; F ) + S (r; f) : (2.18)

Soit fb1; b2; :::bpg est le système linéairement indépendant maximal de fa1; a2; :::aqg et on
écrit

L (f) =W (b1; b2; :::bp; f)

où W est le wronskien de b1; b2; :::bp; f; et

L (f) = A0f
(p) + A1f

(p�1) + :::+ Apf;

où A0; A1; :::; Ap sont des small fonctions de f: Il es clair que

L (aj) = 0 (j = 1; :::; q) :

Donc
L [f (z)� aj (z)] = L [f (z)] (j = 1; :::; q) ;

et

m

�
r;
L (f)

f � aj

�
= m

�
r;
L (f � aj)

f � aj

�
= S (r; f) (j = 1; :::; q) :

Alors

m (r; F ) � m

�
r;

1

L (f)

�
+m

 
r;

qX
j=1

L (f)

f � aj

!

� m

�
r;

1

L (f)

�
+

qX
j=1

m

�
r;
L (f)

f � aj

�
+ log q

= T (r; L (f))�N

�
r;

1

L (f)

�
+ S (r; f) :

D�après le lemme de Miloux

T (r; L (f)) � T (r; f) + pN (r; f) + S (r; f) : (2.19)

Il s�ensuit de (2:18)� (2:19) que
qX
j=1

m

�
r;

1

f � aj

�
� T (r; f) + pN (r; f)�N

�
r;

1

L (f)

�
+ S (r; f) : (2.20)
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Et comme

m

�
r;

1

f � aj

�
= T (r; f)�N

�
r;

1

f � aj

�
+ S (r; f) ;

alors l�inégalité (2:20) implique que

(q � 1)T (r; f) <

qX
j=1

N

�
r;

1

f � aj

�
+ pN (r; f)�N

�
r;

1

L (f)

�
+ S (r; f)

�
qX
j=1

N

�
r;

1

f � aj

�
+ qN (r; f) + S (r; f) :



Chapitre 3

Quelques Applications

Dans ce chapitre, on va citer deux applications connues du deuxième théorème fonda-
mental de R.Nevanlinna, le théorème de cinq valeurs de Nevanlinna qui est une conséquence
du deuxième théorème fondamental de Nevanlinna et le théorème de Picard (petit). La dif-
férence entre les deux est que historiquement le théorème de Picard a été démontré avant le
deuxième théorème fondamental mais le théorème de cinq valeurs après.

3.1 Théorème de Picard

Dé�nition 3.1 Soit f une fonction méromorphe dans le plan complexe et a 2 C: Si la
fonction f (z)� a n�a pas de zéros, alors a est dite valeur exceptionnelle de Picard.

Dé�nition 3.2 On dit qu�une valeur a est exceptionnelle au sens de Borel pour f(z); si
l�ordre de N(r; a; f) est plus petit que �(f) quand � <1, ou �ni quand � =1:

Exemple 3.1 la fonction entière ez admet 0 comme valeur exceptionnelle.

Exemple 3.2 La fonction méromorphe tan z admet i et �i comme valeurs exceptionnelles

Théorème 3.1 Toute fonction méromorphe transcendante dans le plan complexe admet au
plus deux valeurs exceptionelle de Picard.

Preuve. Supposons que f admet trois valeurs exceptionneles de Picard a1; a2 et a3:
Sans perdre de généralités, on suppose que a1 = 0; a2 = 1 et a3 = 1: D�après le deuxième
théorème fondamental

T (r; f) < N

�
r;
1

f

�
+N

�
r;

1

f � 1

�
+N (r; f) + S (r; f) :

Comme 0; 1 et 1 sont des valeurs exceptionnelle de Picard, alors

N

�
r;
1

f

�
= N

�
r;

1

f � 1

�
= N (r; f) = 0

d�où
T (r; f) < S (r; f)

ce qui est une contradiction.

30
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3.2 Théorème de cinq valeurs de Nevanlinna

Dans cette setcion, on va citer quelques résultats connus sur le théorème des cinq valeurs
de Nevanlinna. En premier lieu on donne quelques dé�nitions

Dé�nition 3.3 ([4])Soient f et g deux fonctions méromorphes d�un variable complexe, et
a 2 C: On dit que :
(i). f et g partagent la valeur a CM (comptant la multiplicité) si f(z) � a et g(z) � a

admettent les mêmes zéros avec les mêmes multiplicités.
(ii) f et g partagent la valeur a IM (ignorant la multiplicité) si f(z) � a et g(z) � a

admettent les mêmes zéros sans tenir compte de leurs multiplicités.
(iii) f et g partagent la valeur a DM (multiplicités diférentes) si f et g partagent la valeur

a IM et les zéros de f(z)� a et g(z)� a ont des multiplicités di¤érentes en tout point.

Exemple 3.3 Les fonctions ez et e�z partagent 0; 1;�1;1 CM; et q(z) = z2(z � 2) et
p(z) = z3(z � 2)2 partagent 0 DM.

En 1929, Rolf Neanlinna a démontré le resultat suivant

Théorème 3.2 (Théorème de cinq valeurs) ([4])Si deux fonctions méromorphes f et g
partagent cinq valeurs IM, alors elles sont identiques.

Preuve. On suppose d�abord que tous les valeurs aj (j = 1; :::; 5) sont �nis. D�après le
deuxième théorème fondamental

3T (r; f) <
5X
j=1

N

�
r;

1

f � aj

�
+ S (r; f) (3.1)

et

3T (r; g) <
5X
j=1

N

�
r;

1

g � aj

�
+ S (r; g) :

Supposons aussi que f 6= g: Alors, d�après l�hypothèse

5X
j=1

N

�
r;

1

f � aj

�
=

5X
j=1

N

�
r;

1

g � aj

�
� N

�
r;

1

f � g

�
� T (r; f � g) +O (1)

� T (r; f) + T (r; g) +O (1) (3.2)

D�après (3:1)� (3:2)

3 (T (r; f) + T (r; g)) � 2 (T (r; f) + T (r; g)) + S (r; f) + S (r; g) ;

ce qui est une contradiction. Donc f � g:
On suppose maintenant que l�une des valeurs aj (j = 1; :::; 5) est in�nie, sans perdre de

généralité, on suppose que a5 =1:
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Soit a 2 C tel que a 6= aj (j = 1; :::; 5) : Posons

F (z) =
1

f (z)� a
; G (z) =

1

g (z)� a
;

et
bj =

1

aj � a
(j = 1; :::; 4) ; b5 = 0:

Il est claire que F et G partagent les valeurs bj (j = 1; :::; 5) IM, d�après le premier cas, on
trouve que F (z) � G (z) ; ce qui implique que f � g:

Exemple 3.4 Soit f(z) = exp(z) et g(z) = exp(�z): Alors f et g partagent les quatres
valeurs 0; 1;�1;1 IM, mais f et g sont di¤érentes.

En 1929, Rolf Nevanlinna ([4]) a démontré le résultat remarquable suivant :

Théorème 3.3 (Le théorème de quatres valeurs de Nevanlinna) Si deux fonctions
méromorphes partagent quatres valeurs CM, alors f est une transformation de Möbius de g:

Remarque 3.1 La transformation de Möbius d�une fonction est dé�nie comme la composée
d�un nombre �ni d�inversions par rapport à des plans ou des sphères. En particulier, si
on identi�e R2 à C; alors on peut prouver que les transformations de Möbius conservant
l�orientation sont de la forme :

M : z ! az + b

cz + d
;

avec a; b; c et d quatres nombres complexes tels que ad� bc 6= 0:

En 1983, Gundersen a amelioré ce théorème : deux valeurs partagées IM et deux valeurs
partagées CM impliquent quatres valeurs CM. Donc, si deux fonctions méromorphes f et
g partagent deux valeurs CM et deux autres valeurs IM, alors f est une transformation de
Möbius de g.



Conclusion

Dans ce mémoire, on a étudié le deuxième théorème fondamental de Nevanlinna et ses ap-
plications sur la théorie d�unicité des fonctions. Ce théorème est très utile dans les équations
di¤érentielles complexes, le produit in�ni et le théorème de Malmquist...etc
Une partie importante de la recherche sur la théorie des fonctions d�une seule variable

complexe au 20ème siècle est basée sur la théorie de Nevanlinna. Cette théorie est peut être la
réalisation la plus reconnue du mathématicien Rolf.Nevanlinna, elle s�accorde avec la distri-
bution des valeurs d�une fonction méromorphe, pour cette raison, elle est aussi communément
appelée la théorie de distribution des valeurs dans le littérature.
Cette théorie est encore en développement. Un problème important en théorie de Ne-

vanlinna est de donner une meilleur estimation pour le terme d�erreur dans le deuxième
théorème fondamental.
La théorie de Nevanlinna est liée à la géométrie di¤érentielle et à la théories analytique

des nombres. Ahlof et Nevanlinna, par exemple, prouvent que la constante 2 dans le deuxième
théorème fondamental est lié à la caractéristique d�Euler de la sphère Riemannienne.
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