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Résumé

Dans ce mémoire, on a deux chapitres :

Le premier chapitre est un rappel et dé�nition de la théorie de Nevan-linna, par exemple en

dé�nit le premier théorème fondamental de Rolf Nevan-linna avec quelques lemmes, l�ordre

et l�hyper-ordre d�une fonction entière, la mesure linéaire et logaritmique, la densité

supérieure et le théorème de Phragmén-Lindlôf avec quelques lemmes pour prouver ce

théorème.

Et le deuxième chapitre est le resultat de l�article de Jin Tu et Cai-Feng Yin[3], où nous

étudierons des solutions méromorphes des équations di¤érentielles linéaires d�ordre

supérieure :

f (k) + Ak�1f
(k�1) + :::+ A0f = 0

où A0; :::; AK�1 sont des fonctions entières d�ordre �ni ayant le même ordre �ni, tels que on

donne des théorèmes avec leurs démonstrations et des exemples.
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INTRODUCTION

Pendant plusieurs années, la théorie de la distribution des valeurs des fonctions méromorphes

fondée par le célèbre mathématicien Rolf Nevan-linna est devenue un outil indispensable dans

l�étude des propriétés des solutions des équations di¤érentielles complexes, en particulier la

croissance et l�oscillation des solutions.

L�équation di¤érentielle suivante

f (k) + Ak�1f
(k�1) + :::+ A0f = 0 (I)

a été étudié par plusieurs auteurs :K.H.Kwon et Z-X Chen.

Le premier chapitre est une introduction à la théorie de Nevan-linna,où on donne des dé-

�nitions et des propriétés sur cette théorie qui concernent la distribution des valeurs des

fonctions méromorphes dans le plan complexes.

Le deuxième chapitre de ce mémoire est le résultat de l�article de Jin Tu et Cai-Feng Yi [3],

où nous étudierons des solutions méromorphes des équations di¤érentielles linéaires d�ordre

supérieure où A0; :::; Ak�1 sont des fonctions entières d�ordre �ni ayant le même ordre �ni.

(dus à K.H.Kwon [7] et Z-X Chen [14]).



Chapitre 1

Notions des bases

1.1 Rappel et dé�nition

1.1.1 Fonction caractéristique de Rolf Nevanlinna

Dé�nition 1.1.1 (voir [2]) Pour tout nombre réel � > 0, on dé�nit

ln+ � = max (0; ln�) :

Lemme 1.1.1 On a les résultats suivants :

1. lnx � ln+ x

2. ln+ x � ln+ y pour tout (0 < x � y)

3. lnx = ln+ x� ln+ 1
x

4. jlnxj = ln+ x+ ln+ 1
x

5. ln+
 

mY
j=1

xj

!
�

mX
j=1

ln+ xj

6. ln+
 

mX
j=1

xj

!
� lnm+

mX
j=1

ln+ x

Dé�nition 1.1.2 Soit f une fonction méromorphe, n�étant pas identiquement égale à

a 2 C. Soit i (z; a; f) désignant la multiplicité de a-point de f à z. Ainsi, on dé�nit

n (r; a; f) = n

�
r;

1

f � a

�
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c�est à-dire, n (r; a; f) est le nombre de racines de f (z) = a dans jzj � r, chaque racine étant

comptée avec son ordre de multiplicité. Pour les pôles de f , nous dé�nissons pareillement

n (r;1; f) = n (r; f) :

Dé�nition 1.1.3 (voir [2]) (fonction a-points). Pour la fonction méromorphe f , on dé�nit

N (r; a; f) = N

�
r;

1

f � a

�
=

rZ
0

n (t; a; f)� n (0; a; f)

t
dt+ n (0; a; f) log r

pour a 6=1 et

N (r;1; f) = N (r; f) =

rZ
0

n (t;1; f)� n (0;1; f)

t
dt+ n (0;1; f) log r

N (r; a; f) est appelée fonction a-points de la fonction f dans le disque jzj � r:

Proposition 1.1.1 Soit f une fonction méromorphe avec le développement de Laurent

f(z) =

1X
j=n

cjz
j; cn 6= 0; n 2 Z:

Alors

ln jcnj =
1

2�

2�Z
0

ln
��f(rei�)�� d� +N(r; f)�N(r;

1

f
):

Dé�nition 1.1.4 (fonction de proximité). Pour la fonction méromorphe f , on dé�nit

m (r; a; f) = m

�
r;

1

f � a

�
=
1

2�

2�Z
0

ln+
���� 1

f (rei')� a

���� d' ; a 6=1

et

m (r;1; f) = m (r; f) =
1

2�

2�Z
0

ln+
��f �rei'��� d'

m (r; a; f) est appelée fonction de proximité de la fonction f au point a.
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Dé�nition 1.1.5 (Fonction caractéristique). La fonction caractéristique de la fonction mé-

romorphe f est dé�nie comme suit

T (r; f) = m (r; f) +N (r; f) :

Exemple 1.1.1 Pour la fonction f (z) = e2z , on a

m (r; f) =
2r

�
; N (r; f) = 0:

D�où

T (r; f) =
2r

�
:

1.1.2 Premier Théorème fondamental de Rolf Nevan-linna

Théorème 1.1.1 (voir [10]) (Premier théorème fondamental). Soit f une fonction méro-

morphe, a 2 C et

f (z)� a =
1X
i=m

ciz
i; cm 6= 0; m 2 Z

le développement de Laurent de la fonction f � a à l�origine. Alors

T

�
r;

1

f � a

�
= T (r; f)� ln jcmj+ ' (r; a)

où

j' (r; a)j � ln 2 + ln+ jaj :

Preuve. Le 1ier cas :

Si a = 0; alors d�après le Lemme 1:1:1 et la Proposition 1:1:1, on a

ln jcmj =
1

2�

2�Z
0

ln+
��f(rei�)�� d� � 1

2�

2�Z
0

ln+
1

jf(rei�)jd� +N(r; f)�N(r;
1

f
)

et

ln jcmj = m(r; f)�m(r;
1

f
) +N(r; f)�N(r;

1

f
):

Donc

m(r;
1

f
) +N(r;

1

f
) = m(r; f) +N(r; f)� ln jcmj :
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D�où

T (r;
1

f
) = T (r; f)� ln jcnj : (1.1.1)

Où

'(r; 0) = 0:

Le 2�eme cas :

Montrons le cas général a 6= 0. Posons g = f � a. Alors

N(r;
1

g
) = N(r;

1

f � a
); N(r; g) = N(r; f)

et

m(r;
1

g
) = m(r;

1

f � a
):

De plus

ln+ jgj = ln+ jf � aj � ln+ jf j+ ln+ jaj+ ln 2

et

ln+ jf j = ln+ jf � a+ aj = ln+ jg + aj � ln+ jgj+ ln+ jaj :

En intégrant ces deux inégalités, on trouve que

m (r; g) � m (r; f) + ln+ jaj+ ln 2

et

m (r; f) � m (r; g) + ln+ jaj+ ln 2:

Posons

'(r; a) = m (r; g)�m (r; f) :

Alors

j'(r; a)j � ln+ jaj+ ln 2:

En appliquant 1:1:1 pour la fonction g, on aura

T (r;
1

g
) = m

�
r;
1

g

�
+N(r;

1

g
) = m (r; g) +N(r; g)� ln jcmj

= m (r; f) +N(r; f) + '(r; a)� ln jcmj = T (r; f)� ln jcmj+ '(r; a):
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Remarque 1.1.1 Le premier théorème fondamental peut être exprimé comme suit

T

�
r;

1

f � a

�
= T (r; f) +O (1)

pour tout a 2 C:

Lemme 1.1.2 Soient f1; :::; fn des fonctions méromorphes. Alors

m

 
r;

nX
i=1

fi

!
�

nX
i=1

m (r; fi) + lnn (a)

m

 
r;

nY
i=1

fi

!
�

nX
i=1

m (r; fi) (b)

N

 
r;

nX
i=1

fi

!
�

nX
i=1

N (r; fi) (c)

N

 
r;

nY
i=1

fi

!
�

nX
i=1

N (r; fi) (d)

T

 
r;

nX
i=1

fi

!
�

nX
i=1

T (r; fi) + lnn pour r � 1 (e)

T

 
r;

nY
i=1

fi

!
�

nX
i=1

T (r; fi) pour r � 1 (f)

T (r; fn) = nT (r; f) ; n 2 N� (g)

Dé�nition 1.1.6 Soit f une fonction méromorphe. On dé�nit l�exposant de convergence des

zéros de la fonction f par

� (f) = lim
r!+1

logN
�
r; 1
f

�
log r

;

où

N

�
r;
1

f

�
=

Z r

0

n
�
t; 1
f

�
� n

�
0; 1

f

�
t

dt+ n

�
0;
1

f

�
log r;
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et n
�
t; 1
f

�
désigne le nombre des zéros de la fonction f situés dans le disque jzj � t et

l�exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f par

� (f) = lim
r!+1

logN
�
r; 1
f

�
log r

;

où

N

�
r;
1

f

�
=

Z r

0

n
�
t; 1
f

�
� n

�
0; 1

f

�
t

dt+ n

�
0;
1

f

�
log r;

et n
�
t; 1
f

�
désigne le nombre des zéros distincts de la fonction f situés dans le disque jzj � t.

Exemple 1.1.2 L�exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f (z) = ez + b

(où b 6= 0;1) est égal à 1:

1.1.3 L�ordre et l�hyper-ordre d�une fonction entière

Dé�nition 1.1.7 Soit f une fonction entière. Alors l�ordre et l�hyper-ordre de f sont dé�nis

respectivement par

� (f) = lim
r!+1

log logM (r; f)

log r

et

�2 (f) = lim
r!+1

log log logM (r; f)

log r

où M (r; f) = max
jzj=r

jf (z)j. Si f est une fonction méromorphe, alors l�ordre et l�hyper-ordre

de f sont dé�nis respectivement par

� (f) = lim
r!+1

log T (r; f)

log r

et

�2 (f) = lim
r!+1

log log T (r; f)

log r

On dit que la fonction f est de l�ordre in�ni si

lim
r!+1

log T (r; f)

log r
= +1

Exemple 1.1.3 Soit f(z) = anz
n + ::: + a1z + a0: On a n (t; f) = 0; et donc N (r; f) = 0:

D�autre part,



1.1 Rappel et dé�nition 8

m (r; f) =
1

2�

R r
0
log+

��f �rei���� d� = 1

2�

R r
0
log+ janj rn (1 + o (1)) d�

= n log r +O (1) ;

et comme T (r; f) = m (r; f) +N (r; f) = n log r +O (1) ; alors � (f) = lim
r!+1

log T (r;f)
log r

= 0

Lemme 1.1.3 Si f est une fonction méromorphe non constante dans C, alors

�
�
f (k)
�
= � (f) : (k 2 N) :

Dé�nition 1.1.8 Soit f une fonction entière non constante, l�ordre inférieur de la fonction

f est dé�ni par

� (f) = lim
r�!+1

inf
log T (r; f)

log r

1.1.4 La mesure linéaire, la mesure logarithmique la densité su-
périeure

Dé�nition 1.1.9 Supposons que E � [1;+1[ ; on désigne par m(E) la mesure linéaire de

l�ensemble E et par lm(E) la mesure logarithmique de l�ensemble E, avec

m(E) =

+1Z
1

�E(t)dt

et

lm(E) =

+1Z
1

�E(t)
dt

t

où �E(t) est la fonction caractéristique de l�ensemble E: La densité supérieure et inférieure

de l�ensemble E sont dé�nies par

densE = lim
r!+1

sup
m(E \ [1; r])

r
;

et

densE = lim
r!+1

inf
m(E \ [1; r])

r
:

Exemple 1.1.4 i) La mesure linéaire de l�ensemble E = [e; e4] � [1;+1[ est
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m(E) =

+1Z
1

�E(t)dt =

e4Z
e

dt = e(e3 � 1):

ii) La mesure logarithmique de l�ensemble E = [e; e4] � [1;+1[ est

lm(E) =

+1Z
1

�E(t)
dt

t
=

e4Z
e

dt

t
= 3:

iii) La densité supérieure de l�ensemble E = [e; e4] � [1;+1[ est

densE = lim
r!+1

sup
m(E \ [1; r])

r
= lim

r!+1
sup

m([e; e4] \ [1; r])
r

= lim
r!+1

sup
m([e; e4])

r
= 0:

Dé�nition 1.1.10 [4] Soit f (z) =
1X
n=0

anz
n une fonction entière; �(r) le terme maximal,

i.e, �(r) = max fjanj rn;n = 0; 1:::g : Alors l�indice central de la fonction f est dé�ni par :

vf (r) = max fm;�(r) = jamj rmg :

Dé�nition 1.1.11 La fonction a(z) est appelée fonction petite par rapport à f si a(z) est

une fonction méromorphe satisfaisant à T (r; a) = S(r; f), c�est-à-dire T (r; a) = o(T (r; f))

quand r !1 à l�extérieur d�un ensemble de mesure linéaire �nie.

Lemme 1.1.4 voir [10] Soient f une fonction méromorphe transcendante et k � 1 un entier

positif. Alors

m

�
r;
f (k)

f

�
= O (log (rT (r; f)))

à l�extérieur d�un ensemble exceptionnel E de mesure linéaire �nie. Si f est d�ordre �ni, alors

m

�
r;
f (k)

f

�
= O (log r) :

Exemple 1.1.5 i) Pour la fonction f(z) = e3z
5
; on a :

N(r; f) = 0; m(r; f) =
3r5

�
:
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Donc

T (r; f) =
3r5

�
:

D�où

�(f) = lim
r!+1

sup
log T (r; f)

log r
= 5; �2(f) = 0:

ii) Soient p(z) = apz
p + ap�1z

p�1 + :::est un polynôme de degré p � 1 et g(z) = ep(z) ; alors

T (r; g) ' japj rp
�

(quand r ! +1) :

D�où

�(g) = lim
r!+1

sup
log T (r; g)

log r
= p; �2(g) = 0:

iii) Soit h(z) = exp(ez); alors :

T (r ; h) s
er

(2�3r)
1
2

(quand r ! +1):

1.1.5 Théorème de Phragmén-Lindelöf

Soit f une fonction analytique dans le domaine fermé

D = fz : �1 � arg (z) � �2; r0 � jzj � +1g

et continue dans D = D[@D (@D est la frontière de D).Soit " > 0 tel que pour jzj � r1 ("),

z 2 D on a

jf(z)j � exp
n
" jzj

�
�2��1

o
et pour z 2 D, on a

jf(z)j �M (M est constante ) :

Alors jf(z)j �M pour tout z 2 D:
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1.1.6 Quelques lemmes

Pour prouver le théorème, nous aurons besoin des lemmes suivants :

Lemme 1.1.5 [5] Soit f(z) une fonction méromorphe transcendante,

H = f(k1; j1); (k2; j2); :::; (km; jm)g un ensemble �ni de couples d�entiers véri�ant ki > ji � 0

(i = 1; :::;m)et soit � > 1 une constante donnée. Alors il existe une constante B > 0 et un

ensemble E1 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle , tels que si  2 [0; 2�)nE1; il existe une

constante R0 = R0 ( ) > 1; tel que pour tout z véri�ant arg z =  et jzj = r > R0 et pour

tout (k; j) 2 H, on a����f (j)(z)f (i)(z)

���� � B

�
T (�r; f)

r
(log� r) log T (�r; f)

�j�i
:

Lemme 1.1.6 [13] Soit f(z) une fonction entière transcendante. Alors il existe un ensemble

E2 � (1:+1) de mesure logarithmique �nie tel que, si z satisfait jzj = r =2 [0; 1] [ E2 et

jf (z)j =M (r; f) ; alors on a ���� f (z)f (s) (z)

���� � 2rs (s 2 N) :

Lemme 1.1.7 Supposons que f(z) est une fonction entière. S�il existe un ensemble E3 �

[0; 2�) de mesure linéaire nulle, tel que arg z = � 2 [0; 2�); et

lim
r!1

log T (r; f)

log r
= �;

lim
r!1

log T (r; f)

log r
= �;

alors

� (f) = �; � (f) = �:

De plus, si

arg z = � 2 [0; 2�)n E3
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et

lim
r!1

log log T (r; f)

log r
= �

alors

�2 (f) = �:

Lemme 1.1.8 Voir [13] :SoitHj (j = 0; 1; :::; k � 1) des fonctions entières telles que � (Hj) �

� <1: Si f(z) est une solution de l�équation di¤érentielle

f (k) +Hk�1f
(k�1) + :::+H1f

0 +H0f = 0;

alors �2 (f) � �

Lemme 1.1.9 Voir [5] :Soit f(z) une fonction entière transcendante d�ordre �ni �, soit H =

f(k1; j1) ; (k2; j2) ; :::; (km; jm)g un ensemble �ni de nombres entiers véri�ant ki > ji � 0

(i = 1; :::;m), et soit " > 0 une constante donnée. Alors il existe un ensemble E4 � [0; 2�)

de mesure linéaire nulle, telle que si  2 [0; 2�) � E4, alors il existe une constante R0 =

R0 ( ) > 1 tel que pour tout z véri�ant arg z =  et jzj = r � R0, et pour tout (k; j) 2 H,

on a ����f (k) (z)f (j) (z)

���� � jzj(k�j)(��1+") : (1.1.2)

Lemme 1.1.10 Voir [1] :Soit w (z) une fonction entière d� ordre �ni � et v(r) son indice

central. Alors

� = lim
r!1

log v(r)

log r
:

Quelques lemmes

Lemme 1.1.11 [5] Soit f(z) une fonction entière transcendante d�ordre �ni �, soit H =

f(k1; j1) ; (k2; j2) ; :::; (km; jm)g un ensemble �ni de nombres entiers véri�ant ki > ji � 0

(i = 1; :::;m), et soit " > 0 une constante donnée. Alors il existe un ensemble E4 � [0; 2�)

de mesure linéaire nulle , tel que si  2 [0; 2�) � E4, alors il existe une constante R0 =

R0 ( ) > 1 telle que pour tout z veri�ant arg z =  et jzj = r � R0, et pour tout (k; j) 2 H,

on a
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����f (k) (z)f (j) (z)

���� � jzj(k�j)(��1+") :
Lemme 1.1.12 [12] Soit f(z) une fonction entière d�ordre � (f) = � < +1. Alors pour

tout " > 0 donné, il existe un ensemble E � [1;1) de mesure linéaire �ni et de mesure

logarithmique �nie tel que pour tout z véri�ant jzj = r =2 [0; 1] [ E, on a

exp
�
�r�+"

	
� jf(z)j � exp

�
r�+"

	
:

Lemme 1.1.13 [11] Soit f(z) une fonction entière. Supposons que jf (k)(z)j est non bornée

sur un rayon arg z = �:Alors, il existe une suite in�nie de points zm = rme
i� (m = 1; 2; :::),

où rm !1, telle que f (k)(zm)!1 et����f (j) (zm)f (k) (zm)

���� � jzmjk�j (1 + o (1)) (j = 0; 1; :::; k � 1)



Chapitre 2

La croissance des solutions d�une
classe d�équations linèaires avec des
coé¢ cients ayant le même ordre

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudiérons les solutions de l�équation :

f (k)+Ak�1f
(k�1)+:::+ A0f = 0 (I )

où A0; :::; Ak�1 sont des fonctions entières d�ordre �ni.

2.2 Resultats obtenus

Théorème 2.2.1 Soient Aj(j = 0; :::; k � 1) des fonctions entières satisfaisant à

�(A0) = �; �(A0) = � ; 0 < � <1; 0 < � <1;

�(Aj) � �; �(Aj) < �

si �(Aj) = �(j = 1; :::; k � 1), alors chaque solution f=�0 de l�équation (I) satisfait

�2(f) = �(A0):

Corollaire 2.2.1 Soient PJ(z) = ajnz
n + ::: + aj0(j = 0; :::; k � 1) des polynômes de degré

n � 1; avec ajn(j = 0; :::; k � 1) des nombres complexes.
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Si

ja0nj > max fjajnj; j = 1; 2; :::; k � 1g et h0(z) 6= 0;

alors chaque solution f=�0 de (I) satisfait

�2(f) = n

Exemple 2.2.1 Pour k = 2, l�équation :

f
00
+ ezf

0 � (2 + e2z)f = 0; (A)

où �(ez) = �(2 + e2z) = 1 et �(ez) < �(2 + e2z) = 2:

Alors, chaque solution f=�0 de (A) satisfait �2(f) = �(A0):

�2(f) = � = �(A0):

Théorème 2.2.2 Soient hj(z)(j = 0; :::; k � 1) des fonctions entières avec �(hj) < n et

soit Aj(z) = hj(z)e
Pj(z); où Pj(z) = ajnz

n + :::+ aj0(j = 0; :::; k � 1) des polynômes de degré

n � 1.

Si ajn(j = 0; :::; k�1) sont des nombres complexes distincts et h0(z) =� 0;alors chaque solution

f =� 0 de (I) satisfait �(f) =1:

Exemple 2.2.2

1.Pour k = 2 ; l�équation :

f
00
+
sin
p
zp

z
eizf

0 � (z2 + 1)e3zf = 0; (B)

où �(
sin
p
zp

z
) =

1

2
< 1 et �(z2 + 1) = 0 < 1:

Alors, chaque solution f =�0 de (B) satisfait �(f) =1;
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2.Pour k = 3; l�équation :

f
000
+ cos 2z2ez

3�izf
00
+ (z � 2)e2z2f 0 � zf = 0; (C)

où �(cos 2z2) = 2 < 3 et �(z � 2) = �(z) = 0 < 3:

Alors, chaque solution f =� 0 de (C) satisfait �(f) =1:

Théorème 2.2.3 Soient hj(z)(j = 0; :::; k � 1) des fonctions entières avec �(hj) < n et

soient Aj(z) = hj(z)e
Pj(z); où Pj(z) = ajnz

n + ::: + aj0(j = 0; :::; k � 1) des polynômes

de degré n � 1. On suppose qu�ils existent deux nombres complexes asn et aln tels que

0 < s < l < k � 1; asn =j asn j ei�s ; aln = ei�l ; �s; �l 2 [0; 2�) ; �s 6= �l, hshl =� 0; pour j 6= s;

ajn satisfont ajn = dj asn(0 < dj < 1) ou ajn = dj aln(0 < dj < 1); alors pour toute solution

transcendante de (I) satisfait à �(f) = 1. En outre si f(z)est un solution polynômiale de

(I), alors deg f � s � 1; si s = 1; alors toute solution non constante f(z) de (I) satisfait à

�(f) =1.

Théorème 2.2.4 Soient hj(z)(j = 0; :::; k � 1) des fonctions entières avec �(hj) < n

et soient Aj(z) = hj(z)e
Pj(z); où Pj(z) = ajnz

n + ::: + aj0(j = 0; :::; k � 1) des polynômes

de degré n � 1. ajn sont des nombres complexes tels que a0n =j a0n j ei�0 ; asn =j asn j ei�s

a0nasn 6= 0(0 < s � k � 1); �0; �s 2 [0; 2�) ; �0 6= �s ,

h0hs =� 0; pour j 6= 0; s; ajn satisfont ajn = dj a0n(dj < 1) ou arg ajn = �s ; alors pour toute

solution

f =� 0 de (I) satisfait �2(f) = n.

Exemple 2.2.3

1-

f (3) + (z2 � 1)ez2+2f (2) + ez+1f + zf = 0 (D)

où

�(z2 � 1) = �(1) = �(z) = 0 < 2:

Alors chaque solution f =� 0 de (D) satisfait �(f) =1:
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2.3 Quelques lemmes

Pour la démonstration du théorème on utilise les lemmes suivants :

Lemme 2.3.1 (Voir[5]). Soit f(z) une fonction méromorphe transcendante et soit � > 1

une constante donnée, alors pour toute donnée " > 0 :

(i) Il existe un ensemble E � [0;1) de mesure logarithmique �nie et une constante B > 0

qui ne dépend pas de � telle que pour tout z satisfaisant jzj = r =2 E; on a :

jf
(k)(z)

f(z)
j � B[T (�r; f)r" log T (�r; f)]k (k 2 N) (2.3.1)

(ii)Il existe un ensemble E � [0; 2�) de mesure linéaire nulle et une constante B > 0 qui ne

dépend pas de �; et pour tout � 2 [0; 2�)nE; il existe une constante R0 = R0(�) > 1 telle que

pour arg z = � et jzj = r > R0; on a

jf
(k)(z)

f(z)
j � B[T (�r; f) log T (�r; f)]k (k 2 N): (2.3.2)

Lemme 2.3.2 (Voir[12]).Soit f(z) une fonction entière d�ordre �(f) = � < +1: Alors

pour tout " > 0 donné, il existe un ensemble E � [1;1[ de mesure linéaire �nie et de mesure

logarithmique �nie tel que pour tout z satisfaisant jzj = r =2 [0; 1] [ E, on a

exp
�
�r�+"

	
� jf(z)j � exp

�
r�+"

	
(2.3.3)

Lemme 2.3.3 Soit Aj(z) une fonction entière avec

�(Aj) � � <1;

Si f(z) est une solution de (I) alors �2(f) � �:
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Lemme 2.3.4 (Voir [5; 6]). Soit f(z) une fonction méromorphe transcendante avec �(f) =

� < 1;� = f(k1; j1); :::; (km; jm)g un ensemble �ni de nombres entiers paires distincts qui

satisfaient ki > ji � 0 pour i = 1; :::;m:et soit " > 0 une constante donnée, alors il existe

un ensemble E � [0; 2�] de mesure linéaire nulle, tel que si ' 2 [0; 2�]nE; il existe une

constante R1 = R1(') > 1 tel que pour tout z satisfaisant arg z = ' et jzj � R1 et pour tout

(k; j) 2 �;on a

jf
(k)(z)

f (j)(z)
j � jzj(k�j)(��1+") (2.3.4)

Lemme 2.3.5 (Voir [9]). Soit P (z) un polynôme de degré n � 1;où

P (z) = (�+�i)zn+ :::; �(P; �) = � cosn��� sinn�; �; � 2 R; et soit " une constante donnée,

alors on a

(i) Si �(P; �) > 0; alors il existe r(�) > 0 tel que pour tout r � r(�) :

jeP (re
i�)j � exp f(1� ")�(P; �)rng (2.3.5)

(ii) Si �(P; �) < 0; alors il existe r(�) > 0 tel que r � r(�);

jeP (rei�)j � exp f(1� ")�(P; �)rng (2.3.6)

Lemme 2.3.6 (Voir [6]). Soit f(z) une fonction entière et supposons que jf (k)(z)j n�est pas

bornée sur le rayon arg z = � .

Alors il existe une suite in�nie de points zm = rme
i�(m = 1; 2; :::);où rm ! 1 ; tels que

f (m)(zm)!1 et

jf
(j)(zm)

f (k)(zm)
j � jzmjk�j(1 + �(1)) (j = 0; :::; k � 1) (2.3.7)

Lemme 2.3.7 (voir [8]). Soit k � 1,p1; p2; :::; pk des polynômes non constants de degré

d1; d2; :::; dk; respectivement, tels que deg(pi � pj) = maxfdi; djg pour i 6= j: Soit A(z) =
kX
j=1

Bj(z)e
pj(z); où Bj(z) 6= 0 sont des fonctions entières avec �(Bj) < dj; alors �(A) =

max1 � j � nfdjg:
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Lemme 2.3.8 Soit f(z) une fonction entière avec

�(f) = �; �(f) = � ; 0 < � <1; 0 < � <1;

alors pour toute constante donnée � < � il existe un ensemble E � [1;+1[ de mesure

logarithmique in�nie tel que pour tout r 2 E;on a

logM(r; f) > �r� (2.3.8)

2.4 Preuve du théorème 2.2.1

Supposons que f(z) est une solution non triviale de (I).

De (I), on a

j A0(z) j�j
f (k)(z)

f(z)
j + j Ak�1(z) jj

f (k�1)(z)

f(z)
j +:::+ j A1(z) jj

f
0
(z)

f(z)
j (2.4.1)

D�aprés le lemme 2.3.1(i), on sait qu�il existe un certain ensemble E1 � [0;1) de mesure

logarithmique �nie et une constante B > 0 de telle sorte que

j f
(j)(z)

f(z)
j � B(T (2r; f))2k (j = 1 ; :::; k) (2.4.2)

valable pour tout jzj = r =2 E1et r assez grand. Si �(Aj) < �(j 6= 0); d�après le lemme

2.3.2, il existe un ensemble E2 � [1;1) de mesure logarithmique �nie tel que pour tout z

satisfaisant jzj = r =2 E2; on a

jAj(z)j � exp fr�1g (j 6= 0); (2.4.3)

où 0 < �1 < �: Si

�(Aj) = �; �(Aj) < �(j 6= 0);



2.5 Preuve du théorème 2.2.2 20

On choisit �2;�3 satisfaisant max f�(Aj); j 6= 0g < �2 < �3 < � tels que pour r assez grand,

on a

j Aj(z) j� exp f�2r�g (j 6= 0): (2.4.4)

Du lemme 2.3.8, il existe un ensemble E0 � [1;1) de mesure logarithmique in�nie tel que

pour tout r 2 E0; on a

M(r; A0) > exp f�3r�g : (2.4.5)

Donc, de (2.4.1)-(2.4.5), pour tout z satisfaisant jA0(z)j = M(r; A0) et pour jzj = r 2 E0

n(E1 [ E2), on a

expf�3r�g � kB exp f�2r�g (T (2r; f))2k (2.4.6)

De (2.4.6), on a �2(f) > �: D�autre part , d�après le lemme 2.3.3, on a �2(f) � �, donc

�2(f) = � = �(A0):

2.5 Preuve du théorème 2.2.2

Supposons que f(z) est une solution trascendante de (I), on montre que �(f) =1:

Par l�absurde, on suppose que �(f) = � < 1: Du lemme 2.3.4, il existe un ensemble E3 �

[0; 2�) de mesure linéaire nulle, tel que si � 2 [0; 2�)n E3; il existe une constante R1 =

R1(�) > 1; telle que pour tout z satisfaisant

arg z = � et jzj = r > R1;

on a

jf
(j)(z)

f (i)(z)
j � jzjk� (k � j > i � 0). (2.5.1)

ajn = jajnjei'j ; et E4 =
�
� 2 [0; 2�) : �(Pj; �) = jajnj cos('j + n�) = 0; j = 0; :::; k � 1

	
[

f� 2 [0; 2�) : �(Pj � Pi; �) = 0; 0 � i < j � k � 1g ;alors m(E4) = 0:
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Pour chaque fonction entière Aj(z) = hj(z)e
pj(z)(j = 0; :::; k� 1);du lemme 2.3.5, il existe un

ensemble Hj � [0; 2�) de mesure linéaire nulle, tel que si z = rei�, � 2 [0; 2�)n Hj, et pour r

assez grand, alors Aj satisfait (2.3.5) ou (2.3.6).

L�ensemble E5 = [k�1j=0Hj; alors E5 est de mesure linéaire nulle. Pour tout � 2 [0; 2�)n(E3 [

E4 [ E5), on a

�(pj; �) 6= 0; �(pi; �) 6= �(pj; �); (0 � i < j � k � 1):

ajn sont des nombres complexes distincts, il existe un seul s 2 f0; :::; k � 1g tel que �(ps; �) =

max f�(pj; �) : j = 0; :::; k � 1g pour tout � 2 [0; 2�)n(E3 [ E4 [ E5) donné.

L�ensemble � = �(ps; �); �1 = max f�(pj; �) : j 6= sg ; alors �1 < �:

On distingue deux cas :

(i) � > 0;

(ii) � < 0:

Cas (i) :

Du lemme 2.3.5, pour tout "1(0 < 3"1 < ���1
�1
) une constante donnée, on obtient pour r assez

grand,

jAs(rei�)j � exp f(1� "1)�r
ng ; (2.5.2)

jAj(rei�)j � exp f(1 + "1)�1rng (j 6= s). (2.5.3)

Maintenant, on montre que jf (s)(rei�)j est bornée sur le rayon arg z = �:

Si jf (s)(rei�)j n�est pas bornée sur arg z = �, alors du lemme 2.3.6, il existe une suite in�nie

de points zm = rme
i�(m = 1; 2; :::); telle que rm !1; f (s)(zm) !1 et

jf
(j)(zm)

f (s)(zm)
j � jzmjs�j(1 + o(1)) (j=0,...,s-1). (2.5.4)

On remplace (2.5.1)-(2.5.4) dans (I), on obtient
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exp f(1� "1)�r
n
mg � jAs(zm)j (2.5.5)

� jf
(k)(zm)

f (s)(zm)
j+ :::++jAs�1(zm)jj

f (s�1)(zm)

f (s)(zm)
j+ :::

+jA0(zm)jj
f(zm)

f (s)(zm)
j

� k exp f(1 + "1)�1rnmg jzmjM ;

où M > 0 est une constante. De (2.5.5), on obtient

exp

�
1

3
(� � �1)r

n
m

�
� rMm : (2.5.6)

Contradiction. Donc jf (s)(rei�)j �M sur arg z = �, et

jf(rei�)j �Mrk (2.5.7)

sur arg z = �:

Cas (ii) :

De (I),on déduit

�1 = Ak�1(z)
f (k�1)(z)

f (k)(z)
+ :::+ Aj(z)

f (j)(z)

f (k)(z)
+ :::+ A0(z)

f(z)

f (k)(z)
: (2.5.8)

Maintenant, on montre que jf (k)(rei�)j est bornée sur le rayon arg z = �:

Si jf (k)(rei�)j n�est pas bornée sur arg z = �, alors du lemme 2.3.6, il existe une suite in�nie

de points zm = rme
i�(m = 1; 2; :::); telle que rm !1; f (k)(zm) !1 et

jf
(j)(zm)

f (k)(zm)
j � jzmjk�j(1 + o(1)) (j=0,...,k-1). (2.5.9)

D�après le lemme (2.3.5), pour tout "2(0 < "2 <
1
2
) une constante donnée, on obtient

jAj(zm)j � exp f(1� "2)�r
n
mg (j=0,...,k-1). (2.5.10)

Alors de (2.5.9) et (2.5.10), pour rm assez grand, on a

jAj(zm)
f (j)(zm)

f (k)(zm)
j � exp f(1� "2)�r

n
mg :rmk�j(1 + o(1))! 0 , (j = 0; :::; k � 1): (2.5.11)
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On remplace (2.5.11) dans (2.5.8), on trouve

1 � 0: (impossible) (2.5.12)

Donc, jf (k)(rei�)j �M sur arg z = �; et

jf(rei�)j �Mrk (2.5.13)

sur arg z = �:

De (2.5.7), (2.5.13) et du fait que E3 [ E4 [ E5 est de mesure linéaire nulle et d�aprés le

théorème de Phragmén-Lindelöf, on obtient que f(z) est un polynôme, contradiction. Donc

�(f) =1:

2.6 Preuve du théorème 2.2.3

Supposons que f(z) est une solution non triviale de (I). De (I) on a

�A0 =
f (k)

f
+ :::+ Aj

f (j)

f
+ :::+ As

f (s)

f
+ :::+ A1

f
0

f
: (2.6.1)

On suppose que ajn; ajmn(j� 2 f1; :::; s�1; s+1; :::; k�1g) satisfait aj�n = dj�a0n(� = 1; :::;m)

et arg ajn = �spour j 2 f1; :::; s� 1; s + 1; :::; k � 1gnfj1; :::; jmg: On choisit une constante c

qui satisfait fmax dj1 ; :::; djmg < c < 1: On divise la démonstration en deux cas :

(a) c < 0;

(b) 0� c < 1:

cas (a). c < 0:De [17; pp. 253-255], ils existent des constantes �1; �2; �; R2 satisfont �1; �2 2

[0; 2�) ; �1 < �2; � > 0; R2 > 0 telles que pour tout jzj = r > R2 et arg z = � 2 (�1; �2), on

trouve �(p0; �) =j a0n j cos(�0 + n�) > �; �(ps; �) =j asn j cos(�s + n�) < 0;

et

�(pj; �) < 0 (j 6= 0):

Du lemme 2.3.5, pour tout "3(0 < "3 <
1
2
) une constante donnée, on obtient pour r assez

grand,

jA0(rei�)j � exp f(1� "3)�r
ng ; (2.6.2)
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jAj(rei�)j � exp f(1� "3)�(pj; �)r
ng < M (j 6= 0) (2.6.3)

D�après le lemme 2.3.1(ii), on sait qu�il existe un ensemble E6 � [0; 2�) de mesure linéaire

nulle et des constantes B > 0; R3 > 1 telles que pour tout z satisfaisant arg z = � 2

(�1; �2)nE6 et jzj = r > R3; On a

j f
(j)(z)

f(z)
j � B(T (2r; f))2k (j = 1 ; :::; k) (2.6.4)

On remplace (2.6.2)-(2.6.4) dans (2.6.1), pour r assez grand , alors

exp f(1� "3)�r
ng � jA0(rei�) � kM:B(T (2r; f))2k (2.6.5)

De (2.6.5), on trouve �2(f) � n: D�autre part, du lemme 2.3.3, on a �2(f) � n; donc

�2(f) = n.

cas (b). 0� c < 1: De[17, pp.253-255] ils existent des constantes �;R2 2 [0; 2�) satisfaisant

�1; �2 2 [0; 2�) �1 < �2;

� > 0; R2 > 0 telles que pour tout z satisfaisant arg z = � et jzj = r > R2; et arg z = � 2

(�1; �2); on a �(p0; �) =j a0n j cos(�0 + n�) > �; �(ps; �) =j asn j cos(�s + n�) < 0;

donc

�(p0 � ca0nz
n; �) > (1� c); �(�ca0nzn; �) � 0;

et

: �(pj � ca0nz
n; �) < 0 (j 6= 0):

Des lemmes 2.3.5 et 2.3.2 , pour tout "3(0 < "3 <
1
2
) une constante donnée et pour r assez

grand, on a

jA0e�ca0nz
nj = jh0ep0�ca0nz

nj � exp f(1� "3)(1� c)�rng (2.6.6)

et

jAje�ca0nz
nj = jhjepj�ca0nz

nj � exp fo(1)rng j 6= 0 (2.6.7)
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On remplace (2.6.4),(2.6.6),(2.6.7) dans (2.6.1), pour r assez grand arg z = � 2 (�1; �2)nE6 et

jzj = r > R3; On déduit que

exp f(1� "3)(1� c)�rng � jA0(z)e�ca0nz
nj � kB exp fo(1)rng :(T (2r; f))2k (2.6.8)

De (2.6.4), on trouve �2(f) � n. D�autre part, du lemme 2.3.3, on a �2(f) � n; donc

�2(f) = n:

2.7 Preuve du théorème 2.2.4

Supposons que f(z) est une solution trascendante de (I),on montre que �(f) =1:

Par l�absurde, on suppose que �(f) = � < 1: Du lemme 2.3.4, il existe un ensemble E3 �

[0; 2�) de mesure linéaire nulle, tel que si � 2 [0; 2�)n E3; il existe une constante

R1 = R1(�) > 1; telle que pour tout z satisfaisant

arg z = � et jzj = r > R1;

on a

jf
(j)(z)

f (i)(z)
j � jzjk� (k � j > i � 0). (2.7.1)

L�ensembleE7 = f� 2 [0; 2�) : jasnj cos(�s + n�) = �(ps; �) = �(pl; �) = jalnj cos(�l + n�)g ; �s 6=

�l; alors m(E7) = 0:

Pour tout � 2 [0; 2�)n(E3 [ E7); on a

�(Ps; �) > �(Pl; �); où �(Ps; �) < �(Pl; �):

Notons c1 = (Ps; �); c2 = (Pl; �); La démonstration se divise en deux cas :

(i) c1 > c2;

(ii) c1 < c2:

Cas (i). On distingue trois cas :

(a) c1 > c2 > 0;

(b) c1 > 0 > c2;

(c) 0 > c1 > c2:

Cas (a) :
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On considère le nombre c3 = max f�(pj; �); j 6= sg, alors c3 < c1:Du lemme 2.3.5, pour tout

"4(0 < 3"4 <
c1�c3
c3
); une constante donnée, et pour r assez grand, on obtient

jAs(rei�)j � exp f(1� "4)c1r
ng ; (2.7.2)

et

jAj(rei�)j � exp f(1 + "4)c3rng ; j 6= s (2.7.3)

Maintenant, on montre que jf (s)(rei�)j est bornée sur le rayon arg z = �:

Si jf (s)(rei�)j n�est pas bornée sur arg z = �, alors du lemme 2.3.6, il existe une suite in�nie

de points zm = rme
i�(m = 1; 2; :::);telle que rm !1; f (s)(zm) !1 et

jf
(j)(zm)

f (s)(zm)
j � jzmjs�j(1 + o(1)) (j=0,...,s-1). (2.7.4)

On remplace (2.7.2)-(2.7.4) dans (I), on obtient

exp f(1� "4)c1r
n
mg � jAs(zm)j (2.7.5)

� jf
(k)(zm)

f (s)(zm)
j+ :::++jAs�1(zm)jj

f (s�1)(zm)

f (s)(zm)
j+ :::

+jA0(zm)jj
f(zm)

f (s)(zm)
j

� k exp f(1 + "4)c3rnmg jzmjM ;

De (2.7.5), on obtient

exp

�
1

3
(c1 � c2)r

n
m

�
� rMm :

Contradiction. Donc jf (s)(rei�)j �M sur arg z = �, et

jf(rei�)j �Mrk (2.7.6)

sur arg z = �:

Cas (b) :
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On suit le même raisonnement que dans le cas (a) , on trouve

jf(rei�)j �Mrk (2.7.7)

sur arg z = �:

Cas (c) :

De (I), on obtient

�1 = Ak�1(z)
f (k�1)(z)

f (k)(z)
+ :::+Al(z)

f (l)(z)

f (k)(z)
+ :::+As(z)

f (s)(z)

f (k)(z)
+ :::+A0(z)

f(z)

f (k)(z)
: (2.7.8)

Du lemme 2.3.5, pour tout "5(0 < "5 <
1
2
) une constante donnée et pour tout r assez grand ,

on a

jAj(rei�)j � exp f(1� "5)c1r
ng (j = 0; :::; k � 1) : (2.7.9)

Maintenant, on montre que jf (k)(rei�)j est bornée sur le rayon arg z = �:

Si jf (k)(rei�)j n�est pas bornée sur arg z = �, alors du lemme 2.3.6, il existe une suite in�nie

de points zm = rme
i�(m = 1; 2; :::);telle que rm !1; f (k)(zm) !1 et

jf
(j)(zm)

f (k)(zm)
j � jzmjk�j(1 + o(1)) (j=0,...,k-1). (2.7.10)

On remplace (2.7.9)-(2.7.10) dans (2.7.8), on déduit

1� 0: (contradiction)

Donc jf (k)(rei�)j �M sur arg z = �: Alors

jf(rei�)j �Mrk (2.7.11)

sur arg z = �:

De (2.7.6), (2.7.7) et (2.7.11) et le faite que E3[E7 est de mesure linéaire nulle, alors d�aprés

le théorème de Phragmèn-Lindelöf,on déduit que f(z) est un polynôme, contradiction. Donc

�(f) =1:

Cas (ii) :
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On utilise le même raisonnement que dans le cas (i), on déduit que f(z) est un polynôme,

contradiction. Donc

�(f) =1:

Si f(z) est une solution polynômialle de (I), alors deg f � s � 1: Si f(z) est une solution

polynômialle de deg f � s:

Si �s 6= �l + � ou �l 6= �s + �, l�ensemble E8 = f� 2 [0; 2�) : �(ps; �) > �(pl; �) > 0g ;

alors m(E8) > 0:

On choisit � = fz : arg z = � 2 E8g ; et suivant le même raisonemment que dans le cas (a),

pour tout z 2 � et pour r assez grand, on a

exp f(1� "4)c1r
ng � jAs(z)f (s)(z)j (2.7.12)

� jf (k)(z)j+ :::+ jAs+1(z)f (s+1)(z)j+ jAs�1(z)f (s�1)(z)j+ :::

+jA0(z)f(z)j

� k exp f(1 + "4)c3rng jzjM ;

De (2.7.12), on obtient

exp

�
1

3
(c1 � c3)r

n

�
� rM :

Contradiction.Si �s 6= �l+� ou �l 6= �s+�, l�ensembleE9 = f� 2 [0; 2�) : �(ps; �) > 0 > �(pl; �) > 0g ;

alors

m(E9) > 0:

De la même manière, on choisit � = fz : arg z = � 2 E8g ;et suivant le même raisonemment

dans (2.7.12), on a aussi une contradiction,donc chaque solution polynômialle de (I) satisfait

deg f � s� 1:



Conclusion

Dans ce mémoire, on a dé�nie la théorie de Nevan-linna par quelques dé�nitions et

propriétés.

On a prolongé les même resultats de l�article de Jin Tu et Cai-Feng Yi[3], où on

a étudié les solutions méromorphes des équations di¤érentielles linéaires d�ordre superieure.
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