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Résumé

L�objectif de ce travail est l�étude de la régularité maximale de la solution stricte d�une
équation di¤érentielle abstraite du second ordre de type elliptique avec des conditions aux
limites non locales à coe¢ cients opérateurs dans l�espace UMD.Les techniques utilisées re-
posent sur la théorie du semi-groupe et principalement sur les travaux de Dore et Venni.
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Introduction
L0 objectif de ce mémoire est de faire une synthèse sur le travail de Aissa, Aibeche,

Nasreddine Amroune et Stephane Maingot, Medit.J.Math .2015 concernant l0 étude des
équations elliptiques avec des conditions aux limites non locales généralisées dans les espaces
UMD :

u" (x) + Au (x) = f (x) , x 2 (0; 1) (1)

avec les conditions au limites :

u (1) = d1 (2)

u
0
(1)�Hu (0) = d0 (3)

où d0 , d1 , f sont données f 2 Lp ((0; 1) ;E) , 1 < p < +1 , E espace de Banach où A
et H sont des opérateurs linèaires fermés dans E:
Notre objectif est de trouver une solution stricte de (1),(2) ; (3) c0 est à dire une solution

u telle que :
u 2 W 2;p (0; 1 ;E) \ Lp (0; 1 ;D (A))

u satisfait : u (0) 2 D (H) et (1).(2) : (3), puis d0étudier la régularité maximale de la
solution stricte u:
De nombreux auteurs ont traités les équations aux dérivées partielles avec des conditions

aux limites non locales.Tout d0abord, Carleman [14] dans les années trente, a utilisé les
techniques d0intégrales singulières pour résoudre une équation elliptique où les conditions
aux limites des fonctions inconnues sur deux points di¤érents sont considérées.
Ce fut le point de départ de nombreuses études voir par exemple[4:6:9:27] :L0étape sui-

vante était l0article de Bitsadze et Sarmarski [7] en 1969.Où les auteurs ont considéré une
équation elliptique aux limites connectée avec des valeurs en des points intérieurs du domaine.
L0article [7] à donné lieu à de nombreux travaux sur les problèmes aux limites non locaux

en utilisant di¤érentes techniques.Citons une étude systématique e¤ectueé par Skubachevski
[25] et Gurevich [20] et les références citées dans leurs travaux.Yakubov [28] et quelques autres
[1:3:18] utilisent les équations di¤érentielles à coe¢ cient opérateurs pour étudier certaines
classes d0équations elliptiques aux dérivées partielles avec des conditions aux limites non
locales.
Ils étaient en mesure d0écrire des conditions algébriques su¢ santes qui garantissent la sol-

vabilite coercitive du problème .Comme cas particulier de problèmes conduisant aux limites
non-locaux, nous avons des problèmes provenant du phénomène de la modélisation de di¤u-
sion par exemple de la masse ou l0énergie, voir Cannon et al [11:13].Ces problèmes peuvent
être écrits comme des problèmes aux limites pour des équations aux dérivées partielles avec
une intégrale dans les conditions aux limites.
Ils sont l0objet de nombreuses études [8:29].Cannon et Yaping Lin [12] considerent un

problème aux limites avec une condition intégrale.En utilisant une manipulation simple ils
transforment leur problème en un nouveau problème de conditions aux limites où la dérivé
de la fonction inconnue dans certains points est égale à un opérateur linéaire appliqué à la
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fonction inconnue sur d0autres points.Il est exactement le type de problème que nous traitons
dans le document présenté .
Des problèmes aux limites similaires ont été étudié dans [21] dans le cadre des espaces

de Hölder.
Ce mémoire comporte 05 chapitres et est organisé comme suit :
le chapitre 01 est consacré à quelques rappels sur les outils mathématiques nécessaires

pour la suite de ce travail : les opérateurs linéaires fermés, les semi-groupes, les espaces
d0interpolation, les sommes de DORE-VENNI.
Dans le 2 �eme chapitre on se propose d0étudier le problème donné sous les hypothèses

suivantes :
A est un operateur linéaire fermé dans E

[0;+1[� � (A) et sup
��0

k � (A� �I)�1 kL(X)<1
(4)

(4) imlique que � (�A)
1
2 gènère un semi-groupe analytique dans E .

Nous allons supposer d0ailleurs :

8s 2 R , (�A)is 2 L (E) et 9 �A 2]0; �]

tq sup
s2R

k e��Ajsj
�
�Ais

�
kL(E)<1 (5)

et H satisfait

0 2 � (H) (6)

avec la condition de commutativité

A�1H�1 = H�1A�1 (7)

Notons Q = � (�A)
1
2 , on dé�nit � par :

D (A) = D (H)

� = 2QeQ �H (I � e2Q)
On suppose que

� est fermé et inversible (8)

le chapitre 03 concerne la régularité de la solution on fait l0analyse des termes en utilisant
le résultat de DORE-VENNI et les espaces d0interpolation .

Le premier théorème principal est le suivant :

Theorème 0.1 :On suppose (4) � (8) le problème (1) ; (2) ; (3) admet une unique solution
sricte si et seulement si

d1 2
�
D
�
Q2
�
; E
�
1
2p
;p
et H�1

�
d0 +Qd1 �

Z 1

0

e(1�s)Qf (s) ds

�
2
�
D
�
Q2
�
; E
�
1
2p
;p

Dans le chapitre 04 on traite un problème avec paramètre spectral.Il s0agit ici de suppri-
mer l0hypothèse d0inversibilité de l0opérateur �:
En�n dans le chapitre 05 nous appliquons les résultats obtenus précédement à des pro-

blèmes concrets d0EDP:



Chapitre 1

Rappels

Soient (X; k:kx) ; (Y; k:ky) ; (Z; k:kz) trois espaces vectoriels normés complexes.

1.1 les opérateurs

Dé�nition 1.1 Un opérateur linéaire de X dans Y est une application linéaire A dé�nie
d�un sous- espace vectoriel D (A) � X à valeurs dans Y , pour tout x; y 2 D (A) et pour
tout � 2 C ona :

i)A (x+ y) = Ax+ Ay:
ii) A (�x) = �Ax:
On appelle domaine de A, et on le note D (A) le sous espace vectoriel des élements x de

X tels que Ax ait un sens :
On appelle image de A notée R (A) ; le sous espace vectoriel A (D (A)) :

Remarque 1.1 On écrit A (x) = Ax pour tout x 2 D (A)

Dé�nition 1.2 Soient A :D (A) � X ! Y et B :D (B)! Z deux opérateurs linéaires:

On peut dé�nir l� opérateur BA par :�
D (BA) = fx 2 D (A) ; Ax 2 D (B)g
(BA)x = B (Ax) ; x 2 D (BA)

Si A est injectif, on peut dé�nir l0inverse de A, noté A�1 ,par :

A�1 : A (D (A))! D (A)

y ! A�1y = x

Dé�nition 1.3 Soient (A;D (A)) ; (B;D (B)) deux opérateur linéaires de X dans Y :On dit
que B est une extension ou un prolongement de A et on note A � B si�

D (A) � D (B)
8x 2 D (A) ; Ax = Bx

8
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1.1.1 Opérateurs linéaires bornés

Dé�nition 1.4 On dit qu0un opérateur A dé�nit de X dans Y est borné si

D (A) = X et sup
k�k�1

kA�k <1

On note L (X; Y ) l0ensemble de tous les opérateurs linéaires bornés de l0espace vectoriel
normé X vers Y :
L (X;Y ) est un espace normé et sa norme est dé�nie par :

kAkL(X;Y ) = sup
x 2 X
x 6= 0

kAxk
kxk = sup

kxkX�1
kAxkY = sup

kxkX=1
kAxkY ; 8A 2 L (X; Y )

On note L (X;X) = L (X)

Proposition 1.1 Si Y est un espace de Banach .Alors, L (X; Y ) est un espace de Banach:

Proposition 1.2 Soit A 2 L (X) .Si kAk < 1.Alors, (I � A) est inversible dans L (X) et
(I � A)�1 =

1P
n=0

An:

1.1.2 Opérateurs linéaires fermés

Dé�nition 1.5 Un opérateur linéaire A : D (A) � X ! Y est dit fermé si et seulement si
pour toute suite (xn) 2 D (A) telle que :

�
xn ! x
Axn ! y

on a

�
x 2 D (A)
et Ax = y:

Dé�nition 1.6 On dit qu0un opérateur A est fermé si est seulement si son graphe

G (A) = f(';A') ' 2 D (A) g
est un fermé de X �X :

Dé�nition 1.7 On appelle ensemble résolvant de A,l�ensemble

� (A) = f� 2 C : (A� �I) est inversible dans L (X)g
Un élement de � (A) est appelé valeur résolvante de A :
1�Si � 2 � (A) : On dé�nit R� (A) la résolvante de A au point � par

R� (A) = (A� �I)�1

2� � (A) = C n � (A) est appelé le spectre de A et un élement de � (A) est appelé valeur
spectrale de A:
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Proposition 1.3 Soit A un opérateur linéaire fermé sur X:Alors l0application

R� : � 2 � (A)! R� (A) = (A� �I)�1

est analytique sur � (A) :

Proposition 1.4 Soit A : D (A) � X ! Y un opérateur linéaire.

1�Si A est un opérateur fermé. Alors pour tout B 2 L (X; Y ) l0 opérateur

A+B : D (A) � X ! Y

est fermé.
2�Si A est un opérateur fermé et injéctif alors A�1est fermé.
3�Si A est un opérateur fermé á valeur dans X et D (A) est fermé dans X, alors A est

continu de D (A) dans X:
4�Si A est un opérateur continu de D (A) � X alors A est fermé si et seulement si son

domaire est fermé.
5�Si � (A) 6= ; alors A est fermé.

Dé�nition 1.8 ( Opérateurs sectoriels)

Soit 0 < ! � � . On dé�nit le secteur suivant :

S! = fZ 2 C n f0g :j arg z j< � � !g :
Un opérateur linéaire fermé A sur X est dit sectoriel d0angle ! si :

� (A) � S!;

et
sup
�2S!

k� (A� �I)�1 kX <1:

Remarque 1.2 Si (A;D (A)) est un opérateur fermé et (B;D (B)) est A� borné, alors
(A+B;D (A))

est un opérateur fermé .

1.2 Les semi groupes d�opérateurs linéaires

1.2.1 Semi-groupe fortement continu

Dé�nition 1.9 Soit fG (t)gt�0 une famille d�opérateur linéaire dans X: On dit que cette
famille forme un semi-groupe dans X si elle véri�e les propriétés suivantes :

1-G (0) = I = IX
2-8s; t 2 R+; G (t+ s) = G (t) G (s) :

Lorsque la famille fG (t)gt�0 est dé�nie pour t 2 R; et que la deuxième propriété est
véri�é pour tout s; t de R on dira qu0on a un groupe.
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Dé�nition 1.10 On dit qu0un semi groupefG (t)gt�0est fortement continue si et seulement
si pour tout x 2 X;l0 application t! G (t)x de R+dans X est continue, c0est -à- dire pour
tout x 2 X;

lim
t!o+

k G (t)x� x kL(X)= 0

On dit aussi que fG (t)gt�0 est un C0 semi-groupe .

Dé�nition 1.11 Un semi groupefG (t)gt�0 est semi-groupe uniformémemt continu

d0opérateurs linéaires bornés si :

lim
t!o+

k G (t)� I kL(X)= 0

Proposition 1.5 Si fG (t)gt�0 est un semi-groupe fortement continu alors il existe deux
constantes M � 1et ! � 0 telles que

k G (t) kL(X)�Me!t 8t � 0:

1.2.2 Générateur in�nitésimal d0un semi-groupe

Dé�nition 1.12 On appelle générateur in�nitésimal d0un semi-groupefG (t)gt�0 ;

l�opérateur A dé�nit par :8><>:
D (A) = f' 2 X : lim

h!o+
G (h)'� '

h
existeg

A' = lim
h!o+

G (h)'� '
h

' 2 D (A) :

D (A) est non vide (0 2 D (A)) et est bien un sous espace vectoriel de X:
A est linéaire de D (A) dans X:

Corollary 1.1 Soit (A;D (A)) le générateur in�nitésimal d0un C0 semi -groupe (G (t))t�0 :

Alors, D (A) est dense dans X et A est un opérateur linéaire fermé.

Proposition 1.6 Si A est le générateur in�nitésimal d0un C0 semi -groupe fG (t)gt�0 :

Alors :
1� A linéaire fermé de domaire D (A) dense dans X:
2� ]!;+1[ � � (A) et 8� 2 ]!;+1[ ; pour tout n 2 N� f0g

k (A� �I)�n kL(X)�
M

(�� !)�n

oú M > 1 et ! � 0:
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1.2.3 Semi -groupes analytiques

On dé�nit, pour tout 0 < � � �
2
, le secteur

�� := f2 C r f0g : jarg zj < �g

Dé�nition 1.13 Soit 0 < � � �
2
; une famille fG (z)gz2�� d

0éléments de L (X) forme un
semi-groupe holomorphe de type � dans X si elle véri�e les conditions suivantes :

1-G (0) = I;
2-8 z1; z2 2 ��;tel que z1 +z2 2 ��;

G (z1 + z2) = G (z1)G (z2) ;

3-8x 2 X;
lim
z ! 0
z 2 ��

G (z)x = x;

4-L�application z ! G (z) est holomorphe sur �� .

1.3 Quelque espaces fonctionnels

1.3.1 Espace d0interpolation

Soient (X0; k : k0) et (X1; k : k1) deux espaces de Banach s0injectant continument dans
un espace vectoriel topologique séparé F .

En posant

k x kX0 \ X1 : max fk x kX0 ; k x kX1g si x 2 X0 \X1

k x kX0 + X1 : = sup
x02X1;x12X1

x0+x1=x

(k x0 kX0 ; k x1 kX1) si x 2 X0 +X1:

Il est connu que les espaces (X0 \X1; k : kX0 \X1) et (X0 +X1; k : kX0 +X1) sont des
espaces de Banach. De plus on a X0 \ X1 � X0 ; X1 � X0 + X1 avec des injections
continues .

Dé�nition 1.14 Pour p 2 [1;+1[ et � 2 ]0; 1[ ; on dé�nit l0espace intermédiaire noté
(X0 ; X1)�;p entre X0 \X1 et X0 +X1 par

x 2 (X0 ; X1)�;p ()

8>><>>:
f8t > 0;9u0 (t) 2 X0;9u0 (t) 2 X1

tel que
x = u0 (t) + u1 (t)

t��u0 2 Lp� (R+; X0) ; t1��u1 2 Lp� (R+; X1)

où Lp� (R+; Xi) avec p 2 [1;+1[ est l0 espace des fonctions fortement mesurables
ui : R+ ! Xi telles que
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k ui kLp�(R+;X1)=

0@ +1Z
0

k ui (t) kpXi
dt

t

1A 1
p

<1:

Si p =1; on dé�nit k ui kL1� (R+;Xi)par :

k ui kL1� (R+;Xi)= sup
t2R+

ess k ui (t) kXi :

Alors, (X0;X1)�:p est un espace de Banach muni de la norme

k x k�:p= inf
ui2 xi ; i=0;1

X=U0(t)+U1(x);8t>0

�
k t��u0 kLp�(R+;X0) + k t

1��u1 kLp�(R+;X1)
�

De plus, on a

X0 \X1 � (X0;X1)�:p � X0 +X1

avec des injections continues .

Remarque 1.3 Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D (A) � X:On note

DA (�; p) = (D (A) ; X)1��;p

où p 2 [1;+1] ; � 2 ]0; 1[ :De plus, on a

(X;D (A))1+�;1 =
n
' 2 D (A) : A' 2 (X;D (A))�;1

o
Lorsque A véri�e certaines proprietés spectrales, on peut caractériser explicitement

l0espace DA (�; p) ; par exemple :
�Supposons queR+ � � (A) et qu0il existe une contanteC > 0 telle que

8� > 0; k (A� �I)�1 kL(X)�
C

�

alors

DA (�:p) = f' 2 X : t�A (A� tI)�1 ' 2 Lp� (R+;X)g
�Si p 2 [1;+1] ; � 2 ]0; 1[ et si p =1;On a

DA (�;1) = fx 2 X : sup
t>0

k t�A (A� tI)�1 x kX<1g

�Si A génère un semi -groupe fortement continu borné dans X: Alors

DA (�; p) = f' 2 X : t��
�
etA � I

�
' 2 Lp� (R+;X)g

� Si A génère un semi -groupe analytique borné dans X:Alors

DA (�; p) = f' 2 X : t1��AetA' 2 Lp� (R+;X)g
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1.3.2 Les espaces de Sobolev et Besov

On désigne par 
 un ouvert de Rn (non nécessairement borné ) et on pose � =

(�1; �2::::::; �n) un multi -indice,avec j�j =
nP
i=1

�i et on utilise la notation

@� =

�
@

@x1

��1
::::

�
@

@xn

��n
pour m 2 N et 1 � p � 1 :

On note Wm;p (
; E) l0espcace de Sobolev des fonctions f : 
 7�! E tellesque @�f 2
Lp (
; E) pour tout j � j� m:C0est un espace de Banach avec la norme :

k f kWP;m(
;E)=

8>>><>>>:
0@X
j�j�m

k @�f kpLp(
;E)

1A 1
P

si 1 � p � 1

max
j�j�m k @

�f kpL1(
;E) si p =1

Pour s 2 ]0; 1[ et 1 � p � 1 :
On dé�nit l0espace fractionnaire de Sobolev

W s;p (
; E) =

�
f 2 Lp (
; E) :

Z



Z



k f (x)� f (y) kpE
j x� y jsp+n dxdy <1

�
On est amené à dé�nir les espaces de Besov Bmp;q (
; E) :Pour s 2 ]0; 1[ et 1 � p; q � 1,

on dé�nit :

Bsp;q (
; E) =

(
f 2 Lp (
; E) :

Z



�Z



k f (x)� f (y) kpE
j x� y jsp+n

� q
p

dxdy <1
)

avec la modi�cation classique quand p =1 et q =1
Dans le cas où p = q on a :

Bsp;q (
; E) =W
s;p (
; E)

Soit A g.i d0un C0 � SG
�
G (t)t�0

	
:

Theorème 1.1 (de Lions) : Soient 0 � � � 1; 1 � p � 1

x 2 (DA; E)�;p ()

8<: i= x 2 E

ii=
G (t)x� x
t1��

2 Lp� (E)

avec la norme :

k x k�;p=k x kE +
"�Z +1

0

k G (t)x� x kE
t1��

�P
dt

t

# 1
p

L0application du theoreme du Lions :
E = Lp (R) , DA = W

1;p (R) si f 2 DA , Af = f 0 , (G (t) f) (x) = f (t+ x)
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(DA; E)�;p = (W
1;p (R) ; Lp (R))�;p

()
(

i= f 2 Lp (R)

ii=
G (t) f � f
t1��

2 Lp� (R+; Lp (R))

()
(

i= f 2 Lp (R)

ii=
R1
0
kG (t) f � f

t1��
kpLp(R)

dt

t
<1

()

8<:
i= f 2 Lp (R)

ii=
R1
0

�R
R j
f (x+ t)� f (x)

t1��
jp dx

� 1
P dt

t
<1

()
(

i= f 2 Lp (R)

ii=
R1
0

R
R j
f (x+ t)� f (x)

t1��
jp dxdt

t
<1

On pose t+ x = y

()

8<:
i= f 2 Lp (R)

ii=
R
R

R
R j

f (y)� f (x)
(y � x)1+p(1��)

j dxdy <1

() f 2 W 1��;p (R)
()

�
W 1;p (R) ; Lp (R)

�
�;P
= W 1��;p (R)

1.3.3 Les espaces UMD

Dé�nition 1.15 On dit que E est UMD si la transformation de Hilbert H dé�nie sur Lp

(R; E) ,1 � p � 1 par

(Hf) (t) =
1

i�
lim
�!0+

Z
��jsj< 1

�

f (t� s)
s

ds 8t 2 R+; 8f 2 C1 (R; E)

est bornée.

Dé�nition 1.16 E et ��convexe s0il existe une fonction � : E � E ! R convexe telle que

i- � (0; 0) > 0
ii-� (x; y) � kx+ yk avec

kxk = kyk = 1;8x; y 2 E:
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Theorème 1.2 Soit E un espace de Banach ,les conditions suivantes sont équivalentes

i-E est UMD:
ii-Il existe une fonction � symétrique et biconvexe véri�e � (0; 0) > 0 et

� (x; y) � kx+ yk;

tel que kxk � 1 � kyk;8x; y 2 E:
Exemples d�espaces UMD
�Les espaces de Hilbert(on choisit � (x; y) = 1 + hx; yi où le crochet h:; :i indique le produit scalaire ) :
�Les sous espaces fermés d0un espace UMD .
�Les espaces construits sur LP (
; E) ; 1 < p <1 telque E est UMD.
�Les espaces C� (
; E) ne sont pasUMD.

1.4 Calcul fonctionnel

Soit (X; k:k) un espace de Banach complexe, pour U un ouvert de C;on désigne parH (U)
l0ensemble des fonctions holomorphes sur U:

Dé�nition 1.17 (formule intégrale de Cauchy) Soient U un ouvert de C ,| un compact de
U de bord  orienté positivement soient f 2 H (U) et z0 2 | ona

f(z0) =
1

2i�

Z


f(z)

(z � z0)
dz:

Dé�nition 1.18 (Intégrale de Dunford) .Soient A 2 L (X) ; U un ouvert de C;| un compact

de U contenant � (A),  le bord de | orienté positivement ( est donc �nie et entoure le spectre de A )
et f 2 H (U) :
Alors :

f(A) =
1

2i�

Z


f (z) (zI � A)�1dz;

L0opérateur f (A) 2 L (X)
et ne dépend pas du choix de  .

1.5 Les puissances complexes d0opérateurs,classe BIP (�; E)

Si A : E ! E est un opérateur borné positif dé�nie par

Azx =
1

2i�

Z


tz(tI � A)�1xdt;

où z est un nombre complexe arbitraire :
A est dit Bip (�; E) si :

i� � (A) � ]�1; 0] et 9MA > 0 k (A+ tI)�1 k � MA

1 + t
8t � 0:

ii� 8s 2 R Ais 2 L (x) et KA � 1 , 8s 2 R : kAisk � KAe
�Ajsj:
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1.6 Sommes de Dore et Venni

Soit E un espace UMD, A;B deux opérateurs linéaires fermés de domaineDA; DB denses
dans E (DA = DB = E) véri�ant :

DV1

8><>:
� (A) � ]�1; 0] et 9MA > 0 : k (A+ tI)�1 k �

MA

1 + t
; 8t � 0

� (B) � ]�1; 0] et 9MB > 0 : k (B + tI)�1 k �
MB

1 + t
; 8t � 0

DV2

�
8� 2 � (A) ,� 2 � (B) ;

(�I � A)�1 (�I �B)�1 = (�I �B)�1 (�I � A)�1 :

DV3

8<:
i=8s 2 R : Ais 2 L (x) et 9KA � 1; �A > 0;8s 2 R : kAisk � KAe

�Ajsj;
ii=8s 2 R : Bis 2 L (x) et9 KB � 1; �B > 0;8s 2 R : kBisk � KBe

�B jsj;
iii=�A + �B < �

Alors la somme A+B est fermé, inversible et son inverse est dé�ni par :

(A+B)�1 =
1

2i

Z


A�zBz�1

sin �z
dz

où  est une courbe verticale continue dans la bande fz 2 C : 0 < Re z < 1g est orientée
de 1e�i�2 vers 1ei�2 :

Exemple 1.1 Soit f 2 Lp (0; T; E) avec 1 < p <1 ; le problème de Cauchy

(p)

�
u0(t) + Au(t) = f(t); 0 < t < T
u(0) = 0

lorsque
E est un espaceUMD (*)

A est un opérateur linéaire fermé véri�e

� (A) � ]�1; 0] ; et 9M > 0 : k (A+ t)�1 k � M

1 + t
;8t � 0 (**)

et
9K � 1; � > 0;8s 2 _R : kAisk � Ke�jsj: (***)

Le résultat est donné par le théorème suivant :

Theorème 1.3 Sous les hypothèse (�),(��) ; (� � �) et pour f 2 Lp (0; T; E) ,1 < p < 1 le
probleme (p) admet une unique stricte

t! u (t) =

Z t

0

e(s�t)Af (s) ds 2 Lp (0; T; E) ;

de plus

t! Au (t) = A

Z t

0

e(s�t)Af (s) ds 2 Lp (0; T; E) :



Chapitre 2

Position du problème

2.1 Hypothèses

On considère le problème abstrait suivant :

u" (x) + Au (x) = f (x) , x 2 (0; 1) (2.1)

avec les conditions au limites :

u (1) = d1 (2.2)

u
0
(1)�Hu (0) = d0 (2.3)

d0; d1; f sont des donnés , f 2 Lp (]0; 1[ ; E) 1 < p <1:
E espace de Banach(UMD) :Si A etH sont des opérateurs linéaires fermé dans E véri�ent

les hypothèses suivantes :

A est un operateur linéaire fermé dans E
[0;+1[� � (A) et sup

��0
k � (A� �I)�1 kL(X)<1

(2.4)

Remarque 2.1 (2:4) implique (�A)
1
2 est bien dé�nie et � (�A)

1
2 génère un semi-groupe

analytique dans E:

Nous allons supposer aussi :

8s 2 R , (�A)is 2 L (E) et 9 �A 2]0; �]

tq sup
s2R

k e��Ajsj
�
�Ais

�
kL(E)<1 (2.5)

et H satisfait
0 2 � (H) (2.6)

et la condition de commutativité

A�1H�1 = H�1A�1 (2.7)

18
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Q = � (�A)
1
2 et � dé�ni par :�

D (A) = D (H)

� = 2QeQ �H (I � e2Q)

et
� est fermé et inversible (2.8)

2.2 Représentation de la solution

Pour résoudre le problème (2:1) ; (2:2) ; (2:3) nous utilisons la méthode de réduction l0ordre
de Krein.Sous les hypothèses (2:4)�(2:8) :Supposons que le problème a une solution u stricte
autrement dit

u 2 W 2;p (0; 1;E) \ Lp (0; 1;D (A))
u (0) 2 D (H) et (2:1)� (2:2)� (2:3) est satisfaite.
Pour x 2 (0; 1) ; on dé�ni :

v = �Q�1u0 (x) ; y = (u (x)� v (x)) =2; z = (u (x) + v (x)) =2

puis :

y0 (x) = (u0 (x)� v0 (x)) =2 =
�
�Qv (x) +Q�1u�(x)

�
=2

Utilisation de (1) et Q2 = �A, on obtient :�
y0 (x) = Qy (x) + 1

2
Q�1f (x)

y (0) = y0
; x 2 (0; 1)

où :
y0 =

1

2
(u (0)� v (0)) = 1

2

�
u (0) +Q�1u0 (0)

�
De même, nous avons :�

z0 (x) = �Qz (x)� 1
2
Q�1f (x)

z (1) = z1
, x 2 (0; 1)

où :
z1 =

1

2

�
u (1)�Q�1u0 (1)

�
Par conséquent, il en résulte que pour tout x 2 (0; 1)(

y (x) = exQy0 +
1
2

R x
0
e(x�s)QQ�1f (s) ds

z (x) = e(1�x)Qz1 +
1
2

R 1
x
e(s�x)QQ�1f (s) ds

(2.9)

et
u (x) = y (x) + z (x) = exQy0 + e

(1�x)Qz1 + Ix + Jx (2.10)

avec (
Ix =

1
2

R x
0
e(x�s)QQ�1f (x) ds

Jx =
1
2

R 1
x
e(s�x)QQ�1f (s) ds
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En e¤et (2:9) et (2:10) sont valables pour tout x 2 (0; 1) car u 2 C1 ((0; 1) ;E) :
Par conséquent, pour obtenir la représentation �nale de u, il su¢ t de calculer y0 et z1

par rapport à d0 et d1, f , H et A:
De plus pour tout x 2 (0; 1), on à :

u0 (x) = QexQy0 �Qe(1�x)Qz1 +QIx �QJx: (2.11)

ainsi : 8<:
u (0) = y0 + e

Qz1 + J0
u (1) = eQy0 + z1 + I1

u0 (1) = QeQy0 �Qz1 +QI1
À partir de (2:2) et (2:3) on obtient :�

QeQy0 �Qz1 +QI1 �H
�
y0 � eQz1 � J0

�
= d0

eQy0 + z1 + I1 = d1

Puis : ��
H�1QeQ � I

�
y0 �

�
H�1Q� eQ

�
z1 = H

�1d0 �H�1QI1 � J0
eQy0 + z1 = d1 � I1

On déduit que :� �
H�1QeQ � I

�
y0 �

�
H�1Q� eQ

�
z1 = H

�1d0 �H�1QI1 � J0
(H�1Q� eQ) eQy0 + (H�1Q� eQ) z1 = (H�1Q� eQ) (d1 � I1)

Par addition des deux équations, on obtient :

�
2H�1QeQ � I � e2Q

�
y0 = H

�1d0 �H�1QI1 � J0 +H�1Qd1 � eQd1 �H�1QI1 + e
QI1

Maintenant (2:7) implique que :

He2Q� = e2QH� tq � 2 D (H) et H�1Qe2Q = Qe2QH�1

Ainsi

�H�1y0 = H
�1d0 �H�1QI1 � J0 +H�1Qd1 � eQd1 �H�1QI1 + e

QI1

Finalement :

�
y0 = �

�1d0 + �
�1Qd1 �H��1eQd1 � 2��1QI1 +H��1J0 +H��1eQI1

z1 = d1 � I1 � eQy0
(2.12)

La formule (2:10) avec (2:12) donne :

u (x) = ��1exQd0 + �
�1QexQd1 �H��1exQeQd1 � 2��1QexQI1

+H��1exQJ0 +H�
�1exQeQI1 + e

(1�x)Q (d1 � I1)� e(1�x)QeQy0 + Ix + Jx
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et u peut être représenté par la formule suivante :

u (x) = S (x; d0; d1; f) +DV (x; f) +R (x; d0; d1; f) (2.13)

où

S (x; d0; d1; f) = �
�1QexQ

0@Q�1d0 + d1 �Q�1 1Z
0

e(1�s)f (s) ds

1A+ e(1�x)Qd1 (2.14)

DV (x; f) =
1

2
H��1Q�1esQ

1Z
0

esQf (s) ds� 1
2
Q�1e(1�x)Q

Z 1

0

e(1�s)Qf (s) ds

+
1

2
Q�1

Z x

0

e(x�s)Qf (s) ds+Q�1
Z 1

0

e(s�x)Qf (s) ds

R (x; d0; d1; f) = H�
�1exQeQ (d1 � I1)� e(1�x)QeQy0

avec y0 donné dans (2:12) :



Chapitre 3

Régularité de la solution

Dans cette section, nous allons supposer les hypothèses (2:4)� (2:8) :

Proposition 3.1 Soit d0; d1 2 E; f 2 Lp ((0; 1) ;E) ; 1 < P <1 alors :

x 7! AR (x; d0; d1; f) 2 Lp (0; 1;X)

Preuve. Pour tout 	 2 E , x 2 N , nous avons eQ	 2 D (Qn) ; de sorte

AeQeQ	 = �eQQ2eQ	

et par consèquent dans Lp ((0; 1) ;E) :Pour conclure, il su¢ t de remarquer queAR (:; d0; d1; f)peut
être écrit comme une somme de termes

TAeQeQ	 ; TAe(1�:)QeQ	

où T 2 L (E) et 	 2 E:

Proposition 3.2 Si f 2 Lp (0; 1;E) ; 1 < p < +1 : Alors : ADV (:; f) 2 Lp (0; 1;E) :

Preuve. On a :

ADV (x; f) = �1
2
��1HQexQ

Z 1

0

esQf (s) ds+
1

2
Qe(s�x)Q

Z 1

0

e(1�s)Qf (s) ds

�1
2
Q

Z x

0

e(x�s)Qf (s) ds� 1
2
Q

Z 1

x

e(s�x)Qf (s) ds

et grâce à DORE-VENNI (voir le chapitre01), nous obtenons :

x 7! 1

2

Z x

0

e(x�s)Qf (s) ds

et

x 7! 1

2

Z 1

x

e(s�x)Qf (s) ds

appartiennent à Lp (0; 1;E) :Par conséquent, ADV (x; f) 2 Lp ((0; 1) ;E) :

Remarque 3.1 De 0 2 � (A) ; nous avons que 0 2 �
�
I � e2Q

�
; (Voir Lunardi [23corollaire,2:3:7; P:62]).

22
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On écrit :

��1 = �
�
I � e2Q

��1 �
I � 2H�1QeQ

�
I � e2Q

��1��1
H�1

Pour analyser le terme S nous allons montrer le lemme suivant :

Lemme 3.1 ��1 peut être écrit comme :

��1 = �H�1 �H�1W

avec
W 2 L (E) ; H�1W = WH�1et W (E) � \1k=1D

�
Qk
�

(3.1)

Preuve. On pose :
T = �2H�1QeQ

�
I � e2Q

��1 2 L (E)
S = �e2Q 2 L (E)

On en déduit que :
���1 = (I + S)�1 (I + T )�1H�1

u = �T (I + S)�1 2 L (E) ; v = �S (I + S)�1 2 L (E)
Puis :

(I + T )�1 = I + u et (I + S)�1 = I + v

On obtient :
���1 = (I + u) (I + v)H�1 = (I + v + u+ uv)H�1

Par conséquent :

��1 = �H�1 �H�1W

Avec :
W = v + u+ uv = e

1
2
QM

Où

M = (I + S)�1
h
e
3
2
Q + 2H�1Qe

1
2
Q (I + T )�1

�
I � S (I + S)�1

�i
2 L (E)

Ce qui donne (3:1) :

Remarque 3.2 A partir de (2:14) ; on a :

S (x; d0; d1; f) = �H�1QexQ
�
Q�1d0 + d1 �Q�1

Z 1

0

e(1�s)Qf (s) ds

�
+e(1�x)Qd1 +H

�1exQ�

où

� = �H�1QW

�
Q�1d0 + d1 �Q�1

Z 1

0

e(1�s)Qf (s) ds

�
2 \1k=1D

�
Qk
�
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3.1 Résultat principal

Theorème 3.1 Supposons (2:4) � (2:8) :Soit f 2 Lp ((0; 1) ;E) avec 1 < p < 1: Alors, les
assertions suivantes sont équivalentes :

1-d1 2 (D (Q2) ; E) 1
2P
;p et H

�1
�
d0 +Qd1 �

R 1
0
e(1�s)Qf (s) ds

�
2 (D (Q2) ; E) 1

2P
;p :

2-u donnée par (2:13) est la solution unique stricte de (2:1)� (2:2)� (2:3) :
Preuve. Rappelons que :

u (x) = S (x; d0; d1; f) +DV (x; f) +R (x; d0; d1; f)

l0utiliation des propositions précèdentes 3.1 et 3.2 entraine qu0il su¢ t d0étudier le terme S:De
la remarque 3.2, nous avons :

S (x; d0; d1; f) = �H�1QexQ
�
Q�1d0 + d1 �Q�1

Z 1

0

e(1�s)Qf (s) ds

�
+ e(1�x)Qd1 +H

�1exQ�

= J1 (x) + J2 (x) + J3 (x)

En raison de � 2 \1k=1D
�
Qk
�
, J3 (:) est régulière, de sorte que la régularité de S est celle

de J1 + J2:Mais J1 est régulière près de 1 et J2 près de 0, donc

(J1 + J2) (:) 2 Lp (0; 1;E)

si et seulement si J1 (:) ; J2 (:) 2 Lp (0; 1;E) ;Plus précisèment, J2 (:) 2 Lp (0; 1;E) ssi d1 2
(D (Q2) ; E) 1

2p
;p 2 D (Q) :

�
VoirTriebel [26] e:Q' 2 Lp () ' 2 (D (Q2) ; E) 1

2p
;p

�
:De même

J1 (:) 2 Lp (0; 1;E) si et seulement si

H�1Q

�
Q�1d0 + d1 �Q�1

Z 1

0

e(1�s)Qf (s) ds

�
2
�
D
�
Q2
�
; E
�
1
2p
;p

qui peut être écrit , en tenant compte d1 2 D (Q)

H�1
�
d0 +Qd1 �

Z 1

0

e(1�s)Qf (s) ds

�
2
�
D
�
Q2
�
; E
�
1
2p
;p



Chapitre 4

Problème avec un paramètre spectral

Notre résultat précédenent concernant le problème (2:1)�(2:2)�(2:3) exige l0inversibilité
(2:8) qui peut être di¢ cile à véri�er dans les applications.
On considère un certain nombre ! positif et soit le nouveau problème8<:

u" (x) + Au (x)� !u (x) = f (x)
u0 (1)�Hu (0) = d0

u (1) = d1

x 2 (0; 1) (4.1)

Notons
A! = A� !I

Ici, les hypothèses sont les suivantes :
Il existe !0 � 0 �xé telque :8><>: A!0 est opérateur linéaire dans E

[0;+1[ � � (A!0) et sup
��0

k� (A!0 � �I)
�1 kL(E) <1

(4.2)

8><>:8s 2 R; (�A!0)
is 2 L (E) et 9�A!0 2 ]0; �[

telque sup
s2R
ke��A!0 jsj (�A!0)

is kL(E) < +1
(4.3)

0 2 � (H) (4.4)

et la condition de commutativité suivante.

A�1!0H
�1 = H�1A�1!0 (4.5)

Remarque 4.1 Si les hypothèses (4:2)�(4:3) et (4:5) sont véri�ées alors elles restent valides
lorsque nous remplaçons !0 par ! � !0:

C�est évident pour les hypothèses (4:2) et (4:5), mais pour (4:3) nous utilisons
[24;Prüss, Sohr théorème 3; P437 (A Bip =) A� !I Bip)], pour ! � !0;
Q! = � (�A!)

1
2 est le générateur in�nitésimal d0un semi-groupe analytique sur E,

voir [5 Balakrishnam] ; nous dé�nissons aussi l0opérateur linéaire :

�! = 2Q!e
Q! �H

�
I � e2Q!

�
avec D (�!) = D (H)
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4.1 Lemme technique

Lemme 4.1 Supposons (4:2) � (4:5) : Alors, il existe !� � !0 telque pour ! � !�;�! est
inversible et borné et

��1! = �
�
I � e2Q!

��1 �
I � 2

�
I � e2Q!

��1
Q!e

Q!H�1
��1

H�1 (4.6)

Preuve. Par le même argument que dans le chapitre (3) ; I � e2Q! est borné et inversible et
nous pouvons écrire

�! = 2Q!e
Q! �H

�
I � e2Q!

�
=

h
2Q!e

Q!
�
I � e2Q!

��1 �Hi �I � e2Q!�
= �H

h
I � 2H�1Q!e

Q!
�
I � e2Q!

��1i �
I � e2Q!

�
puis

�! = �H [I � L!]
�
I � e2Q!

�
avec

L! = 2H
�1Q!e

Q!
�
I � e2Q!

��1
H, I�e2Q! sont inversibles a�n de prouver l0inversibilité de �!:Il reste à montrer l0inversibilité
de I � L!:Pour cela I � L!, il su¢ t de prouver kL!kL(E) < 1:
On a :

kL!k = k2H�1Q!e
Q!
�
I � e2Q!

��1 k � kH�1k 2kQ!e
Q!k

1� ke2Q!k
Maintenant, en utilisant Dore et Yakubov [17 Dore,Yakubov lemme 2:6:P103] ;il existe
les constantes c; k > 0 (qui ne dépend pas de !) de telle sorte que, pour tout x � 1 :

k (�A+ !I)� e�x(�A+!I)
1
2 k � ce�kx

p
!

en particulier :

kQ!eQ!k � ce�k
p
! et ke2Q!k � ce�2k

p
!

donc

kL!k � kH�1k 2ce�k
p
!

1� ce�2k
p
!

ce qui implique l0existence de !� > !0 telque pour tout ! � !�; nous avons

2ce�k
p
!

1� ce�2k
p
!
<

1

kH�1k

Par conséquent :
kL!k < 1
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4.2 Résultat principal

En appliquant le théoreme (3:1) avec le lemme (4:1) on obtient :

Theorème 4.1 Supposons (4:2) � (4:3).Soit f 2 Lp (0; 1;E) ; 1 < P < 1 et ! � !�.Les
assertions suivantes sont équivalentes :

1� d12 (D (Q2) ; E) 1
2P
;p et H

�1
�
d0 +Q!d1 �

R 1
0
e(1�s)Q!f (s) ds

�
2 (D (Q2) ; E) 1

2P
;p :

2�Il existe une solution unique stricte de (4:1) :
De plus, dans ce cas, la solution est donnée par (2:13), où A est remplacé par A!:



Chapitre 5

Exemples

Exemple 5.1 Soit E = Lp (R) ,1 < p <1; on dé�nit les opérateurs A et H par

�
D (A) =W 2;p (R) ; Au = au00
D (H) =W 1;p (R) ; Hu = bu0

où a > 0; b 2 C
Soit !0 > 0;un calcul simple montre que (2:4) ; (2:5) ; (2:6) sont véri�ées .De plus, A

satisfait (2:7) ;voir Pruss-Sohr[24] ;

�A = E1

avec toute : E1 2 ]0; �[ ;en appliquant le théorème (4:1), nous obtenons

Proposition 5.1 Soit p 2 ]1;1[ ; f 2 Lp (0; 1; X) et

d1; H
�1
�
d0 + �!d1 �

R 1
0
e(1�s)�W f (s) ds

�
2 (W 2;p (R) ; Lp (R)) 1

2P
;p

Alors ,il existe !� > 0 telque pour ! � !� le problème8>>><>>>:
@2u

@x2
(x; y) + a

@2u

@y2
(x; y)� !u (x; y) = f (x; y) ; (x; y) 2 ]0; 1[� R

@u

@x
(1; y)� b@u

@y
(0; y) = d0 (y) ; y 2 R

u (1; y) = d1 (y) ; y 2 R

(5.1)

a une solution unique, u stricte, qui est

u 2 W 2;p (0; 1;Lp (R)) \ Lp
�
0; 1;W 2;p (R)

�
et qui véri�e (5:1) :
On notera que, l0espace d0interpolation (W 2;p (R)) 1

2P
;p coincide avec l

0espace de Besov
bien connu

B
2(1� 1

2p)
p;p (R) = B2�

1
P

p;p (R)

Qui sont complètement décrits dans Grisvard [19; p; 680]
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Exemple 5.2 Soit 
 un domaine borné dans Rn; n � 1;avec une frontiére régulière @

désigner E = Lp (
) ; 1 < p <1:On dé�nit les opérateurs A;H par

D (A) =
�
u 2 W 4;p (
) : u�@
 = �u�@
 = 0

	
; Au = b�2u:

où b < 0 et D (H) =W 2;p (
) \W 1;p
0 (
) Hu = �u:

Le théorème (4:1) permet de traiter le problème de la valeur limite8>>><>>>:
@2u (x; y)

@x2
+ b�2u (x; y) = f (x; y) , (x; y) 2 [0; 1]� 


u (1; y) = d0 (y) ; y 2 

u (1; y)��yu (0; y) = d1 (y) ; y 2 


u (x; �) = �yu (x; �) = 0; (x; �) 2 [0; 1]� @
:
.
à condition que

f 2 Lp (0; 1;Lp (
)) et H�1
�
d0 + �!d1 �

Z 1

0

e(1�s)�!f (s) ds

�
;

d1 2 (D (A) ; Lp (
)) 1
2P
;p
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