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Résumé

L’objectif de ce mémoire, est ’étude d’une certaine classe d’équations matricielles, et
notre but principal est de s’intéresser a la résolution de plusieurs types d’équations et par
différentes approches.

Dans une premiére étape, nous avons étudié I’équation de Stein AX + X B = C dans
ces deux cas, le cas ou A et B sont inversibles otl nous avons utilisé la vectorisation afin de
simplifier I’écriture de cette derniére.

Pour le deuxiéme cas, nous nous sommes basés sur la méthode de diagonalisation des
matrices.

Pour d’autres types d’équations, tels que AXB = C et AX + BY = C, nous avons
rappelé l'inverse généralisé d’une matrice avec toutes ses propriétés pour une utilisation
dans la résolution de ces deux classes.

Nous avons donc utilisé I'inverse de Moore-Penrose pour des matrices singulieres, et nous
nous sommes par suite intéressé aux équations matricielles polynémiales. Des solutions ont
été cependant dérivées.

Enfin les systémes différentiels de Lyapunov prennent aussi leur place dans ce mémoire.
Suite a 'application de la transformée de Laplace nous arrivons & une équation matricielle
polynomiale puis

nous appliquons les techniques vues précédemment pour dériver les solutions.

Quelques applications numériques sur les équations traités ont été en conséquence intro-
duits, ce qui a illustré nos approches.

Mots clés :

- Equations matricielles.

- Equations matricielles polynomiales.
- Produit de Kroncker.

- Pseudo inverse.

- Systémes différentiels de Lyapunov.
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Introduction

Bien que le calcul matriciel proprement dit n’apparaisse qu’au début du 19 éme siecle,
ainsi que les matrices en tant que tableaux de nombres, ont une longue histoire d’application
a la résolution d’équations linéaires. Par exemple, le texte chinois « les neuf chapitres sur
l’art mathématique », écrit vers le 2éme siécle avant J-C, est le premier exemple connu de
I'utilisation de tableaux pour résoudre des équations, d’autres part il y a nombreux de cher-
cheurs dans ce domaine, citons Johan de Witt représente des transformations géométriques
a ’aide de tableaux dans son livre paru en 1659, « Elementa curvarum linearum », et entre
1700 et 1710, Leibniz montre comment utiliser les tableaux pour noter des données ou des
solutions, et expérimente plus de 50 systémes de tableaux a cet effet. En 1750, Gabriel
Cramer publie la régle qui porte son nom.

Les équations matricielles sont un outil central pour la résolution des équations différen-
tielles et des problémes de controle de systémes dynamiques issus de leurs discrétisations en
espace.

Dans ce mémoire, on traite six équations matricielles linéaires dont une est différentielle
connue par 1’équation de Lyapunov.

L’objectif de notre travail c’est la résolution de ces derniéres équations, en se basant sur
I'outil de la vectorisation et le produit de Kronecker [2] , [7] , [3], afin de trouver l'inconnu
de chaque équation une fois par I'inverse de Moore-Penrose [5] , [11] connu notamment dans
la littérature et une fois par la fameuse méthode de diagonalisation de 1’Algebre Linéaire.

Ce mémoire est composé de trois chapitres, comme on a consacré le premier chapitre pour
la transformée de Laplace [2] , [8], le produit de Kronecker et la vectorisation, qui contient
des définitions et des propriétés, qu’on les a utilisé pour aboutir & notre objectif.

Le deuxiéme chapitre comporte des notions de base, une définition sur les inverses géné-
ralisés et des propriétés en particulier sur 'inverse de Moore-Penrose.
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Le troisiéme chapitre est l'originalité de ce travail, il est consacré a la résolution de
certains types d’équations matricielles.

. Nous nous intéressons a un cas d’équations de Stein AX + XB = (' qui sont
déja étudiées par [1]. Dans certaines situations, notamment tirées de problémes de contrdle
linéaire, les matrices A et B sont creuses, de grande taille et la matrice C' peut s’écrire sous
la forme d’un produit EFT ou E et F sont de petit rang. Nous proposons une approche,
notée (vec) s’appelle la vectorisation qui transforme I’équation de Stein en une équation
matricielle linéaire de type DZ = C que nous résolvons par une méthode de diagonalisation
pour chercher Z afin de trouver I'inconnu X.

e Ainsi le systéme d’équations de Lyapunov, qui est un systéme matriciel différentiel,
ol on utilise 'approche de la transformée de Laplace afin d’obtenir une équation matricielle
simple, et qu’on pourra résoudre en utilisant I'inverse de Moore-Penrose.

e [’aspect polyndémial par rapport & ces équations est aussi étudié. Nous avons ce-
pendant mené une étude dans ce cadre tout en se basant sur [12] , [13] et s’intéréssant aux
solutions des équations dites matricielles polynémiales.

Nos études ont été finalisées par I'illustration de quelques applications numériques afin
de valider nos approches.

On cloture ce travail par une conclusion et une bibliographie.



Chapitre 1

Les notions de base

Dans cette partie, on va introduire quelques définitions avec leurs propriétés, qui vont
nous aider a traiter notre probleme.
Nous nous basons dans ce cas sur les références suivantes [2],[8].

1.1 La transformée de Laplace

1.1.1 Introduction

La transformée de Laplace est une méthode developpée par Heaviside et Laplace.

Cette méthode est un outil trés puissant servant a résoudre beaucoup de problémes
notamment en électronique et en automatique.

Il s’agit d’'une méthode mathématique ayant pour objectif de :

1- Contourner la difficulté de résolution des équations et des systémes différentiels.

2- Offrir une résolution algébrique.

3- Cette approche est trés bien adaptée en pratique.

1.1.2 Définition

Soit f une fonction de la variable temporelle ¢, on va supposer dans notre travail que f

est nulle pour tout ¢ < 0 ( f est une fonction dite causale ). La transformée de Laplace
de f est la fonction F' de la variable complexe s telle que s = a + b,

définie par,

+oo

LIf@)] = F(s) = f(t)e "t

0

Les conditions d’existence :
L’intégrale généralisée :
—+oo
f(t)e *tdt
0

doit étre bien définie i.e,

lim /a f(t)e *tdt
0

a—-+00

10
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st

existe ( convergence de l'intégrale ), sachant que e=** — 0 quand o — +00.

Il reste donc a vérifier que f est bornée, en effet , on doit avoir :
[f(t)e™™| < M
ceci est équivalent &,
If(@)].]e @ <M avec s=a+ib

ou encore,
If@®)].]e " |.le”® | < M avec |e ™| =1

finalement,

|f(t)| < M.|e™| C.Q.F.D

1.1.3 Propriétés

Dans cette étape, on va établir quelques propriétés concernant la transformée de Laplace.

Linéarité

La transformée de Laplace est un opérateur linéaire :
* f et g deux fonctions;

L(f+g)=L(f)+L(g)
*VkeR;
L(k.f) =k.L(f)
Dérivation

Dérivée du premier ordre
LIf ()] = sL[f()] — f(0) = sF(s) — f(0)
Dérivée du second ordre

LIf ()] = s"LIf(£)] — s£(0) — f(0)

Généralisation
n

LIFM(B)] = s"LIf(1)] =Y s fP(0)

k=1
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1.2 Produit de Kronecker

Le produit de Kronecker est d’une trés grande importance en pratique notamment en
application, quelques applications font partie de I'objectif de ce mémoire :
1-Equation de commutativité :

AX = XA

2-Equation de Lyapunov :

XA+ A X =Q

(ot A* est le transposé du conjugué de A si A est a coefficients complexes )
3-Equation de Stein :

AX+ XB=C

Dans tous ces cas, on veut trouver X tel que 'une des équations est satisfaite.

Nous définissons le produit de Kronecker tout en citant ces propriétés ( "trace, valeurs
propres,...etc" ).

1.2.1 Définition

Soient deux matrices A, de format (m,n) et B, de format (p,q) :
A=la;;| aveci=1,..metj=1,..,n

et
B =|by] aveck=1,..,pet [ =1,..,q

Le produit de Kronecker A ® B est la matrice définie par :

anB  apB - a,B

anB apB - ay,B
2? 2? ) 2, , de format (m x p,n x q)

amlB asz amnB
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Exemple 1.1 Soient A et B deux matrices telles que :

a=(571)

et
2 1 5 0
B = -4 -2 6 3
-3 2 -1 4

le produit A ® B est égale &,

0 0 0 0 —4 -2 —10 0
0 0 0 0 8 4 —12 —6
0O 0 0 0 6 -4 2 -8
A®B=1| " 3 15 0 2 -1 -9 o0
12 -6 18 3 4 2 —6 -3
9 6 -3 12 3 -2 1 -4

Remarque 1.1
En général le produit de Kronecker n’est pas commutative, c’est a dire :
AR B# B® A
Définition
Soit A une matrice de taille (m,n), la k — iéme puissance Kronecker de A par A®*,

avec k entier positif.

AP = A et A®F = APED pour k=2

ot A®* est une matrice de taille (m*, n*).

Des propriétés de base seront données par le théoréme suivant,

1.2.2 Propriétés du produit de Kronecker

e Le produit de Kronecker est distributif par rapport & 'addition des matrices,
0B = 0, A®0=0
A®(B+C) = AQB+A®C

(A+B)®C = A®C+B&C
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e Le produit de Kronecker est associative :

(A B)@(C =A® (B ()

e Pour tous réels a et b :

(a.A) ® (b.B) = a.b(A® B)
(@A) ®B =a(A®B)=A® (aB) . Ya ek

e Si les formats sont compatibles :

(A® C)(B® D) = (A.B® C.D)

e La transposée :

(Ao B)" = A" @ B"

et
(A® B)" = A*® B*

e Si A et B sont carrées, A ® B l'est aussi et sa trace est :

tr(A® B) = trAtrB

e Si A et B sont inversibles, A ® B ’est aussi,

(AeB)'=A"1® B!

e Si A est de format (m, m) et B est de format (p, p) alors A® B est de format (mxp, mxp)

et son déterminant est :

det(A® B) = (detA)P.(detB)™

Nous énoncons quelques théorémes, qui seront utiles par la suite, nous nous basons pour

ce faire sur les références suivantes [2] , [7] , [3].

Théoréme :
Soient A, B, C' et D des matrices de tailles (m,n), (p, q), (v, s) et (w, z) respectivement .

Alors,
(A B) (C® D)= (AC)® (BD)
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Généralisation :

(A1® A2 ®...Q Ap)(B1 ® By ® ... ® By) = A1B1 ® AsBy ® ... @ A By.

et

(A; ® B1)(As ® By)...(Ar ® By) = (A1As...Ay) ® (B1Bs...By).

Corollaire :
Soient A et B deux matrices de tailles (m, n), (p, q) respectivement.
Alors,

(A =A"x1

et
(I®B)*=1® B*.pour k=1,2,....n

Corollaire :
Si A et B sont deux matrices non singuliéres, alors la matrice A®QB ’est aussi et on a :

(A By '=A"1® B!

1.2.3 Vectorisation des matrices
Définition

Soit A = [Al Ay - Ap] une matrice de taille ”n x p”, on définit 'opération ”wvec”
d’empilement des colonnes par :

Ay
Ay
vec(A)=| . | ek"?
AP
D’autre part, si :

bit bz -+ by
boy o cen

bnl an e bnp
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Alors :

vec(B) =

B l'opérateur "vec” est linéaire, c’est-a-dire :

vec(aA + B) = avec(A) + fvec(B)

L’une des caractérisations utiles pour la résolution de certains systémes différentiels est
aussi donnée par le théoréme suivant,

Théoréme H :
Soient A € M,,,, B€ M,,et C € M,,, des matrices données et soit X € M, , une
matrice inconnue, alors,

vec(AXB) = (BT ®@ A)vec(X).

En conséquence, I’équation matricielle AX B = C' est équivalente au systéme linéaire de
(m, q) équations et (n,p) inconnues donnée par :

(BT @ A)vec(X) = vec(C)

Preuve :
En donnant une matrice @ , soit @), la kK — iéme colonne de @) , alors :

(AXB)r = A(XB), = AX By
cela implique que :

T11 Ti2z 0 Tip bk
(AXB), = AXB, = A
Tpl Tpz cc Tnp| |bPK
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T11b1k + 1202k + - - 4 T1pbpi
AXB,=A :
:L‘nlblk; + xn2b2k +-+ xnpbpk

T11 T12 T1p
AXBr=A |by | +bor | ¢ + et bk
Tni Tn2 Tnp
T11 Z12 T1p
AXBp=by Al ¢+ | +bpAl 1 |+ + A
Tni Tn2 xnp
_xn_
Tni
Z12
AXBy, = [bigA b A -+ by A
Tn2
T1p
[ Tnp |
AXBk = [blkA bgkA ce bpkA} vec(X)

AXB;, = (Bl @ Avec(X) Vk=1,2,...,q
par conséquent,
BT® A
vec(C) = vec(AXB) = : vec(X) = (BT @ A)vec(X)
B® A

Corollaire : Soient A € M,,,, B € M,, deux matrices données.

Alors,
vec(AB) = (BT ® A)vec(I,)

= (B" @ I,)vec(A)
= (I, ® A)vec(B)

C.Q.F.D
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Preuve :

Pour démontrer les trois termes de vec(AB) dans ce corollaire, on placera la matrice
identité dans des diffirentes places dans AB en respectant la multiplication conventionnelle.

Tout d’abord : AB = ABI, , en utilisant le Théoréme H, ceci équivaut a :

vec(AB) = vec(ABI,) = (I, ® A)vec(B)

Puis, AB = Al,,B équivaut a,

vec(AB) = vec(AI,B) = (BT @ A)vec(1,)

et finalement, AB = I,,AB sera équivalente 4,

vec(AB) = vec(I,,AB) = (BT ® I,,)vec(A)

Théoréme : la garantie de ’existence de la solution de I’équation AXB = C

Soient A € M,,,, B€ M,,et C € M,,. Alors, I'équation matricielle AXB = C
posséde une unique solution X € M,,, pour tout C' donné si et seulement si A et B sont
non singuliéres.

Dans le cas contraire, i.e : Soient A et B deux matrices singuliéres, alors il existe une
solution X € M, , si et seulement si :

rang(BT @ A) = rang[(BT ® A) wvec(C)]

ce dernier résultat est issue de [3].

Preuve :

1- Si A et B sont deux matrices non singuliéres, alors il existe A~! et B~ telle que si on
multiplie les deux membres de ’équation,

AXB =C (1.1)

a droite et & gauche par A~! et B~! respectivement,

on obtient,
X=A"'CB™

pour toute matrice C' donnée, qui est solution unique de (1.1).

2- D’apreés le théoreme H, I’équation matricielle (1.1) admet une solution X si et seule-
ment si il existe une solution vec(X) du systéme

(BT @ A)vec(X) = vee(C). (1.2)
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Il est cependant connu qu’il existe une solution au systéme de n? équations linéaires (1.2)
si et seulement si :

rang[BT ® A] = rang[(B* ® A)  wvec(C)]

Cas particulier : L’équation AX = C
Cette équation posséde une unique solution si et seulement si A est non singuliére, X est
donc X = A71C.

Dans l'autre cas, i.e : A est singuliére, il existe une solution X si et seulement si :
rang(l, ® A) = rang[(I, ® A) wvec(C)]

or,
rang(I, ® A) =n x rang(A)

donc, il existe une solution unique pour ”AX = C” si et seulement si :
rang[(I, ® A) wvec(C)] =n x rang(A)

Définition :
Soient A € M, , et B € M,,,, deux matrices données.

Alors, la matrice carrée (I, ® A) + (B ® 1,,) € M,,,, est appelée la somme de kronecker
de A et de B.

Lemme :

Soient A € M, , et B € M,,,, deux matrices données .

Alors les matrices (I, ® A) et (B ® I,,) commutent entre elles ceci en respectant la
multiplication conventionnelle.

Preuve :

On a:

(In®AB®IL) = (InB)® (AlL)
- B®A
(BI,) @ (I,A)
(B® I,)(I, ® A) C.Q.F.D

Valeurs propres de la somme de Kronecker :

Théoréme :

Soient A € M, , et B € M,,,, deux matrices données.

Si A est une valeur propre de A et x € C" son vecteur propre correspondant et si u est
une valeur propre de B et y € C™ son vecteur propre associé, alors (A + ) est une valeur
propre de la somme de Kronecker (I, ® A)+ (B®I,) et (y®z) € C™ est le vecteur propre
correspondant.
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Remarque :
Si
O'(A) = {)\z}zzln et O'(B) = {Mj}jzl...m
Alors :
ol(ln @A)+ (B L) ={\i+ p; fi=1...n et j=1...m}

En particulier :

oI, @A)+ (B® 1,)] = ol(B®I,)+ (I, ® A)]

Preuve de Théoréme :

Si A€ o(A) et x € C" le vecteur propre correspondant & A, et si u € o(B) et y € C™ le
vecteur propre correspondant a B,

or :

Axr = Az

et
By = py

il s’ensuit donc,

(In®A)+ (B L)(y®z) = (In@A)(y©@x)+ (B I)(y® )
= (Imy) ® (Az) + (By) @ (Inx)
= y®(Az)+ (By)®@z
= Y@ (A\r)+ (y) @
= Ay®z)+uy @)

= M pye)

soit alors, (A + p) est une valeur propre de (I, ® A) + (B ® I,,) avec (y ® ) son vecteur
propre.



Chapitre 2

Les inverses généralisés

2.1 Introduction

En mathématiques, et plus précisément en algebre linéaire, la notion de I'inverse généralisé
( ou pseudo-inverse ) généralise celle d’inverse d’une application linéaire ou d’une matrice
aux cas non inversibles en lui supprimant certaines des propriétés demandées aux inverses.

Les types de pseudo-inverses sont :

e Le pseudo-inverse de Moore-Penrose dans le cas des matrices carrées non inversibles,
mais généralisable & toute algébre de matrices & valeurs dans un corps.

e Le pseudo-inverse de Drazin qui détermine la matrice qui constitue un point fixe dans
la multiplication par ’exponentiation de matrices carrées au-dela d’un degré fini.

e Le pseudo-inverse a gauche et le pseudo-inverse a droite, utiles dans le cas des matrices
non carrées qui ne sont jamais inversibles pour déterminer la factorisation en valeurs sin-
guliéres, et qui ne sont pas nécessairement égaux non plus dans le cas de transformées non
commutatives comme les opérateurs fonctionnels et distributions non discrétes.

Pour une matrice a coefficients réels ou complexes (pas nécessairement carrée), il existe
un unique pseudo-inverse satisfaisant certaines conditions supplémentaires et il est appelé
pseudo-inverse de Moore-Penrose (ou simplement « pseudo-inverse »), décrit par Eliakim
Hastings Moore dés 1920 et redécouvert indépendamment par Roger Penrose en 1955. Erik

Ivar Fredholm avait déja introduit le concept de pseudo-inverse pour un opérateur intégral
en 1903.

2.2 Définition

Etant donné une matrice A & coefficients réels avec n lignes et p colonnes, son inverse
de Moore-Penrose A' est I'unique matrice & p lignes et n colonnes vérifiant les conditions
suivantes :

P,. AATA=A.

P,. ATAAT = AT,

Pj. (AANT = AAT, (AAT est une matrice symétrique).

Py (ATA)T = ATA | (ATA est également symétrique).
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e L’inverse de Moore-Penrose d’une matrice non singuliére est,
Al =A™

e L’inverse de Moore-Penrose pour un scalaire :
Soit A un scalaire, si A # 0 alors,

1
A=<
A
et si A = 0 donc,

A=0

e L’inverse de Moore-Penrose pour une matrice nulle :

Si A=0alors AT =0

et si A € M™™ alors, AT € M™*" | donc les deux matrices nulles ne sont pas égales.

Unicité de ’inverse de Moore-penrose :
Supposons que B et C' deux matrices qui vérifient les quatres conditions précédentes.
Alors,
AB = (AB)T = BT AT

en utilisant (P;), on aura,
AB = BY(ACA)T = BTATCT AT
et donc,
AB = (AB)T(A0)"

grace a (P3), il s’ensuit,
AB = ABAC

et d’apres (Py),
AB = AC (2.1)

de méme, pour BA :
BA = (BA)" = ATB"

en utilisant (P;), on aura,
BA = (ACA)' BT = ATCTATBT = (CA)"(BA)"

grace a (P3), il s’ensuit,
BA=CABA
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et d’apres (P1),

BA=CA (2.2)
de (P3), on a,

B = BAB
et en utilisant (2.1), cela devient,

B = BAC
et grace a (2.2), on aura,

B =CAC
soit d’apres (Ps),

B=C.

D’ou 'unicité de la matrice inverse de Moore-Penrose.

2.3 Propriétés

Nous exposons dans ce cas quelques propriétés de AT, et nous nous basons sur les réfé-
rences suivantes [5],[11].

1.(ANT = A

2.(AT) = (AT

3.(A® B) = AT @ BT

4. Si la matrice A, avec n lignes et p colonnes, est de rang k, alors elle peut s’écrire comme
un produit de matrices de méme rang A = BC', ou B posseéde n lignes et k£ colonnes et C'
posséde k lignes et p colonnes. Dans ce cas les produits (CC?) et (BT B) sont inversibles et
la relation suivante est vérifiée :

At =ct(ccy(BTB)'BT
5. Si le rang de A est égal a son nombre de lignes, alors :
Al = AT(AAT)!
6. De méme, si le rang de A est égal a son nombre de colonnes, alors :
Al = (AT A)t AT

7. Si la matrice A est inversible, son inverse de Moore-Penrose est son inverse.
8. Si I'inverse de Moore-Penrose de (AT A) est connu, on peut en déduire AT par 1’égalité :

At = (AT A)T AT

9. De méme, si (AT A)T est connu, I'inverse de Moore-Penrose de A est donné par :

Al = AT(AT A)t



Chapitre 3

La résolution des équations
matricielles

Dans ce chapitre, on considére certains types d’équations matricielles, qui posent des
différents problémes dans la théorie des matrices et ses applications.

Ou notre objectif est la résolution de six équations matricielles introduitent par la suite,
en utilisant quelques méthodes de résolution.

3.1 Equation de Stein " AX + XB=C"

Soient A € M, ,(R), B € My, m(R), X € M, n(R) et C € M, »,(R).
On va résoudre cette équation en utilisant la vectorisation.

Par la suite on va distinguer deux cas, le premier ot les matrices A et B sont inversibles,
et le deuxiéme c’est le cas ou les deux matrices A et B sont singuliéres .

3.1.1 Cas des matrices A et B inversibles

Pour AX + XB = C , et moyennant la vectorisation, il s’ensuit,

vec(AX) 4+ vee(X B) = vecC

ceci conduit a,
(I @ AyvecX + (BT ® INvecX = vecC

qui implique aussi,
(I ® A)+ (BT ®@ IJvecX = vecC (3.1)

On sait que A et B sont inversibles, de méme (I ® A) et (BT ® I) le sont .

24
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D’apres les propriétés du produit de Kronecker on a :

et

(IA) ' T=I"A'tl=IA4!

(BT ® [)—1 — [—1 ® (B_l)T -7 ® (B_l)T

Alors ’équation (3.1) devient,

vecX = [(I ® A) + (BT @ I)] 'vecC

3.1.2 Cas des matrices non inversibles

et

Soit,

et par application de la vectorisation a I’équation (3.2), on obtient,

AX+XB=C

vec(AX + XB) = wvec(C)

grace a la linéarisation de la vectorisation, on a

vec(AX) +vec(XB) = vec(C)

et en se basant sur les propriétés de cette derniere,

(In ® A)vec(X) + (BT @ Iy)vee(X) = vec(C)

ceci est équivalent &,

or,

ou,

- Soit A la valeur propre de A et U le vecteur propre associé a \.
- Soit y la valeur propre de B” et V le vecteur propre associé a .

Donc, on a :

[(In ® A) + (BT @ Iy)]vec(X) = vec(C)

[(In ® A) + (B" @ In)]z = ¢

z = vec(X), c = vec(C).

AU = \U

BTV =puv
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En multipliant (3.4) par V%et (3.5) par U?, on aura,
L’équation (3.4) est équivalente A,

AUVT = uv?

et ’équation (3.5) sera de méme équivalente a,

UVIB = uUv?®

et en attribuant la somme entre les deux équations précédentes, on obtient,

AUVT + UvVIB = (A + p)UVT

Alors, (A + p) est la valeur propre du systéme (3.3), et ce dernier admet une solution si
et seulement si (A + u) # 0.

Supposons que A et B sont deux matrices diagonalisables, c’est a dire :
A=TDT '« T'AT =D
B=LHL '+ L 'BL=H

Si on remplace X par "TX L~'" dans I’équation (3.2), on aura donc :

ATXL '+ TXL'B=C (3.6)

et si on multiplie 'équation (3.6) par " T~ "a gauche et ”L” & droite, on trouve :

(T'AT)X + X(L™'BL) =T'CL (3.7)

(Xi + p1y)Ti5 = &5

cij

(A + Nj)

xij =

ou é=T71CL. T et L sont des matrices de passages pour A et B respectivement.

Finalement, on déduit ” X 7 qui est la solution de 1’équation (3.2) de cette relation :

X =TXL!
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3.1.3 Application numérique 1

Dand cette partie, nous introduisons un exemple numérique comme application sur la
méthode de résolution de I’équation

AX+XB=C

Soient A , B et C' trois matrices définies par :

0 2 -1 - 10
A= 3 -2 o0 ,Bz(Ol),C: 0 2
—2 2 1 2 0

On passe & la diagonalisation des deux matrices A et B.

— Etapel : ”Dtiagonalisation de la matrice A”
B Cherchons les valeurs propres de A :
Tout d’abord, on calcule le polyndéme caractéristique de A,

PAN) =\ —A] =0

A 2 -1
& det 3 A+2 0 =0
-2 2 A—1

e (A —DA=2)\ +4)=0

Donc les valeurs propres sont :

Mo=1
Ao =2
As = —4

B Cherchons les vecteurs propres associés aux valeurs propres de A :

1. Le vecteur propre associé & A\; = 1:
On a,
Ew/\1 = {Ul S R3/ AUl = )\1U1}

donc,

E/\l = < U >
- <11 1>
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2. Le vecteur propre associé a Ay = 2 :

On a,
E/\z = {Ug € RS/ AU2 = )\QUQ}
alors,
E)\2 = <U;>
= < (4 3 —2)T >
3. Le vecteur propre associé a \3 = —4 :

Le sous éspace propre,

E/\3 = {Ug S Rg/ AUg = )\3U3}

par suite,

E)\3 = <U;>
= <(2 -3 2)T>

B La matrice de passage T qui contient les vecteurs propres de A est :

1 4 2
T = 1 3 -3
1 -2 2
B Cherchons "7T71 7 :
T!'= ! com(T)"
det(T") '
2 3
0 5 3
-1
T'=15 0 —%
11 1
6 5 30
On a:
A=TDT !

ceci est équivalent &,
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avec,

0
0
—4

-

I
oo
oo

— Etape2 : ”Diagonalisation de la matrice B ”
B Cherchons les valeurs propres de B :
Tout d’abord, on calcule le polynéme caractéristique de B,

Pp(p) =|pl =B [=0

p—2 1 _
@det( 0 ,u—l)_o

& (n=2)(p —1)=0

donc les valeurs propres sont :

{M1—2
po =1

B Cherchons les vecteurs propres associés aux valeurs propres de B :

1. Le vecteur propre associé a p; = 2 :
On a,
E,, = {Vi e R?/ AVy = V1 }

donc,

E, = <Vi>
- <1 1) >

2. Le vecteur propre associé a i, = 1:
On a,

By, = {Va e R}/ AVp = 1,V }

alors,

E, = <W>
= < (1 2)T>
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B La matrice de passage L qui contient les vecteurs propres de B est :

(1)

B Cherchons 7L~ 7 :

On a,

B=LHL™"

ceci est équivalent &,
L'BL=H

- (39)

— EtapeB : ”La recherche de la solution X 7
Si on remplace X par "TX L~ dans I’équation "AX + XB = C 7, il s’ensuit,

avec,

ATXL '+ TXL'B=C.

Et en multipliant 1’équation (3.6) par ”T~1” a gauche et ”L” & droite, on trouve,

(T'AT)X + X(L7'BL) =T'CL

& (N + ;)T = G

Cij
S Ty = , our (N; + b 0
avec,
C=T7"1CL
Calculons ”C ™ , s
vE s 10
~ 11
C=|% 0 -% 0 2 ( )
6 6
9 0 1 2

D=
U=
w
[e=]
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) 1,20 0,80 (1 1>

¢ = —-0,16 0
0,23 0,40 L2
] p 2,8
¢ = | —0,16 —0,16
0,63 1,03
On revient a I’équation (3.6), on a,
D =T71tAT
H=L"'BL

Ceci est équivalent a,

T T T 2 2,8

10 0 Ti1 T2 T11 Ti12 2 0
0 2 0 figl i‘gg + 5721 figg (0 1) = —0, 16 —0,16
00 —4 T31 T3 T31 T3 0,63 1,03
11 T12 2711 T12 2 2,8
qui équivaut a, 2Z91 2Z99 + | 2791 Zoo = —0,16 —0,16
—473 —4Ts3 2731 I3 0,63 1,03
ou encore,
3711 2719 2 2,8
4791 3299 = —-0,16 —0,16
—2Z31 —3T3 0,63 1,03
soit, alors,
2 28
~ ~ 3 2
11 T2
To1 Too | = —% —%
T31 T3
_ 063 _ 1,03
2 3

Par conséquent, on déduit la valeur de "X ” qui est la solution de 1’équation (3.2) de

cette relation :
X =TXL"
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Soit donc,

2 3 2 28
0 5 5 3 2

X — |1 g —1]||_ 0 _oi 2 -1
6 6 4 3 -1 1
11 1 _ 0,63 1,03
6 5 30 2 3

—0,1898  —0,0259
= 0,0367 0,1269

—0, 0260 0,1186
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3.2 Equations de type " AXB=C "

Pour ce type d’équations, les mémes techniques qui s’appuit sur la vectorisation, seront
appliquées

vec(AX B) = vecC

suite a cela, on aura,

(BT ® A)vecX = vecC

on distingue cependant deux cas,

3.2.1 Le cas des matrices inversibles

Soient A€ My, B€ M,,, X € My ,et C e My,.
Si A et B sont inversibles, alors (BT ® A) l'est aussi, et

(BT A =B o4t

Suite aux propriétés du produit de Kronecker, notre équation devient :
vecX = (BT @ A) tvecC
ce qui implique,

veeX = (BT @ A HvecC

3.2.2 Cas des matrices singuliéres :

Soient A€ M,,,,, Be M,,, X € M,,et Ce M,,.
Dans ce cas, on s’appuit sur [10] pour étudier ce cas, on va rechercher la solution dans le
cas ou A et B ne sont pas inversibles

92 :
L’équation,

AXB=C

admet une solution si et seulement si il existe AT et BT tels que,

AATCB'B =C

Si elle admet des solutions, elles sont donc de la forme
X =A'CB" +W — ATAWBB!

avec W une matrice arbitraire de dimension appropriée .
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Supposons que cette condition de consistence
AAICB'B=C

est valable pour un certain A" et BT.
Alors il est claire que
Xy = A'CB!

est solution de I’équation matricielle.
et vice versa, supposons que 1’équation (1.1) admet une solution X, alors :

AX,B=C
ainsi
ATAX,BB' = ATCB!
par conséquent
AATAX BB'B = AATCB'B
qui est aussi égale a
AX,B=AATCB'B=C
soit alors

AATCB'B = C.

En notant que A" et B sont des inverses de Moore-Penrose.
Maintenant supposons que ’équation (1.1) admet comme solution Y.
Soit :
K=Y - X, (3.8)
ou,
Xo = A'CB!

En multipliant ’équation (3.8) par ” A” a gauche et ” B” a droite, on aura,

AKB =AYB — AXyB .

Si on remplace " AY B” et ” X" par leurs valeurs, on obtient donc,

AKB=C — AA'XB'B

et puisque,
AATCB'B =C

il s’ensuit,

AKB=C —C =0 (3.9)
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et en appliquant AT et B sur I'équation (3.9), et elle devient cependant,
ATAKBB' =0 ..
On peut donc écrire K comme suit,
K=K - ATAKBB'.
A partir de (3.8), il découle,
Y=K+X=K-A"AKBB" + ATCB'".

Ceci équivaut donc a,

Y = A'CB' + K — ATAKBB!
B Vérification de la solution :
Si

X =A'CB" + W — ATAW BB!

est une solution de I’équation (1.1), avec W une matrice arbitraire. Alors en multipiliant
X par A et B, on obtient :

AXB = A(ATCB"YB + A(W — A'TAWBB")B
ceci équivaut a

AXB = AA'CB'B + AWB — AATAWBB'B

et en utilisant la condition de consistence citée précédemment et la propriété de I'inverse
de Moore-Penrose (P;), on obtient :

AXB=C + AWB - AWB

D’ou, le résultat
AXB=C

Enfin, nous caractérisons cela par le théoréme suivant,

Théoréme 1 :
Etant donné une équation de type "AXB = C 7, alors la solution est de la forme
suivante :

X =A'CB" +W — ATAWBB!

Ou W est une matrice arbitraire de dimension appropriée.
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3.2.3 Application numérique 2

Maintenant, nous introduisons deux exemples concernant le type d’équations :

AXB=C

Cas des matrices inversibles

Soient A , B et C' trois matrices définies par :

2.0 1 - 1 3
A=[3 10 ,B:<22),C: 1 4
21 2 2 0

Par application de la vectorisation sur ’équation (1.1), on obtient,
vec(AX B) = vec(C)
Ceci est équivalent &,
(BT @ A)vec(X) = vec(O)
donc la solution existe si et seulement si (BT @ A)~! existe et elle est unique.
BCherchons (BT ® A)~!, pour trouver vec(X) :
On sait déja d’aprés les propriétes citées précédemment que,
(BT ® A)_l — (B—l)T ® A_l
BCalculons d’abord A~! et B! :

puisque,
2 01
det(A)=det [ 3 1 0 =5#0
21 2
et
det(B) = det Sl 4#0
2 2 '
alors, A= et B~! existent.
A = L om(a)T
det(A)
2 1 _1
5 5 5
A
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- Calculons maintenant " (B~!)T @ A™!7 .

(B—I)T ® A—l —

(Bfl>T ® Afl _

soit,

vee(X)

1
B! = com(B)]"
det(B)[ (B)]
L1
2 1
1 3
2 1
2 1
L 5 5
2 2 6
@75 5
1 3
i 1
1 _2
5 5
1 1 1 1
5 10 10 5 10
_3 1 3 3 _1
5 5 10 5 5
1 1 o _1 1
10 5 5 0 5
1 _1 1 3 3
10 ~20 20 10 20
3 2 3 _9 3
10 10 20 10 10
-+t i 1 3 _3
20 10 10 20 10
vec(X) = (BT @ A) twvec(C)
1 -1 1 1 1
10 10 5 10 10
1 3 3 1 _3
5 10 5 5 10
_1 L _1 1 1
5 5 0 5 5
1 1 3 3 _3
20 20 10 20 20
-2 _3 _9 3 9
0 ~20 10 10 20
i 1 3 _ 3 3
10 10 20 10 10

(S

[
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Par conséquent,

vec(X)

Cas de non inversibilité

Soient A, B et C' trois matrices telles que :

| 2 11 0
A:o1,B:Gé$),czo1—1
11 10 1

Remarque : Le rang de A est égale a son nombre de lignes qui est 3, et le rang de B est
égale & son nombre de colonnes qui est 3.
B Calculons AT :

Sachant que,
Al = (AT A)TAT

en se basant sur la remarque et d’aprés la propriété ”5” de I'inverse de Moore-Penrose,
I'inverse de A sera définie comme suit,

Al = (ATA)TAT = (AT A)71 AT

alors,

d’autre part,
det(ATA) =3 # 0= (ATA)™" existe
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et en calculant (ATA)~!:

par suite,

o
|
—_
—_

Wl
w
W=

B Calculons B :
Sachant que,
BY = BT(BB™)'

en se basant sur la remarque et d’apres la propriété ”6” de l'inverse de Moore-Penrose,
I'inverse de B sera définie comme suit,

B' = B"(BB")" = B"(BB")™!
On a,

11
B:G (1) (1)>:>BT: 10
0 1

soit alors,

d’autre part,

det(BBT) = 3#0= (BB")™! existe

et en calculant (BBT)™!:
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Donc,

Bt = BT.(BB")™!

Il
o~ K~
wIN

win

Wl
w

B Calculons la solution 7 X 7 :

D’apres le Théoréme 1, la solution est :

X =AtCcBt + W — ATAW BB

d’une part,

11
3 3

0 -1 1 11 0
ATCB' = 01 -1|] 2% -1

2z 1/ \10 1
3 3 3 1 2
3 3

et d’autre part,
ATA = (ATA)TATA=1T,
BB'" = BBY'.(BB")™' =1,
finalement,

X = ACBY'+ (W — LWI)
= A'op!

_ Ty Typ) -1 2
X= (ZE21 $22)_(2 _1>

d’ou la solution .
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3.3 Equations de type "AX +BY =C " :

Soient A€ M,,,, X€ M,,, Be€ My,, Y M,,et Ce€ M,,,.
Dans cette section, nous exposerons notre apport dans ce mémoire.

Nous allons considérer dans ce cas la classe des équations matricielles de type :

AX +BY =C (3.10)

Une approche de résolution sera cependant dérivée.
On peut écrire I’équation (3.10) d’une autre fagon,

[AB]“E}:G

on pose :

on obtient,

DZ=cC (3.11)

Pour trouver la solution de I’équation (3.11) on doit d’abord :
- Introduire la condition de consistence pour (3.11) .
- On applique l'inverse de Moore-Penrose sur (3.11), on trouve,

D' DZ= D'C
- En multipliant par ”D ” les deux membres de 1’équation :
D D' DZ = DD'C
d’apres (P;), on déduit,

C = DD'C.

Soit maintenant Y la solution de I’équation (3.11), c’est a dire :

DY =C
et en posant
K=Y -X (3.12)
avec
X = D'C

en multipliant I’équation (3.12) par ” D ”, on obtient alors,

DK = DY — DX
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et en remplacant 7 DY ” et "X ” par leurs valeurs, il vient,

DK =C - DD'C
et comme ” C' = DD'C 7, donc,

DK=C —-C =0. (3.13)
On applique ” DT ” sur I'équation (3.13), elle devient alors,

D' DK =0

par suite, on peut écrire K comme suit,

K=K - D' DK
A partir de (3.12), on déduit,

Y=K+X=K-D'DK+ D'C

or,

Y =D'C + (I - D' D)K

BVérification de la solution :
Si
7 =D'C + (I - D' D)W (3.14)

est une solution de I'équation (3.11), avec W une matrice arbitraire. Alors en multipiliant
(3.14) par D, on obtient,

DZ = DID'C + (I — D' D)W
& DZ=DDIC + D(I — D' D)W

en utilisant la condition de consistence, on obtient,
DZ=C + DW — DD' DW
on utilise la propriété (P,) de I'inverse généralisé, on déduit,
DZ =C + DW — DW

et finalement, o
DZ=C
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Donc on va caractériser ce résultat dans le théoréme qui suit,

Théoréme 2 :

Chaque équation de type DZ = C, admet une solution de la forme :

Z=D'C +(I—- D! D)W

ol une matrice W arbitraire conforme .
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3.4 Les équations matricielles polynomiales

3.4.1 Introduction

les équations matricielles polynémiales ont fait ’objet de nombreuses recherches dont on
cite a titre d’exemples les traveaux de Emre et Silverman [6], Feinstein et Barness,
Kucera, Kaczorek [14], etc ...

Récement la théorie des systémes positifs a apporté un grand intérét a de nombreux
chercheurs.

Certains problémes de controle automatique peuvent étre réduit a la recherche de solu-
tions pour des équations matricielles polynomiales.

Notre but est de transformer ces équations matricielles polynomiales a des équations
algébriques qui seront faciles & résoudre.

Dans ce qui suit, plusieurs types d’équations seront éxposés. Nous contribuons dans
certaines d’autre eux.

3.4.2 Equations matricielles polynémiales de type ”A(s)X(s) =
B(S)”

Soient A(s) , X(s) et B(s) trois matrices polynomiales , telles que :

A(s) = Ag + Ajs + Ags® + -+ + A,s" € RI*P[s]
B(s) = By + Bis + Bys® + - 4 Bps™ € R[] (3.15)
X(s) = Xo+ X154+ Xos? + -+ + X, 8" € RP*F[4]
En tenant compte de
A(s)X (s) = B(s) (3.16)

et en passant par la mutliplication polynémiale, on aura donc,

A3)X(s) = (A X"+ + (A X + A X+ + Apri1 X1 + A X)) 8™
+-+ (A Xo+ A X+ + A, X)S"
oot (A Xo+ Ay Xy 4o 4 AL X,y + AgX,)s”
+ - (A1 Xo + Ao X7)s + Ao Xo
= B,s"+ B, 1S '+ 4+B,s"+---+B,s"+---+ Bis+ By

et a partir de (3.16), il est clair que le degré minimal de X (s) est égal & "m —n 7, en
subtitutiant (3.15) dans (3.16) , et en comparant les coefficients qui ont le méme degré de
”s”, on obtient,
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Pourn+r>metn>r:
( A()XO - BO
A1 Xog+ Ag X1 = By
ATXO + Ar—le -+ AlX’r—l + AOXT = B,
AnXO + An—le + An—rXr =B,
\ Anmen + AnlemeH»l + e+ Amfr+1Xr71 + Amerr = Bm
et pour "n+1r =m” , les équations précédentes deviennent sous la forme suivante :
AX = B (3.17)
ou,
[ Ag 0 0 0 0
A Ag 0 0 0
Ay Ay Ay 0 0
A — Ar A'r’—l AT_Q Al AO c R(”H’l)qX(TJFl)P
An An—l An—2 An—r—l An—r
| 0 0 0 0 A,
et
X
X1
X _ c Rp(r-‘rl)xk
[ X
et
B,
By
B = c Rq(erl)Xk:
| By, |

D’aprés le Théoréme 2, la solution de 1’équation (3.17) est :

avec W une matrice arbitraire conforme .

X = A'B +(I— A W



46 CHAPITRE 3. LA RESOLUTION DES EQUATIONS MATRICIELLES

3.4.3 Application numérique 3

Soient A et B deux matrices polynomiales, telles que :
S 1 0 252
Als) = <1 s+1 1) et Bls) = <2s+2)

A(s)X(s) = B(s)

On a,

On remarque que A(s) est de degré "n = 1", c’est a dire,

A(s) = Ais+ Ao

010 100
A°:<1 1 1)’ Al:(o 1 o)

La matrice polyndmiale B(s) est de degré "m = 27, c’est a dire :

ou,

B(S) = B282 + Bls + BO

we () 2 G) e )

de méme X (s) est de méme degré de A(s), i.e:

ou,

X(s) = X15 + X,
alors le produit polynomial A(s)X(s) est comme suit,

A(S)X(S) = A1X132 + (AlXO + A()Xl)s + A()XO

et en comparant les coefficients de ” A(s) X (s)” et ” B(s)” selon de degré de ”s”, on aura
donc,

A()XO - BO
A1 Xg+ A X1 =B
Ale == B2
ceci équivaut a,
AX =B
ou,
_ AO 0 _ BO B X
A=A A |, B=[|B]|, X= <X°>
0 A By !

et la solution de cette équation est :
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Remarque : le rang de la matrice A est égale a son nombre de lignes.

B Calcul de A' -

Sachant que,

Al =

(AT A) AT

et en se basant sur la remarque précédente et la propriété ”5” de l'inverse de Moore-
Penrose, 'inverse de A sera définie comme suit,

Al = (ATA)TAT = (AT A)1 AT

Tout d’abord,

010000 0
111000 1
= |1 00010 - |0
A=lor1 o011 1|4 o
000100 0
000O0T1O0 0
alors,
211010
1 3 1 111
- |1 11000
A= 010211
110131
010111
et donc,
2 0 -2 0
0 1 -1 0
ro.1_ |—2 -1 4 0
(A74) o 0 o0 1
-1 0 1 0
1 -1 0 -1
finalement,
AT—(ATA)AAT
2 0O -2 0 -1 1 0
0 1 -1 0 0 -1 1
~t -2 -1 4 0 1 0 0
A= o 0 o 1 0 -1 0
-1 0 1 0 1 -1 0
1 -1 0 -1 -1 4 0

SO OO = ==

O OO = ==

O = OO O

SR OO O

—_— == O = O

e = =)

SO o= O OO

, donc det(ATA) =1

SO = OO O

o= OO OO

o= OO OO
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0O 01 0 0 -1
1 0 0 0 0 O
-1 1 -10 0 1
A= 0O 0 00 1 0
0O 0 0 0 0 1
-1 0 0 1 -1 1
On sait que,
0
By :
B: B1 -
B 2
2 2
0
alors,
X =A'B
0 01 0 0 -1 0
1 0 0 0 0 O 2
S -1 1 -1 0 O 1 0
X=10o 0001 o]l]2
0O 0 0 0 0 1 2
-1 0 0 1 -1 1 0
0
0
S 2
X = 2
0
0

Dot X = (X(] Xl)T est une solution de I'équation ”AX = B 7, avec,
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3.4.4 Equations matricielles polynémiales de type :

"A(s)X(s)+ B(s)Y(s) =C(s) "

L’équation " A(s)X(s) + B(s)Y(s) = C(s) " peut se mettre sous la forme de I’équation
(3.16) , en effet,
A(s)X (s) 4+ B(s)Y (s) = C(s) (3.18)

ceci est équivalent &,

Elle s’écrit alors,

avec :
D(S>:DO+D1$+D2$2—|—...+DTLSREqup
Soit :

D()Z(s) = (DpZ,)s"" + -+ (DuZmn + Dyt Zimnss + -+ + Dynyi1Zy_1 + Dy Z,)s™
+ o4+ (DuZy+ Dy 1Zy 4 -+ Dy Z,)s"
+-oo+ (D, Zo+ Dy 12y + -+ D1 Zy_y + Do Z,)s"
+ -+ (D1Zy + Do Zy)s + Do Zy
= Cns" +Cpys™ 4+ Crs" + -+ Cps" -+ + Crs + Co

Pour n+r > m et n > r , et en comparant les coefficients qui ont le méme de degré de
s”, on aura :

7
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( DyZy = Cy
DyZy+ Doz, = Ch

D.Zy+ Dy 1Zq + -+ + DZ,_y+ DyZ, = C, (3.19)

DnZO + Dn—1Z1 +- Dn—TZ'I‘ = Cn

\ Dan—n + Dn—IZm—n—i-l +-+ Dm—r—l—er—l + Dm—TZr = Cm

et pour "n +1r =m” , les équations précédentes prennent la forme,

DZ=C
ou B )
Dy 0 0 0 0
Dy Dy 0 0 0
Dy Dy Dy 0 0
D = DT Drfl DT,Q D1 DO c R(m+1)q><(7“+1)p
Dn Dn—l Dn—2 e Dn—r—l Dn—r
0 0 0 0 D,
et
_ZO_
Zy
Z _ c Rp(r-}-l)xk
| Z;
et .
Co
Ch
C« _ c Rq(m+1)><k

Revenons a ’équation (3.18), tout d’abord en calculant le produit polynémial ” A(s) X (s)” avec)]

A(s) = Ag + Ays+ Ags®> + -+ + A" € RIXP
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Donc,

A8)X(s) = (A X"+ + (A X + A X+ + Apri1 X1 + A X)) 8™
oo (A X+ Ap1 Xy + -+ Ay X )S"
o (A X+ A Xy 4+ X 4 ApX)sT

+--- (Ang + AoXl)S + AOXO

Puis on calcule ” B(s)Y (s) 7 avec,

B(s) = By + Bis + Bys®* + -+ + B,s" € RI*?

Y<S):%+§/18+}/252+'--—|—K~57’€Rp><k

par suite,

B(S)Y(S) = (Bn}/;“)sn+r ++ (Bnym—n + Bn—lym—n-l—l + Bm—r—&-l}/r—l + Bm—r}/r)sm
+o+ (BuYo + ByaYi 4 4 By, Y, )s"
+ 4+ (B Yo+ BoaYi+ -+ BiY, o1 + BoY)s”

+ - (B1Yy + BoYi)s + ByYy

et on attribue donc la somme entre " A(s) X (s) 7 et ”B(s)Y(s) 7, on aura cependant,
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A(s)X () + B(s)Y(s) = [A.X, + B,Y,]s"""
too 4 [An X + BV + An 1 X1 + Bo1Ymonin
o+ A1 Xoy + Byyi1 Yooy + Ao X + By Y, ]s™
o+ A X+ B Yo+ A Xy 4+ Ay 1 Xy + -+ Ay X, + B, Y )s"
+oF [AXo+ B Yo+ A0 Xs+ B Y+ + AX o+ B
+Ao X, + ByY,]s"
+o+ [AL X + B1Yy + Ao Xy + BoYils + AgXo + ByYo
= Cps" +Chp 8™ p o 4 Cus" -+ Cos" -+ Cis + O

7

en suite, en comparant les coefficients de ”s ” et pour n +r > m et n > r , il s’ensuit,

A1 Xo 4+ BiYo + Ap Xy + ByYr = C

A Xo+ B Yy + A Xi + B Y1+ + AX o+ BY, o+ A X+ ByY, =G,

AnXO + Bn% + An—le + Bn—1}/1 +oo 4t An—'rXr + Bn—ry; = O’n

AnXm—n + BnYm—n + An—le—n—H + Bn—IYm—n—H + Bm—rY;" = C1m
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<~ Yo Y Y, Y,
X X. X,
[An Bn] {Yﬂ + [Anq Bn—l] {Yj +- 1+ [An,r Bn,r} {Y} =C,
men men ' Xr
\ [An B, |:Ym—n:| + (A1 Ba |:Ym—n:11:| + -+ [Anr Bnr] {YJ B,, .Y, =C,,
Puisque,

alors, une comparaison de ce dernier systéme d’équations par (3.19), donne :

( D(): [AO Bo]
< Dl = |:A1 Bl]
| D, =[4. B)]
et . - -
_ %o
Zo = _Yo_
_[X]
Z] = _Y1_
: «
|7 v
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qui est équivalent a,

DZ=C
ou,
[Ay By O 0 0 0
A1 By A By 0 0 0 0
A, B, A_, B, A B Ay DBy
D = : . c R(m+1)q><2(r+l)p
An Bn Anfl anl Anfr anr
0 0 0 0 A, B. |
et
"X,
Yo
X4
N Y
7 — . c RQp(r—‘rl)Xk
X,
LYr
et
_CO_
Ch
C=|: | eRramtixk
LCm ]

Finalement, d’apres le Théoréme 2, la solution de équation ”DZ = C

7

est :
7 =DIC + (- D! D)W

avec W une matrice arbitraire conforme .
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3.4.5 Application numérique 4

Nous avons appliqués la méthode de résolution de 1’équation de type :
7A(s)X(s)+ B(s)Y(s) = C(s)”
sur un exemple numérique.

Soient A, B et C' des matrices définies par :

A(s)—(ZQS 2812>, B(S)—(g) 0(3)_(3ss—i1>

On remarque que le degré "n” de ” A(s)” est égale a 717, et le degré "m” de "C(s)
égale a 72",

” est

7

De méme on sait précedemment que "m = r+n”, alors le degré "r” de ” X (s)” est égale

a 2 177 X
C’est-a-dire,

A(s) = Ays+ Ao

0 2 2 0

C(S) = 0252 + 018 + Cg

A= (1) a=(8) we-(})

X(S) = X18+X0

ou,

et

ou,

et

on attribue la multiplication polynémiale ” A(s)X (s)”, on obtient donc,

A(S)X(S) = A1X182 + (AlXO + A()Xl)S + A()XO

de méme,

B(s) = By
{ Y(s) =Yis+ Y

et donc le produit ” B(s)Y (s)” devient,

B(s)Y (s) = BoYo + ByYis (3.20)

et en attribuant la somme entre " A(s) X (s)” et " B(s)Y (s)”, on aura alors,

A(S)X(S) + B(S)Y(S) = A1X182 + (AIXO + A()Xl + BOY1)$ + (A()XO + BO}/O) (321)
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et en comparant les coefficients de (3.21) et (3.20) selon le degré de ”s”, on aura donc,

AoXo + BoYo = Gy
A1X0 + A()Xl ‘I‘ B()Yi - 01
A1X1 - CQ

qui sera équivalent a,

en posant,

on déduit alors que,

DZ=C
ou,

) Ay By 0 0

D = A 0 Ay By
0 0 A; O
020000
22 2 0 00

~ 200020

D = 020 2 2 2
000 200
000020




3.4. LES EQUATIONS MATRICIELLES POLYNOMIALES
57

et
Xo
- | %
7 = X,
Yi
et
0
e ;
C: Cl -
C 3
2 1
0

finalement, d’aprés le Théoréme2 la solution de notre équation est :

7 =DiC

B Calcul de D' :
Sachant que,

D' = (D'D)IDT

et en se basant sur la remarque précédente et la propriété ”5” de l'inverse de Moore-
Penrose, I'inverse de D sera définie comme suit,

D' = (D'D)IDT = (DTD)'DT

Tout d’abord,

02 0000 022000
22 2 0 00 22 0 2 00
- 200020 s 020020
P=lgo2o0222 7 =looo0220
000200 00 2 2 0 2
000020 000200
alors,
8 4 4 0 4 0
4 12 4 4 4 4
~ o~ 4 4 4 0 0 O ~ o~
TrH T\
D'D = 0 4 08 4 4 , donc det(D" D) =4
4 4 0 4 12 4
0O 4 0 4 4 4
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S
L
o -1 -1 0 0 0
(D'D) =
o 0 0 1 0 —3
T BRI B
A
et donc,
D' = (D'D)'D"
A
11 _1
01— 00 022000
220200
-1 _1
- z —a 1000 020020
B 000220
1 _1
000 0 00220 2
000200
LI S
R
00 3 0 0 —3
0 0 0 0 0
N T A S
Dt =
000 0 3 0
o0 o0 0 o0 1
50 0} <)
alors,

\NE
Il

S
Qe
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ce qui nous donne,

N\

N[ =

N[ =

N | =

N =
N[

N | =

N |
N | =
N

o= (3
1
2
7, = (iff) =10
1

1

2

X1:
0

N |

[
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3.4.6 Application aux systémes différentiels de Lyapunov

Dans cette section, nous étudierons une nouvelle classe de systémes qui est celles des
systemes différentiels dits de Lyapunov.

Nous utilisons nos précédents résultats pour résoudre ce type de systémes.

Le systeme d’équations

X(t) = AX(t) + X(t)B + Fu(t) (3.22)

est appelée systéme linéaire de Lyapunov a temps continu, ou X (t) € R™™™ représente
I'état du systéme et u(t) € R™ ™ son controle. A € R™™ B € R™" et F € R™™,

Par application de la Transformée de Laplace sur ’équation (3.22), on aura :

L(X) = LIAX(t) + BX(t) + Fu(t)).

Grace a la linéarité de la transformée de Laplace, on déduit,

L(X)=AL[X(t)] + LIX(t)]B + FL[u(t)] .

Sous conditions initiales nulles, on obtient,
sX(s) — AX(s) — X(s)B = Fu(s) .

et si on vectorise,

vec([sI — A|X(s) — X(s)B) = Vec[Fu(s)]
et comme l'opérateur "vec” est linéaire, alors,

vec[(sI — A) X (s)] — vec| X (s)B] = vec[Fu(s)]

ceci équivaut a,

(sI®1— A® INvec[X(s)] — (B @ Ivec[X(s)] = vec[Fu(s)]

S —-A®I)— (BY @ Ivec| X (s)] = vec[Fu(s)]
alors,
[I Ols+[-(A®I) — (BT ®I)]Vec[X(s)] = C(s)
or,
D(s)Z(s) = C(s).
En remarquant que D(s) est un polynome de degré ”1”, c’est-a-dire :

D(s)=Dis+Dy (n=1)

avec,
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{Doz —(A®I) —(BT®I)
Dy=[I 0]

Puisque n > 7 et r > 0 et donc forcément r = 0, c’est-a-dire le polynome Z(s) est de
degré nul, et donc :

Concernant C(s) qui est de degré "m" avec m = n+ r.donc m = 1, i.e C(s) est de la
forme suivante :

C(s) = Cis+ Cy.

Par identification selon le degré de ”s”, on aura,

il s’ensuit,
(D15 + Dy)( Zo) = C15s+ Cy
donc,
DyZy = Cy
D1Z0 == Cl

ceci équivaut a,
Dy _ | Go
o] 1E]

[—(A@I) _(BT®I)}ZU: {go ]

or,

Pour m =n+r:
Dz =¢C (3.23)
D’apres le Théoréme 2, la solution de ’équation (3.23) est :
2= DIC+(I- D D)

ou W une matrice arbitraire.



Conclusion

Nous avons mené une étude de certaines équations matricielles polynémiales ou non,
qu’on rencontre généralement et plus souvent en automatique et controle, des analyses des
méthodes de résolution ont été proposées, des approches étendues ont été cependant dérivées.

Les systémes différentiels de Lyapunov ont fait ’objet d’une section & part. Nous avons en-
fin introduit une récente approche en transformant ces systémes a des équations matricielles
polynomiales, par conséquent, des solutions de cette classe des systémes ont été données.

Enfin des exemples illustrant nos approches ont été introduits.
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