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Symboles et Abréviations

Ensembles
R Ensemble des nombres réels.
N Ensemble des nombres entiers.
C Ensemble des nombres complexes.
R™ Espace réel euclidien de dimension n.

R ™  Ensemble des matrices réelles de dimension n X m.

Opérations, Relations Matricielles et Notations

exp(A) ou e?  Exponentielle de la matrice A € R "™,

dim(A) Dimension de A.

tr(A) Trace de A.

det(A) Déterminant de A € R™*™.

rg(A) Rang de A € R™™.

Im(A) Espace image de A; Im(A) :={y : y = Az}.

ker(A) Noyau de A; ker(A) := {z tel que Az = 0}.

AT Transposée de A € R™*™,

I, Matrice identité de dimension n X n.

1,0 Matrice identité (resp. nulle) de dimension appropriée.
Al Inverse de A € R™" det(A) # 0.

deg(P) Degré d’un polynéme P.

" Ensemble des fonctions n-fois contintiment différentiables.

- e Norme euclidienne.

Vil
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Abréviations

LTI Linéaire invariant dans le temps ( en anglais, linear time invariant).

TL Transformation de Laplace.
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Introduction

La théorie de controle est une science de l'ingénieur qui analyse les propriétés
des systémes commandés (controlés), c’est-a-dire des systémes dynamiques sur le-
quel on peut agir au moyen d’une commande (ou controle). La théorie de controle
est appliquée dans plusieurs domaine en particulier en ingénierie mathématiques et
mathématiques appliquées. L’importance de la théorie de contrdle en ingénierie ma-
thématiques et mathématiques appliquées est sa présence dans plusieurs problémes
tels qu’on cite par exemple : I’électronique, 'automatique, la cinétique chimique,
I’aéronautique et dans I'industrie, etc.. De nombreux problémes sont modélisés sous

1

forme d’un systéme de Lyapunov' singuliers.

Un systéme linéaire de Lyapunov singulier est décrit par les équations :

(1)
y(t) = Cult),

ounz(-) € R wu() € R™" y(-) € R E A F, B et C sont des matrices
constantes de dimensions appropriées. Le systéme (1) est appelé systéme linéaire
de Lyapunov singulier en temps continu unidimensionnel. Lorsque £ = I (matrice
identité) le systéme est appelé systéme linéaire de Lyapunov standard.

Les systémes de Lyapunov sont trés peu abordés par la communauté automa-
ticienne, malgré ses intéréts pratiques, voir [10]; plusieurs résultats ont été trouve
sur l'analyse de cette classe de systéemes quand F' = 0, en particulier, en terme de
I’analyse de la controlabilité et d’observabilité de cette classe de systémes, pour plus
de détails on se refere a [1], [12] et [21].

Les notions de controlabilité et d’observabilité ont été introduites par Kalman?

! Alexandre Lyapunov (6 juin 1857 - 3 novembre 1918) est un mathématicien russe.
2Rudolf Kalman (né le 19 mai 1930) est un mathématicien et automaticien américain.
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en 1960 et ils sont devenus les concepts clés de la théorie des systémes dynamiques.
Du point de vue de la controlabilité et d’observabilité, tout systéme linéaire invariant
dans le temps (LTI) peut étre décomposer par 'utilisation de la transformation de
similitude en quatre parties indépendantes. Ce fait, est ’essentiel du théoréme de la
décomposition de Kalman. Le théoréme nous permet de comprendre les différences
profondes entre les différentes formes de description des systémes dynamiques li-
néaires, la modification de la dynamique des systémes linéaires par des évaluations
de I'état et de sortie et les différences entre les différents concepts de la stabilité des
systémes dynamiques.

Dans ce contexte, nous allons présenter une extension du théoréeme de la décom-
position de Kalman pour la classe des systémes linéaires de Lyapunov singuliers.
Pour ce faire, nous avons mené des travaux de recherche sur les systémes de Lya-
punov en temps continu. Pour les systémes de Lyapunov standards nous proposons
une adaptation du théoréme. La technique utilisé nous permettre de réécrire le sys-
téme sous forme d’un systéme LTI. Il sera montré que, dans le cas des systémes de
Lyapunov singuliers, la transformation de similitude doit étre remplacer par 1’équi-
valence stricte et presque toutes les déclarations du théoréme de Kalman peuvent
étre étendues pour le systéme de Lyapunov singuliers.

Afin d’accomplir au mieux cette étude, le mémoire est structuré en quatre cha-
pitres en plus de 'introduction, la conclusion et les perspectives.

Dans le premier chapitre, nous nous préparons pour les prochains chapitres en
donnant ’arriére-plan mathématiques. Nous donnerons quelques techniques et ré-
sultats dont nous aurons besoin pour la suite. Dans le deuxiéme chapitre, nous nous
intéressons aux propriétés structurelles des systémes de Lyapunov standards et nous
présenterons la décomposition de Kalman pour cette classe de systémes.

Le troisiéme chapitre est consacré & montrer que le théoréeme de la décomposition
de Kalman peut étre étendu pour les systémes singuliers.

Ce mémoire s’acheéve par un algorithme, un exemple numérique est cependant

illustré pour I’adaptation de ’approche.

Université de Mostaganem Hafssa YFRAH



Chapitre 1

Notions de bases et préliminaires

Ce chapitre a essentiellement pour objectif de donner quelques techniques
et résultats utilisées dans ce mémoire et de présenter quelques rappels sur les sys-
témes linéaires invariants en temps continu. Pour ce faire, nous nous basons sur les

références suivantes [5], [6], [9] et [13].

1.1 Introduction

Pour prévoir le comportement d’un systéme dynamique, il est nécessaire d’ef-
fectuer une modélisation mathématique du probléme. Une telle modélisation est
souvent obtenue & ’aide de la représentation d’état. La représentation d’état d’un
processus est obtenue en appliquant la méthode dite de variables d’états. Cette
méthode offre une meilleure compréhension du systéme et s’avére trés intéressante
pour 'analyse et la synthese des systémes. Pour obtenir un modeéle d’espace d’état,
nous devons choisir quelques variables qui ont une signification physique comme la
vitesse, le poids, la température, 'accélération, etc. Ces variables doivent contenir
suffisamment d’informations pour caractériser le processus étudié. Puis, plusieurs
équations seront établies & partir des relations entre ces variables. Généralement, ce
sont des équations différentielles et algébriques qui décrivent le modéle mathéma-

tique d’un processus physique. Nous arrivons naturellement a une mise en équation



1.2. Notions sur le produit de Kronecker 2

de la forme suivante :

(1.1)
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ou x(t) € R™ est un vecteur d’états regroupant des variables d’états, & () est sa
dérivée par rapport au temps, u(t) € R™ désigne le vecteur des entrées (controle),
y(t) € RP est le vecteur des sorties (réponses ou mesures).

Dans le systéme (1.1), ’équation (1.a) s’appelle I’équation d’état (d’évolution),

et ’équation (1.b) s’appelle 1’équation de sortie (d’observation).

1.2 Notions sur le produit de Kronecker

Le produit de Kronecker est une opération portant sur les matrices, il se note

par le symbole ®.

Définition 1.1 Le produit de Kronecker de deux matrices A = (a;;) € R™*" et B =

(b;j) € RP*? est la matrice A® B € R ™" donnée par :

CLllB GlgB . . .. alnle alnB
ang CI,QQB .. c. c. CLQn,lB CLQnB
A®B= : : o : : . (12)
GmfllB am,lgB e e Ce am,ln,lB G,mflnB
am1 B ameB ... ... ) N 1 A B

Exemple 1.1 Awvec les matrices A et B suivantes :

1 0 2 1 -2
A= et B =
4 6 —3 8 5

on obtient,

1 =2 0 0 2 -
8 5 0 0 16 10
4 -8 6 —-12 -3 6
32 20 64 30 —24 -—15

A® B =

Université de Mostaganem Hafssa YFRAH



1.3. Vectorisation d’une matrice 3

Quelques propriétés de produit de Kronecker

Le produit de Kronecker posséde un certain nombre de propriétés intéressantes.

1. Le produit de Kronecker est associatif : pour tout triplet de matrices A, B et

(A B)@C=A® (B (). (1.3)

2. Le produit de Kronecker n’est pas commutatif :
A® B # B® A. (1.4)

3. Le produit de Kronecker est distributif par rapport & ’addition : Pour tout
quadruplet A, B, C' et D, tel que, (A + B) et (C' + D), existent on obtient :

(A+B)(C+D)=(AC)+(A® D)+ (B®C)+ (B® D). (1.5)

4. Le produit de Kronecker est également distributif par rapport au produit
matriciel standard : Pour tout quadruplet : A, B, C' et D, tel que, A.B et C.D,

existent on obtient :
(A C)(B® D) = (AB)® (CD,). (1.6)
5. Pour toute matrice A et B, on a :
(A B)T = AT @ BT, (1.7)
6. Si A € R™™ et B € RP*P alors :
det(A ® B) = det(A)P det(B)™ = det(B ® A). (1.8)

7.51 A € R™*™ et B € RP*P sont deux matrices non singuliéres, alors la matrice
A ® B l'est aussi et
(A B)'=A"'@ B (1.9)

1.3 Vectorisation d’une matrice

La vectorisation d’une matrice est une transformation qui convertit la matrice

dans un vecteur de colonne.

Université de Mostaganem Hafssa YFRAH



1.4. La transformation de Laplace 4

Définition 1.2 Soit A = (a;;) une matrice d’ordre m x n, on associe a A le vecteur
mn lignes, noté vec(A), obtenue en empilant les colonnes de la matrice A au-dessus

d’une autre,

’Uec(A) = [a/117 Agq, "+ s A1y @12, * s v v e Ay vt v S Qlpy s , a/mn]T . (1.10)
1
Par exemple, pour la matrice A = , la vectorisation de A est :
-1 0
1
-1
vec(A) =
2
0

La vectorisation est fréquemment utilisée avec le produit de Kronecker pour exprimer
des transformations sur les matrices. Cette propriété sera définie dans le second

chapitre.

1.4 La transformation de Laplace

Définition 1.3 Une fonction de la variable t est dite Causale, si elle est nulle pour

t < 0.

Le vecteur d’états, le vecteur de sortie et le vecteur de controle sont des fonctions
causales. Nous définissons, donc, la transformé de Laplace que pour des fonctions

causales.

Définition 1.4 Soit f une fonction du tempst et causale, sa transformée de Laplace

notée F(s) est donnée par,

oo
LIf(t)] = F(s) = / f(tyedt, (1.11)

ol s est a priori un nombre complexe.

La transformée de Laplace d'une fonction f(¢) n’existe pas dans tout les cas : il
est nécessaire que l'intégrale ci-dessus converge. La fonction f(t) s’appelle I'original

de F(s).

Université de Mostaganem Hafssa YFRAH



1.5. Outils d’algebre linéaire 5

Propriétés

Pour tout «, § dans R et pour f, g deux fonctions causales, nous décrivons les
propriétés importantes et utiles pour répondre a certains problémes de résolution.

1. Linéarité :

Llaf(t) + Bg(t)] = aF(s) + BG(s). (1.12)
2. Dérivation :
L[dfd—(;)] = sF(s) — f(0). (1.13)
3. Convolution :
L(f =g)@)] = Lf(O)|Lg(t)] = F(s)G(s), (1.14)

avec

(f*g)(t) = /f(y)g(t —y)dy. (1.15)

La transformée de Laplace inverse

La transformée de Laplace inverse notée L' est définie par,

—+o00

L7YF(s)] = f(t) = — / F(s)eds. (1.16)

1.5 Outils d’algébre linéaire

Dans cette petite section, nous proposons quelques outils d’algébre linéaire qui

sont trés utiles dans notre travail.

1.5.1 Polynéme caractéristique
On définit le polynéme caractéristique d’'une matrice A € R™*" par
Xa(A) = det[\,, — Al (1.17)

Théoréme 1.1 (Cayley-Hamilton) Soit x 4(\) le polynéme caractéristique de la
matrice A, alors

xa(4) = 0. (1.18)

Université de Mostaganem Hafssa YFRAH



1.5. Outils d’algebre linéaire 6

1.5.2 Rappel sur les exponentielles des matrices

L’exponentielle d’une matrice carrée M de dimension n se définit par son déve-

loppement en série entiére :

+o0
1 1 1.
M_ —_— 2 —_— 3 ...... p— —_— ?
M = Ly M M o M _Z;i!M’

M st de méme

ou [, est la matrice identité de dimension n. Il est clair que e
dimension que M. Voici quelques unes des propriétés importantes concernant les
exponentielles des matrices. Si M et N sont deux matrices de dimensions n x n,

alors :

eMelN = M+N i les matrices M et N commutent i.e. MN = NM.

Remarque 1.1 Plusieurs techniques existent pour calculer eMt, parmis elles, ci-
tons lutilisation du théoréme de Cayley-Hamilton ou encore la fonction inverse de

Laplace
LY — MY = Mt
1.5.3 Matrices équivalentes

Soient A et B deux matrices de R"*P. On dit que A est équivalente & B s’il existe

deux matrices carrées inversibles P € R"*" et () € RP*P telles que :
A= PBQ.

Proposition 1.1 Deux matrices sont équivalentes si et seulement si elles ont méme

rang.

Université de Mostaganem Hafssa YFRAH



1.5. Outils d’algebre linéaire 7

1.5.4 Les opérations élémentaires sur les lignes et les co-

lonnes d’une matrice

Les opérations élémentaires sont d’un intérét important et servant a répondre a
de nombreux problemes de controle en général. Utiles pour la résolution des systémes

standards et méme singuliers qu’ils soient unidimensionnels ou bidimensionnels.

Description des opérations élémentaires :

Soient m, n € N* et M une matrice & m lignes et n colonnes.

Définition 1.5 En notant L; la i°™¢ ligne de M, on appelle opération élémentaire
sur M toute opération de l'un des types suivants :
- L; — L;+sL;, ou s € R, on ajoute a la L; la j*™ ligne de M multipliée par s.

- L < Lj et L; «+ L;, permutation de deux lignes de M.

On peut effectuer des opérations similaires sur les colonnes (En notant C; la i°™¢

colonne de M).

Définition 1.6 (Matrice de permutation) Une matrice de permutation est une
matrice carrée qui vérifie les propriétés suivantes :

- Les coefficients sont 0 et 1.

- Il n’y a qu’un seul 1 par ligne.

- Il n’y a qu’un seul 1 par colonne.

Exemple 1.2 (Matrice de permutation)

0100
1 000
0001
0010

Remarque 1.2 Toute opération élémentaire sur les lignes et les colonnes de M

transforme M en une matrice équivalente.

Université de Mostaganem Hafssa YFRAH



1.6. Systémes linéaires invariants a temps continu unidimensionnel 8

1.6 Systémes linéaires invariants a temps continu
unidimensionnel

Un cas particulier des systémes de la forme (1.1) qui est utilisé pour décrire

certains types de processus est le suivant :

Ei(t) = Az(t) + Bu(t),
y(t) = Cz(t) + Dul(t).

Le systéme (1.19) est appelé systéme linéaire invariant & temps continu (sous ’hy-

(1.19)

potheése que le temps t dans lequel évolue le systéme est continu). Il est parfois utile
de considérer aussi un temps k discret, o k € N. De tels systéemes linéaires, dits a

temps discret, obéissent généralement & une équation de récurrence de type :

Ex(k+1) = Az(k) + Bu(k),
y(k) = Ca(k) + Du(k),

avec, A € R™" : la matrice d’état, B € R™™ : la matrice d’entrée, C' € RP*" :

(1.20)

la matrice de sortie, D € RP*™ : la matrice de couplage ou de transmission et

E e R™™,

Définition 1.7 Le systéme (1.19) est dit singulier si det E = 0.

-Dans le cas contraire, c’est a dire si det F # 0, il est dit standard.

-Si E = I, le systéme est aussi appelé standard (ou explicite).

Remarque 1.3 Si det E # 0, alors multiplions la premiére équation du systéme

(1.19) par E~', on obtient le systéme suivant,

i(t) = E7'Az(t) + E~*Bu(t),
y(t) = Cx(t) + Du(t),

(1.21)

qui est un systéme explicite.

1.6.1 Faisceau régulier

Un faisceau de matrices est une matrice dont les coefficients sont des polynomes

de degré 1, il est dit régulier si :

Université de Mostaganem Hafssa YFRAH



1.6. Systémes linéaires invariants a temps continu unidimensionnel 9

1. E et A sont des matrices carrées de méme ordre.
2. Le déterminant |Es — A| ne s’annule pas identiquement.
Notons que dans le cas ou le déterminant |E's — A| = 0, le faisceau est dit

singulier.
Définition 1.8 Le systéme (1.19) est dit o faisceau régulier si et seulement si

det(Es — A) # 0 pour certain s € C.

1.6.2 Théoréme de Weierstrass : Cas d’un Faisceau Régulier

Tout faisceau régulier A + AB peut étre réduit en une forme quasi-diagonale

canonique (strictement équivalente) :

J+ AN
NH

NHs

ot la forme normale du premier bloc diagonal J + Al est déterminée d’une fagon

unique par les diviseurs élémentaires de A + AB et les s derniers blocs diagonaux

correspondent aux diviseurs élémentaires infinis i, ..., i,
avec,
| 1 0 ] [ 0 1 0 ]
Nt = | 1 | 0 1
1
0 1 0 0
[ 11 0 |
1

N 1
0o ... ... 1

Remarque 1.4 Pour plus de détails, et concernant les notions des diviseurs élé-

mentaires finis et infinis, on se refaire a [9].

Université de Mostaganem Hafssa YFRAH



Chapitre 2

Les systémes linéaires de

Lyapunov en temps continu

Ce chapitre sera consacré a ’étude des systémes linéaires de Lyapunov en temps
continu. Dans un premier temps nous aurons a réécrire le systeme de Lyapunov
sous forme d’un systéme LTI pour faciliter I’étude des propriétés de cette classe de

systémes par la suite. Nous nous basons pour ce faire sur les références suivantes :

[1], [2] et [16].

2.1 Introduction

Un systéeme décrit par les équations :
(2.1)

est appelé systéme linéaire de Lyapunov a temps continu unidimensionnel, ou z(t) €
R™™ est Iétat, u(t) € R™ ™ est le controle, y(t) € RP*™ est la sortie, A € R"™" F
e R B e R (' e RP*™ et E € R™" sont des matrices constantes. Le systéme
(2.1) est appelé singulier si det F = 0. Dans le cas contraire i.e. det E # 0 est dit

standard ; si F = I, le systéme est aussi appelé standard ou explicite.

Remarque 2.1 Dans le cas ou det E # 0, en multipliant la premiére équation du

10
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systéme (2.1) par E~1, on obtient le systéme suivant :

i(t) = B~ Ax(t) + E7 a(t)F + E~*Bu(t), (2.2)

qui est un systéme explicite.

La technique utilisée pour étudier les systemes de Lyapunov en temps continu est
la vectorisation moyennant le produit de Kronecker. Cette technique nous permettra
de réécrire le systéme sous forme d’un systeme LTI. La proposition suivante nous

caractérise la relation entre ses deux notions.

Proposition 2.1 Soient A, B et Y des matrices de dimensions n X m, m X [ et

[ X k respectivement, on a alors,
vec(AY B) = (BT ®@ A)vec(Y). (2.3)
1l existe deux autres formulations utiles :
vec(Y B) = (BT @ Ivec(Y) (2.4)
vec(AY) = (I ® A)vec(Y) (2.5)
tel que I est la matrice identité dans la dimension appropriée.
Maintenant, en appliquant opérateur vec au systéme de Lyapunov (2.1) en
utilisant les propriétés ci-dessus, nous aurons :

(2.6)

ou &(t) € R™, u(t) € R™ g(t) € R, G € R xn* [ e R7*xnm [ g RwXn? ef
E € R”*"* tel que :

2(t) = wee(z(t)), a(t) = vec(u(t)), §(t) = vec(y(t)),

G = I,oA+F'®I, H=1,9B, K=1,8Cet E=1,% E.

Remarque 2.2 On s’intéresse plus particuliérement dans ce chapitre au cas stan-

dard i.e. E=1,Q1, = I,2.

Université de Mostaganem Hafssa YFRAH



2.2. Systémes linéaires de Lyapunov a temps continu standard 12

2.2 Systémes linéaires de Lyapunov a temps continu
standard

On considére le systéme suivant :

avec la donnée de la condition initiale Z(ty) = Zo.

Notre objectif principal est d’analyser cette classe de systéme.

2.2.1 Trajectoire d’états et réponse du systéme de Lyapu-

nov en temps continu

Nous limitons notre attention sur ’équation homogeéne correspondant a (2.7) et

qui est donnée par :

#(t) = Gi(t). (2.8)

Définition 2.1 On appelle une matrice de transition (ou matrice de transition

d’état), l'unique solution du systéme différentiel matriciel

Y(t) = AY (1),

satisfaisant la condition initiale Y (to), et qui est donnée par ®(t,ty) = eAt=10),

Proposition 2.2 La matrice de transition ® vérifie :
D(t, tg) = AD(L, 1)
O(t,t) = 1.
(®(t,t0)) ™ = (o, 1).

D(to, t1)P(t1,t) = P(to,t) V (to,t1,t) € R3.

A travers ses propriétés et définitions, nous caractérisons la recherche de la so-

lution de (2.8) par le lemme suivant :
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Lemme 2.1 Soient

O1(t,t0) = exp((ln ® A)(I = to))

et Pa(t,to) = exp((F' @ L)(t — o)),

les matrices de transition du systéme i(t) = ([, ® A)x(t) et :%(t) = (FT' @ 1,)z(t)

respectivement, alors la matrice ®(t,to) définie par,
(I)<t7 to) — (I)l(t, to) ég(t, to) (29)

est la matrice de transition du systéme (2.8), et toute solution de (2.8) est de la

orme x = 0)T\lg) avec T\lg) €ST UN vecteur constan orare n-.
f 7(t) = ®(t,to)Z(to) i(to) est t tant d’ordre n?

Preuve. On considére

Dt tg) = Di(t,to)DPa(t,to) + Py(t, to)Do(t, to)
= (L, ® A)®1(t, to)Do(t, to) + (FT @ L,)®1(t, to) P2(t, o)

= (L, @A+ FI @ L)®(t,t0)Ps(t, to)

Par conséquent ® = G®, de plus, ®(t,t) = $y(t,t)®y(t,t) = I,21,2 = I,2, alors ®
est la matrice de transition de (2.8). En outre, il peut facilement voir que Z(t) =
O(t,t9)Z(to) est une solution de (2.8) et chaque solution de (2.8) est de cette forme.

|
Remarque 2.3
exp((I, ® A)(t —to)) exp((FT @ L)) (t — to)) = exp((I, ® A+ FT @ L,)(t — ty)).

Pour monter ¢a, on utilise la propriété du produit de Kronecker (1.6), on obtient

alors,

(Lo AFT®l,) = FTA
= (F'I,) ® (I1,4)

= (FT®I,)(I,® A).

Dans ce qui suit, la solution de (2.7) est dérivée.
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Théoréme 2.1 Soit ®(t,ty) la matrice de transition de (2.7), alors la solution
unique de (2.7), avec la donné de la condition initiale T(to) = To, est,

T(t) = ®(t, to) | Z(to) + /CD(tO,T)(]n ® B)u(r)dr| . (2.10)

to
Preuve. Nous envisageons deux étapes,

la premiére étape : La solution de ’équation homogeéne qui est donnée par,
Z(t) = ®(t,10)2(to).
la deuxiéme étape : La solution de I’équation compléte (non homogene),
#(t) = Ga(t) + Hi(t).

Par la méthode de la variation de la constante. On a donc Z(t) = D(t,t0)z(1),
2(tg) = Z(to) d’ont par dérivation, on obtient :

#(t) = Dt to)2(t) + B(t, to)5(2).
L’équation d’évolution f(t) = GZ(t) + Hu(t), se transforme donc en
(I, @ A+ FT @ L)®(t,t0)z(t) + ®(t, t0)2(t) = G ®(t,t9)2(t) + Hii(t)

Soit, apres simplification,

O(t, t0)2(t) = Ha(t)

on obtient, alors,

A(t) = B(to, ) Hii(t)

et aprés intégration, nous obtenons :
t

z(t) = 2(to) + /(I)(tO,T)Hﬂ(T)dT.
to

Donc,
t

z(t) = D(t,t0)(2(to) + /@(to,T)H'&(T)dT)

= (I)(t,tg) ZZ'(t()) +/q)(t0,7')H’l~L(7')d7' s
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avec, H =1, B. m
La réponse du systéme (2.7) est donné par,

g(t) = (I, @ C)O(t, to) |Z(to) + /(I)(to,T)(In ® B)u(r)dr| . (2.11)

2.3 Analyse et propriétés des systémes linéaires

de Lyapunov

Dans ce paragragraphe on va considérer quelques concepts de controlabilité et

d’observabilité du systéme (2.7), puis on établit des critéres pour les caractériser.

2.3.1 Controlabilité

Question posée :
Etant donnés deux états Ty = #(to) et #; = (t;), est-il possible de guider un
systéme initialement en z, jusqu’a I’état z; 7 en terme mathématiques, le systéme

est-il controlable 7

Définition 2.2 Le systéeme (2.7) est dit contrélable (commandable) sur l'intervalle
fini [to; tf] si et seulement si pour tout état de départ T(ty) = Zo, tout état d’arrivée
T(ty) = Ty et tout temps fini non nul T' il existe une fonction de commande u(t)

[to; T] — R™ telle que la solution du systéme satisfaisant la condition initiale

Z(to) = Zo satisfasse T(T =1ty) =Ty .
Caractérisation

Vo, Vig, VT >0 fini, Ja(t) : [t;T] — R™ | #(T, &0, i) = 7.

Définition 2.3 Le systéme (2.7) est dit complétement contrélable si et seulement

st tout les états sont controlables.

Lemme 2.2 Le systéme (2.7) est controlable si et seulement si la matrice de com-
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mandabilité symétrique de dimension n? x n?

W (to, t7) = /(I)(to, 7)(I, ® B)(I, ® B)'®*(to, 7)dr,

to

est inversible, ot ® est définie dans (2.9). Dans ce cas, le controle est
a(t) = — (I, ® B)'®" (to, )W (to, ;) {T0 — ®(to, t;)Ts} (2.12)

définie sur ty <t <ts, et transférant T(ty) = To en T(ty) = Ty.

La matrice W est appelée grammien de controlabilité.

Nous citons quelques notions mathématiques utilisées dans la preuve.

- v]]2 = \/g, avec, v est un vecteur colonne de dimension n.

- Une mabtrilc:e1 symétrique S € R™" (i.e. ST = 9) est dite :

1. Définie positive ( S > 0) si et seulement si 7Sz > 0 pour tout z € R",

x # 0.

2. Semi-définie positive (S > 0) si et seulement si 7Sz > 0 pour tout x € R™.

Preuve. Supposons que W (to,ts) est inversible, alors le controle défini par (2.12)

existe. Maintenant en substituant (2.12) dans (2.10) avec ¢ = ¢, nous avons,

Par conséquent, (2.7) est controlable.

Inversement, supposons que le systéme (2.7) est controlable, alors nous devons

montrer que W (t,ts) est non singuliére.
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W est symétrique, car,

wh = /@(to, 7)(I, ® B)(I, ® B)T®" (to, 7)dr

to
ty

_ / (@7 (to, ™))" (I © B)") (I, @ B) " (to, 7)dr

to

= W

Puisque W est symétrique nous pouvons construire la forme quadratique

ATWa = / 07 (7. 10)0(r to)dr (2.13)

oll « est un vecteur colonne constante arbitraire de dimension n? et
O(1,t0) = (I, ® B)T(IJT(tO, T)a,

de (2.13), W (to,ts) est semi définie positive. Supposons qu’il existe un certain

B # 0 tel que BT (¢, tr) =0, puis & partir de I’équation (2.13) avec § = 7 quand

ty
/ Inl2dr =o.
to

En utilisant les propriétés des normes, nous aurons,

o = 3, ceci implique

T]<7-7t0) = 07 tO S T S tf (214)

Comme (2.7) est controlable donc il existe un controle U(t) rendant Z(t;) = 0 si
Z(tg) = . Par conséquent, a partir de (2.10) nous aurons,

ty

5= —/é(to,T)(In ® B)U(7)dr.

to
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On considére par suite,

ty
BIP = 875 =— / 07 (r)(I, ® BY"®" (to, 7)fdr
tf °

= —/0T(T)77<T,t0)d7' = 0.

to
d’ou f = 0, qui est une contradiction & notre supposition, donc W (to,ty) est

symétrique et définie positive et elle est par conséquent inversible. m

Théoréme 2.2 (Le critére de Kalman) Le systéme (2.7) est controlable si et

seulement si la matrice @ définie par,

est de rang plein i.e. rg(¢) = n? ou n? est Uordre du systeme (2.7) avec G =

I, A+FT®1I, et H=1,® B, ¢ est appelée la matrice de controlabilité.

Dans ce cas, la paire (G, H) est dite controlable. Notons que ce théoréme est un

test pratique pour la controélabilité.

Un autre test par les valeurs propres adapté au test de Popov-Belevitch-

Hautus est cependant caractérisé.

Théoréme 2.3 (Test par les valeurs propres pour la controlabilité) Considérons

la matrice

[I2s — G, H] € R >0 4nm)

La paire (G, H) est controlable si et seulement si
rang([L2s — G, H]) = n? (2.15)

pour toute valeur propre de G.

Ou en d’autres termes, la paire (G, H) n’est pas contrélable si et seulement si
rang([I,2s — G, H]) < n? (2.16)

pour certaines valeurs propres s de G.
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Sous-espace de contrdlabilité

On définit le sous-espace vectoriel, noté R., qui contient tout les états contro-
lables, comme suit :

R, — /Cb(t,T)(In@B)ﬂ(T)dT, () : tot] — R™ b

to

R. est le sous-espace de controlabilité.
Théoréme 2.4
R. =Im, tel que Imp = vect{H,GH,...... ’an_lH}‘

Lemme 2.3 Si l’état © € R, alors, GT € R, i.e. l'espace RN, est G—invariant.

Preuve. Si 7 € R, ca signifie qu’il existe un vecteur « tel que
i=[HGH ---G" 'Hlao,
alors,
Gi= [GH G*H ---G"H]a,
grace au théoréeme de Cayley-Hamilton, G peut étre exprimée comme combinaison

linéaire de G™*~1, ..., I,2, ce qui implique # = ¢ donc, G € R.. m

Maintenant, nous allons établir une forme spéciale pour un systéme non contro-

lable en séparant les parties controlables & des parties non controlables.

Forme standard pour le systéme non contrélable

Si le systeéme (2.7) est non contrdlable i.e. rangy = n. < n?, il est alors possible de
séparer la partie controlable du systéme au moyen d’une transformation de similitude
approprié, ce qui revient a changer la base de I'espace d’état R..

On consideére {vy, vg, ... ... , Un. + tout les n. vecteurs linéairements indépendants

de R.. On définit la matrice de transformation ( ou de similitude) Q € R *"*,

Q = [Ul, Vo, ...... y Unes Qn2fnc] (217)
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ou la matrice Q,2_,. de dimension n? x (n* — n.) contient n? — n, vecteurs linéai-
rements indépendants choisit de tels sorte que la matrice () soit non singuliére. Il

existe de nombreux choix.

Lemme 2.4 Pour la paire (G, H) non contrélable, il existe une matrice non singu-
liere Q) tel que,

, Gn G _ i
G=0'co=| " |, B=0'H=| "], (2.18)
0 Ga 0

ot G € RXne [ € R">*"™ et lq paire (Gy1, Hy) est controlable.

La paire (G, H) est appelée la forme standard pour le systéme (2.7) non contro-
lable.
Preuve. i) Montrons 'existence de la matrice @ :

La matrice () de dimension n? x n? existe par construction et elle est inversible

car det(Q) # 0.

i1) Nous avons besoin de voir,

G G -

GQ = Gluy, vy ... ... Uney Qn2_n,| = [V1,02, ... ... s Unes @n2_n,] ~ = QG.
Comme l'espace K. est G—invariant, alors, Gv; € R., qui peut étre écrite comme
combinaison linéaire seulement de n. vecteurs dans la base de R., alors G;; est une

matrice de dimension n. X n., et la matrice ci-dessous est nulle.

De méme,

avec, les colonnes de H qui sont linéairements indépendantes sont dans ..

i11) On considere le changement de base Z(t) = QZ(t), le systéme (2.7) devient :

S

Qz(t) = GQZ(t) + Hu(t)

— (t) = Q'GQz(t) + Q" Hu(t)
y(t) = KQx(t) y(t) = KQx(t)
notons G = Q7'GQ = Cu C_¥12 L H=Q'H = i et K = KQ qui n’a
0 Go 0
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pas de forme particuliére, on obtient donc la forme suivante :

#(t) = C:Jf(t) + Ha(t), (2.19)
g(t) = Kz(t),

cette représentation est appelée la forme standard de systéme (2.7) non contrélable.
iiii) Il reste & montrer que la paire (Gyy, H;) est controlable, on définit la matrice

de controlabilité @ pour le systéme (2.19) donnée par,

p = [H GH--- - (‘;nzflf[]

rgp = rgp = n., car,

B H, GuH - _711;—1[:[1
rgY =1g
0 0 ceeens 0
par le théoréeme de Cayley-Hamilton,
rgp =rglH, GuH----- G’?Eflf_fll e C_T"ff’lﬁl] = n, donc la paire (Gyy, H;)

est controlable. m

L’équation d’état peut maintenant étre écrite comme suit,

T1(t) = G T (t) + Grala(t) + Hya(t),

: _ (2.20)
To(t) = GaaZa(t),

ce qui montre que le controle @(t) n’affecte pas la composante To(t) et, par consé-
quent, la composante Z(t) est déterminée uniquement par la valeur de vecteur initial
To(to).

L’entrée (t) affecte certainement z(t), on notera également que 1’élément de

trajectoire T1(t) est également influencée par Zs(t).

2.3.2 Observabilité

Définition 2.4 Le systéme (2.7) est dit observable si Ty est déterminé d’une ma-

niére unique connaissant u(t) et j(t).

Définition 2.5 Le systéme (2.7) est dit complétement observable si et seulement si

tout les états sont observables.
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Voici un test d’observabilité adapté au systéme de Lyapunov et en relation avec

la matrice gramienne.

Lemme 2.5 Le systéme (2.7) est observable si et seulement si la matrice d’obser-
vabilité symétrique
tr
Vito t/) = / BT (7, 10) (I, ® OV (I, & C)B(r, to)dr (2.21)
to
est inversible.

La matrice V' est appelée gramien d’observabilité.

Preuve. Supposons que V (ty,ts) est inversible. Nous avons,

y(t) = (In @ C)&(1).
Comme Z(t) = ®(t, to)x(to) + @(t,to)/@(to, 7)(I, ® B)u(r)dr, on a :
§(t) = (I, ® C)(t, to)i(to) + (I ® C)B(, fo) / B(ty, 7)(L, © B)a(r)dr,
en posant y(t) = (I, ® C)P(t, to)/tb(to, 7)(I,, ® B)a(T)dr, on obtient,

to

g(t) = (L, ® C)O(t,10)Z(to), (2.22)

avec,
g(t) = g(t) = y(@).
Multiplions (2.22) par ®7(¢t,o)(I, ® C)T et aprés intégration, on obtient,

/ BT (7, 10) (I ® CYT(7)dr = V(t, £1)3(to),
= (1) = Vito,ty) ™ [ ¥ (o)1 @ O i),

d’ou le systeme (2.7) est observable.
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Inversement, supposons que (2.7) est observable, nous montrons que V (¢, tf) est
inversible.
V' est symétrique, car,
ty T
yT o / BT (7, t0)(In ® ) (I, @ C)B(7, to)dr
to
ty

_ / O (7. o) (I, @ C)' (I, ® O (B (7, o)) dr

to

= V.

Comme V' (o, ts) est symétrique, nous pouvons construire la forme quadratique

oVa = / (I, ® CY®(T,t0) | [(I, ® C)®(T,t0)a]dr (2.23)

to

ty
- / ln(r. to)|2dr > 0,
to

oll av est un vecteur colonne constante arbitraire de dimension n? et
n(7,to) = (I, ® C)P(7,to)cx.

De (2.23) V/(to,ts) est semi définie positive. Supposons qu’il existe un certain /3 tel

que ATV B = 0. A partir de 'équation (2.23) avec n = 6 quand o = 3, ce qui résulte,

tr
Jlo(r,to)||2dr =0
to

:>0(7',t0):0, toSTStf

= (I, @ O)®(7,t0)3 =0, to < T < t}.

De (2.22), ceci implique que lorsque Z(tg) = 3, la sortie est identiquement nulle
sur tout l'intervalle, alors Z(#p) ne peut pas étre déterminer d’'une maniére unique,
c’est une contradiction avec le systéme (2.7) est observable. Donc V' (o, %) est sy-

métrique et définie positive, et alors inversible. m

Théoréme 2.5 (Le critére de Kalman) Le systéme (2.7) est observable si et seule-
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ment si la matrice O définie par,

KG

KGn271

est de rang plein i.e. rg0 = n? avec G = I, @ A+ F'® I, et K = I, ® C. On

appelle O la matrice d’observabilité.

Dans ce cas, la paire (G, K) est dite observable.

Voici un test par les valeurs propres étendu pour ’observabilité.

Théoréme 2.6 (Test par les valeurs propres pour ’observabilité) Considérer

la matrice
In28 -G

K

c R(n2+np) xn? )

La paire (G, K) est observable si et seulement si

I2s —G )
rg =n (2.24)
K
pour toute valeur propre de G.
Ou en d’autres termes, la paire (G, K) n’est pas observable si et seulement si le
In28 -G

rg <n? (2.25)
K

pour certaines valeurs propres s de G.

Sous-espace de non observabilité

L’espace des états non observables, notée R, est un sous-espace vectoriel, définie
comme suit :

Rs = ker(0), tel que, ker(O) = {Z / OF = 0}. Ry est le sous-espace des états
non observable.

Il est clair que, ’état T est observable si et seulement si Ox # 0.
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Lemme 2.6 Si l’état T € Ry , alors G € Ry i.e. lespace Ry est G—invariant.

Preuve. Si & € Ry, ca signifie que Oz = 0. Montrons que GZ € R i.e. OGT = 0.
On a

K KG
KG KG?

O0Gi = , Gr = 7
KGr-1 KG™

A 2 N . 2 ~ . , . .
grace au théoréeme de Cayley-Hamilton, G™ peut étre exprimée comme combinaison

linéaire de G, ... I,2, ce qui implique OGZ = 0 donc G € Ry =

Quand le systéme (2.7) est non observable, il est possible de séparer les parties
observables a des parties non observables. On exposera dans ce qui suit la forme dite

spéciale pour un systéme non observable.

Forme standard pour le systéme non observable

La forme standard pour le systéme (2.7) non observable peut étre dérivée de la
méme manieére que la forme standard de systéme non controlable. Si le systeme n’est
pas observable i.e. rangO = np < n?, il est alors possible de séparer la partie du
systéme non observable a ’aide d’une transformation de similitude. Cela revient &
modifier la base de 1’espace d’état Rs.

On considére {vy,vg,...... ,Uns } tout les ng vecteurs linéairements indépen-
dants de Ry tels que ng = n? — np. On définit la matrice de transformation de
similitude Q € R *"*,

Q = [QnpsV1,V2y ...  Ungs] (2.26)
ol Yy, contient np vecteurs linéairements indépendants choisis de tels sorte que la

matrice () soit non singuliére. Le choix n’est pas unique.

Lemme 2.7 Pour la paire (G, K) non observable, il existe une matrice non singu-

liere @ telle que,

) 0 _
G=0'co=| " |, E=KQ=|FK 0] (2.27)
G21 G22
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ot Gy € Rmoxmo | [} € R™*"0 et [ paire (G411, K,) est observable.

La paire (G, K) est la forme standard pour le systéme (2.7) non observable.
Preuve. i) Montrons l'existence de la matrice @ :

La matrice Q de dimension n? x n? existe par construction et elle est inversible car,

det(Q) # 0.

i1) Nous avons besoins de voir ¢a,

G 0 _
GQ:G[QnO,UI,Ug, ...... 7Uné] = [Qno,vl,vg, ...... ,Uné] _ _ :QG
Ga1 Ga
Comme l'espace ker(O) est G—invariant, alors, Gv; € ker(O), qui peut étre écrite
comme combinaison linéaire seulement de ng vecteurs dans la base de ker(O), alors

(G11 est une matrice de dimension np X np, et la matrice ci-cotée est nulle.

De méme,

KQ:K[QnO,Ul,Ug, ...... ’U”O]:[[_(l 0i|:[(

avec, les lignes de K qui sont linéairements indépandantes sont dans (ker(O))*.

i71) On considére le changement de base Z(t) = Qz(t), le systéme (2.7) devient :

Qx(t) = GQI(t) + Bul(t) — T(t) = Q'GQE(t) + Q  Hul(t)
y(t) = KQxz(t) y(t) = KQz(t)
_ G 0 _ _ _
notons G = Q'\¢Q = | " | K = KQ:[Kl ()]etH:Q”Hqui
G21 G22

n’a pas de forme particuliére, on obtient donc la forme suivante,
(2.28)

Cette représentation est appelée la forme standard dite aussi spéciale de systéme

non observable.

iiii) Il reste & montrer que la paire (G1;, K;) est observable, on définit la matrice
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d’observabilité O pour le systéme (2.28) donnée par,

K
. KG .
0= . =0 =0Q
Kén2—1
rg(0) = rg(0) = no, car,
K, 0
. K.\G 0
rg (O) =rg 1_ H .
K.G571 0
par le théoréme de Cayley-Hamilton,
K,
_ a2
~ K]_Gllo — —
rg (O) =719 | —————| = no, donc la paire (G1, K1) est observable. m
KGot

L’équation de sortie peut maintenant étre écrite comme,
71(t) = Guai(t) + GraZa(t) + Hyii(t),
To(t) = Gon Ty () + Goalio(t) + Hati(t),
y(t) = K1z (t),

(2.29)

il est clair que 1’état To(t) est non observable, par contre Z;(t) est observable

parce que la paire (GH, K 1) est observable.

2.3.3 Systémes duals

On considére le systéme

B(t) = GE(t) + Hul(t), (2.30)

avec,
G=1,dA+F'®I, H=1,®Bet K =1,%C.
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le duale du systéme (2.30) est définie comme suit,
(2.31)

ou
Gp=G' =1, AT+ F®I, Hh=K'=1,C" et Kp=H'=1,® B".

Le systéme (2.30), noté par {G, H, K}, est controlable si et seulement si son

duale (2.31), noté par {Gp, Hp, Kp}, est observable, et inversement.

Preuve. Le systéme {G, H, K} est controlable si et seulement sip = |H GH ---G"~'H

est de rang plein, et {Gp, Hp, Kp} est observable si et seulement si

HT

HTGT
Op

HT(GT)n2—1

est de rang plein. Or Of, = ¢, donc {G, H, K} est controlable si et seulement si

{Gp,Hp, Kp} est observable. m

Remarque 2.4 Comme dans la discussion précédente concernant la paire (G, H )
non controlable, nous allons sélectionné une matrice de transformation () pour ré-
duire une paire (G, K) non observable o la forme standard. Le plus simple est de

citer la dualité et de travailler avec la paire (Gp = GT, Hp = KT) non contrélable.

Dans les deux sections précédentes, nous avons présenté deux types de formulaires
standards, qui dépendaient d’une séparation des états controlables & des états non
controlables, et une autre qui sépare les états observables a des états non observables.
La question se pose naturellement de savoir si ces deux formes standards peuvent

en quelque sorte étre combinées. La décomposition de Kalman fait exactement cela.

Une décomposition de Kalman fournit un moyen mathématique pour conver-

tir une représentation de tout systéme LTI & une forme dans laquelle le systéme
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peut étre décomposer en une forme standard qui indique clairement les composants
observables et/ou controlables du systéme.

Nous considérons le systéme (2.7) non controlable et non observable, nous pré-
sentons maintenant 'adaptation de ce théoréme a cette classe des systémes.

On note n,. la dimension du sous espace controlable R, tel que n, = dim R, =
range. La dimension du sous espace non observable f5 = ker(O) est donné par ns =

2

n? — rangO = n?

— no. Soit n.5 < min(n,.,ng) la dimension du sous espace R.5 =

R. N Ry, qui contient tous les vecteurs d’états controlables mais non observables.
On choisit

Q=[Vi Vo V3 V] (2.32)

o V; € R”*(e5) contient les n.o vecteurs formant une base pour R.5, Vo €
R™**(ne=nco) contient les n, — n.s vecteurs qui formant une base pour R., V3 €
R™**(0-10) contient ng — n.5 vecteurs constituant une base pour Ry et V; €
R X (*+(ne0—ne=16)) contient les n? + (n.5 — ne. — ng) vecteurs choisis de tels sorte

que la matrice () soit non singuliére.

2.4 Théoréme

Pour la paire (G, H) non controlable et la paire (G, K) non observable, il existe

une matrice () non singuliére tel que,

Gll Gl? 613 614
_ 0 G 0o G
G _ QilGQ _ 22 i 724 ’
0 0 Gz Gz
0 0 0 Gu
H, (2.33)
_ H
H=Q'H=| "|.
0
0

ot : (G, Hy,0) représente la partie controlable et non observable, (Gao, Hy, K>)

représente la partie controlable et observable, (Gss,0,0) représente la partie non
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controlable et non observable, (Gu4,0, K;) représente la partie non controlable et
observable.

Avec, Gq; € R™0X"0  (Goy € RMem0)X(e=ne0)  Gay € R(M0—70)*(n0-10)
G € R(n2+(ncé*”c*"é))x(n2+(nco*nc*né))’ H, € Rrwoxnm  F, ¢ Re—no)xnm [g,

Rnpx(nc—ncé) et K4 c Rnpx(nQ—l—(nC@—nc—n@)).

Figure 1 : Schéma illustrant la décomposition de Kalman.

Interprétation du schéma

D’apres la figure, il en résulte que,

1- I'entrée u affecte directement seulement la partie controlable et non observable
et la partie controlable et observable.

2- L’entrée est reliée a la sortie du systéme uniquement par sa partie controlable
et observable.

3- Sur la sortie du systéme affecte aussi, indirectement, la dynamique de la partie

non contrélable et non observable et la partie non controlable et observable.
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Chapitre 3

La décomposition de Kalman pour
les systémes de Lyapunov

singuliers

Dans ce chapitre, on s’intéresse a ’étude des systémes linéaires de Lyapunov
singuliers unidimensionnels tells que, la régularité, la trajectoire d’états et réponse
du systéme, la commandabilité et ’observabilité. Ensuite, nous présentons la dé-
composition de Kalman étendue pour cette classe de systémes. Enfin, nous allons
présenter la notion d’une réalisation minimale. Pour ce faire, nous nous basons sur

les références [8], [14] et [22].

3.1 Introduction

Un systéme décrit par les équations

Ei(t) = Ax(t) + 2(t)F + Bu(t),

(3.1)
y(t) = Cx(t),
est appelé un systéme linéaire de Lyapunov singulier.
Le systéme (3.1) est équivalent au systéme (3.2),
Bi(t) = Ga(t) + Ha(t),
() = Gi) + Hi )
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2(t) = wee(z(t)), a(t) =vec(u(t)),  §(t) = vec(y(t)),

G = I,L,A+F'®I, H=1,8B, K=1,8CetE=1,QEFE.

Le systeéme (3.2) est aussi appelé systéme singulier, car,

det(F) = det(l, ® E) = (det I,)"(det E)" = 0.
Définition 3.1 Le systéme (3.2) est dit réqulier si et seulement si
det(Es — G) # 0 pour certain s € C. (3.3)

Pour un systéme singulier, on supposera pour la suite que det(Es — @) # 0 pour

un certain s € C.

3.2 Trajectoire d’états et réponse du systéme

3.2.1 Solvabilité par le théoréme de Kronecker-Weierstrass

Si la condition (3.3) est satisfaite alors il existe deux matrices non singuliéres
P e R™xn* gf Q € R™*"* telles que le systéme (3.2) peut étre décomposer en deux
sous systémes :
1- un sous-systéme lent :
i’l - Gli’l + ﬁlﬁ,
_ (3.4)
1 = K17y,
2- un sous-systeéme rapide :
Ny = &y + Hyi,
_ (3.5)
Yo = Koo,

ou

. 0
E=PEQ= . N e R,
0 N
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_ G,y 0 _
G = PGQ = , Gy e Rmxm
0 I,
_ H, _ _
H=PH=| |, H e R"*" [, c Rm2xnm
H,

C=0CQ-= [ e ] Cy € R™*™ Oy € RP"™,

J = 1 + o, n1 = degdet[Es — G|, ny + ny = n%, N est nilpotente d’indice de
nilpotence j, c.-a-d. N#~1 £ 0 et N* = 0, avec p = rgFE — deg(det[Es — G]) + 1.

3.2.2 Trajectoire d’états et réponse du systéme

Nous présentons dans ce qui suit, la trajectoire d’états pour la classe des systémes
linéaires de Lyapunov singuliers.

Considérons le systéme singulier défini par (3.2), et qui vérifie (3.3). Le systéme
(3.2) est équivalent au systéme donné par (3.4) et (3.5).

Le sous-systéme (3.4) est un systéme usuel, sa trajectoire d’état est définie pour
toute condition initiale Z(ty) par,

t

By = B(t t0) (@1 (1) + / B(to, 7)Hyii(7)dr), (3.6)
to
et sa réponse est donnée par,

t
ﬂl = Kl [(I)(t, to)(i’l(to) + /@(t, T)Hlfl,(’T)dT)] (37)
to
Calculons a présent la réponse du sous-systéme rapide. Supposons @(t) € ¢t
ot ("' désigne 'ensemble des fonctions (i — 1) fois contintiment différentiables. En

dérivant et en pré-multipliant par N Péquation (3.5) (u — 1) fois, on peut écrire :
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NZy(t) = Zo(t) + Hyu(t)
N222(t) = Niot) + NHya(t)
Nz @) = NE1E8 D) + N akD ()
NeE @) = NeEy T () + NP2 B (¢)

0 = NZE ) 4 N EaD (),

on déduit expression de To(t) et finalement de (),

pn—1

To(t) = =Y N'Hyu(t),
=0
p—1

To(t) = =) KyN'Hy,a9(t).
=0

Pour finir, 'état z(t) = Qz(t) et la réponse de §(t) = KQZ(t).

Théoréme 3.1 La solution de l’équation d’état avec la donné de la condition ini-
tiale, est donnée par la formule suivante :

t

(t) = @ Sl D(t,to)(T1(to) + /@(tO,T)}_Ilﬂ(T)dT) (3.8)
0 v 0
+Q {— > N'Hya® (t)} .
Ing =0
La réponse de systéme est cependant donné par :
i) = KQ¢ || @@+ ot il (39)

to

0 e
+KQ (=) N'Hyi(t))
Inz =0

Université de Mostaganem Hafssa YFRAH



3.3. Controdlabilité - Observabilité 35

3.3 Controlabilité - Observabilité

3.3.1 Controélabilité

Définition 3.2 Le systéeme (3.2) est dit contrélable (commandable) sur lintervalle
fini [to;ty] si et seulement si pour tout état de départ T(ty) = To, tout état final
Z(ty) = Ty et tout temps fini non nul T il existe une fonction de commande u(t)
[to; T — R™ wérifions a(t) € ("', telle que la solution du systéme satisfaisant la
condition initiale T(tg) = Ty satisfasse T(T =ty) = Ty.

Considérons le systeme (3.2) sous sa forme de Kronecker-Weierstrass (3.4) et

(3.5) alors nous pouvons donner le théoréme suivant :

Théoréme 3.2 Les propositions suivantes sont équivalentes :
1) Le systéme (3.2) est controlable.

2) Le sous systéme lent et le sous systéme rapide sont tous les deux contrélables.
3)
rglls — Gy, Hi] = mny, pour certain s € C (3.10)

et rg[N, Hy] = ny, avec, ny +ng = n’.

4)

rg[Es —G,H]=n?  pour certain s € C ..... (a)

et
rg[E, H =n* ... (b). (3.11)

Preuve. On se base sur [3] pour adapter nos résultats, il s’agit d’une extension aux

systémes de Lyapunov. m

3.3.2 Observabilité

Définition 3.3 Le systéme (3.2) est dit observable si Ty est déterminé d’une ma-

niére unique connaissant u(t) et g(t).

Théoréme 3.3 Les propositions suivantes sont équivalentes :

Université de Mostaganem Hafssa YFRAH



3.4. Décomposition de Kalman 36

1) Le systéme (3.2) est observable.

2) Le sous systéme lent et le sous systéme rapide sont tous les deux observables.

3)

Is — Gl .
rg = ny, pour certain s € C (3.12)
K
N 2
et rg = Tng, avec, N1 + Ny =N".
K,
4)
Es—G ) _
rg =n*, pour certain s € C.....(a)
K
et
E 2
rg =n (D). (3.13)
K
Preuve. Pour adapter nos résultats, nous nous basons sur [3]. =

3.4 Décomposition de Kalman

Considérons le systéme en temps continu (3.2) non controlable et non observable

. Es—G
ie. rg[Es — G,H] < n® et rg < n? pour certain s € C. Du point
K

de vue le systéme peut étre décomposer en quatre parties : la partie controlable et
non observable, la partie controlable et observable, la partie non contrélable et non
observable et la partie non controlable et observable.

A cause du théoreme 2.4, le sous-systéme standard peut étre décomposer en

quatre parties indépendantes,

fn 0111 Ghz 6113 G114 T11 Hyy
1?312 _ 0 6122 70 (:;124 T12 N Hys . (3.14)
T13 0 0 0133 G134 T13 0
T14 0 0 0 G T14 0
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ou

TGO =
Hll
_ H
Tlel = 2
0
0

T11
T12
13
_i‘14_
C_1111 C_:112 G113 G’lm
0 G, 0 Gy,
0 0 G, G,
0 0 0 G,
) KITIZ 0 Klg 0 f_(14

Y

(3.15)

ry; ER™i 4 =1,2, 3,4, n11 +n12+n13+n14 = nq, T1 € R™*™ est une matrice

non singuliere.

Considérons N, H, et K, les matrices de systéme régulier (det[Ns —

In2] 7é 0)7

le sous-systeme singulier rapide peut étre décomposer en quatre parties,

ou

Ni1 Nig Nig Ny Ta1
0 Ny 0 Ny T B
0 0 Ny N || 2
0 0 0 Ny || 7o
Yo=10 Kyp 0 f(24]
Nii Niz Ny
0 N 0
Ty INT, = -
0 0  Nss
0 0 0

T2y
T2

To3

Ty

Ta1
T99
To3

T4

Hy
Ho

0

0

i (3.16)

(3.17)
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T, Hy = , Koo =10 Ky 0 I_(24],

Nij SN n2i><n2j7 ia ] = 17 2; 37 47 H2i € Rn%xnm’ i = 17 27 [_(Qj € Rnpxn%a j = 27 47
No1 + Nag + Niag + Niag = No, T € R™*™ est une matrice non singuliére.

On définit

_ T14
xr = 5
Zoi
_ I 0 _ Ghi .
Eu: s W 7Z:17273747
0 Ny 0 I
_ 0 0 _ Gy, 0 o o,
Eij = s Gij = y Uy )= 17 27 37 47 pour 7 7&]7 (318)
0 N, 0 0
_ Hy ) = - - .
Hi: _ ,121,2, KJ:[KU KjS|7j:274’
HQi

On peut alors écrire les équations (3.14), (3.15), (3.16) et (3.17) sous la forme :

Ell EIQ E13 E14 C_111 C_:12 C?13 614 ﬁl

0 E 0 E : 0o G 0 G H
22 ) 724 7= 22 A 724 7 4 2 ﬂ (3‘19)

O O E33 E34 0 0 G33 G34 0

0 0 0 Eyu 0 0 0 Gy 0
j=|0 K 0 K% (3.20)

Théoréme 3.4 Le systéme singulier (3.2) non contrélable et non observable satis-
faisant la condition (3.3) peut étre décomposer en quatre sous-systéme : le sous-
systéme singulier (EH,GH,EH,O) qui est controlable et non observable, le sous-
systéme singulier (E_’gg, G, Ho, I_(g) qui est controlable et observable, le sous-systéme
singulier (Es3, G33,0,0) qui est non contrélable et non observable, le sous-systéme

singulier (E44, G4, 0, }_(4) qut est non controlable et observable.
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Preuve. Ecrire les équations (3.19) et (3.20) sous la forme :

Ex =Gz + Hiu
i (3.21)
y=Kz
obtenir,
E=PEQ,G=PGQ, H=PH et K = KQ.
_ _ T, O ]
avec, P =T7'P, Q = QT,ou T = est la matrice de changement de
0 Ty
base.

Nous allons montrer que le sous-systéme (EH, G, H, 0) satisfait la condition
(3.11).
En utilisant (3.18) on obtient,
_ _ _ Is — Glu 0 I_{u
rang[Ens — G, Hi] = rang _ = N11 + N,
0 N118 -1 H21
car, rang[ls — G_’ln, f_fll] = nq; et la matrice [Ny3s — I] est non singuliére pour

certains s € C. La condition (a) est satisfaite. La condition (b) est aussi satisfaite,

car,
rcmg[Nn, H21] = Naa,
et donc,
_ I 0 Hyj
rang|E11, Hi] = rang B = n11 + Na1,
0 Ny Hy

donc le sous-systéme (E1;, G11, Hy,0) est controlable, et le sous-systéme (Eyp, Gy, Hy, 0)
est non observable car K; = 0.

Maintenant, montrons que le sous-systéme (Ea, Go, Ha, K5) est controlable et
observable.

En utilisant (3.18) on obtient,

_ _ _ IS — 6122 0 H12
rang|Eass — Gag, Ho] = rang = N1z + Naa,
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car, rang[ls — G1,,, Hia] = n12, et la matrice [Noys — I est non singuliére pour

certains s € C. La condition (a) est satisfaite. La condition (b) est aussi satisfaite,

car,
rang[Nag, HQQ] = Ng2,
et donc,
_ I 0 Hp
rang|Eas, Hy] = rang B = N2 + Naa,
0 Ny Hy

le sous-systéme (Fao, Gag, Hy, K5) est controlable. Pour montrer que le sous-
systéme (Eao, Gao, Ha, K5) est aussi observable en utilisant les condition (3.13.a)

et (3.13.b). Alors, on obtient :

_ _ Is — 6122 0
Fas — G
rang ~ = rang 0 Nops — I | = N1z + Nag,
Ko _ _
Ky Ko
car,
Is — G122
rang _ = N2,
K

et la matrice [Naas — I est non singuliére pour certain s € C.

De méme,
_ I 0
Es
rang B = rang 0 Ny = N9 + Nag,
2 _ _
Ky Ky
car,
Noy
rang B = N9,
Ko

donc la condition (3.13) est vérifiée et le sous-systéme (Fay, Goy, Hy, K5) est ob-
servable.

Le sous-systéme (Es3, Ga3, 0, 0) est non contrélable et non observable car Hs = 0
et K3 = 0. L’observabilité de sous-systéme (E44, Gua, 0, [_(4) peuvent étre montrer

d’une fagon similaire. m
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3.5 Reéalisation minimale

3.5.1 D’une représentation d’état vers une représentation

entrées-sorties : La matrice de Transfert

On considére le systéme,

(3.22)

avec,
G=1,A+F'®I, H=1,9B, K=1,Cet E=1,% E.

En appliquant la transformée de Laplace a la premiére équation ot la condition

initiale est supposée nulle i.e. Z(to) = 0.

L(E#(t)) = L(GE(t) + Ha(t))
en utilisant les propriétés de la T'L,
EsX(s)=GX(s)+ HU(s)

qui est équivalante a

X(s) = [Es — G] ' HU(s)

pour certain s € C.

De méme, en appliquant la T'L a 1’équation de la sortie :

L(y(t)) = L(Kz(t))
Y(s) = KX(s)

Et en résolvant les équations par rapport a Y (s), il vient,
Y(s) = K[Es — G *HU(s),
On obtient alors la relation entrés-sorties :
Y(s) = R(s)U(s), (3.23)

R(s) est appelée la matrice de transfert.
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Remarque 3.1 Le concept de matrice de transfert permet de représenter le com-

portement dynamique du systéme de maniére algébrique.

3.5.2 Reéalisation minimale

Définition 3.4 On appelle réalisation d’une matrice de transfert R(s), toute repré-

sentation d’état (E,G, H, K) telle que :
R(s) = K[Es — G]"'H. (3.24)

La réalisation (E ,G, H, K) est minimale si et seulement si elle est contrélabe et

observable.

La fonction de transfert du systéme singulier (3.22) est égale seulement a la ma-

trice de transfert de sous-systéme controlable et observable (réalisation minimale),
R(S) = K[ES — G]_lH = KQ[E_'QQS — Ggg]_lfv_{g. (325)
Preuve. En utilisant (3.19) et (3.20) on peut écrire,

R(s) = K[Es—G'H=K QQ~'[Es — G]"'\P'PH
— K Q[P(Es—G)Q|'PH

= |0 Ky 0 K, ]
| Eus—Gu Fios — G Eigs —Giz Fus — Gu 17T H, ]
0 E223 - G22 0 E24S - 624 HQ
0 0 Es3s — G Fays — G 0
0 0 0 BEus —Gu 0 |
= |0 Ky 0 K4 ]
[ [Eiis — Gu) ™! * * * 17 H,
0 [Eags — Gop] ™! 0 * H,
0 0 [E33s — Gaz] ™! * 0
0 0 0 [Eyys — Gaa) ™! 0

== KQ[EQQS - 622]_1];[2.

* désigne certains sous-matrices sans importance dans ces considérations. m
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Chapitre 4

Algorithme de la décomposition

de Kalman

Dans ce chapitre, nous donnerons 'algorithme qui permettra de déterminer une
décomposition de Kalman étendue pour les systémes de Lyapunov et un exemple

numérique qui on peut le considérer comme un exemple académique.

4.1 Algorithme de la décomposition de Kalman

Etant donnée une représentation d’état

Ei(t) = Az(t) + 2(t)F + Bu(t),
y(t) = Cx(t).

1/Transformer le systéme sous forme d’un systéme LTI
EF—I®FE,
A—T®A,
F—FT'el;
H— I ® B,
K—1I®dC,
2/ G— A+ F,
3/ Si det(E) #0
G— E1xG;
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H«— E'xH;

3.1/Calculer la matrice de controlabilité

3.2/Calculer la dimension du sous espace de controlabilité¢ R, :
ne < rang(p);

3.3/Calculer la matrice d’observabilité

K
KG

KGn2—1

3.4/Calculer la dimension du sous espace de non observabilité R :
ns < n* —rang(0);
4.1/ Si n. est moins que n? et ny =0

On construit la matrice de transformation @)

Q — [Ul,vg, ...... 7U7L07Qn27nc];

En utilisant la matrice de transformation, on obtient :

G« QCQ;

H Qle;

K<—KQ;

Finsi
4.2/ Si n,. est égal n? et ng # 0
G «— GT,;
W — H;
H«— KT;
K« WT,
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4.1. Algorithme de la décomposition de Kalman 45

Aller a (4.1);

SEEY)
i
Su

an]

T

=
~

Finsi
4.3/ Sin.<n?etns #0
Donner une base de R.5 = R. N Rp5;

On construit la matrice de transformation @)
Q «— Vi Vo V3 Vy;

En utilisant la matrice de transformation, on obtient :

G — Q'GQ;
H «— Q'H;
K « KQ ;
Finsi
Sinon

5.1/ Calculer det[Es — Al;
Sidet[Es — Al #0
Calculer la forme de Kronecker-Weierstrass ;
Aller a (3.1);
Finsi
Finsi

Fin algorithme
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4.1. Algorithme de la décomposition de Kalman 46

4.1.1 Exemple

Avec les matrices

01 0 1
A = , F= ,
01 0 1
10
B = ,02[1_1].
10

Nous déroulons le programme sous Matlab,
G =

0100

0100

1011

0102

1000
1000
0010
0010

1-100

001-1

n=

4

CO =

Columns 1 through 15
100010001000100
100010001000100
001010203040708
001010203040708
Column 16

0
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47

o o O

1-100
001-1
0000
1-11-1
0000
1-11-1
0000
1-11-1
nc =
2

no =
2

Une base de E=ker(O)
E=[10:10;01;0 1]
E =
10
10
01
01

R =
01
01
10
10

k =

4

1 =

Université de Mostaganem
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4.1. Algorithme de la décomposition de Kalman 48

2
Q=[1000;1010;0101;0100]
Q=
1000
1010
0101
0100
Gl =
1010
1210
0000
00-11
Hl=
1000
0010
0000
0000
Kl=
00-10
00 01

Comentaires finaux

- La dimension du sous espace de controlabilité est nulle car, dim R, = n.—n.5 =
2—-2=0.
- La dimension du sous espace de non observabilité est nulle car, dimR5 =

ng —Nep =2—2=0.

- Le systéme est décomposé en deux sous systemes,

un sous systéme controlable et non observable donnée par :

10 1000 0 0
120 loo1o0|l oo
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et un sous systéme non controlable et observable donnée par,

0 0 0000 ~1 0
11| loooo| | 0o 1
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Conclusion et perspectives

Tout au long de ce travail, nous avons montré que le famous théoréme de dé-
composition de Kalman peut étre étendu aux systémes de Lyapunov singuliers en
temps continu. Lors de cette étude, nous avons donné la solution du systeme. Des
conditions nécessaires et suffisantes pour la controlabilité et 1’observabilité ont été
établis. A I'issu de ce travail, de nombreuses perspectives s’offrent & nous, parmis,

— L’étude de la stabilité.

— L’extension des résultats obtenus aux cas bidimensionnel.

— D’autres études pour les systémes non linéaires.
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