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INTRODUCTION

Ce travail est une synthése des résultats obtenus dans ’article de FATIMA ZOHRA ME-
ZEGHRANTI " Neccessary And Sufficient Conditions For The Solvability And Maximal Regu-
larity Of Abstract Differential Equations Of Mixed Type In Holder Spaces, 2011".

Le but est d’étudier I'existence, I'unicité et la régularité maximale de 1’équation différentielle

abstraite du second ordre suivante

0 (@) + Au(z) = f(z), = € (0,1)
(pa){ les conditions aux limites de type Dirichlet-Neumann

u(0) = dp, ' (1) = ny.

ot A est un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) non nécessairement dense, inclus
dans un espace de Banach complexe X, f € C?([0,1],X) (0 <0 < 1) et do,u; € X.

Le présent travail est consacré a I’étude d’une équation abstraite de second ordre de type
meélé dans ’espace de Holder.

Ce travail est basé plus précisément sur une représentation explicite de la solution utilisant la
racine carrée de 'opérateur —A. Comme cite précédemment, la racine carrée de I'opérateur
—A apparait absolument dans les équations de second ordre avec les différentes conditions
aux limites de Dirichlet Neumann qui étudié par ([13]) avec des hypothéses de différentiabilité
de la résolvants dans le cas ou A est variable, en utilisant le calcul fonctionnel de Dunford.
Aprés avoir trouvé la représentation de la solution stricte, on cherche sous quelles conditions
nécessaires et suffisantes cette derniére a la régularité maximale i.e quand u vérifié v”, Au €
C? ([0,1], X).

L’objectif de ce travail est de trouver des conditions nécessaires et suffisantes pour I’exis-
tence, l'unicité et la régularité du probléme (p4), on utilise les opérateurs linéaires fermés,
I’espace d’interpolation, la théorie des semi-groups, calcul fonctionnel de Dunford, les puis-
sances fractionnaires d’opérateurs, et ’espace de Holder.

Les résultats dans ce travail sont les suivantes :



Théoréme 0.0.1 Soit f € C?([0,1],X) (0 < 0 < 1), et supposons(2.2.1)) (voir chapitre 2).

Alors les assertions suivantes sont équivalentes

1. Le probléme (pa) admet une unique solution stricte u, telle que

ue C2([0,1]: X) N C([0,1]; D(A));

2. dy € D(A), Ady — f(0) € D(A),

ny € D(\/—_A) et \/—Am € D(A)

Ainsi que dans ce cas on dira qu’une solution stricte u & la régularité maximale si u €
([0, 1]; X) N C([0,1]; D(A)).

Ce mémoire comporte de trois(3) chapitres et est organisé comme suit.

Le premier chapitre est consacré a des rappels sur les outils mathématiques utilisés dans ce
travail : on introduit les notions d’opérateurs linéaires fermés, les semi-groupes, l'intégral de
Dunford, les espaces d’interpolation, les puissances fractionnaires d’opérateurs, et les espaces
de Holder.

Dans le deuxiéme chapitre il y’a deux parties, la premiére est basée sur la racine carrée
de (—A), quelques lemmes et la représentation de la solution celle qui est justifier par le
calcul de Dunford. Dans la deuxiéme partie on étudié 'existence, I'unicité et la régularité de
la solution obtenue dans la premiére partie ou f € C? ([0,1],X) (0 < 6 < 1).

Le troisiéme chapitre c’est une application de ce qu’on a traité dans les chapitres précé-
dents sous forme d’exemple de probléme concret dans I’espace de travail.

Le travail se termine par une bibliographie relative a I’ensemble des travaux présentés.




Chapitre 1

Rappels

Ce chapitre est constitué d’'un rappel de quelques notions et compléments mathématiques en
relation avec ce travail. On citera particuliérement, les théories des opérateurs et des

semi-groupes .

1.1 Opérateurs linéaires

Définition 1.1.1 A est un opérateur linéaire sur un espace de Banach X, si seulement si
,c’est une application linéaire définie sur un sous espace vectoriel D(A) C X, dit domaine de
A, a valeurs dans X .

On désigne par L(X) Uespase des opérateurs linéaires continus définis sur X, est un espace

de Banach muni de la norme :
Al L xy = supf||Az[|x : @ € X, [|2]ly = 1},

Définition 1.1.2 Soient (P, D(P)),(Q, D(Q)) deuz opérateurs linéaires de X dans Y. On

dit que () est une extension ot un prolongement de P et on note P C Q) si
D(P)C D(Q) et P=Q sur D(P).
Définition 1.1.3 L’ opérateur A : D(A) — X est dit fermé si son graphe
G(A) = {(z, Az) : x € D(A)},

est fermé dans X x X.
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Proposition 1.1.1 Un opérateur linéaire A : D(A) C X — Y est fermé si et seulement si

pour toute suite (T,)n>0 d’élément de D(A) telle que

Ty, — x dans X xz € D(A)
Az, — y dans 'Y Ar =y

Définition 1.1.4 On dit que l'opérateur linéaire A : D (A) — X est fermable s’il admet

une extension fermée.

Proposition 1.1.2 L’opérateur A : D(A) — X est fermable si et seulement si pour toute
suite {x, tneny C D(A),

R

Ax, —y y==

Définition 1.1.5 On dit que lopérateur A : D(A) — X est & domaine dense, si D(A) =
X, i.e si pour tout x € X, il existe une suite (x,)nen d’élément de D(A) telle que
r= lim x,.

n—-+o0o

Définition 1.1.6 Soit A un opérateur linéaire fermé sur X. L’ensemble résolvant p(A)

de A est défini par
p(A)={AeC:(A—X) estinversible dans L(X)}.

Un élément de p (A) est appelé valeur résolvante de A.

1. Si X € p(A) on définit la résolvante Ry\(A) de A au point A par :
Ry(A):= (A= XI)""
2. Le spectre de A est noté o (A), et est défini par
0 (A) :=C\p(4).
et un élément de o (A) est appelé valeur sepectrale de A.

Proposition 1.1.3 Soit A: D (A) C X — X un opréteur linéaire. Si p(A) # 0 alors A est

fermé.
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Définition 1.1.7 Soit 0 < w < w. On définit le secteur suivant
S, ={z€C\{0} : |arg z| < w}.
Un opérateur linéaire fermé A sur X est dit sectoriel d’angle w st
o(A) CS,,
et

Vo' €lw, 7], M(A,w') = sup [[A(A— )~
A5

1HL(X) < 0.

On note sect(w) l'ensemble des opérateurs linéaires sur X qui sont sectoriels d’angle w.

1.2 Les Semi-groupes

Soit (X, ].||) un espace de Banach complexe.
Dans cette section, on considére (7(t));>o une famille d’opérateurs linéaires bornés définie

sur X.

1.2.1  Semi-groupes fortement continus

Définition 1.2.1 La famille (T'(t))i>0 est appelée semi-groupe si on a :
1. T(0) =1 = Iy,
2. Vs, teRy: T (s+1t)=T(s)T(t).

Lorsque la deuziéme propriété est vérifiée pour t et s quelconques dans R, (T'(t))cr est dit

un groupe.

Définition 1.2.2 Un semi-groupe (T'(t)):>o est dit fortement continu, et il est noté Cy
semi-groupe, si pour tout x € X, Uapplication t — T(t)x de Ry dans X est continue
i.e st on a pour tout v € X

Tim () — o]l =0.

Proposition 1.2.1 Soit (T(t))>0 un Cy semi-groupe. Alors il existe des constantes réelles
w >0, M >1, telle que
Yt >0, [T ()| x) < Me.
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Corollaire 1.2.1 Soit (T(t))i>0 un Cy semi-groupe. Alors pour tout x € X, t — T(t)z est

une fonction continue de Rt dans X, i.e pour tout to € RT
Jim [[7(0)2 = T(to)a ] = 0
—10

Générateurs infinitésimaux

Définition 1.2.3 Le générateur infinitésimal du Cysemi-groupe T'(t))i>o est l'opérateur A
défini par :
D(A) = {:c € X : limy, % exviste dans X}
{ Az = limy o P22 5 € D(A).
D(A) est non vide et est bien un sous-espace vectoriel de X. A est clairement linéaire de

D(A) dans X.

1.2.2 Semi-groupes analytiques

Apres avoir étudier les Cy semi-groupes il est nécessaire d’aborder les semi-groupes analy-
tiques qui seront utilisés au cours de ce travail.
Dans cette section, on définit arg qui désigne la détermination principale de la fonction

argument caractérisée par :
arg(z) = @ si z =re¥,r > 0,0 € [, 7.

Définition 1.2.4 soit ¢ €]0, 7|. on appelle semi-group analytique l'application T définie sur
secteur S_d> avec

Sy = {2 €T : [arg(2)] < 0}
et a valeurs dans L(X) telle que :

1. z — T(z) est analytique sur S,

2. T(0)=1 etVor € X, lim. o |T(2)r — x|y = 0.

Z€S¢

3. V1,29 € Sy, T(21 + 22) = T(21)T(22).

si de plus sup,cg; | T(2)[| < +oo, on dit que (T(2)),c5; est uniformément borné dans S



1.3 Les espaces d’interpolation

1.2.3 Semi-groupes analytiques généralisés

On dira que (e’”Q)pO est un semi-group analytique généralisé si () est un opérateur linéaire

dans X, de domaine non dense et vérifiant :

p(Q) > Sus = {A € C\{w}/ [arg (A —w)| < + 8} et
{ SWpes, , ||(A = w) (AT = Q) 7|y < +00

ou

wGRet(;E}O,%[.

et p (Q) désigne 'ensembe résolvant de 'opérateur )

Dans ce cas (e"@) _ n’est pas continue (voir [14])

x>0

Remarque 1.2.1 En fizant r > 0, g € ]0,0[ alors (er)x o €st défini par

>

() ﬁ/e”(/\]—Q)_ld)\ siz >0
(A =
v

I six=0

ou 7y est le bord de S, 5,\B (0,7) orienté négativement.

Générateur infinitésimal d’un semi-group analytique(ou holomorphe)

Théoréme 1.2.1 Soit D(A) C X — X un opérateur linéaire .

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. A est fermé, D(A) est dense dans X il existe C >0 tel que

{ p(A) D{A € C*:Re(\) > 0}et

. -1 &
30 > 0,9 : Re(A) > 0, [[(A ~ AD) ") < &

2. A est le générateur infinitésimal d’un semi-group analytique, uniformément borné (T'(t))i>o

qui est de plus se prolonge en (T(Z»zesj: semi-group sur X, analytique dans Sy, uni-

formément borné dans Sg.(avec ¢ € 0, 7).

1.3 Les espaces d’interpolation

Définition 1.3.1 Soit X un espace de Banach. On désigne par LX(R,, X) (1 < p < c0),

l’espace de Banach des fonctions f fortement mesurables définies pour presque tout t € R
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a valeurs dans X telles que :

+00 gt P
[usors | =i
0

Si p = 400, on définit l'espace LL (R, X) par

LE(Ry,X) < OO

f Ry — X fortement mesurable et
supeg, ess || f()]lx < oo.

f e L2(R,, X) <= {
Définition 1.3.2 Soient (Xo, ||.||,) et (Xi,].||;) deux espaces de Banach s’injectant conti-
nuement dans un espace topologique séparé F.
Les espaces (Xo N X1, [l x,nx,) » (Xo + X1, |||l x4 x,) munis des normes suivantes

2] xonx, = 2l x, + 12|, » pour z € Xo 0 X,
1] x, = infﬂc:?o;?fﬂl (Hx”XO + ||$||X1) ,pour v € Xo + Xq

sont des espaces de Banach.
Pour 6 € 10,1[,p €]|1,400| , on définit l’espace d’interpolation entre X, et X1 noté (Xo, X1)o,

comme étant ’ensemble des vecteurs x € Xy + X, tels que

Vvt > 0, Jug (t) € Xo, Juy (t) € X2 =1 (t) + uy (t)
t=0up € LP(R,, Xo), t'%u; € LP(R, X,).

Proposition 1.3.1 (X, X1),,muni de la norme

_ -0
lel,, = _ nf (Ht o)
'U,Z‘(t)GXZ‘

S

LE(R4,Xo Li’(R+,X1)> ’
est un espace de Banach vérifiant
XoNX; C (Xo, X1)97p C Xo+ Xy,

avec injection continue voir ([12])

Définition 1.3.3 Soit A:D(A) C X — X un opérateur linéaire fermé. Son domaine D(A)

est un espace de Banach muni de la norme du graphe

12l pay = lzllx + [[ Azl = € D(A).
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Pour Xy = D(A), X; = X, on note pour 6 € |0, 1], p €]1, +0o0],
Dy (eup) = (D<A)7X)1—9,p )

Certains espaces d’interpolation ont une caractérisation explicite, on cite par exemple les cas

suivants : voir ([3])

1. SiR% C p(A) et il existe une constante ¢ > 0 telle que

C

YA > 0, ) M < X

(A— Ny
alors 'espace D4 (0, p) est donné par
a0,p)={ue X t°A(A—t) " ue IX(Ry, X))},

Dans ce cas et grace a la propriété de réitération de Lions-Peetre voir [9], on a pour

tout p €]1, +o0] et m € N,
D4 (m@,p) = Dam (0,p) .
2. Si A génére un semi-groupe fortement continu et borné dans X alors
Dy(0,p) ={ueX t %" —1)"ue (R, X)},

voir ([6]) .

3. Si A génére un semi-groupe analytique et borné dans X alors
D4 (0,p) ={ue X :t"Ae"u e LX(R, X)}.
Ces espaces vérifient la propriété d’inclusion
Da(0',p) = Da(0,q),

pour &' > 0 et p,q € [1,+00] quelconques ou pour ' = et ¢ < p.

1.4 Calcul et intégrale de Dunford

Soit (X, ||.||) un espace de Banach complexe. Pour U un ouvert de C, on désigne par H(U)

I’ensemble des fonctions holomorphes sur U.
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1.4.1 Formule de cauchy :

Soient U un ouvert de C, K un compact de U de bord ~ orienté positivement. Soient f € H(U)
et zo € K. On a

Fz0) = % / FOY M = 2)~1dA,

ou v est le bord positivement orienté de K.

1.4.2 Intégrale de Dunford-Riesz :

Soient 7" € L(X), U un ouvert de C, K un compact de U contenant o(7") et v le bord de K

orienté positivement (7 est donc finie et entoure le spectre de T'). Soit f € H(U). Alors
(21 —T)"dA.
1) = g [ SOV =)

1.4.3 Propriété de l’intégrale de Dunford

Théoréme 1.4.1 Soient f et g€ H(T) et T € L(X), alors f.ge€ H(T), et

f(T).9(T) = (f.g 2m/f )M —T)" " dA

1.5 Espace de Holder

Comme il a été énoncé en introduction, on va travailler dans les espaces de Holder : C?([0, 1]; X).
On va donc définir les espaces de Holder et énoncer quelques propriétés importantes de ces

espaces.

Définition 1.5.1 Soient X un espace de Banach compleze et C ([0, 1] ; X) l’espace de Banach

des fonctions continues sur [0, 1] a valeurs dans X muni de la norme

Hf”c([o,u, = max | f (¢)] x

t€[0,1]

On considere, pour) < 6 <1, l’espace

C?([0,1]; X) = {fEC([O,l];X)/ sup Hf(t)_f(esz <+oo}

t—s#0 ’t — S|
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munt de la norme

If () = f(s)llx
f = f vy sup )
| HCG([O,l],X) I ”o([o,u,X) et |t—s|6
t,s€[0,1]

Cet espace est appelé espace holdérien de degré 6.

1.6 Puissances fractionnaires d’opérateurs

Théoréme 1.6.1 Si A est un opérateur linéaire fermé a domaine dense dans X tel que :

{ AC > 0: Ry C p(A) et pour A >0
1A= AD) M px) € 1550
alors pour 0 < a < %, —(—=A)> génere un semi-groupe T, (t) fortement continue pour t > 0

et uniformément continue pour t > 0.
Preuve. voir A.V.Blakrishnan([2]) O

Exemple 1.6.1 Pour a = % on a:

Ti(t) = / (A — X))~ tsintv/AdA

0



Chapitre 2

Résolution du probléme dans le cas ot
f est dans C? ([0,1]; X),(0 < 0 < 1)

2.1 Approche utilisant la racine carrée de (—A)

Considérons dans un espace de Banach complexe X le probléme abstrait suivant :

u' (x) + Au(z) = f(z),z € (0,1) (2.1.1)
{amm 212

ol A est un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) non nécessairement dense dans X |
ici dg,n; sont des éléments donnés dans X et f € C? (0 < 0 < 1) f est une fonction définie

de R A valeurs dans X. On s’intéressera a l'existence et 'unicité d’une solution stricte du

probleéme (2.1.1)) — (2.1.2)), c’est-a-dire une fonction u telle que

ue C?(0,1]; X) N C([0,1]; D(A)),

2.2 Hypothéses

On suppose ici que f € C?([0,1]; X),0 €]0,1]

L’opérateur A vérifie (I'hypothése d’éllipticité)
A est un opérateur linéaire fermé dans X, [0, +00[C p(A) 591
et 3C>0:VA>0: (A=A, < C (2.2.1)

1
||L(X) R EDY
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Remarque 2.2.1 Cette hypothése implique que —(—A)% est défini et est générateur infini-

non fortement continue en zéro car
x>0

D(A) n'est pas supposé dense dans X, c’est-a-dire :D (A) # X wvoir ([2).

\W_,

tésimal d’un semi-groupe analytique noté {e‘V_Aw

On pose que —B est un générateur infintésimal .

Nous avons mis tout au long du travail B = /—A et Z = e~ 2B,

Proposition 2.2.1 Supposons(2.2.1)) . lopérateur(I — Z) a un inverse borné donné par :

1 2z

€
-2 =_——
( ) 211 1—e*
V#

(21+B) 'dz+1,

ou v, est une courbe appropriée dans le plan compleze (une courbe sectorielle de jordan

entourant le spectre(—B)).

Preuve. Puisque 'axe imaginaire est continue dans I’ensemble résolvant p (—B) on peut
adapter la preuve de Lunardi’s([I0])(proposition 2.3.6 page 60),en choisissant une courbe

approprie¢ v, sur le compte ,du fait que(—B) génére un semi-groupe analytique. Il

Corollaire 2.2.1 Sous l’hypotheése (2.2.1) Uopérateur (I + Z) a un inverse borné.

Preuve. On a
(I— 6_2B) <[+€—ZB) — ]’_ €—4B

alors
(I+e728) = (1—e28) 7 (1 — ).

En conséquence,
(I+e28) = (I—eB) ' (1 —e28).

2.3 Quelques résultats

Lemme 2.3.1 Soit A un opérateur linéaire fermé de domine D, non nécessairement dense

alors :
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Preuve. On rappelle que :D(A) C D
donc D(A) =D

(~4)%

(—A)2
Cette inclusion est évidente

Soit x € D

—a)h alors x = lim,, z,,.
ou
-1
xn:(—A)zyHED(_A)%

et

()T = o= [ 27 (A= 1) gd

Tp = \— n = [ %R - nZ

Y 2T 4
2t

alors z,, = (—A)%yn € D4 vu que I'intégrale existe et dont les éléments & I'interieur sont dans
Dy
D’ou

r = lim z, € Dj4.

n—oo

Pour dy € X,on considére la fonction abstraite suivante

10,1] — X
T — Dg(x,\/—_A>do

ou

Do (:p \/—_A> do=(I+2)" (1 v e—zm“—x)) eV g,

on a le résultat suivant :

Lemme 2.3.2 On a :

Dy <x \/—_A) dy € C (10,1]; D(A)) & € N,

Ve €]0,1], D7, (:1: \/—_A) do + AD, <ac \/ﬂ) do = 0,
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3C > 0,V €]0, 1],

(. V=A) dol| < C ol
Preuve. Soit x > 0, dy € X. Il est facile de vérifier que
I+2) e Pr=ePr(1+2)"!
alors
Dy (2, B)dy = e 5% (I + e 2P0 (I + Z2) ™" d,

d’ott 'on déduit la premiére assertion en virtue de Sinstrari([14]).

On a, pour z €]0, 1],

D} (x,B)dy = (I + Z)~" (2Be?B1=2)) =Bz,

Dy (x,B)dy = (I+2)" (4(=A) e 2P0D)e B2,
(

I+ 171)) AeiBIdo

(I
1(I+6_2B1 :c)Ae Bxdo

Dy (z, B)dy + ADy (z, B) dg
= —(I+2)" (I+e?P0)) Ae~Bd,
HA(I+ Z)7H (1 +e72B07)) =B,
= —(I+2) (I +e2B072)) Ae~Prq,
+ (I +2)7H (I + 2P0 Ae~B2g,

= 0.

On sait qu’il existe une constante M > 0 telle que pour tout x > 0, dy € X, on a

le™"7dol| < M| do]l
voir Tanab([15]) . Alors, 3C > 0 :
Do (z,B)dolly = |[(T+2)7"(I+e?PU)e By,
< C|ldollx -
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Ici, on étudie le comportement de Dy (., B) en 0.
Lemme 2.3.3 1. Soit dy € X. Alors
Dq (., V —A> do € C([0,1]; X) si seulement si dy € D(A)

2. Soit dy € D(A). Alors

Dy (., \/ﬂ) do € C ([0,1]; D(A)) si seulement si Ady € D(A)

Preuve. C’est une conséquence de la commutativité entre (I + Z) ™" et A sur D(A) d’une

part et Sinestrari (JI4]), d’une autre part on utilise aussi le fait que

voir Haase ([7]) O

Maintenant, pour n; € X, on considére la fonction abstraite suivante

ou
Lemme 2.3.4 On a :
1. Ny (z,v/=A)ny € C*=(]0,1]; D(A*)) .k € N,

2. Yz €1[0,1[, Ny” (x, vV —A) + AN, (a:, \/—A) ny =0,
3. 3C >0,V € [0, 1], | Ny (z,vV=A) ||, < CIn]lx -

Preuve. Il n’est pas difficile de montrer ce lemme, il suffit de remplacer x par 1 —x. [
Lemme 2.3.5 1. Soit n; € X. Alors :
M <., V —A) ny € C([0,1]; X) si seulement si ny € D(A)

2. Soit ny € D(A). Alors

N (., \/—_A> ny € C ([0,1]; D(A)) si seulement si /—Any € D(A).

Preuve. On montre ce lemme de la méme maniére que le lemme 3 . U
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2.4 Représentation de la solution

On suppose que le probléme (2.1.1)) — (2.1.2)) admet une solution stricte w.

on pose

u(l) = uy.

Alors u est la solution stricte du probléme suivant

u'(2) — B*u () = f(x)

En utilisant la méthode de la variation des constantes, on obtient la représentation ci - dessus
xr

1

1 1
—B_l/e_(“"_s)Bf(s)ds — §B_1/ e B f(5)ds,

u(e) = e PGy +e 0TI, — o
0

ou

Co = (I=2)" (do— e Puy)
% (I-2)"B? ( / le*st (s)ds — / 1e(“)Bf(s)ds> ,

0 0

¢ = I-2)" (—ePdy+w)
L -1 ' —(1-s)B _ ' ~(1+5)B )
—1—2([ Z) B (/Oe f(s)ds /Oe f(s)ds].

On déduit que
ny =u' (1)

= —BeB(-2)" (do — e Puy)
_16_3 -1 16—53 s — 16—(2—5)3 s S)
ot =2t ([erroas- | f(s)d
+B(I - 2)" (e Pdo+ w)
1 A 16_(1_5)3 s)ds — 16_(1+S)B S s)
ty-27t([etrpas- | f(s)d
1

1
——/ e =98 £ (5)ds
2Jo
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= —2(I—-2)"Be Bdy+(I-2)"(I+2)Bu
—%e-B (I—2)" (/Ole_SBf(s)ds — /Ole_(Q_S)Bf(s)ds>

+% (I—2)" (—/016_(1+S)Bf (s)ds + Z/Ole_(l_s)Bf (s) ds) :

Alors,

w, = (I+2)"(2ePdy+ (I —2)B 'ny) (2.4.2)
I+ 7 -1 Bfl . ' —(1-s)B d ! —(1+s)B d ) .
+(I+2) (/Oe f(s) s+/06 f(s)ds

Les conditions aux limites déterminent ¢, (; pour avoir I’expression de la solution u qui est

donnée par :

u(e) = (I+2)7 [(e*B +e @ B)dy + (e85 — =08 p=lp ] (2.4.3)

1 1 1
+5(I+2)" B / e HIB f(s)ds + / e” BB £ () ds]
1 L 01 ° 1
+3 (I+72) Bl[/ e~ FFe=9B £(5)ds — / e~ e=9)B £(5)ds)
0 0
1 |

1
—§B_1/e_(x_s)3f(s)ds — §B_1/ e B f(5)ds.

0

2.5 Existence, unicité et La régularité maximale de la
solution

On considére le probleme (2.1.1))et (2.1.2]) la solution est donnée par(2.4.3))

Le théoréme suivant précise les conditions nécessaires et sufissantes pour avoir une solution

stricte.

Théoréme 2.5.1 soit f € C?([0,1];X),0 < 0 < 1, et supposons (2.2.1)). Alors les asser-

tions suivantes sont équivalentes.
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1. probléme(2.1.1)-(2.1.2) admet une unique solution stricte u, telle que

we C?([0,1]; X)NC ([0,1]; D (A4)),

et vérifiant (2.1.1)-(2.1.2) .

2. dy€e D(A),Ady — f(0) € D(A),u est donnée par la formule (2.4.3) .

n €D <\/—_A> et V—An; € D(A).

Preuve. supposons 1, alors

do = u(0) € D(A),

et

{ Ady — f(0) = —u"(0) € D(A)
€

Au(1) = f(1) = —u"(1) € D (A)
f(z) =Au(z) +u” (z).

Maintenant, on consiére la solution représenté par (|2.4.3]) .

On met,
L(f)(x) =
1 1
% (I+2)" / B7lem@+)B £ (5) ds + % (I+2)" / B le C-m49B £ () ds
0 0
1 . 1
+% (I+2)" /B_ e~ Zte=9)B £ (g) ds — 5 (I+2)" /B_le_(Q_I_S)Bf (s)ds
0 0
T 1
—%/B_le_(x_s)Bf (s)ds — %/B_le_(s_m)Bf (s)ds.
0 T
On a:
f(z) = Au(z) +u” (2).
On obtient



2.5 Existence, unicité et La régularité maximale de la solution 19

1 1

L(f) (@) = %(I+Z)1 / Ble=(+B gy (5) ds+%([—|—2)1 / Ble= =595 Ay, (s) ds

0 0
1

1
1 1
+5 (I+2)" / Bl te=9B Ay (5) ds — 5 (I+2)" / B le (=798 Ay (5) ds
0

0
T 1

—%/Ble(xS)BAu (s)ds — %/Ble(sm)BAu (s)ds
0 o
1 1
—|—% (I+2)" / B7lem @By (5) ds + % (I+2)" / B le w498y () ds
0 0
1 1
+% I+2)7" /316(2”5)316” (s)ds — % (I + Z)_I/Ble(zxs)Bu” (s)ds
0 0
@ 1
—% /B_le_(’”_s)Bu” (s)ds — %/B_le_(s_x)Bu” (s)ds
0 x
Aprés intégration par parties, on a :
Pour les (.J;) :
1
J = %(14— Z)' B! /6_(”8)314” (s)ds

0

1
1

= 3 (I+2)"'B™! [e=(T)By/ (S)](l) + /Bu' (5) e~ @t)Bys
0

1 .
Ji=S(I+2)7 BT [P (1) — e Pul (0)] + 1y

Avec,

1
I = /Bu’ (s) e~ @B s
0
encore l'intégration par partie on obtient :

1
= Ble T8y (S)}é +B/e(“8)3u (s)ds
0

1
— B [e—(x—i-l)Bu(l) _ 0By, (0)} + B/e—(az+s)Bu (S) ds

0
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On trouve :
1 1
J, = 3 (I+2)" B7 [e" @By (1) — e7Bu/ (0)] + 3 (I+2)" [e =By (1) — Py (0)]
1
1
+3 (I+2)7" /Be(”S)Bu (s)ds.
0

De méme on trouvent les autres intégrales Jo, J3, Jy, J5, Jg
la solution u est donnée par la formule(2.4.3) .On déduit que
u(l) = (I+2) 2 Pdy+ (I —2)B 'ny)

1
+(I + Z)‘1/ B le 9B ¢ (5) ds
0

—(I+2)" /OlBle(ls)Bf (s)ds
Alors
B7'ny = u(l) =21+ 2) e Bdy +
+(I+Z) e 2B 1n,

1
—(I + Z)leB/ B e B f (s)ds
0

1
+(I+ Z)l/ B7lem (=98¢ (5) ds
0
= u(l) =21+ 2)"dy
+e 2P (I+2)"' B 'ny

A lele*SB s)ds
a2 | £ s)

1
+(I+ Z)l/ B7lem (=98¢ (5) ds

0
5
et E ai
=1

Il est clair que ay, as, az a4 sont dans D (A) d une autre part, de as

=(I+2)'B! /1 e~ 1798 £(5)ds
0

_ —A‘1(1+Z)_1/ Be =98 (f(s) — f (1))ds

+ATT I+ 2)7! (01 —e ) (1)
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on aas € D(A). on déduit que
Bflnl eD (A)

ce qui implique que

TL1€D<B)

De plus

Au(1l) = f(1) =
2(I+2) e PAdy— (I +2)"" (I - Z)Bny

—(I[+2)7" e_B/OlBe_SBf(s)ds +(I+2)" /U Be U=9B(f(s) — f(1))ds +
I+2) " (I=eP) f()-U+2)" (I+2)f(1)

= 20+ 2) " "¢ PAdy— (I +2) " (I+Z—-2Z)Bmy
a2 e [ B (42 [ B0 ) - g ()as
—(I+2) (e P+ e?P) F ()

= 2(I+2) " e BAdy+ Bny +2(I + 2) " e ?PBny
a2yt B g (427 [ B - g ())as

—(I+2)7" (e P+eP) f(1).

alors

Bny = [Au(1)—f(1)] =28+ 2)"" Ady (2.5.1)
+2e72B(1 + 2)"' Bny

1
+(I+2)" e_B/ Be B f(s)ds
0

1+ 2)” / Be (=98 (f(s) — f (1))ds
+(e P+ eI +2)71F (1)

6
B Zi:l bi

by, b, bs, by, bg sont dans D(A), alors

Bny € D (A).
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Inversement, on suppose que

doED(A),TLlED(B),

Ady— f(0) € D(A) et Bny € D(A)

IS
—
=

I

-

(xaB)dO—i_Nl (CC?B)nl

1
+=(I+2)"'B"” / e~ @B f(5)ds
0
1
+-(I+2)"'B"” /6_(2_$+8)Bf(s)ds
0

1
+-(I+2)"'B™2 / e~ He=9)B £ (5)ds
0

(I+2)'B 3 / 1@*(2*I*S)Bf(s)ds
0

T 1 1
B_l/ e 9B £(5)ds — §B_1/ e DB f(5)ds
0 T

N | — er—A l\DI»—* l\’)l}—k [\3|,_.o

u'(z) = Dy(x, B)do+ Ny (z, B)ny
1 1
~3 (I + Z)l/ e~ @HIB £(5)ds
0

1 ! 1 !
+5 (T4 AN / e~ IB f(§)ds — 5 I+ AN / e~ 9B f(5)ds
0 0
1

1 1 1 T 1
—3 (I + Z)_l/ e~ 2m=9B f(5)ds + 5/ e~ @B f(5)ds — 5/ e~ DB f(5)ds
0 0 T

u// (x) —

3

' (z,B)dg + Ny (z, B)ny
I+2) B[ e @t9)B f(5)ds
(1+2)" / 75

_|_

l\DI»—t [\:>|}—k l\.'JIr—A N — O3

1

+-(I+2) B/ e~ t9)B £ (5)ds
"

+-(I+2)"'B / e~ Fre=9B £(5)ds
o

(I+72) B/ e 9B f(5)ds
0

/xe(ms)Bf(s)ds — %B/le(sm)Bf(s)dS + f (2)

0 T

|
N | =
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— —(I+Z>_1<[+ —2(1—x) ) xBAdO

+(] + Z) (I e—?a}B)( —(1- :I:)BBn1

+; I+27) / SErIB f(s)
1 [—|—Z / —(2—x+s Bf
2
1 —(2
I+Z / (24=z— s)B
2
1 —(2—z—s)B
—5 (I+72) f(s)
1 —(a: s)B 1 ' —(s—z)B
—-B f(s)ds — B[ e f(s)ds + f (z)
2 0 2 T
On écrit
W' (z) = —(I+2) e B(Ady — f(0)) — (I + Z)te 3B) Aq,

—(I+2) e Bf(0)+ (I + 2) e =B By,
—(I + Z)—le—(l-i-x)BBnl

g zyes / Be*B(f(s) — £(0))ds

0)+ 3 +2) e 25 (0)

——(I+2) e DB (1) 4 %(1 + Z) e~ @B (1)

1

=5 | Bt~ F s+ 37 @)

5 P (@) — F(0) — 5T+ 2) e £(0)
S+ 27200 - L [ B (5) - g @
2 2/

PP (£ @) - ) - L@ 4 L 2yt
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1
5+ Z) 1 Ze DB (1) + f (2)
d’ot on a

W'(z) = —(I+2) e B(Ady — f(0)) — (I + Z) te~ =98 By, (2.5.2)
_(I_'_Z)flef@fx)B)AdU ([+ Z) 1 7(1+I)BBn

i1+ 2y —mB/O Be=((s) — £(0))ds

1

. ([—l—Z) 1 7(1+x Bf( )_ 5([_i_Z)flef(Zer)Bf«))

1

2

1

2

1

5([—1— AN 1€(ZI)B/ Be P f(s)ds

0

1 1

—|—§(I—|— Z)” 16_(1”’)3/ Be~ =98 f(5)ds
1
2
1

0

——(I+2) (”B/O f(s)— f(1))ds

+5(I+2) e @8 (1) + (1+Z) Ze IR F(1)

2
- / Be I8 (f(s) — f (2))ds + 56~/ (x) — £(0))
. / Be e (f(s) —  (e))ds + e P (f(x) — £ (1)
+f(x).

Utilisant les lemmes(3)et (5) le premier et le deuxiéme termes sont dans C ([0,1]; X)), les
autres sont continus car f € C? ([0,1]; X).

D’ou 'on déduit que u” € C ([0, 1] ; X') de la méme maniére on montre que Au € C'([0,1]; X),
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Au(z) = (I+2) e BAdy+ (I+ Z) e ® 9B Aq,
—(I+2) e 98 Bn, 4 (I 4 7Z) te~H2)B By,

1 1
I 7 I—LEB B—SB d
~5 1+ 27 [ Bt (sis

1 1
—§(I+Z) le=(2-2)B /BeSBf(s)ds
0

1 1
—S (I + z)7 e P / Be (=97 f(s)ds

1 ’
—§(I+Z) le-(1-0)B /Be_(l_s)Bf(s)ds

0

1 [ —(z—s)B 1 ! —(s—z)B

+35 Be f(s)ds + 3 Be f(s)ds
0 T

alors

u" () + Au (z) = f (2).

Pour la régularité maximale de la solution stricte on a

Théoréme 2.5.2 Soit f € C?([0,1];X),0 <0 < 1, on suppose ([2.2.1)). Alors les assertions

suivantes sont équivalentes.

1 L’unique solution stricte u du probléeme (2.1.1)-(2.1.2) a la propriété de régularité mawi-

male :

u’, Au € C?([0,1]; X) .

2 Les éléments dy et ny satisfisant les conditions suivantes

dy € D(A), meD(V=A), Ady~ f(0) € (D(A),X);_s .
V—An, € (D(A), X); s -

Preuve. Supposons qu'il existe une solution stricte v du probleme(2.1.1)) — (2.1.2)) ayant la

proprieté de régularité maximale. Du théoréme précedent, on a

do € D(A),n, € D(B)
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Aussi le premier et le second terme dans la formule (2.5.2) sont dans CY ([0, 1] ; X) alors

e P (Ady— f(0)) € C?([0,1];X),

e 8Bn, ¢ C%(0,1];X).
et appliquant la remarque , ((f) , page 39 dans([14])), on obtient

Ady — f(0) € (D(B), X)1_0.00,

B?’Ll S (D(B),X)l_g’oo.
On conclut on notant que

(D(B),X)1-9.00 = (D (A) ,X)lfgm.

Inversement, supposons que

dy € D (A),n € D(B),(Ady — f (0) € (D(A), X),_

1-3,00

et Bn; € (D(A),X)l_gm.

Utilisant le théoréme (1.4 page 361 de ([3]))on a
eV (Ady — f(0)) € C°([0,1]; X)
= W=ABn, € C?(0,1]; X),
[ B ) - £ € 0.11:%).

/0 Be (=9B(f (s) — f (1))ds € C* ([0,1]: X).

Donc

u’, Au € C°([0,1]; X).



Chapitre 3

Application

3.1 Application dans le cas ou f est dans C? ([0,1]; X)

On s’intéresse dans ce chapitre & un exemple de probléme concret, pour illustrer tout ce
qu’on a vu dans les deux premiers chapitres de ce mémoire.

Soit :
{ o ={u € C*([0,1];D(A)) : u” (0) € (D(A), X)1 500}
To :D(A) X Dm(e‘l—l,oo),

ou

Dy (0+1,00) ={ €Dy : V=AL € (D(A), X)) _g/00}-

Proposition 3.1.1 L’application J

J . €0—1g

u o (u(0),u' (1))

est définie, linéaire, continue et bijective.

Preuve. L’application J est évident linéaire .soit u € gy, alors :
u”, Au € C?([0,1]; X)

D’ou :
u” () + Au(z) = u” (v) + Au (2) := g (2)
u (0) =dp dans D (A),
uw (1) =ny dans X
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de plus
ue C*(0,1]; X)NCY([0,1]; D (A)).

Du théoréme (2) (chapitre 2), on obtient que :
dy € D(A),’I’Ll € D(\/ —A)

et
Ady — g(0) € (D(A), X),_gyp 0 V—Am € (D(A), X)

1-6/2,00

d’ou : (dp,n1) € Ty. Montrons maintenant que J est bijective, Soit (do,n1) € T4, Alors le

probléme admet une unique solution stricte u vérifiant
we G0 ([0,1;X) N C7 ([0,1); D (4)),
telle que :
u” (0) = —Ado + g (0) € (D (A), X)1_g/30
d’ou Jlu € ¢ telle que J (u) = (do,n1), alors J est bijective.

Soit (do,n1), alors

sup {ldoll gy 71l 041000}

J u == d ,TL * o0 =
17 (I, = (do, n1)l| peayep s (0-1.00) ee[01]

< sup { ol [V

z€0,1]

(D(A),X)l_e/z,m} '

On a d’une part

ldollpeay < llAdolly
< [ Ady — " (0) + u” (0)
<l (0) ]y + 1 Ady — w (0)l]
sc|w«wwmxﬁmm+swnAwmu+swnw@m4

I x€[0,1] x€[0,1]

< eI Ol 0, oy + 148 legox + 14 logom.x)]
< e [I1 Ol pparn upnn + 148 lcogo 0 + 187 @) lcogo x|
< cllul
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D’une autre part, de la formule (2.5.1) on a :

n = ||[v—=An
H lqu(eﬂ,oo) H 1 (D(4).X)1 /200

= |t =27 1+ 2) Au1) + 21 - 2)7 e o

(D(A),X)1-0/2,00

1
+(I-2)"v —A/e_(lJrS)mg(s)ds
0

(D(A),X)1-6/2,00

1
+(I-2)"v —A/e_(l_s)mg(s)ds
0

(D(A),X)1-6/2,00

< |0-2)7"(1+2) Au(l)H(D(A)«Xh—e/Q,oo
+ ‘2(1 — Z)fleﬂ/jAdo +C||9||00([0,1],X)
(D(A),X)1 /3,00
< e[l AuMpeay, x4 00 T A0l (Deay x4 )0.00]
o [HAUHCe ,X] + [l Hce([o,”,X)
< cllAuM ey x), s T 14do + 17 (0) = 0 (0l ) x),_g o

+ ||A“H09([0,1],X) + | ||CG([0,1],X)]

alors

”anD\/—(G—H o)

< elsup [ (e~ ) Au()||+sup oV 1)(ad + 0 (0)
>0 x>0 X
Ol .+ 1480 + 1 lengon o)
< c[sup [[Au(z)|| v + sup ||u” (2)]|y + ||Ju” (z
< clsup [ Au(@)llx +sup o’ () + @,
+c ||AU||CG([071]7X) + ||u” ||C‘9([0,1},X)
< c {||Au‘|c‘0([0,1],x) + HU”HCQ([O,I],X) + Hu”(O)H(D(A),X)l_@/gm]
S c HUHEQ :
Finalement on déduit que Je > 0/Vu € gy, HJ(U)HW <c HUHse : =

Exemple 3.1.1 Soit X = C([0,1]) et soit
{ D(4) = {u€ C?(10,1)) : u (0) = u (1) = 0},

Au=1u".
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Ici D(A) n'est pas dense dans X car
D{A) = {ueC(0,1]) :u(0) = u(1) =0}
La caractérisation de D (\/—_A) est difficile, cependant on sait que
D(V=A) € (D (A),X), 55 = {u€ CL([0,1]) : u (0) = u (1) = 0},

ol

cj([o,u):{ueoqo,u); sup ('“(I)”(y)‘2“((“@/)/2”)<oo}.

z,y,(x+y)/2€[0,1] |fL’ - y|

Notons que

(D (A), C([0,1]))1-9/2,00
= {uec?(([0,1)),C([0,1]), ,,  :u(0) =u(l)=0}
= {ueC’([0,1)) s u(0) =u(1) =0},

(voir [16]). soit

w” (0) € (D(A),C ([0,1]),_ e/goo}

e = {u e C?* ([0,1];C ([0,1])) N C? [0,1]; D(A)) :
T@ZD<A) X Ko 7

= {f € Hl (R) : mﬁ S (D<A)7 ¢ ([O? 1]))179/2,00}'

On peut appliquer la proposition (3.1.1) afin d’obtenir la proposition suivante
Proposition 3.1.2 L’application N

N : N

u o (u(0),v (1))

est bien définie, linéaire, continue et bijective.



CONCLUSION

Dans ce mémoire on a considéré, un probléme abstrait de second ordre de type mélé dans
Uespace de Holder. Ce probléme a été étudier par F.Z.MAZAGHRANI ([13]) en 2011.

Le but de notre travail était de trouver des résultats d’existence, d’unicité et de régularité
mazimale de la solution, on a obtenu des conditions nécessaires et suffisantes sur les données.
Les techniques utilisées sont basées sur la théorie des semi-groupes, le calcul de Dunford,

espaces d’interpolation, etc...
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