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INTRODUCTION

Ce travail est une synthèse des résultats obtenus dans l�article de FATIMA ZOHRA ME-

ZEGHRANI "Neccessary And Su¢ cient Conditions For The Solvability And Maximal Regu-

larity Of Abstract Di¤erential Equations Of Mixed Type In Holder Spaces, 2011".

Le but est d�étudier l�existence, l�unicité et la régularité maximale de l�équation di¤érentielle

abstraite du second ordre suivante

(pA)

8>>>><>>>>:
u"(x) + Au(x) = f(x); x 2 (0; 1)

les conditions aux limites de type Dirichlet-Neumann

u(0) = d0; u
0(1) = n1:

où A est un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) non nécessairement dense, inclus

dans un espace de Banach complexe X, f 2 C� ([0; 1] ; X) (0 < � < 1) et d0; u1 2 X:

Le présent travail est consacré à l�étude d�une équation abstraite de second ordre de type

mêlé dans l�espace de Hölder.

Ce travail est basé plus précisément sur une représentation explicite de la solution utilisant la

racine carrée de l�opérateur �A. Comme cite précédemment, la racine carrée de l�opérateur

�A apparaît absolument dans les équations de second ordre avec les di¤érentes conditions

aux limites de Dirichlet Neumann qui étudié par ([13]) avec des hypothèses de di¤érentiabilité

de la résolvants dans le cas où A est variable, en utilisant le calcul fonctionnel de Dunford.

Aprés avoir trouvé la représentation de la solution stricte, on cherche sous quelles conditions

nécessaires et su¢ santes cette dernière a la régularité maximale i.e quand u véri�é u"; Au 2

C� ([0; 1] ; X) :

L�objectif de ce travail est de trouver des conditions nécessaires et su¢ santes pour l�exis-

tence, l�unicité et la régularité du problème (pA) ; on utilise les opérateurs linéaires fermés,

l�espace d�interpolation, la théorie des semi-groups, calcul fonctionnel de Dunford, les puis-

sances fractionnaires d�opérateurs, et l�espace de Hölder.

Les résultats dans ce travail sont les suivantes :



Théorème 0.0.1 Soit f 2 C� ([0; 1] ; X) (0 < � < 1); et supposons(2:2:1) (voir chapitre 2).

Alors les assertions suivantes sont équivalentes

1. Le problème (pA) admet une unique solution stricte u, telle que

u 2 C2 ([0; 1] ;X) \ C([0; 1] ;D(A));

2. d0 2 D(A); Ad0 � f(0) 2 D(A);

n1 2 D(
p
�A) et

p
�An1 2 D(A):

Ainsi que dans ce cas on dira qu�une solution stricte u à la régularité maximale si u 2

C2+� ([0; 1] ;X) \ C([0; 1] ;D(A)):

Ce mémoire comporte de trois(3) chapitres et est organisé comme suit.

Le premier chapitre est consacré à des rappels sur les outils mathématiques utilisés dans ce

travail : on introduit les notions d�opérateurs linéaires fermés, les semi-groupes, l�intégral de

Dunford, les espaces d�interpolation, les puissances fractionnaires d�opérateurs, et les espaces

de Hölder.

Dans le deuxième chapitre il y�a deux parties, la première est basée sur la racine carrée

de (�A), quelques lemmes et la représentation de la solution celle qui est justi�er par le

calcul de Dunford. Dans la deuxième partie on étudié l�existence, l�unicité et la régularité de

la solution obtenue dans la première partie où f 2 C� ([0; 1] ; X) (0 < � < 1):

Le troisième chapitre c�est une application de ce qu�on a traité dans les chapitres précé-

dents sous forme d�exemple de problème concret dans l�espace de travail.

Le travail se termine par une bibliographie relative à l�ensemble des travaux présentés.



Chapitre 1

Rappels

Ce chapitre est constitué d�un rappel de quelques notions et compléments mathématiques en

relation avec ce travail. On citera particulièrement, les théories des opérateurs et des

semi-groupes .

1.1 Opérateurs linéaires

Dé�nition 1.1.1 A est un opérateur linéaire sur un espace de Banach X, si seulement si

,c�est une application linéaire dé�nie sur un sous espace vectoriel D(A) � X; dit domaine de

A; à valeurs dans X .

On désigne par L(X) l�espase des opérateurs linéaires continus dé�nis sur X; est un espace

de Banach muni de la norme :

kAkL(X) = supfkAxkX : x 2 X; kxkX = 1g;

Dé�nition 1.1.2 Soient (P;D(P )); (Q;D(Q)) deux opérateurs linéaires de X dans Y: On

dit que Q est une extension où un prolongement de P et on note P � Q si

D(P ) � D(Q) et P = Q sur D (P ) :

Dé�nition 1.1.3 L�opérateur A : D(A)! X est dit fermé si son graphe

G(A) = f(x;Ax) : x 2 D(A)g;

est fermé dans X �X:
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Proposition 1.1.1 Un opérateur linéaire A : D(A) � X ! Y est fermé si et seulement si

pour toute suite (xn)n�0 d�élément de D(A) telle que�
xn ! x dans X
Axn ! y dans Y

=)
�
x 2 D(A)
Ax = y

:

Dé�nition 1.1.4 On dit que l�opérateur linéaire A : D (A) ! X est fermable s�il admet

une extension fermée.

Proposition 1.1.2 L�opérateur A : D(A) ! X est fermable si et seulement si pour toute

suite fxngn2N � D(A); �
xn ! 0
Axn ! y

=) y = 0:

Dé�nition 1.1.5 On dit que l�opérateur A : D(A)! X est à domaine dense, si D(A) =

X; i.e si pour tout x 2 X, il existe une suite (xn)n2N d�élément de D(A) telle que

x = lim
n!+1

xn:

Dé�nition 1.1.6 Soit A un opérateur linéaire fermé sur X. L�ensemble résolvant � (A)

de A est dé�ni par

� (A) := f� 2 C : (A� �I) est inversible dans L(X)g:

Un élément de � (A) est appelé valeur résolvante de A:

1. Si � 2 � (A) on dé�nit la résolvante R�(A) de A au point � par :

R� (A) := (A� �I)�1:

2. Le spectre de A est noté � (A), et est dé�ni par

� (A) := Cn� (A) :

et un élément de � (A) est appelé valeur sepectrale de A:

Proposition 1.1.3 Soit A : D (A) � X ! X un opréteur linéaire. Si � (A) 6= 0 alors A est

fermé.



1.2 Les Semi-groupes 4

Dé�nition 1.1.7 Soit 0 < ! < �: On dé�nit le secteur suivant

S! = fz 2 Cn f0g : jarg zj < !g :

Un opérateur linéaire fermé A sur X est dit sectoriel d�angle ! si

� (A) � S!;

et

8!0 2]!; �[;M(A; !0) = sup
�=2S

!
0

� (A� �I)�1
L(X)

<1:

On note sect(!) l�ensemble des opérateurs linéaires sur X qui sont sectoriels d�angle !:

1.2 Les Semi-groupes

Soit (X; k:k) un espace de Banach complexe.

Dans cette section, on considère (T (t))t�0 une famille d�opérateurs linéaires bornés dé�nie

sur X:

1.2.1 Semi-groupes fortement continus

Dé�nition 1.2.1 La famille (T (t))t�0 est appelée semi-groupe si on a :

1. T (0) = I = IX ;

2. 8s; t 2 R+ : T (s+ t) = T (s)T (t):

Lorsque la deuxième propriété est véri�ée pour t et s quelconques dans R; (T (t))t2R est dit

un groupe.

Dé�nition 1.2.2 Un semi-groupe (T (t))t�0 est dit fortement continu, et il est noté C0

semi-groupe, si pour tout x 2 X; l�application t! T (t)x de R+ dans X est continue

i.e si on a pour tout x 2 X

lim
t!0+

kT (t)x� xkX = 0:

Proposition 1.2.1 Soit (T (t))t�0 un C0 semi-groupe. Alors il existe des constantes réelles

! � 0; M > 1, telle que

8t � 0; kT (t)kL(X) �Me!t:
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Corollaire 1.2.1 Soit (T (t))t�0 un C0 semi-groupe. Alors pour tout x 2 X; t ! T (t)x est

une fonction continue de R+dans X, i.e pour tout t0 2 R+

lim
t!t0

kT (t)x� T (t0)xkX = 0:

Générateurs in�nitésimaux

Dé�nition 1.2.3 Le générateur in�nitésimal du C0semi-groupe T (t))t�0 est l�opérateur A

dé�ni par : (
D(A) =

n
x 2 X : limh!0

T (h)x�x
h

existe dans X
o

Ax = limh�!0
T (h)x�x

h
; x 2 D(A):

D(A) est non vide et est bien un sous-espace vectoriel de X. A est clairement linéaire de

D(A) dans X:

1.2.2 Semi-groupes analytiques

Après avoir étudier les C0 semi-groupes il est nécessaire d�aborder les semi-groupes analy-

tiques qui seront utilisés au cours de ce travail.

Dans cette section, on dé�nit arg qui désigne la détermination principale de la fonction

argument caractérisée par :

arg(z) = ' si z = rei'; r > 0; ' 2 [��; �] :

Dé�nition 1.2.4 soit � 2]0; �]: on appelle semi-group analytique l�application T dé�nie sur

secteur S� avec

S� = fz 2 C� : jarg(z)j < �g

et à valeurs dans L(X) telle que :

1. z ! T (z) est analytique sur S�

2. T (0) = I et 8x 2 X; lim z!0
z2S�

kT (z)x� xkX = 0:

3. 8z1;z2 2 S�; T (z1 + z2) = T (z1)T (z2):

si de plus supz2S� kT (z)k < +1; on dit que (T (z))z2S� est uniformément borné dans S�:
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1.2.3 Semi-groupes analytiques généralisés

On dira que
�
exQ
�
x�0 est un semi-group analytique généralisé si Q est un opérateur linéaire

dans X, de domaine non dense et véri�ant :(
� (Q) � S!;� =

�
� 2 Cn f!g = jarg (�� !)j < �

2
+ �
	
et

sup�2S!;�
(�� !) (�I �Q)�1

L(X)
< +1

où

! 2 R et � 2
�
0; �

2

�
:

et � (Q) désigne l�ensembe résolvant de l�opérateur Q

Dans ce cas
�
exQ
�
x�0 n�est pas continue (voir [14])

Remarque 1.2.1 En �xant r > 0; �0 2 ]0; �[ alors
�
exQ
�
x�0 est dé�ni par

�
exQ
�
=

8><>:
1
2�i

Z


e�x (�I �Q)�1 d� si x > 0

I si x = 0

où  est le bord de S!;�0nB (0; r) orienté négativement.

Générateur in�nitésimal d�un semi-group analytique(ou holomorphe)

Théorème 1.2.1 Soit D(A) � X ! X un opérateur linéaire .

Alors les propriétès suivantes sont équivalentes :

1. A est fermé, D(A) est dense dans X il existe C � 0 tel que�
� (A) � f� 2 C� : Re(�) � 0get
9C > 0;8� : Re(�) > 0; k(A� �I)�1kL(X) � C

j�j :

2. A est le générateur in�nitésimal d�un semi-group analytique, uniformément borné (T (t))t�0

qui est de plus se prolonge en (T (z))z2S�, semi-group sur X; analytique dans S�; uni-

formément borné dans S�:(avec � 2 ]0; �[):

1.3 Les espaces d�interpolation

Dé�nition 1.3.1 Soit X un espace de Banach. On désigne par Lp�(R+; X) (1 � p < 1);

l�espace de Banach des fonctions f fortement mesurables dé�nies pour presque tout t 2 R+
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à valeurs dans X telles que :0@ +1Z
0

kf(t)kpX
dt

t

1A 1
p

= kfkLp�(R+;X) <1:

Si p = +1; on dé�nit l�espace L1� (R+; X) par

f 2 L1� (R+; X)()
�
f : R+ ! X fortement mesurable et
supt2R+ ess kf(t)kX <1:

Dé�nition 1.3.2 Soient (X0; k:k0) et (X1; k:k1) deux espaces de Banach s�injectant conti-

nuement dans un espace topologique séparé F .

Les espaces
�
X0 \X1; k:kX0\X1

�
;
�
X0 +X1; k:kX0+X1

�
munis des normes suivantes(

kxkX0\X1 = kxkX0 + kxkX1 ; pour x 2 X0 \X1

kxkX0+X1 = infx=x0+x1xi2Xi

�
kxkX0 + kxkX1

�
; pour x 2 X0 +X1

;

sont des espaces de Banach.

Pour � 2 ]0; 1[ ; p 2]1;+1] , on dé�nit l�espace d�interpolation entre X0 et X1 noté (X0; X1)�;p

comme étant l�ensemble des vecteurs x 2 X0 +X1 tels que�
8t > 0;9u0 (t) 2 X0;9u1 (t) 2 X1 : x = u0 (t) + u1 (t)
t��u0 2 Lp�(R+; X0); t1��u1 2 Lp�(R+; X1):

Proposition 1.3.1 (X0; X1)�;pmuni de la norme

kxk
�;p
= inf

x=u0(t)+u1(t)
ui(t)2Xi

�t��u0Lp�(R+;X0) + t1��u1Lp�(R+;X1)� ;
est un espace de Banach véri�ant

X0 \X1 � (X0; X1)�;p � X0 +X1;

avec injection continue voir ([12])

Dé�nition 1.3.3 Soit A:D(A) � X ! X un opérateur linéaire fermé. Son domaine D(A)

est un espace de Banach muni de la norme du graphe

kxkD(A) = kxkX + kAxkX ; x 2 D(A):



1.4 Calcul et intégrale de Dunford 8

Pour X0 = D(A); X1 = X; on note pour � 2 ]0; 1[ ; p 2]1;+1];

DA (�; p) = (D(A); X)1��;p :

Certains espaces d�interpolation ont une caractérisation explicite, on cite par exemple les cas

suivants : voir ([3])

1. Si R�+ � � (A) et il existe une constante c > 0 telle que

8� > 0;
(A� �IX)�1L(X) � c

�
;

alors l�espace DA (�; p) est donné par

DA (�; p) =
�
u 2 X : t�A (A� tI)�1 u 2 Lp�(R+; X)

	
;

Dans ce cas et grâce à la propriété de réitération de Lions-Peetre voir [9], on a pour

tout p 2]1;+1] et m 2 N�;

DA (m�; p) = DAm (�; p) :

2. Si A génère un semi-groupe fortement continu et borné dans X alors

DA (�; p) =
�
u 2 X : t��(etA � I)�1u 2 Lp�(R+; X)

	
;

voir ([6]) :

3. Si A génère un semi-groupe analytique et borné dans X alors

DA (�; p) =
�
u 2 X : t1��AetAu 2 Lp�(R+; X)

	
:

Ces espaces véri�ent la propriété d�inclusion

DA (�
0; p) = DA (�; q) ;

pour �0 > � et p; q 2 [1;+1] quelconques ou pour �0 = � et q � p:

1.4 Calcul et intégrale de Dunford

Soit (X; k:k) un espace de Banach complexe. Pour U un ouvert de C, on désigne par H(U)

l�ensemble des fonctions holomorphes sur U:
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1.4.1 Formule de cauchy :

Soient U un ouvert deC,K un compact de U de bord  orienté positivement. Soient f 2 H(U)

et z0 2 K: On a

f(z0) =
1

2i�

Z


f (�) (�I � z0)�1d�;

où  est le bord positivement orienté de K:

1.4.2 Intégrale de Dunford-Riesz :

Soient T 2 L(X), U un ouvert de C, K un compact de U contenant �(T ) et  le bord de K

orienté positivement ( est donc �nie et entoure le spectre de T ). Soit f 2 H(U). Alors

f(T ) =
1

2�i

Z


f(�)(zI � T )�1d�:

1.4.3 Propriété de l�intégrale de Dunford

Théorème 1.4.1 Soient f et g 2 H(T ) et T 2 L(X); alors f:g 2 H(T ), et

f(T ):g(T ) = (f:g)(T ) =
1

2�i

Z


f (�) g (�) (�I � T )�1 d�

1.5 Espace de Hölder

Comme il a été énoncé en introduction, on va travailler dans les espaces de Hölder : C�([0; 1];X):

On va donc dé�nir les espaces de Hölder et énoncer quelques propriétés importantes de ces

espaces.

Dé�nition 1.5.1 Soient X un espace de Banach complexe et C ([0; 1] ;X) l�espace de Banach

des fonctions continues sur [0; 1] à valeurs dans X muni de la norme

kfkC([0;1];X) = max
t2[0;1]

kf (t)kX

On considère, pour0 � � � 1; l�espace

C�([0; 1];X) =

(
f 2 C ([0; 1] ;X)� sup

t�s 6=0

kf (t)� f (s)kX
jt� sj�

< +1
)
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muni de la norme

kfkC�([0;1];X) = kfkC([0;1];X) + sup
t�s 6=0
t;s2[0;1]

kf (t)� f (s)kX
jt� sj�

:

Cet espace est appelé espace höldérien de degré �:

1.6 Puissances fractionnaires d�opérateurs

Théorème 1.6.1 Si A est un opérateur linéaire fermé à domaine dense dans X tel que :�
9C > 0 : R+ � �(A) et pour � � 0
k(A� �I)�1kL(X) � C

1+�
;

alors pour 0 < � � 1
2
;�(�A)� génère un semi-groupe T�(t) fortement continue pour t � 0

et uniformément continue pour t > 0.

Preuve. voir A.V.Blakrishnan([2]) �

Exemple 1.6.1 Pour � = 1
2
on a :

T 1
2
(t) =

+1Z
0

(A� �I)�1 sin t
p
�d�



Chapitre 2

Résolution du problème dans le cas où
f est dans C� ([0; 1] ;X) ; (0 < � < 1)

2.1 Approche utilisant la racine carrée de (�A)

Considérons dans un espace de Banach complexe X le problème abstrait suivant :

u
00
(x) + Au (x) = f(x); x 2 (0; 1) (2.1.1)�

u(0) = d0:
u0(1) = n1:

(2.1.2)

où A est un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) non nécessairement dense dans X ,

ici d0; n1 sont des éléments donnés dans X et f 2 C� (0 < � < 1) f est une fonction dé�nie

de R à valeurs dans X: On s�intéressera à l�existence et l�unicité d�une solution stricte du

problème (2:1:1)� (2:1:2) ; c�est-à-dire une fonction u telle que

u 2 C2 ([0; 1] ;X) \ C([0; 1] ;D(A));

2.2 Hypothèses

On suppose ici que f 2 C� ([0; 1] ;X) ; � 2]0; 1[

L�opérateur A véri�e (l�hypothèse d�éllipticité)(
A est un opérateur linéaire fermé dans X; [0;+1[� �(A)
et 9C > 0 : 8� > 0 :

(A� �I)�1
L(X)

� C
1+�

(2.2.1)
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Remarque 2.2.1 Cette hypothèse implique que �(�A) 12 est dé�ni et est générateur in�ni-

tésimal d�un semi-groupe analytique noté
n
e�

p
�Ax

o
x�0
non fortement continue en zéro car

D(A) n�est pas supposé dense dans X; c�est-à-dire :D (A) 6= X voir ([2]) :

On pose que �B est un générateur in�ntésimal .

Nous avons mis tout au long du travail B =
p
�A et Z = e�2B:

Proposition 2.2.1 Supposons(2:2:1) : l�opérateur(I � Z) a un inverse borné donné par :

(I � Z)�1 = 1

2�i

Z
#

e2z

1� ez (zI +B)
�1 dz + I;

où # est une courbe appropriée dans le plan complexe (une courbe sectorielle de jordan

entourant le spectre(�B)):

Preuve. Puisque l�axe imaginaire est continue dans l�ensemble résolvant � (�B) on peut

adapter la preuve de Lunardi�s([10])(proposition 2.3.6 page 60),en choisissant une courbe

approprieé # sur le compte ,du fait que(�B) génère un semi-groupe analytique. �

Corollaire 2.2.1 Sous l�hypothèse (2:2:1) l�opérateur (I + Z) a un inverse borné.

Preuve. On a �
I � e�2B

� �
I + e�2B

�
= I � e�4B

alors �
I + e�2B

�
=
�
I � e�2B

��1 �
I � e�4B

�
:

En conséquence, �
I + e�2B

��1
=
�
I � e�4B

��1 �
I � e�2B

�
:

�

2.3 Quelques résultats

Lemme 2.3.1 Soit A un opérateur linéaire fermé de domine DA non nécessairement dense

alors :

D(A) = D
(�A)

1
2
:
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Preuve. On rappelle que :D(A) � D
(�A)

1
2

donc D(A) = D
(�A)

1
2

Cette inclusion est évidente

Soit x 2 D
(�A)

1
2
alors x = limn xn:

où

xn = (�A)
�1
2 yn 2 D(�A)

1
2

et

xn = (�A)
�1
2 yn =

1

2i�

Z


z
�1
2 (A� I)�1yndz

alors xn = (�A)
1
2yn 2 DA vu que l�intégrale existe et dont les élèments à l�interieur sont dans

DA

D�où

x = lim
n!1

xn 2 DA:

�

Pour d0 2 X;on considère la fonction abstraite suivante

]0; 1] �! X

x � D0

�
x;
p
�A

�
d0

où

D0

�
x;
p
�A

�
d0 = (I + Z)

�1
�
I + e�2

p
�A(1�x)

�
e�

p
�Axd0

on a le résultat suivant :

Lemme 2.3.2 On a :

1.

D0

�
x;
p
�A

�
d0 2 C1

�
]0; 1];D(Ak)

�
; k 2 N;

2.

8x 2]0; 1]; D"0
�
x;
p
�A

�
d0 + AD0

�
x;
p
�A

�
d0 = 0;
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3.

9C > 0;8 2]0; 1];
D0

�
x;
p
�A

�
d0


x
� C kd0kX :

Preuve. Soit x > 0; d0 2 X: Il est facile de véri�er que

(I � Z)�1 e�Bx = e�Bx (I � Z)�1 ;

alors

D0 (x;B) d0 = e
�Bx �I + e�2B(1�x)� (I + Z)�1 d0;

d�où l�on déduit la première assertion en virtue de Sinstrari([14]) :

On a, pour x 2]0; 1];

D0
0 (x;B) d0 = (I + Z)

�1 (2Be�2B(1�x))e�Bxd0

D00
0 (x;B) d0 = (I + Z)�1 (4 (�A) e�2B(1�x))e�Bxd0

� (I + Z)�1 (2Be�2B(1�x))Be�Bxd0

� (I + Z)�1 (2Be�2B(1�x))e�Bxd0

� (I + Z)�1
�
I + e�2B(1�x)

�
Ae�Bxd0

= � (I + Z)�1
�
I + e�2B(1�x)

�
Ae�Bxd0

D00
0 (x;B) d0 + AD0 (x;B) d0

= � (I + Z)�1
�
I + e�2B(1�x)

�
Ae�Bxd0

+A (I + Z)�1
�
I + e�2B(1�x)

�
e�Bxd0

= � (I + Z)�1
�
I + e�2B(1�x)

�
Ae�Bxd0

+(I + Z)�1
�
I + e�2B(1�x)

�
Ae�Bxd0

= 0:

On sait qu�il existe une constante M > 0 telle que pour tout x > 0; d0 2 X; on ae�Bxd0X �M kd0kX

voir Tanab([15]) : Alors, 9C > 0 :

kD0 (x;B) d0kX =
(I + Z)�1 �I + e�2B(1�x)� e�Bxd0X

� C kd0kX :
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�
Ici, on étudie le comportement de D0 (:; B) en 0:

Lemme 2.3.3 1. Soit d0 2 X: Alors

D0

�
:;
p
�A

�
d0 2 C ([0; 1];X) si seulement si d0 2 D(A)

2. Soit d0 2 D(A): Alors

D0

�
:;
p
�A

�
d0 2 C ([0; 1];D(A)) si seulement si Ad0 2 D(A)

Preuve. C�est une conséquence de la commutativité entre (I + Z)�1 et A sur D(A) d�une

part et Sinestrari ([14]) ; d�une autre part on utilise aussi le fait que

D(
p
�A) = D(A);

voir Haase ([7]) �
Maintenant, pour n1 2 X; on considère la fonction abstraite suivante

[0; 1[ ! X

x 7! N1

�
x;
p
�A

�
n1

où

Lemme 2.3.4 On a :

1. N1
�
x;
p
�A

�
n1 2 C1

�
]0; 1];D(Ak)

�
; k 2 N;

2. 8x 2 [0; 1[ ; N1"
�
x;
p
�A

�
+ AN1

�
x;
p
�A

�
n1 = 0;

3. 9C > 0;8 2 [0; 1[;
N1 �x;p�A�n1X � C knkX :

Preuve. Il n�est pas di¢ cile de montrer ce lemme, il su¢ t de remplacer x par 1� x: �

Lemme 2.3.5 1. Soit n1 2 X: Alors :

N1

�
:;
p
�A

�
n1 2 C ([0; 1];X) si seulement si n1 2 D(A)

2. Soit n1 2 D(A): Alors

N1

�
:;
p
�A

�
n1 2 C ([0; 1];D(A)) si seulement si

p
�An1 2 D(A):

Preuve. On montre ce lemme de la même manière que le lemme 3 . �
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2.4 Représentation de la solution

On suppose que le problème (2:1:1)� (2:1:2) admet une solution stricte u:

on pose

u(1) = u1:

Alors u est la solution stricte du problème suivant

8<: u
00
(x)�B2u (x) = f(x)

u(0) = d0:
u(1) = u1:

(2.4.1)

En utilisant la méthode de la variation des constantes, on obtient la représentation ci - dessus

u(x) = e�xB�0 + e
�(1�x)B�1 �

1

2
B�1

xZ
0

e�(x�s)Bf(s)ds� 1
2
B�1

Z 1

x

e�(s�x)Bf(s)ds;

où

�0 = (I � Z)�1
�
d0 � e�Bu1

�
+
1

2
(I � Z)�1B�1

�Z 1

0

e�sBf(s)ds�
Z 1

0

e�(2�s)Bf(s)ds

�
;

�1 = (I � Z)�1
�
�e�Bd0 + u1

�
+
1

2
(I � Z)�1B�1

�Z 1

0

e�(1�s)Bf (s) ds�
Z 1

0

e�(1+s)Bf (s) ds

�
:

On déduit que

n1 = u
0 (1)

= �Be�B (I � Z)�1
�
d0 � e�Bu1

�
�1
2
e�B (I � Z)�1

�Z 1

0

e�sBf(s)ds�
Z 1

0

e�(2�s)Bf(s)ds

�
+B (I � Z)�1

�
�e�Bd0 + u1

�
+
1

2
(I � Z)�1

�Z 1

0

e�(1�s)Bf (s) ds�
Z 1

0

e�(1+s)Bf (s) ds

�
�1
2

Z 1

0

e�(1�s)Bf (s) ds
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= �2 (I � Z)�1Be�Bd0 + (I � Z)�1 (I + Z)Bu1

�1
2
e�B (I � Z)�1

�Z 1

0

e�sBf(s)ds�
Z 1

0

e�(2�s)Bf(s)ds

�
+
1

2
(I � Z)�1

�
�
Z 1

0

e�(1+s)Bf (s) ds+ Z

Z 1

0

e�(1�s)Bf (s) ds

�
:

Alors,

u1 = (I + Z)�1 (2e�Bd0 + (I � Z)B�1n1) (2.4.2)

+(I + Z)�1B�1
�
�
Z 1

0

e�(1�s)Bf (s) ds+

Z 1

0

e�(1+s)Bf (s) ds

�
:

Les conditions aux limites déterminent �0; �1 pour avoir l�expression de la solution u qui est

donnée par :

u (x) = (I + Z)�1
�
(e�xB + e�(2�x)B)d0 +

�
e�(1�x)B � e�(1+x)B

�
B�1n1

�
(2.4.3)

+
1

2
(I + Z)�1B�1[

Z 1

0

e�(x+s)Bf(s)ds+

Z 1

0

e�(2�x+s)Bf(s)ds]

+
1

2
(I + Z)�1B�1[

Z 1

0

e�(2+x�s)Bf(s)ds�
Z 1

0

e�(2�x�s)Bf(s)ds]

�1
2
B�1

xZ
0

e�(x�s)Bf(s)ds� 1
2
B�1

Z 1

x

e�(s�x)Bf(s)ds:

2.5 Existence, unicité et La régularité maximale de la
solution

On considère le problème (2:1:1)et (2:1:2) la solution est donnée par(2:4:3)

Le théorème suivant précise les conditions nécessaires et su�ssantes pour avoir une solution

stricte.

Théorème 2.5.1 soit f 2 C� ([0; 1] ;X) ; 0 < � < 1; et supposons (2:2:1). Alors les asser-

tions suivantes sont équivalentes.
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1. problème(2:1:1)-(2:1:2)admet une unique solution stricte u; telle que

u 2 C2 ([0; 1] ;X) \ C ([0; 1] ;D (A)) ;

et véri�ant (2:1:1)-(2:1:2) :

2. d0 2 D (A) ; Ad0 � f (0) 2 D (A); u est donnée par la formule (2:4:3) :

n1 2 D
�p
�A

�
et

p
�An1 2 D (A):

Preuve. supposons 1, alors

d0 = u (0) 2 D (A) ;

et �
Ad0 � f (0) = �u00 (0) 2 D (A)
Au(1)� f(1) = �u00(1) 2 D (A)
f(x) = Au (x) + u" (x) :

Maintenant, on consière la solution représenté par (2:4:3) :

On met,

L (f) (x) =

1

2
(I + Z)�1

1Z
0

B�1e�(x+s)Bf (s) ds+
1

2
(I + Z)�1

1Z
0

B�1e�(2�x+s)Bf (s) ds

+
1

2
(I + Z)�1

1Z
0

B�1e�(2+x�s)Bf (s) ds� 1
2
(I + Z)�1

1Z
0

B�1e�(2�x�s)Bf (s) ds

�1
2

xZ
0

B�1e�(x�s)Bf (s) ds� 1
2

1Z
x

B�1e�(s�x)Bf (s) ds:

On a :

f(x) = Au (x) + u" (x) :

On obtient

L (f) (x) = L (Au) (x) + L (u") (x)

=
6X
i=1

Hi +
6X
i=1

Ji:
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L (f) (x) =
1

2
(I + Z)�1

1Z
0

B�1e�(x+s)BAu (s) ds+
1

2
(I + Z)�1

1Z
0

B�1e�(2�x+s)BAu (s) ds

+
1

2
(I + Z)�1

1Z
0

B�1e�(2+x�s)BAu (s) ds� 1
2
(I + Z)�1

1Z
0

B�1e�(2�x�s)BAu (s) ds

�1
2

xZ
0

B�1e�(x�s)BAu (s) ds� 1
2

1Z
x

B�1e�(s�x)BAu (s) ds

+
1

2
(I + Z)�1

1Z
0

B�1e�(x+s)Bu" (s) ds+
1

2
(I + Z)�1

1Z
0

B�1e�(2�x+s)Bu" (s) ds

+
1

2
(I + Z)�1

1Z
0

B�1e�(2+x�s)Bu" (s) ds� 1
2
(I + Z)�1

1Z
0

B�1e�(2�x�s)Bu" (s) ds

�1
2

xZ
0

B�1e�(x�s)Bu" (s) ds� 1
2

1Z
x

B�1e�(s�x)Bu" (s) ds

Aprés intégration par parties, on a :

Pour les (Ji) :

J1 =
1

2
(I + Z)�1B�1

1Z
0

e�(x+s)Bu" (s) ds

=
1

2
(I + Z)�1B�1

�
e�(x+s)Bu0 (s)

�1
0
+

1Z
0

Bu0 (s) e�(x+s)Bds

J1 =
1

2
(I + Z)�1B�1

�
e�(x+1)Bu0 (1)� e�xBu0 (0)

�
+ I1

Avec,

I1 =

1Z
0

Bu0 (s) e�(x+s)Bds

encore l�intégration par partie on obtient :

= B
�
e�(x+s)Bu (s)

�1
0
+B

1Z
0

e�(x+s)Bu (s) ds

= B
�
e�(x+1)Bu (1)� e�xBu (0)

�
+B

1Z
0

e�(x+s)Bu (s) ds
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On trouve :

J1 =
1

2
(I + Z)�1B�1

�
e�(x+1)Bu0 (1)� e�xBu0 (0)

�
+
1

2
(I + Z)�1

�
e�(x+1)Bu (1)� e�xBu (0)

�
+
1

2
(I + Z)�1

1Z
0

Be�(x+s)Bu (s) ds:

De même on trouvent les autres intégrales J2; J3; J4; J5; J6

la solution u est donnée par la formule(2:4:3) :On déduit que

u(1) = (I + Z)�1(2e�Bd0 + (I � Z)B�1n1)

+ (I + Z)�1
Z 1

0

B�1e�(1+s)Bf (s) ds

� (I + Z)�1
Z 1

0

B�1e�(1�s)Bf (s) ds

Alors

B�1n1 = u(1)� 2(I + Z)�1e�Bd0 +

+(I + Z)�1e�2BB�1n1

�(I + Z)�1e�B
Z 1

0

B�1e�sBf (s) ds

+(I + Z)�1
Z 1

0

B�1e�(1�s)Bf (s) ds

= u(1)� 2e�B (I + Z)�1 d0

+e�2B (I + Z)�1B�1n1

�e�B (I + Z)�1
Z 1

0

B�1e�sBf (s) ds

+(I + Z)�1
Z 1

0

B�1e�(1�s)Bf (s) ds

=
5X
i=1

ai

Il est clair que a1; a2; a3;a4 sont dans D (A) d�une autre part, de a5

= ( I + Z)�1B�1
Z 1

0

e�(1�s)Bf(s)ds

= �A�1(I + Z)�1
Z 1

0

Be�(1�s)B(f(s)� f (1))ds

+A�1(I + Z)�1
�
I � e�B

�
f (1)
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on a a5 2 D (A) : on déduit que

B�1n1 2 D (A)

ce qui implique que

n1 2 D (B) :

De plus

Au (1)� f (1) =

2 (I + Z)�1 e�BAd0 � (I + Z)�1 (I � Z)Bn1

� (I + Z)�1 e�B
Z 1

0

Be�sBf(s)ds+ (I + Z)�1
Z 1

0

Be�(1�s)B(f(s)� f (1))ds+

(I + Z)�1
�
I � e�B

�
f (1)� (I + Z)�1 (I + Z) f (1)

= 2 (I + Z)�1 e�BAd0 � (I + Z)�1 (I + Z � 2Z)Bn1

� (I + Z)�1 e�B
Z 1

0

Be�sBf(s)ds+ (I + Z)�1
Z 1

0

Be�(1�s)B(f(s)� f (1))ds

� (I + Z)�1
�
e�B + e�2B

�
f (1)

= 2 (I + Z)�1 e�BAd0 +Bn1 + 2 (I + Z)
�1 e�2BBn1

� (I + Z)�1 e�B
Z 1

0

Be�sBf(s)ds+ (I + Z)�1
Z 1

0

Be�(1�s)B(f(s)� f (1))ds

� (I + Z)�1
�
e�B + e�2B

�
f (1) :

alors

Bn1 = [Au (1)� f (1)]� 2e�B (I + Z)�1Ad0 (2.5.1)

+2e�2B (I + Z)�1Bn1

+(I + Z)�1 e�B
Z 1

0

Be�sBf(s)ds

� (I + Z)�1
Z 1

0

Be�(1�s)B(f(s)� f (1))ds

+
�
e�B + e�2B

�
(I + Z)�1f (1)

=
X6

i=1
bi

b1; b2; b3; b4; b6 sont dans D(A); alors

Bn1 2 D (A):
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Inversement, on suppose que

d0 2 D (A) ; n1 2 D (B) ;

Ad0 � f (0) 2 D (A) et Bn1 2 D (A)

u (x) = D0 (x;B) d0 +N1 (x;B)n1

+
1

2
(I + Z)�1B�1

Z 1

0

e�(x+s)Bf(s)ds

+
1

2
(I + Z)�1B�1

Z 1

0

e�(2�x+s)Bf(s)ds

+
1

2
(I + Z)�1B�

1
2

Z 1

0

e�(2+x�s)Bf(s)ds

�1
2
(I + Z)�1B�

1
2

Z 1

0

e�(2�x�s)Bf(s)ds

�1
2
B�1

Z x

0

e�(x�s)Bf(s)ds� 1
2
B�1

Z 1

x

e�(s�x)Bf(s)ds;

alors

u0(x) = D0
0(x;B)d0 +N

0
1 (x;B)n1

�1
2
(I + Z)�1

Z 1

0

e�(x+s)Bf(s)ds

+
1

2
(I + Z)�1

Z 1

0

e�(2�x+s)Bf(s)ds� 1
2
(I + Z)�1

Z 1

0

e�(2+x�s)Bf(s)ds

�1
2
(I + Z)�1

Z 1

0

e�(2�x�s)Bf(s)ds+
1

2

Z x

0

e�(x�s)Bf(s)ds� 1
2

Z 1

x

e�(s�x)Bf(s)ds:

u00 (x) = D00
0 (x;B) d0 +N

00
1 (x;B)n1

+
1

2
(I + Z)�1B

Z 1

0

e�(x+s)Bf(s)ds

+
1

2
(I + Z)�1B

Z 1

0

e�(2�x+s)Bf(s)ds

+
1

2
(I + Z)�1B

Z 1

0

e�(2+x�s)Bf(s)ds

�1
2
(I + Z)�1B

Z 1

0

e�(2�x�s)Bf(s)ds

�1
2
B

Z x

0

e�(x�s)Bf(s)ds� 1
2
B

Z 1

x

e�(s�x)Bf(s)ds+ f (x)
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= �(I + Z)�1(I + e�2(1�x)B)e�xBAd0

+(I + Z)�1(I � e�2xB)(e�(1�x)BBn1

+
1

2
(I + Z)�1B

Z 1

0

e�(x+s)Bf(s)ds

+
1

2
(I + Z)�1B

Z 1

0

e�(2�x+s)Bf(s)ds

+
1

2
(I + Z)�1B

Z 1

0

e�(2+x�s)Bf(s)ds

�1
2
(I + Z)�1B

Z 1

0

e�(2�x�s)Bf(s)ds

�1
2
B

Z x

0

e�(x�s)Bf(s)ds� 1
2
B

Z 1

x

e�(s�x)Bf(s)ds+ f (x)

On écrit

u00 (x) = �(I + Z)�1e�xB(Ad0 � f (0))� (I + Z)�1e�(2�x)B)Ad0

�(I + Z)�1e�xBf (0) + (I + Z)�1e�(1�x)BBn1

�(I + Z)�1e�(1+x)BBn1

+
1

2
(I + Z)�1e�xB

Z 1

0

Be�sB(f(s)� f(0))ds

�1
2
(I + Z)�1e�(1+x)Bf(0) +

1

2
(I + Z)�1e�xBf(0)

+
1

2
(I + Z)�1e�(2�x)B

Z 1

0

Be�sBf(s)ds

+
1

2
(I + Z)�1e�(1+x)B

Z 1

0

Be�(1�s)Bf(s)ds

�1
2
(I + Z)�1e�(1�x)B

Z 1

0

Be�(1�s)B(f(s)� f (1))ds

�1
2
(I + Z)�1e�(1�x)Bf (1) +

1

2
(I + Z)�1e�(2�x)Bf(1)

�1
2

Z x

0

Be�(x�s)B(f(s)� f (x))ds+ 1
2
f (x)

�1
2
e�xB(f(x)� f(0))� 1

2
(I + Z)�1e�xBf(0)

�1
2
(I + Z)�1Ze�xBf(0)� 1

2

Z 1

x

Be�(s�x)B(f(s)� f (x))ds

+
1

2
e�(1�x)B (f (x)� f (1))� 1

2
f (x) +

1

2
(I + Z)�1e�(1�x)Bf (1)
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+
1

2
(I + Z)�1Ze�(1�x)Bf(1) + f (x)

d�où on a

u00(x) = �(I + Z)�1e�xB(Ad0 � f (0))� (I + Z)�1e�(1�x)BBn1 (2.5.2)

�(I + Z)�1e�(2�x)B)Ad0 � (I + Z)�1e�(1+x)BBn1

+
1

2
(I + Z)�1e�xB

Z 1

0

Be�sB(f(s)� f(0))ds

�1
2
(I + Z)�1e�(1+x)Bf(0)� 1

2
(I + Z)�1e�(2+x)Bf(0)

+
1

2
(I + Z)�1e�(2�x)B

Z 1

0

Be�sBf(s)ds

+
1

2
(I + Z)�1e�(1+x)B

Z 1

0

Be�(1�s)Bf(s)ds

�1
2
(I + Z)�1e�(1�x)B

Z 1

0

Be�(1�s)B(f(s)� f (1))ds

+
1

2
(I + Z)�1e�(2�x)Bf (1) +

1

2
(I + Z)�1Ze�(1�x)Bf(1)

�1
2

Z x

0

Be�(x�s)B(f(s)� f (x))ds+ 1
2
e�xB(f (x)� f(0))

�1
2

Z 1

x

Be�(s�x)B(f(s)� f (x))ds+ 1
2
e�(1�x)B(f(x)� f (1))

+f (x) :

Utilisant les lemmes(3)et (5) le premier et le deuxième termes sont dans C ([0; 1] ;X) ; les

autres sont continus car f 2 C� ([0; 1] ;X).

D�où l�on déduit que u00 2 C ([0; 1] ;X) de la même manière on montre que Au 2 C ([0; 1] ;X) ;
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Au (x) = (I + Z)�1e�xBAd0 + (I + Z)
�1e�(2�x)BAd0

�(I + Z)�1e�(1�x)BBn1 + (I + Z)�1e�(1+x)BBn1

�1
2
(I + Z)�1e�xB

Z 1

0

Be�sBf(s)ds

�1
2
(I + Z)�1e�(2�x)B

Z 1

0

Be�sBf(s)ds

�1
2
(I + Z)�1e�(1+x)B

Z 1

0

Be�(1�s)Bf(s)ds

�1
2
(I + Z)�1e�(1�x)B

Z 1

0

Be�(1�s)Bf(s)ds

+
1

2

Z x

0

Be�(x�s)Bf(s)ds+
1

2

Z 1

x

Be�(s�x)Bf (s) ds

alors

u00 (x) + Au (x) = f (x) :

�
Pour la régularité maximale de la solution stricte on a

Théorème 2.5.2 Soit f 2 C� ([0; 1] ;X) ; 0 < � < 1; on suppose (2:2:1). Alors les assertions

suivantes sont équivalentes.

1 L�unique solution stricte u du problème (2:1:1)-(2:1:2) a la proprièté de régularité maxi-

male :

u00; Au 2 C� ([0; 1] ;X) :

2 Les éléments d0 et n1 satis�sant les conditions suivantes

d0 2 D (A) ; n1 2 D
�p
�A

�
; Ad0 � f (0) 2 (D(A); X)1� �

2
;1

p
�An1 2 (D (A) ; X)1� �

2
;1 :

Preuve. Supposons qu�il existe une solution stricte u du problème(2:1:1)� (2:1:2) ayant la

proprièté de régularité maximale. Du théorème précèdent, on a

d0 2 D (A) ; n1 2 D (B)
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Aussi le premier et le second terme dans la formule (2:5:2) sont dans C� ([0; 1] ;X) alors

e�B: (Ad0 � f (0)) 2 C� ([0; 1] ;X) ;

e(1�:)BBn1 2 C� ([0; 1] ;X) :

et appliquant la remarque , ((f) , page 39 dans([14])); on obtient

Ad0 � f (0) 2 (D(B); X)1��;1;

Bn1 2 (D(B); X)1��;1:

On conclut on notant que

(D(B); X)1��;1 = (D (A) ; X)1� �
2
;1 :

Inversement, supposons que

d0 2 D (A) ; n1 2 D (B) ; (Ad0 � f (0) 2 (D(A); X)1� �
2
;1

et Bn1 2 (D(A); X)1� �
2
;1:

Utilisant le théorème (1.4 page 361 de ([3]))on a

e�
p
�A:(Ad0 � f (0)) 2 C� ([0; 1] ;X) ;

e(1�:)
p
�ABn1 2 C� ([0; 1] ;X) ;Z 1

0

Be�sB(f (s)� f (0))ds 2 C� ([0; 1] ;X) ;Z 1

0

Be�(1�s)B(f (s)� f (1))ds 2 C� ([0; 1] ;X) ;

Donc

u00; Au 2 C� ([0; 1] ;X) :

�



Chapitre 3

Application

3.1 Application dans le cas où f est dans C� ([0; 1] ;X)

On s�intéresse dans ce chapitre à un exemple de problème concret, pour illustrer tout ce

qu�on a vu dans les deux premiers chapitres de ce mémoire.

Soit : �
"� = fu 2 C2+� ([0; 1];D(A)) : u" (0) 2 (D(A); X)1��=2;1g;
� � = D(A)�Dp

�A (� + 1;1) ;
où

Dp
�A (� + 1;1) = f� 2 Dp

�A :
p
�A� 2 (D(A); X)1��=2;1g:

Proposition 3.1.1 L�application J

J : "��!��

u 7�! (u (0) ; u0 (1))

est dé�nie, linéaire, continue et bijective.

Preuve. L�application J est évident linéaire .soit u 2 "�; alors :

u"; Au 2 C� ([0; 1] ;X)

D�où : 8<:
u" (x) + Au (x) = u" (x) + Au (x) := g (x) ;
u (0) = d0 dans D (A) ;

u0 (1) = n1 dans X;
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de plus

u 2 C2+� ([0; 1] ;X) \ C� ([0; 1] ;D (A)) :

Du théorème (2) (chapitre 2), on obtient que :

d0 2 D(A); n1 2 D(
p
�A)

et

Ad0 � g (0) 2 (D (A) ; X)1��=2;1 ;
p
�An1 2 (D(A); X)

1��=2;1
;

d�où : (d0; n1) 2 � �: Montrons maintenant que J est bijective, Soit (d0; n1) 2 � �; Alors le

problème admet une unique solution stricte u véri�ant

u 2 C2+� ([0; 1] ;X) \ C� ([0; 1] ;D (A)) ;

telle que :

u" (0) = �Ad0 + g (0) 2 (D (A) ; X)1��=2;1

d�où 9!u 2 �� telle que J (u) = (d0; n1) ; alors J est bijective.

Soit (d0; n1) ; alors

kJ (u)k�� = k(d0; n1)kD(A)�Dp�A(�+1;1) = sup
x2[0;1]

n
kd0kD(A) ; kn1kDp�A(�+1;1)

o

� sup
x2[0;1]

�
kd0kD(A) ;

p�An1
(D(A);X)1��=2;1

�
:

On a d�une part

kd0kD(A) � kAd0kX

� kAd0 � u"(0) + u"(0)kX

� ku"(0)kX + kAd0 � u"(0)kX

� c

"
ku"(0)k(D(A);X)1��=2;1 + sup

x2[0;1]
kAu(x)kX + sup

x2[0;1]
ku"(x)kX

#
� c

h
ku"(0)k(D(A);X)1��=2;1 + kAukC([0;1];X) + ku"kC([0;1];X)

i
� c

h
ku"(0)k(D(A);X)1��=2;1 + kAukC�([0;1];X) + ku"(x)kC�([0;1];X)

i
� c kuk"� :
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D�une autre part, de la formule (2.5.1) on a :

kn1kDp�A(�+1;1) =
p�An1

(D(A);X)1��=2;1

=
(I � Z)�1 (I + Z)Au(1) + 2(I � Z)�1e�p�AAd0

(D(A);X)1��=2;1

+

(I � Z)�1p�A
1Z
0

e�(1+s)
p
�Ag(s)ds


(D(A);X)1��=2;1

+

(I � Z)�1p�A
1Z
0

e�(1�s)
p
�Ag(s)ds


(D(A);X)1��=2;1

�
(I � Z)�1 (I + Z)Au(1)

(D(A);X)1��=2;1

+
2(I � Z)�1e�p�AAd0

(D(A);X)1��=2;1

+ c kgkC�([0;1];X)

� c [kAu(1)k](D(A);X)1��=2;1 + kAd0k(D(A);X)1��=2;1 ]

+c
h
kAukC�([0;1];X)

i
+ ku"kC�([0;1];X)

� c [kAu(1)k](D(A);X)1��=2;1 + kAd0 + u" (0)� u" (0)k(D(A);X)1��=2;1
+ kAukC�([0;1];X) + ku"kC�([0;1];X)]

alors

kn1kDp�A(�+1;1)

� c[sup
x>0

x��(e�xp�A � 1)Au(1)
X
+ sup

x>0

x��(e�xp�A � 1)(Ad0 + u" (0)
X

+ ku"(0)k
(D(A);X)1��=2;1

+ kAukC�([0;1];X) + ku"kC�([0;1];X)]

� c[sup
x>0

kAu(x)kX + sup
x>0

ku"(x)kX + ku"(x)k
(D(A);X)1��=2;1

]

+c kAukC�([0;1];X) + ku"kC�([0;1];X)

� c

�
kAukC�([0;1];X) + ku"kC�([0;1];X) + ku"(0)k

(D(A);X)1��=2;1

�
� c kuk"� :

Finalement on déduit que 9c > 0=8u 2 "�; kJ(u)k�� � c kuk"� : �

Exemple 3.1.1 Soit X = C ([0; 1]) et soit�
D(A) = fu 2 C2 ([0; 1]) : u (0) = u (1) = 0g ;
Au = u":
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Ici D(A) n�est pas dense dans X car

D(A) = fu 2 C ([0; 1]) : u (0) = u (1) = 0g :

La caractérisation de D
�p
�A

�
est di¢ cile, cependant on sait que

D(
p
�A) � (D (A) ; X)1=2;� =

�
u 2 C1� ([0; 1]) : u (0) = u (1) = 0

	
;

où

C1� ([0; 1]) =

(
u 2 C ([0; 1]) : sup

x;y;(x+y)=22[0;1]

�
ju(x) + u(y)� 2u ((x+ y) =2)j

jx� yj

�
<1

)
:

Notons que

(D (A) ; C ([0; 1]))1��=2;1

= fu 2 C2 (([0; 1]) ; C ([0; 1]))
1��=2;1

: u(0) = u(1) = 0g

=
�
u 2 C� ([0; 1]) : u (0) = u (1) = 0

	
;

(voir [16]). soit 8<:
"� = fu 2 C2+�

�
[0; 1];C ([0; 1])) \ C� [0; 1] ;D(A)

�
:

u" (0) 2 (D(A); C ([0; 1])1��=2;1g;
� � = D(A)� ��

où

�� = f� 2 H1 (R) :
p
�A� 2 (D(A); C ([0; 1]))1��=2;1g:

On peut appliquer la proposition (3:1:1) a�n d�obtenir la proposition suivante

Proposition 3.1.2 L�application N

N : &�!��

u 7�! (u (0) ; u0 (1))

est bien dé�nie, linéaire, continue et bijective.



CONCLUSION

Dans ce mémoire on a considéré, un problème abstrait de second ordre de type mêlé dans

l�espace de Hölder. Ce problème a été étudier par F.Z.MAZAGHRANI ([13]) en 2011.

Le but de notre travail était de trouver des résultats d�existence, d�unicité et de régularité

maximale de la solution, on a obtenu des conditions nécessaires et su¢ santes sur les données.

Les techniques utilisées sont basées sur la théorie des semi-groupes, le calcul de Dunford,

espaces d�interpolation, etc...
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