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Résumé

Ce mémoire est consacré à l�étude de la relation entre les solutions et leurs dérivées de

l�équation di¤érentielle de la forme

f (k) + Ak�1 (z) f
(k�1) + :::+ A1 (z) f

0 + A0 (z) f = 0

où k � 2, A0 (z) 6� 0; A1 (z) ; :::; Ak�1 (z) sont des fonctions méromorphes d�ordre p�itératif

�ni. On obtient quelques résultats sur l�ordre de croissance de la solutions f et l�exposant de

convergence p-itératif des ses dérivés de la fonction f: En�n, on donnera quelques exemples

illustratifs.



Introduction

La théorie de Nevanlinna est un outil incontournable dans la théorie des fonctions, en parti-

culier dans l�étude des propriétés des solutions des équations di¤érentielles complexes, notam-

ment la croissance et l�oscillation des solutions. En e¤et depuis 1925, l�année où R. Navanlinna

a publie les résultats de ses travaux sur la théorie de la distribution des valeurs des fonctions

méromorphes, les chercheurs ne cessent de publier dans la même thématique et plusieurs

problèmes ont été étudies et résolus. Des liens étroits avec d�autres domaines sont mis en

évidence en particulier avec la théorie analytique des équations di¤érentielles.

Pour une introduction à la théorie des équations di¤érentielles dans le plan complexe avec la

théorie de Nevanlinna voir [3]

La recherche active dans ce domaine a été lancée par H. Wittich et ses étudiants dans les an-

nées 1950 et 1960 concernant la croissance des solutions des équations di¤érentielles linéaires.

Ce mémoire est composé d�une introduction et de trois chapitres.

Dans le premier chapitre, on va citer quelques notations, dé�nitions et résultats dont on

aura besoin dans le deuxième chapitre, on peut considérer ce chapitre comme une introduc-

tion à la théorie de Nevanlinna, on va aussi citer quelques dé�nitions concernant l�ordre de

croissance des solutions f et l�exposant de convergence p-itératif .

Le deuxième chapitre contient des lemmes préliminaires et quelques preuves sur lesquels

basent les démonstrations des résultats du troisième chapitre.

Dans le troisième chapitre, on s�intéresse à l�étude de la relation entre les solutions et leurs

dérivés de l�équation di¤érentielle de la forme

f (k) + Ak�1 (z) f
(k�1) + :::+ A1 (z) f

0 + A0 (z) f = 0

où k � 2, A0 (z) 6� 0; A1 (z) ; :::; Ak�1 (z) sont des fonctions méromorphes d�ordre p�itératif

�ni. On obtient quelques résultats sur l�ordre de croissance des solutions f et l�exposant de



convergence p-itératif des dérivés de la fonction f: La dernière partie de ce chapitre contient

des exemples d�applications et une bibliographie.



Chapitre 1

Quelques Eléments de la Théorie de
Nevanlinna

On commence par donner quelques dé�nitions, notations et résultats dont on aura besoin par

la suite. Pour plus de détails voir W.K. Hayman ([10]) et I. Laine ([12])).

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Théorème 1.1.1 (Formule de Jensen) ([10]; [12]) Soit f une fonction méromorphe telle

que f (0) 6� 0;1 et a1; a2; :::; an (respectivement b1; b2; :::; bm) ses zéros (respectivement ses

pôles), chacun étant compté avec son ordre de multiplicité. Alors

ln jf (0)j = 1

2�

Z 2�

0

ln
��f �rei'��� d'+ X

jbj j<r

ln
r

jbjj
�
X
jaj j<r

ln
r

jajj
:

Dé�nition 1.1.1 ([10]; [12]) Pour tout réel x � 0; on dé�nit

ln+ x = max (ln x; 0) =

�
lnx; x > 1;

0; 0 � x � 1:

Lemme 1.1.1 ([12]) On a les propriétés suivantes :

(a) log x � log+ x pour x � 0;

(b) log+ x � log+ y pour 0 < x � y;

(c) log x = log+ x� log+ 1
x
pour x > 0;

(d) jlog xj = log+ x+ log+ 1
x
pour x > 0;

(e) : log+

 
nQ
j=1

xj

!
�

nP
j=1

log+j x;
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(f) : log+

 
nP
j=1

xj

!
� log n+

nP
j=1

log+ xj:

Preuve. �
Montrons (c), (d), (e) et (f).

(c) On a

log x+ � log+ 1
x
= max (log x; 0)�max

�
log

1

x
; 0

�
= max (log x; 0) + min (log x; 0)

= log x:

(d) On a

log x+ + log+
1

x
= max (log x; 0) + max

�
log

1

x
; 0

�
= max (log x; 0)�min (log x; 0)

= jlog xj :

(e) Si
nQ
j=1

xj � 1; alors l�inégalité est évidente. Supposons que
nQ
j=1

xj > 1: Alors

log+

 
nY
j=1

xj

!
= log

 
nY
j=1

xj

!

�
nX
j=1

log+ xj; d�après (a) .

(f) On a d�après (b) et (e)

log+(

nX
j=1

xj) � log+(n max
1�j�n

xj)

� log n+ log+( max
1�j�n

xj)

� log n+

nX
j=1

log+ xj:

Dé�nition 1.1.2 (Fonction a-points)([10]; [12]) Soit f une fonction méromorphe. Pour

tout nombre complexe a; on désigne par n(t; a; f) le nombre des racines de l�équation f(z) = a

situées dans le disque jzj � t: Chaque racine étant comptée un nombre de fois égal à son ordre

de multiplicité et par n(t; a; f) le nombre des racines distinctes de l�équation f(z) = a dans
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le disque jzj � t; et on désigne par n(t;1; f) le nombre des pôles de la fonction f dans le

disque jzj � t , chaque pôle étant compté avec son ordre de multiplicité et par n(t;1; f) le

nombre des pôles distincts de f dans le disque jzj � t: Posons

N (r; a; f) =

Z r

0

n (t; a; f)� n (0; a; f)
t

dt+ n (0; a; f) log r; a 6=1;

N (r;1; f) = N (r; f) =
Z r

0

n (t;1; f)� n (0;1; f)
t

dt+ n (0;1; f) log r;

N(r; a; f) = N(r;
f

f � a) =
Z r

0

[n(t; a; f)� n(0; a; f)]
t

dt+ n(0; a; f) log r (a 6=1);

et

N(r;1; f) = N(r; f) =
Z r

0

[n(t;1; f)� n(0;1; f)]
t

dt+ n(0;1; f) log r :

N(r; a; f) (respectivement N(r; a; f)) est appelée fonction a-points (respectivement a-points

distincts) de la fonction f dans le disque jzj � r. Elle caractérise la densité des zéros de

l�équation f(z) = a dans le disque jzj � r:

Dé�nition 1.1.3 (Fonction de proximité) ([10]; [12]) Soit f une fonction méromorphe.

Pour tout nombre complexe a, on dé�nit la fonction de proximité de f par

m(r; a; f) = m(r;
1

f � a) =
1

2�

Z 2�

0

log+
1

jf(r expi�)� ajd� (a 6=1)

et

m(r;1; f) = m(r; f) = 1

2�

Z 2�

0

log+
��f(r expi�)�� d�:

Dé�nition 1.1.4 (Fonction caractéristique) ([10]; [12]) On dé�nit la fonction caracté-

ristique de R. Nevanlinna de la fonction f par

T (r; f) = m (r; f) +N (r; f) :

Exemple 1.1.1 Pour la fonction f(z) = ez, nous avons n(t; f) = 0 car f n�admet pas de

pôles, par conséquent N(r; f) = 0. De plus

m(r; f) =
1

2�

Z 2�

0

log+
��f(rei�)�� d�

=
1

2�

Z 2�

0

log+
�
er cos �

�
d�

=
1

2�

Z �
2

��
2

r cos �d�

=
r

�
:
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D�où

T (r; f) = m(r; f) +N(r; f) =
r

�
:

Proposition 1.1.1 (Propriétés de la fonction caractéristique de R. Nevanlinna)([12])

soient f; f1; f2; :::; fn des fonctions méromorphes et a; b; c; d des constantes complexes telles

que tell que ab� cd 6= 0: Alors

1:

T (r;
nX
j=1

fj) �
nX
j=1

T (r; fj) + log n pour r � 1;

2:

T (r
n

;
Y
j=1

fj) �
nX
j=1

T (r; fj); pour r � 1;

3:

T (r; fn) = nT (r; f); n 2 N�;

4:

T (r;
af + b

cf + d
) = T (r; f) +O(1); f 6� �d

c
:

Preuve. �
1: On a.

T
n

(r;
X
j=1

fj) = m
n

(r;
X
j=1

fj) +N(r;
nX
j=1

fj);

m(r;
nX
j=1

fj) =
1

2�

Z 2�

0

log+

�����
nX
j=1

fj(re
i�)

����� d�
� 1

2�

Z 2�

0

nX
j=1

log+
��fj(r; (rei�) + log n�� d�

=
nX
j=1

m(r; fj) + log n:

D�autre part,

N(r;
nX
j=1

fj) �
nX
j=1

N(r; fj)
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car si z0 est un pôle d�ordre �j � 0 pour la fonction fj, alors z0 est un pôle d�ordre au plus

max�j �
nP
j=1

�j, par suite

T (r

n

;
X
j=1

fj) = m(r;

nX
j=1

fj) +N(r;

nX
j=1

fj)

�
nX
j=1

m(r; fj) + log n+

nX
j=1

N(r; fj)

�
nX
j=1

T (r; fj) + log n :

2:On a

T (r;
nY
j=1

fj) = m(r
n

;
Y
j=1

fj) +N(r
n

;
Y
j=1

fj);

comme

m(r;
nY
j=1

fj) =
1

2�

Z 2�

0

log+

�����
nY
j=1

fj(re
i�)

����� d�
=

nX
j=1

m(r; fj);

de plus, si z0 est un pôle d�ordre �j � 0 pour la fonction fj ,alors z0 est un pôle d�ordre au

plus
nP
j=1

�j pour la fonction
nQ
j=1

�j; ce qui donne

N(r;
nX
j=1

fj) �
nX
j=1

N(r; fj):

Donc

T (r;
nY
j=1

fj) �
nX
j=1

T (r; fj):

3:On a jf j � 1 équivaut à jf jn � 1:

(a) Si jf j � 1; alors

m(r; fn) =
1

2�

Z 2�

0

log+
��fn(rei�)�� d� = 0;

et

N(r; fn) = nN(r; f);
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d�où

T (r; fn) = nN(r; f)

= nT (r; f):

(b) Si jf j > 1; alors

m(r; fn) =
1

2�

Z 2�

0

log+
��fn(rei�)�� d�

=
n

2�

Z 2�

0

log+
��f(rei�)�� d�

= nm(r; f);

et

N(r; fn) = nN(r; f);

d�où

T (r; fn) = nT (r; f):

4: Posons g = af+b
cf+d

, alors

gcf + gd = af + b

, f =
b� gd
gc� a ; avec ad� cb 6= 0

il su¢ t donc de montrer que

T (r; g) = T (r; f) +O (1) :

(a) Si c = 0;alors

T (r; g) = T (r;
af + b

d
)

� T (r;
a

d
) + T (r; f) + T (r;

b

d
) + log 2

= T (r; f) +O(1):
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(b) Si c 6= 0;alors

T (r; g) = T (r;
af + b

cf + d
)

= T (r;
a

c
+
cb� ad
c2

:
1

f + d
c

)

� T (r;
a

d
) + T (r;

cb� ad
c2

) + T (r;
1

f + d
c

) + log 2

� log+
���a
d

���+ log+ ����cb� adc2

����+ T (r; f) + log+ ����dc
����+ log 2 +O(1)

= T (r; f) +O(1):

Exemple 1.1.2 Soit f(z) = cos2 z: Alors

T (r; f) = T (r; cos2 z)

= 2T (r; cos z); d�après la troisième propriété du théorème précédent

= 2

�
T (r;

e2iz + 1

2eiz
)

�
= 2

�
2T (r; eiz) +O(1)

�
; d�après la quatrième propriété du théorème précédent

= 2
h
2
r

�
+O(1)

i
=

4r

�
+O(1):

Théorème 1.1.2 (Premier Théorème fondamental de R. Nevanlinna dans le plan

complexe) ([10]; [12]) Soit f une fonction méromorphe non constante. Alors pour tout nombre

complexe a 6=1�on a

m (r; a; f) +N (r; a; f) = T (r; f) + " (r; a) ;

où " (r; a) = O (1) quand r !1:
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1.2 Ordre de croissance et l�hyper-ordre d�une fonction
méromorphe et entière

Dé�nition 1.2.1 ([10]; [12]) Soit f une fonction méromorphe non constante. Alors l�ordre

de la croissance de f est dé�ni par

� (f) = lim
r!+1

log T (r; f)

log r
:

On dit que la fonction f est d�ordre in�ni si

lim
r!+1

log T (r; f)

log r
= +1:

Dé�nition 1.2.2 ([10]; [12]) Soit f une fonction entière non constante ; alors l�ordre de la

croissance de f est dé�ni par

� (f) = lim
r!+1

log logM (r; f)

log r
;

où où M(r; f) = max
jzj=r

jf (z)j :

Dans le cas où l�ordre d�une fonction méromorphe est in�ni, on introduit une autre notion

qui donne plus de précision sur la croissance qui est appelée l�hyper ordre et est dé�nie comme

suivant

�2 (f) = lim
r!+1

log log T (r; f)

log r
;

et pour une fonction entière, on a

�2 (f) = lim
r!+1

log log logM (r; f)

log r
:

Exemple 1.2.1 Pour la fonction f(z) = ez;

�(f) = lim
r!+1

log T (r; f)

log r
= lim

r!+1

log r
�

log r
= 1

et �2 (f) = 0:

Exemple 1.2.2 Pour la fonction f(z) = ee
z
, on a

T (r; f) = T (r; ee
z

) v er

(2�3r)
1
2

; r ! +1

d�où �(f) = +1 et �2 (f) = 1:

Remarque 1.2.1 Si f est d�ordre �ni, alors l�hyper ordre de cette fonction est nulle.
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1.3 La notion d�ordre p-itératif d�une fonction

Si l�hyper-ordre d�une fonction entière ou méromorphe est in�ni, on dé�nit ordre p-itératif

de cette fonction.

Pour la dé�nition de l�ordre p-itératif d�une fonction méromorphe, on a besoin de dé�nir les

expressions suivantes : pour tout r 2 R, on pose exp1 r := er et expp+1 r := exp
�
expp r

�
;

p 2 N. De la même façon on dé�nit log1 r := log r et logp+1 r := log
�
logp r

�
; p 2 N et ceci

pour r su¢ samment grand.

Dé�nition 1.3.1 ([11]; [12]) Soit f une fonction méromorphe. On dé�nit l�ordre p-itératif

de croissance de la fonction f par

�p (f) = lim
r!+1

logp T (r; f)

log r
(p > 1; p entier) ;

où T (r; f) est la fonction caractéristique de Nevanlinna. Si f est entière; alors l�ordre p-

itératif de la fonction f est dé�ni par

�p (f) = lim
r!+1

logp+1M(r; f)

log r
(p > 1; p entier) ;

où M(r; f) = max
jzj=r

jf (z)j :

Exemple 1.3.1 Pour la fonction f (z) = expq (z) ; q 2 N�; on a

�p (f) =

8<:
+1 si p < q;
1 si p = q;
0 si p > q:

Dé�nition 1.3.2 ([11]) L�indice de croissance d�ordre p-itératif d�une fonction méromorphe

f est dé�nit par

i (f) =

8><>:
0; si f est rationnelle
min
j2N

�
�j (f) < +1

	
; si f est transcendante

+1; si �j (f) = +1 pour tout j 2 N:
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1.4 L�exposant de convergence des zéros, l�exposant et
l�hyper exposant de convergence des points �xes,
l�exposant de convergence p-itératif des zéros

Dé�nition 1.4.1 ([11]; [12]) L�exposant et l�hyper exposant de convergence des zéros d�une

fonction méromorphe f sont dé�nis respectivement par

� (f) = lim
r!+1

logN
�
r; 1
f

�
log r

; �2 (f) = lim
r!+1

log logN
�
r; 1
f

�
log r

;

où

N

�
r;
1

f

�
=

Z r

0

n
�
t; 1
f

�
� n

�
0; 1

f

�
t

dt+ n

�
r;
1

f

�
log r;

tel que n
�
t; 1
f

�
désigne le nombre des zéros de la fonction f situés dans le disque jzj � r:

Remarque 1.4.1 L�exposant de convergence des zéros de la fonction 1
f
est aussi dit exposant

de convergence des pôles de la fonction f:

Dé�nition 1.4.2 ([11]; [12]) On dé�nit l�exposant et l�hyper exposant de convergence des

zéros distincts d�une fonction méromorphe f respectivement par

� (f) = lim
r!+1

logN
�
r; 1
f

�
log r

; �2 (f) = lim
r!+1

log logN
�
r; 1
f

�
log r

;

où

N

�
r;
1

f

�
=

Z r

0

n
�
t; 1
f

�
� n

�
0; 1

f

�
t

dt+ n

�
r;
1

f

�
log r;

tel que n
�
t; 1
f

�
désigne le nombre des zéros distincts de la fonction f situés dans le disque

jzj 6 r:

Dé�nition 1.4.3 ([5]; [14]) Soit f une fonction méromorphe. On dé�nit l�exposant et l�hyper

exposant de convergence des points �xes de la fonction f respectivement par

�(f) = � (f � z) = lim
r!+1

logN
�
r; 1
f�z

�
log r

;

� 2(f) = �2(f � z) = lim
r!+1

log logN
�
r; 1
f�z

�
log r

;
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Dé�nition 1.4.4 ([5]; [14]) Soit f une fonction méromorphe. On dé�nit l�exposant et l�hyper

exposant de convergence des points �xes distincts de la fonction f respectivement par

�(f) = � (f � z) = lim
r!+1

logN
�
r; 1
f�z

�
log r

;

� 2(f) = �2 (f � z) = lim
r!+1

log logN
�
r; 1
f�z

�
log r

:

Exemple 1.4.1 L�exposant et l�hyper exposant de convergence des zéros distincts de la fonc-

tion f(z) = ee
z
+ 2 sont égaux respectivement à 1 et 1:

Exemple 1.4.2 L�exposant et l�hyper exposant de convergence des zéros distincts de la fonc-

tion f(z) = ee
z
+ ez sont égaux respectivement à 1 et 1:

Exemple 1.4.3 L�exposant et l�hyper exposant de convergence des points �xes de la fonction

f(z) = cos(ez) sont égaux respectivement à 1 et 1:

Dé�nition 1.4.5 ([11]) Soit f une fonction méromorphe. On dé�nit l�exposant de conver-

gence p-itératif des zéros de la fonction f par

�p (f) = lim
r!+1

logpN
�
r; 1
f

�
log r

:

On dé�nit l�exposant de convergence p-itératif des zéros distincts de la fonction f par

�p (f) = lim
r!+1

logpN
�
r; 1
f

�
log r

:

Dé�nition 1.4.6 ([11]) On dé�nit l�exposant de convergence p-itératif des points �xes d�une

fonction méromorphe f par

�p (f � z) = lim
r!+1

logpN
�
r; 1
f�z

�
log r

;

et l�exposant de convergence p-itératif des points �xes distincts de f par

�p (f � z) = lim
r!+1

logpN
�
r; 1
f�z

�
log r

:
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Dé�nition 1.4.7 ([11]) Le degré de �nitude de l�exposant itératif de convergence p�itératif

des zéros d�une fonction méromorphe f est dé�ni par

i�(f) =

8<:
0 si n(r; 1

f
) = O(log r);

min f n 2 N : �n(f) <1g si �n(f) <1 pour n 2 N;
+1 si �n(f) =1 pour tout n 2 N:

De même, nous pouvons dé�nir l�indice de croissance i
�
(f) de �n(f):



Chapitre 2

Lemmes Auxiliaires

Pour prouver les principaux résultats dans le chapitre 3, nous avons besoin des lemmes

suivants.

2.1 Lemmes préliminaires

Lemme 2.1.1 ([4]) Soient A0; A1; :::; Ak�1, F (6� 0) des fonctions méromorphes et f une

solution méromorphe de l�équation

f (k) + Ak�1f
(k�1) + :::+ A1f

0
+ A0f = F; (2.1.1)

tel que i(f) = �+ 1; (0 < p < 1): Si

max fi (F ) ; i (Aj) ; j = 0; 1; :::; k � 1g < p+ 1

ou

max
�
�p+1 (F ) ; �p+1 (Aj) ; j = 0; 1; :::; k � 1

	
< �p+1(f);

alors, on a

i�(f) = i�(f) = i(f) = p+ 1 et �p+1(f) = �p+1(f) = �p+1(f):

Lemme 2.1.2 ([12]) Soit f une fonction méromorphe avec i(f) = p, alors �p(f
0
) = �p(f):

Lemme 2.1.3 ([11]) Soient k � 2 et (Aj) ; (j = 0; 1; :::; k�1) des fonctions entières d�ordre

p�itératif �ni tell que i(A0) = p; (0 < p < +1): Supposons que

max fi (Aj) ; (j = 1; :::; k � 1)g < i(A0)
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ou

max
�
�p (Aj) ; (j = 1; :::; k � 1)

	
< �p(A0) < +1:

Alors toute solution f 6� 0 de l�équation

f (k) + Ak�1 (z) f
(k�1) + :::+ A1 (z) f

0 + A0 (z) f = 0 (2.1.2)

satisfait i(f) = p+ 1 et �p+1(f) = �p(A0):

Soient Aj (j = 0; 1; :::; k � 1) des fonction. Nous dé�nissons la suite suivante des fonctions :8>>>><>>>>:
A0j = Aj; j = 0; 1; :::; k � 1

Aik�1 = A
i�1
k�1 �

(Ai�10 )
0

Ai�10

; i 2 N

Aij = A
i�1
j + Ai�1j+1

(	i�1j+1)
0

	i�1j+1

; j = 0; 1; :::; k � 2; i 2 N;

(2.1.3)

où 	i�1j+1 =
Ai�1j+1

Ai�10

:

Remarque 2.1.1 Dans le cas où l�une des fonctions Aij(j = 0; 1; :::; k � 1) est égal à zéro

alors Ai+1j = Aij�1(j = 0; 1; :::; k � 1):

Lemme 2.1.4 ([?])Supposons que f est une solution de (2:1:2). Alors gi = f (i) est une

solution de l�équation

g
(k)
i + Aik�1g

(k�1)
i + :::+ Ai0gi = 0; (2.1.4)

où Aij(j = 0; 1; :::; k � 1) sont donnés par (2.1.3).

Preuve Supposons que f est une solution de l�équation (2:1:2) et soit gi = f (i). On prouve

que gi est une solution entière de l�équation (2.1.4). Notre preuve est faite par induction.

Pour i = 1, dérivons les deux côtés de l�équation (2:1:2); on obtient

f (k+1) + Ak�1f
(k) + (A

0

k�1 + Ak�2)f
(k�1) + :::+ (A

0

1 + A0)f
0
+ A

0

0f = 0; (2.1.5)

et en remplaçant f par

f = �(f
(k) + Ak�1f

(k�1) + :::+ A1f
0
)

A0
;
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on obtient

f (k+1) +

�
Ak�1 �

A
0
0

A0

�
f (k) + (A

0

k�1 + Ak�2 � Ak�1
A
0
0

A0
)f (k�1) + :::

+(A
0

1 + A0 � A
0

1

A
0
0

A0
)f

0
= 0:

Ce qui donne

g
(k)
1 + A1k�1g

(k�1)
1 + A1k�2g

(k�2)
1 + :::+ A10g1 = 0

Supposons que l�assertion soit vraie pour les valeurs qui sont strictement inférieures à un

certain i. On suppose que gi�1 est une solution de l�équation

g
(k)
i�1 + A

i�1
k�1g

(k�1)
i�1 + Ai�1k�2g

(k�2)
i�1 + :::+ Ai�10 gi�1 = 0 (2.1.6)

Dérivation de deux termes de (2:1:6), on peut écrire

g
(k+1)
i�1 +Ai�1k�1g

(k)
i�1+

��
Ai�1k�1

�0
+ Ak�2

�
g
(k�1)
i�1 +:::+

��
Ai�11

�0
+ Ai�10

�
g
0

i�1+A
0
0gi�1 = 0: (2.1.7)

Dans (2:1:7) ; en remplaçant gi�1 par

gi�1 = �

�
g
(k)
i�1 + A

i�1
k�1g

(k�1)
i�1 + Ai�1k�2g

(k�2)
i�1 + :::+ A (gi�1)

0
�

Ai�10

;

on obtient

g
(k+1)
i�1 +

 
Ai�1k�1 �

�
Ai�10

�0
Ai�10

!
g
(k)
i�1 +

 �
Ai�1k�1

�0
+ Ak�2 � Ai�1k�1

�
Ai�10

�0
Ai�10

!
g
(k�1)
i�1 + :::

+

 �
Ai�11

�0
+ Ai�10 � Ai�11

�
Ai�10

�0
Ai�10

!
g
0

i�1 = 0: (2.1.8)

Ce qui donne

g
(k)
i + Aik�1g

(k�1)
i + Aik�2g

(k�2)
i + :::+ Ai0gi = 0:

Le lemme 2.1.4 est donc prouvé.

Lemme 2.1.5 ([8])Soient Aj; (j = 0; 1; :::; k � 1) des fonctions méromorphes d�ordre �ni

telle que toute solution de l�équation (2:1:2) est d�ordre p�itératif in�ni et �p+1(f) = �. Soient

Aij; (j = 0; 1; :::; k � 1) dé�nies comme dans (2.1.3). Alors, toute solution meromorphe non

triviale de l�équation

g(k) + Aik�1g
(k�1) + Aik�2g

(k�2) + :::+ Ai0g = 0; k � 2 (2.1.9)

satisfait �p(g) = +1 et �p+1 (g) = �:
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Preuve Soit ff1; f2; :::; fkg un système fondamental de solutions de (2:1:2). On montre quen
f
(i)
1 ; f

(i)
2 ; :::; f

(i)
k

o
est un système fondamental de solutions de (2:1:9). D�après Lemme 2.1.4,

il s�ensuit que f (i)1 ; f
(i)
2 ; :::; f

(i)
k sont des solutions de (2:1:9). Soient �1; �2; :::; �k des constantes

telles que :

�1f
(i)
1 + �2f

(i)
2 + :::+ �kf

(i)
k = 0: (2.1.10)

Alors

�1f1 + �2f2 + :::+ �kfk = P (z);

où P (z) est un polynôme de degré inférieur à i. Puisque �1f1 + �2f2 + ::: + �kfk est une

solution de (2.1.2), alors P est une solution de (2.1.2) et d�après les conditions du Lemme

2.1.7, on conclut que P est une solution in�ni de (2.1.2), cela conduit à une contradiction.

Par conséquent, P est une solution triviale. On déduit que �1f1 + �2f2 + ::: + �kfk = 0.

En utilisant le fait que ff1; f2; :::; fkg est une solution fondamentale de (2.1.2), on obtient

�1 = �2 = ::: = �k = 0. Maintenant, soit g une solution non triviale de (2.1.9). Alors, en

utilisant le fait que
n
f
(i)
1 ; f

(i)
2 ; :::; f

(i)
k

o
est une solution fondamentale de (2.1.2), on conclut

qu�il existe des constantes �1; �2; :::; �k pas tous nuls, tels que g = �1f
(i)
1 +�2f

(i)
2 + :::+�kf

(i)
k :

Soit h = �1f1 + �2f2 + ::: + �kfk; h est une solution de (2.1.2) et h(i) = g. Donc, d�après

le Lemme 2.1.2, on a �p+1(h) = �p+1(g), et par les conditions du lemme 2.1.5, on a �p(h) =

�p(g) = +1 et �p+1(h) = �p+1(g) = �:

Lemme 2.1.6 ([4]) Soient p � 1 un nombre entier et f(z) une solution méromorphe de

l�équation di¤érentielle

f (k) + Ak�1f
(k�1) + :::+ A0f = F; (2:1:11)

où A0; A1; :::; Ak�1 et F (6� 0) sont des fonctions méromorphes :

i) si max
�
�p(F ); �p (Aj) ; (j = 0; 1; :::; k � 1)

	
< �p(f) = � � 1 alors �p (f) = �p (f) =

�p(f);

ii) si max
�
�p+1(F ); �p+1 (Aj) ; (j = 0; 1; :::; k � 1)

	
< �p+1(f) = � < 1, alors �p+1 (f) =

�p+1 (f) = �p+1(f):



Chapitre 3

L�exposant de convergence itératif des
solutions des E.D.L aux coe¢ cients
méromorphes

3.1 Introduction et résultats

Dans ce chapitre, on va prouver des nouveaux résultats sur l�ordre et l�exposant de conver-

gence itératif des dérivées des solutions des équations di¤érentielles linéaires de la forme

f (k) + Ak�1 (z) f
(k�1) + :::+ A1 (z) f

0 + A0 (z) f = 0

où k � 0, A0 (z) 6� 0; A1 (z) ; :::; Ak�1 (z) sont des fonctions méromorphes d�ordre p�itératif

�ni, en donnant une relation entre ces solutions et leurs dérivées.

Avant d�entamer notre étude , on cite, d�abord, quelques résultat dans ce domaine.

Dans [17]; Wang et Lü ont étudié les points �xes et hyper-ordre des solutions d�équations

di¤érentielles linéaires de second ordre aux coe¢ cients méromorphes et leurs dérivés. Ils ont

obtenu le résultat suivant.

Théorème 3.1.1 ([17]) Soit A (z) une fonction méromorphe transcendante satisfaisant �(1; A) =

lim
r!+1

m(r;A)
T (r;A)

= � > 0; �(A) = � < +1: Alors toute solution meromorphe f(z) 6� 0 de l�équa-

tion

f 00 + A(z)f = 0 (3.1.1)
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satisfait que f; f 0 et f 00 ont un nombre in�ni de points �xes et

�(f) = �(f 0) = �( f 00) = �(f) = +1; (3.1.2)

et

� 2(f) = � 2(f
0) = � 2( f

00) = �2(f) = �: (3.1.3)

Le théorème 3:1:1 a été généralisé aux équations di¤érentielles d�ordre supérieur par Liu et

Zhang comme suit (voir [15]).

Théorème 3.1.2 ([15]) Soient k � 2; et A(z) une fonction méromorphe transcendante

satisfait �(1; A) = � > 0; �(A) = � < +1. Alors toute solution meromorphe f(z) 6� 0 de

l�équation

f (k) + A(z)f = 0 (3.1.4)

satisfait que tous les fonctions f et f 0; f 00; :::; f (k) ont in�niment nombreux points �xes

et

�(f) = �(f 0) = �( f 00) = ::: = �(f (k)) = �(f) = +1; (3.1.5)

et

� 2(f) = � 2(f
0) = � 2( f

00) = ::: = � 2(f
(k)) = �2(f) = �: (3.1.6)

Les théorèmes 3:1:1 et 3:1:2 ont été généralisés par B. Belaïdi pour l�ordre p-itératif (voir

[1]).

Théorème 3.1.3 ([1]) Soient k � 2 et A(z) la fonction méromorphe transcendante d�ordre

itératif �ni �p(f) = � > 0 tel que �(1; A) = � > 0. Supposons, en outre, que l�un des resultats

suivants est véri�é

i) tous les pôles de f sont de multiplicité uniformément bornée ou que

ii) �(1; f) > 0:

Si ' 6� 0 est une fonction meromorphe d�ordre p-itératif �ni �p(') < +1; alors toute solution

meromorphe f(z) 6� 0 satisfait
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�p(f � ') = �p(f
0 � ') = ::: = �p(f

(k) � ') = �p(f) = +1; (3.1.7)

et

�p+1(f � ') = �p+1(f
0 � ') = ::: = �p+1(f

(k) � ') = �p+1(f) = �: (3.1.8)

Pour k � 2; nous considérons l�équation di¤érentielle linéaire

f (k) + Ak�1 (z) f
(k�1) + :::+ A1 (z) f

0 + A0 (z) f = 0: (3.1.9)

Récemment Bouabdelli et Belaïdi ([3]) ont étudié la relation entre les fonctions et dérivée de

solutions de l�équation (3.1.9) et ils obtiennent quelques théorèmes qui étendu les résultats

précédents donnés par Xu, Tu et Zheng (voir ([16])).

Théorème 3.1.4 ([3]) Soit k � 2 et soient (Aj)j ; j = 0; 1; 2; :::; k�1 des fonctions entières

d�ordre p-itératif �ni avec i(A0) = p (0 < p < +1) satisfaisant l�une des conditions suivantes

(i)max
�
�p (Aj) ; (j = 1; :::; k � 1)

	
< �p (A0) ;

(ii)max
�
�p (Aj) ; (j = 1; :::; k � 1)

	
� �p (A0) = �

et max
�
� p (Aj) ; �p (Aj) = �p (A0) (j = 1; :::; k � 1)

	
< � p (A0) = �(0 < � < +1):

Alors, pour toute solution f(z) 6� 0 de l�équation (2:1:9) et pour toute fonction entière ' 6� 0

satisfaisant �p+1(') < �p (A0) ; on a

�p+1(f
(i) � ') = �p+1(f (i) � ') = �p+1(f) = �p (A0) ; i 2 N: (3.1.10)

Théorème 3.1.5 ([3]) Soit k � 2 et soient (Aj)j ; j = 0; 1; 2; :::; k � 1 des fonctions

meromorphes d�ordre p-itératif �ni avec i(A0) = p (0 < p < +1) satisfaisant :

max
�
�p (Aj) ; (j = 1; :::; k � 1)

	
< �p (A0) = � < +1

et �(1; A0) > 0: (3.1.11)

Alors, pour toute solution méromorphe f(z) 6� 0 de (3:1:9) dont les pôles sont de multiplicité

uniformément bornée et pour toute fonction meromorphe ' 6� 0 satisfaisant �p+1(') < �; on

a

�p+1(f
(i) � ') = �p+1(f

(i) � ') = �p+1(f) = �; i 2 N: (3.1.12)
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Dans tous les théorèmes précédents, nous notons que les conditions sur les coe¢ cients donnent

que toute solution de l�équation (3:1:9) est d�ordre p-itératif in�ni et de même (p+ 1)-ordre.

D�autre part, il y a plusieurs livres où les auteurs montrent que sous certaines conditions

toutes les solutions de l�équation (3:1:9) sont d�ordre p-itératif in�ni et de même ordre (p+1)-

itératif (voir [2]; [8]; [9]):

La question qui se pose est : si une solution de l�équation est d�ordre p-itératif in�ni et de

même (p+ 1)-ordre, est ce que nous avons les mêmes résultats ?.

Dans ce chapitre, nous donnons une réponse de la question ci-dessus et nous prouvons les

théorèmes suivant.

Théorème 3.1.6 [9]Soient k � 2 et (Aj)j ; j = 0; 1; 2; :::; k� 1 des fonctions meromorphes

d�ordre p-itératif �ni. Supposons que toute solution de l�équation (3:1:9) d�ordre p-itératif

in�ni et �p+1(f) = � . Si ' 6� 0 est une fonction méromorphe avec i(') < p + 1 ou

�p+1(') < �: Alors toute solution meromorphe f 6� 0 de (3:1:9) satisfait :

i�(f
(i) � ') = i�(f

(i) � ') = i(f) = p+ 1; i 2 N; (3.1.13)

et

�p+1(f
(i) � ') = �p+1(f

(i) � ') = �p+1(f) = �; i 2 N: (3.1.14)

Théorème 3.1.7 [9]Soient k � 2 et (Aj)j ; j = 0; 1; 2; :::; k � 1 des fonctions meromorphes

d�ordre p-itératif �ni. Supposons que toute solution de l�équation (3:1:9) d�ordre p-itératif

in�ni. Si ' 6� 0 est une fonction meromorphique avec �p(') < +1; alors toute solution

méromorphe f 6� 0 de (3:1:9) satisfait

�p(f
(i) � ') = �p(f

(i) � ') = �p(f) =1; i 2 N: (3.1.15)

Remarque 3.1.1 Les preuves des théorèmes 3:1:6;3:1:7 sont di¤érentes de celles de théo-

rèmes 3:1:4,3:1:5 , nous donnons une simple preuve de théorèmes . L�ingrédient principal de

la preuve est le lemme 2:1:5.

Corollaire 3.1.1 Sous les hypothèses du théorème 3.1.6, si '(z) = z, alors, pour toute

solution meromorphe f de (3:1:9), nous avons

i� (f
(i)) = i� (f

(i)) = i(f) = p+ 1; i 2 N
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et

� p+1(f
(i)) = � p+1(f

(i)) = �p+1(A0) = �p(A0) = �; i 2 N:

Corollaire 3.1.2 Supposons que k � 2 et A(z) est une fonction méromorphe transcendante

telle que 0 < �p(A) = � < +1. Si ' 6� 0 est une fonction meromorphe avec i(') < p+ 1 ou

�p+1(') < �, alors toute solution f(z) 6� 0 de (3:1:4) satisfait (3:1:13) et (3:1:14).

Corollaire 3.1.3 Soient k � 2 et (Aj)j ,j = 0; 1; 2; :::; k � 1 des fonctions entières d�ordre

p-itératif �ni tel que i(A0) = p, 0 < p <1. Supposons que max fi (Aj) ; (j = 1; :::; k � 1)g <

i (A0) ou max
�
�p (Aj) ; (j = 1; :::; k � 1)

	
< �p (A0) < +1.

Si ' 6� 0 est une fonction entière avec i(') < p+ 1 ou �p+1(') < �p(A0), alors toute solution

f(z) 6� 0 de (3:1:9) satisfait (3:1:13) et (3:1:14).

Pour p = 1 dans le théorème 3:1:6, on obtient le corollaire suivant (voir [9]):

Corollaire 3.1.4 [9] Soit k � 2 et (Aj) ; (j = 0; 1; :::; k � 1) des fonctions meromorphes

d�ordre �ni telle que toute solution de l�équation (3:1:9) satisfasse �(f) = +1 et �2(f) = �.

Alors si ' 6� 0 est une fonction meromorphe avec �2(') < �, alors tout solution f(z) 6� 0 de

(3:1:9) satisfait

�(f (i) � ') = �(f (i) � ') = �(f) = +1; i 2 N;

et

�2(f
(i) � ') = �2(f (i) � ') = �2(f) = �; i 2 N:

Remarque 3.1.2 Le théorème 2:1:6 est l�amélioration des théorèmes A, B, C et le théorème

3:1:7 est l�amélioration du théorème D.

3.2 Preuve du Théorème 3.1.6

Supposons que f est une solution de l�équation (3:1:9). D�après les conditions du théorème

3:1:6, on peut écrire i(f) = p+1, �P+1 (f) = �. Posons gi = f
(i), alors, en utilisant le lemme

2:1:2, on obtient

i(gi) = i
�
f (i)
�
et �P+1(gi) = �P+1(f

(i)) (3.2.1)
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ce qui implique

i(gi) = p+ 1; �P+1(gi) = �: (3.2.2)

Maintenant, soit w(z) = gi(z) �'(z), où ' est une fonction méromorphe avec �P+1 (') < �:

Alors

i(w) = i(gi) = p+ 1;

et �p+1(w) = �p+1(gi) = �p+1(f) = �: (3.2.3)

Pour démontrer les deux formules (3:1:13) et (3:1:14), il su¢ t de démontrer que

i� (gi � ') = i� (gi � ') = p+ 1 (3.2.4)

et

�p+1 (gi � ') = �p+1 (gi � ') = �: (3.2.5)

Les formules (3:2:4) et (3:2:5) deviennent

i� (w) = i� (w) = p+ 1 et �p+1 (w) = �p+1 (w) = �: (3.2.6)

En utilisant le fait que gi = w + ' , et le Lemme 2:1:4; on obtient�
w(k) + Aik�1w

(k�1) + :::Ai0w
�
+
�
'(k) + Aik�1'

(k�1) + :::Ai0'
�
= 0: (3.2.7)

L�équation (3:2:7) peut s�écrire comme suit

w(k) + Aik�1w
(k�1) + :::Ai0w = �

�
'(k) + Aik�1'

(k�1) + :::Ai0'
�
= F: (3:2:8)

En utilisant les conditions �p(A
i
j) < 1, �p+1 (') < � et Lemme 2:5:5, on obtient F 6� 0 et

�p+1 (F ) <1. Par Lemme 2:1:1; on peut déduire que

i� (w) = i� (w) = p+ 1;

et �p+1 (w) = �p+1 (w) = �p+1 (w) = �:

La démonstration du théorème 3:1:6 est achevée.
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3.3 Preuve du Théorème 3.1.7

Supposons que f est une solution de l�équation (3:1:9). D�après les conditions du théorème

3:1:7, on peut écrire �p (f) = 1. Posons gi = f (i)�alors, en utilisant le lemme 2:1:2, on

obtient

�p(gi) = �p(f
(i)) = �p(f

(i�1)) = ::: = �p(f); (3.3.1)

donc �p (gi) =1. Maintenant, soit w(z) = gi(z) �'(z), où ' est une fonction méromorphe

avec �p (') <1: Alors

�p(w) = �p(gi) = �p(f) =1: (3.3.2)

Pour démontrer la formule (3:1:15), il su¢ t de démontrer que

�p (w) = �p (w) =1 (3.3.3)

En utilisant le fait que gi = w + ' , et le Lemme 2:1:4; on obtient�
w(k) + Aik�1w

(k�1) + :::Ai0w
�
+
�
'(k) + Aik�1'

(k�1) + :::Ai0'
�
= 0: (3.3.4)

L�équation (3:3:4) peut s�écrire comme suit

w(k) + Aik�1w
(k�1) + :::Ai0w = �

�
'(k) + Aik�1'

(k�1) + :::Ai0'
�
= F: (3:3:5)

En utilisant les conditions �p(A
i
j) <1, �p (') < � et Lemme 2:1:6, on obtient

�p (w) = �p (w) = �p (w) =1: (3.3.6)

La démonstration du théorème 3:1:7 est achevée.

3.4 Preuve du Corollaire 3.1.3

Supposons que f est une solution de l�équation (3:1:9). D�après les conditions du Corollaire

3:1:3, et le lemme 2:1:3; on a

i(f) = p+ 1 et �p+1(f) = �p(A0): (3.4.1)

Posons gi = f (i), alors, en utilisant le lemme 2:1:2, on obtient

i(gi) = i
�
f (i)
�
et �P+1(gi) = �P+1(f

(i)) (3.4.2)
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ce qui implique

i(gi) = p+ 1; �P+1(gi) = �(A0): (3.4.3)

Maintenant, soit w(z) = gi(z) �'(z), où ' est une fonction méromorphe avec �P+1 (') <

�(A0): Alors

i(w) = i(gi) = p+ 1;

et �p+1(w) = �p+1(gi) = �p+1(f) = �(A0): (3.4.4)

Il su¢ t de démontrer que

i� (w) = i� (w) = p+ 1 et �p+1 (w) = �p+1 (w) = �(A0): (3.4.5)

En utilisant le fait que gi = w + ' , et le Lemme 2:1:4; on obtient�
w(k) + Aik�1w

(k�1) + :::Ai0w
�
+
�
'(k) + Aik�1'

(k�1) + :::Ai0'
�
= 0: (3.4.6)

L�équation 3.4.6 peut s�écrire comme suit

w(k) + Aik�1w
(k�1) + :::Ai0w = �

�
'(k) + Aik�1'

(k�1) + :::Ai0'
�
= F: (3:4:7)

En utilisant les conditions �p(A
i
j) < 1, �p+1 (') < � et Lemme 2:1:5, on obtient F 6� 0 et

�p+1 (F ) <1. Par Lemme 2:1:1; on peut déduire que

i� (w) = i� (w) = p+ 1;

et �p+1 (w) = �p+1 (w) = �p+1 (w) = �(A0):

Ainsi la démonstration du Corollaire 3:1:3 est complète.

3.5 Exemple

3.5.1 Exemple

Considérons l�équation di¤érentielle suivante

f (4) +
2

z
f (3) �

�
e2z + ez +

4

z2

�
f (2) �

�
4e2z + 2ez � 4

z3

�
f
0 �
�
ez + 4e2z

�
f = 0:

or les coe¢ cients de cette équation sont d�ordre �ni. Cette équation admet une solution

f(z) = ee
z

z
où
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�1(f) = +1 ; �2(f) = 1:

Soit '(z) = ez: On a �1(') = 1, �2(') = 0. Il est clair que

�2(') < �2(f):

Donc les conditions du théorème 2:1:6 , et les conditions du théorème 2:1:7 sont véri�ées et

i�(f
(i) � ') = i�(f

(i) � ') = i(f) = p+ 1; i 2 N; (3.5.1.1)

et

�p+1(f
(i) � ') = �p+1(f

(i) � ') = �p+1(f) = �; i 2 N: (3.5.1.2)

et

�p(f
(i) � ') = �p(f

(i) � ') = �p(f) =1; i 2 N: (3.5.1.3)

3.5.2 Exemple

Considérons l�équation di¤érentielle suivante

f (3) +
3

z
f 00 � 1

z
(1� e2z)f � f 0 + 3e2zf = 0

Les coe¢ cients de cette équation sont d�ordre �ni. Cette équation admet une solution f(z) =
cos(ez)
z

où

�1(f) = +1 ; �2(f) = 1:

Soit '(z) = e�z

z
: On a �1(') = 1, �2(') = 0. Il est clair que

�2(') < �2(f):

Donc les conditions du théorème 2:1:6 , et les conditions du théorème 2:1:7 sont véri�ées et

i�(f
(i) � ') = i�(f

(i) � ') = i(f) = p+ 1; i 2 N; (3.5.2.1)

et

�p+1(f
(i) � ') = �p+1(f

(i) � ') = �p+1(f) = �; i 2 N: (3.5.2.2)
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et

�p(f
(i) � ') = �p(f

(i) � ') = �p(f) =1; i 2 N: (3.5.2.3)



CONCLUSION

Dans ce mémoire, on a étudié la relation entre les solutions et leurs dérivés de l�équation

di¤érentielle de la forme

f (k) + Ak�1 (z) f
(k�1) + :::+ A1 (z) f

0 + A0 (z) f = 0

où k � 2, A0 (z) 6= 0; A1 (z) ; :::; Ak�1 (z) sont des fonctions méromorphes d�ordre p�itératif

�ni.

Une question naturelle : Est-il possible d�obtenir des résultats similaires lorsque les coe¢ cients

sont des fonctions méromorphes d�ordre [p; q]�itératif �ni ?
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