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Résumé

Ce mémoire est consacré a ’étude de la relation entre les solutions et leurs dérivées de

I’équation différentielle de la forme
FO LA )"V AR +AGR) =0

ouk >2, Ag(2) 20,41 (2), ..., Ar_1 (2) sont des fonctions méromorphes d’ordre p—itératif
fini. On obtient quelques résultats sur ’ordre de croissance de la solutions f et ’exposant de
convergence p-itératif des ses dérivés de la fonction f. Enfin, on donnera quelques exemples

lustratifs.



Introduction

La théorie de Nevanlinna est un outil incontournable dans la théorie des fonctions, en parti-
culier dans I’étude des propriétés des solutions des équations différentielles complexes, notam-
ment la croissance et ’oscillation des solutions. En effet depuis 1925, ’année ou R. Navanlinna
a publie les résultats de ses travaux sur la théorie de la distribution des valeurs des fonctions
méromorphes, les chercheurs ne cessent de publier dans la méme thématique et plusieurs
problémes ont été étudies et résolus. Des liens étroits avec d’autres domaines sont mis en
évidence en particulier avec la théorie analytique des équations différentielles.

Pour une introduction & la théorie des équations différentielles dans le plan complexe avec la
théorie de Nevanlinna voir [3]

La recherche active dans ce domaine a été lancée par H. Wittich et ses étudiants dans les an-
nées 1950 et 1960 concernant la croissance des solutions des équations différentielles linéaires.

Ce mémoire est composé d’une introduction et de trois chapitres.

Dans le premier chapitre, on va citer quelques notations, définitions et résultats dont on
aura besoin dans le deuxiéme chapitre, on peut considérer ce chapitre comme une introduc-
tion & la théorie de Nevanlinna, on va aussi citer quelques définitions concernant 1’ordre de

croissance des solutions f et I’exposant de convergence p-itératif .

Le deuxiéme chapitre contient des lemmes préliminaires et quelques preuves sur lesquels
basent les démonstrations des résultats du troisiéme chapitre.
Dans le troisiéme chapitre, on s’intéresse a ’étude de la relation entre les solutions et leurs

dérivés de ’équation différentielle de la forme
O 4 A () f* Y AR+ A () f=0

ok >2 Ayg(z) Z0,A:(2),..., Ax_1 (z) sont des fonctions méromorphes d’ordre p—itératif

fini. On obtient quelques résultats sur 'ordre de croissance des solutions f et I’exposant de



convergence p-itératif des dérivés de la fonction f. La derniére partie de ce chapitre contient

des exemples d’applications et une bibliographie.



Chapitre 1

Quelques Eléments de la Théorie de
Nevanlinna

On commence par donner quelques définitions, notations et résultats dont on aura besoin par

la suite. Pour plus de détails voir W.K. Hayman ([I0]) et I. Laine ([12])).

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Théoréme 1.1.1 (Formule de Jensen) ([10],[12]) Soit f une fonction méromorphe telle
que f(0) # 0,00 et ay,as,...,a, (respectivement by, bs,....b,, ) ses zéros (respectivement ses
poles), chacun étant compté avec son ordre de multiplicité. Alors

In|f (0)] = iﬂ/o In|f (re' 1d¢+21n——21

Définition 1.1.1 ([0, [12]) Pour tout réel x > 0, on définit

Inx, z > 1,
In" 7 = max (Inz,0) = {0’ 0<z<l
Lemme 1.1.1 ([1Z)) On a les propriétés suivantes :
(a) logx < log® z pour x>0,
(b) log" z <logty pour 0 < z <y,
(c) logz =log™ x —log™ 1 pour x > 0,
(

d) [log z| = log™ x + log™ Zpour > 0,

(€).Jog" (m) <3 logf
j:

Jj=1
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(f) .log™ (iag) <logn + zn: log* ;.

Preuve. U
Montrons (c), (d), (e) et (f).
(¢) On a

1 1
logzt —log" — = max (logz,0) — max (log -, 0)
x T

= max (logz,0) + min (log z, 0)

= logux.
(d) On a
+ + 1 1
logxz™ +1log™ — = max(logz,0)+ max ( log—,0
x x
= max (logz,0) — min (log z, 0)
= |logz|.
(e) Si [[z; <1, alors I'inégalité est évidente. Supposons que [[z; > 1. Alors
j=1 j=1

(i) - (1)

< ZlogJr z;, d’apreés (a).

j=1

(f) On a d’apres (b) et (e)

1<j<n

log+(2xj) < log"(n max z;)
j=1

< + :
< logn + log (1%]252 ;)

< logn + z:logJr xj.
j=1
Définition 1.1.2 (Fonction a-points)([10],[12]) Soit f une fonction méromorphe. Pour
tout nombre compleze a, on désigne par n(t,a, f) le nombre des racines de l’équation f(z) = a
situées dans le disque |z| < t. Chaque racine étant comptée un nombre de fois égal a son ordre

de multiplicité et par ni(t,a, f) le nombre des racines distinctes de l’équation f(z) = a dans
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le disque |z| < t, et on désigne par n(t,oc0, f) le nombre des poles de la fonction f dans le
disque |z| <t , chaque pole étant compté avec son ordre de multiplicité et par ni(t, 0o, f)

nombre des poles distincts de f dans le disque |z| < t. Posons

N (r,a, f) :/OTn(t’a’f);n(o’a’f)dt—i-n(o,a,f)logr, a # oo,

N (r, oo, ):N(r,f):/Orn(t’oo’f);n(O’OO’f)dt+n(0,oo,f)logr,

N(r,a, f) = N(r, 7 i a) = /OT n(t,a, /) ;ﬁ(O,a, f)]dt—l—ﬁ(o,a, f)logr (a# c0),

et

N(r,00,f)=N(r, f) = /07’ [n(t, 0. /) ;ﬁ(O,oo,f)] dt +m(0, 00, f)logr .

N(r,a, f) (respectivement N(r,a, f)) est appelée fonction a-points (respectivement a-points
distincts) de la fonction f dans le disque |z| < r. Elle caractérise la densité des zéros de

léquation f(z) = a dans le disque |z| < r.

Définition 1.1.3 (Fonction de proximité) ([10],[12]) Soit f une fonction méromorphe.

Pour tout nombre complexe a, on définit la fonction de proximité de f par

mira,f) = mlr =) = 5 [ log*

21 Jo |f (r exp®) —a

df  (a # )
et )
miroo,f) = mir.f) = 5= [ 108" |f(rexai®)|db.

Définition 1.1.4 (Fonction caractéristique) ([10],[12])) On définit la fonction caracté-

ristique de R. Nevanlinna de la fonction f par

T(r,f)=m(r, f)+N(r,[).

Exemple 1.1.1 Pour la fonction f(z) = €*, nous avons n(t, f) = 0 car f n’admet pas de

poles, par conséquent N(r, f) = 0. De plus

m(r, f) = 2— / log™ | f(re)| do
1 7’0059
= 5 / log™ de
= i / r cos 0df
27T g

r
7T
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Dot
’
T(r. 1) = m(r. )+ NG ) = .
Proposition 1.1.1 (Propriétés de la fonction caractéristique de R. Nevanlinna)([17)

sotent f, fi, fo, ..., fn des fonctions méromorphes et a,b,c,d des constantes complexes telles

que tell que ab — cd # 0. Alors

1.
TU%iéﬁ)SéﬁéTonﬁ)+hgn4murrz1,
J=1 j=1
2. § )
T(r, Hfj) < ZT(T, fi), pourr>1,

J=1 J=1
3.

T(r, f*y=nT(r,f), neN"
4.

I(r, Zj:iz) =T(r,f)+0(1), f# %d.

Preuve. B
1. On a.

T(T, Zf]) = m(r, Zf]) + N(T’, ij)a

n 1 o n '
m(r, ij) = 5 /0 log™ ij(rew) de
=1 j=1

1 2T N i
= %/0 ;10g+’fj(r,(ree)+logn‘d9

= Zm(r, f;) + logn.
j=1

D’autre part,
n

N> f) <D N £)

j=1 j=1
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car si 29 est un pole d’ordre A\; > 0 pour la fonction f;, alors 2y est un pole d’ordre au plus

n
max \; < > \;, par suite
j=1

T(r, ij) = m(r, ij) + N(r, ij)

IA

> m(r, f;) +logn+ Y N(r, f;)
< iT(r, f;) +logn .

2.0n a

comime

do

n 1 2
m(r,Hfj) = %/0 log™*

= Zm(T: fj)>

j=1

[17i(re®)

de plus, si zy est un pole d’ordre A\; > 0 pour la fonction f; ,alors z; est un pole d’ordre au

plus >\, pour la fonction []A;, ce qui donne

j=1 j=1
N> ) <Y N ).
j=1 j=1
Donc
T(r, [1) < D 10 f).
=1 j=1
3.0n a |f| <1 équivaut a |f|" < 1.
(a) Si |f| <1, alors
mer )= o [ ot e an =0
) 27_‘_ 0 )

et
N(r, f*) =nN(r, f),
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d’ou

T(r,f") = nN(rf)
= nT(r, f).
(b) Si |f] > 1, alors
m(r, f*) = S /27r log™* |f"(rei9)| de
’ 21 Jo
O - i0
= o /0 log™ | f(re")| d6
- nm(r7 f)7
et
N(r>fn) :TLN(T,f),
d’ou
T(r, f*)=nT(r, f)
4. Posons g = g}ciz, alors
gef +gd = af+b
b— gd
& f= , avec ad — cb # 0
gc—a

il suffit donc de montrer que

(a) Si ¢ = 0,alors

T(r,g)=T(r, f)+0().

af +b

)
T(r,%) +T(r, f) —l—T(r,g) +log?2
T(r, )+ O(1).

T(r,




1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna 9

(b) Si ¢ # 0,alors

af +b
r,——)

cf +d

a c¢b—ad 1
= Tr,—+ —.
(r,c+ Z F+d

a cb — ad 1
T(r, = T T(r, —— log 2
() T 5" 4 Tl ) + o

T(r,g) = T(

)

IN

d

cb — ad

c2

IA

+T(r; f) + log*

+|@ +
log ‘d‘—i-log
= T(r,f)+ O(1).

d‘ +log2+ O(1)

Cc

Exemple 1.1.2 Soit f(z) = cos? z. Alors

T(r,f) = T(r cos’z)

= 2T(r,cos z), d’apres la troisiéme propriété du théoréme précédent
e 4+ 1
261'2 )

= 2[2T(r,e”)+ O(1)], d’apres la quatriéme propriété du théoréme précédent

= 222+ 0(1)]

4r
= — +0(1).
T (1)

- 21t

Théoréme 1.1.2 (Premier Théoréme fondamental de R. Nevanlinna dans le plan
complexe) ([10], [12) Soit f une fonction méromorphe non constante. Alors pour tout nombre

complezre a # 0o, on a
m(r,a, f)+ N (r,a, ) =T (r, f) +e(r,a),

o e (r,a) = O (1) quand r — oo.
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1.2 Ordre de croissance et ’hyper-ordre d’une fonction
méromorphe et entiére

Définition 1.2.1 ([10],[12]) Soit f une fonction méromorphe non constante. Alors l’ordre

de la croissance de f est défini par

p(f) = Tm log T'(r, f)

r—-+00 10g7“
On dit que la fonction f est d’ordre infini si

— logT
= log (7, f)

= +00.
r—-+00 10g T

Définition 1.2.2 ([1I0],[12]) Soit f une fonction entiére non constante; alors l'ordre de la

croissance de f est défini par

o(f) = Tm loglog M (r, f)

r—+00 log r

ot ou M(r, f) = m‘ax|f(z)| :

|z|=r
Dans le cas ou l'ordre d’une fonction méromorphe est infini, on introduit une autre notion
qui donne plus de précision sur la croissance qui est appelée I’hyper ordre et est définie comme

suivant

oy (f) = T loglog T (r, f)

r—-+o0 log r

et pour une fonction entiére, on a

— logloglog M (r, f)

=1 .
P2 (f) T‘—1>E100 lOgT
Exemple 1.2.1 Pour la fonction f(z) = e*,

logT'(r, f)

log =

= lim ——= = lim —% =1
p(f) r— o0 logr r— 450 logr
et py(f) = 0.
Exemple 1.2.2  Pour la fonction f(2) = e, on a
T(r, f)=T(r;e”) « _c -, — 400
(2m3r)2

d’ou p(f) = +oo et py (f) = 1.

Remarque 1.2.1 Si f est d’ordre fini, alors l’hyper ordre de cette fonction est nulle.
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1.3 La notion d’ordre p-itératif d’une fonction

Si ’hyper-ordre d’une fonction entiére ou méromorphe est infini, on définit ordre p-itératif
de cette fonction.

Pour la définition de 'ordre p-itératif d’une fonction méromorphe, on a besoin de définir les
expressions suivantes : pour tout r € R, on pose exp,;r := € et €XpPp41 T 1= €Xp (expp r) ,
p € N. De la méme fagon on définit log; 7 := logr et log, ;7 := log (logp 7“) , p € N et ceci

pour 7 suffisamment grand.

Définition 1.3.1 ([11],[12]) Soit f une fonction méromorphe. On définit l’ordre p-itératif

de croissance de la fonction f par

— log, T(r, f)

pp (f) = lim

i —eer (p =1, p entier),

ot T(r, f) est la fonction caractéristique de Nevanlinna. Si f est entiére, alors l'ordre p-
itératif de la fonction f est défini par

pp (f) = lim ————— (p>1, p entier),

ou M(r, f) = max|f (2)].

|2|=r

Exemple 1.3.1 Pour la fonction f (z) = exp,(z), ¢ € N*, on a

400 sip <q,
pp(f) =4 1 sip=gq,
0 sip>q.

Définition 1.3.2 ([71]) L’indice de croissance d’ordre p-itératif d’une fonction méromorphe

f est définit par

0, si [ est rationnelle
i(f) = miél {,0]- (f) < —i—oo} , si [ est transcendante
j€

+00, si p; (f) = +oo pour tout j € N.
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1.4 L’exposant de convergence des zéros, I’exposant et
I’hyper exposant de convergence des points fixes,
I’exposant de convergence p-itératif des zéros

Définition 1.4.1 ([11], [12]) L’exposant et I’hyper exposant de convergence des zéros d’une

fonction méromorphe f sont définis respectivement par

M= L_mw% M= T T(ﬂ 7
ou
1) - 1
~ (T%) - /orn(t’f) tn<0’f>dt+n (T%) log 7,

tel que n <t, %) désigne le nombre des zéros de la fonction f situés dans le disque |z| <.

Remarque 1.4.1 L’exposant de convergence des zéros de la fonction % est aussi dit exposant

de convergence des pdles de la fonction f.

Définition 1.4.2 ([11], [12]) On définit l’exposant et l’hyper exposant de convergence des

zéros distincts d’une fonction méromorphe f respectivement par

X(f) = T@o@%,XQ () = TE_EFHOOIOg IOiZT<T’ %)’
ot
(1) _=(a1
N (T7 %) - /or : (t7 f) t - (07 f) dt +7n (7"7 %) log 7,

tel que m (t, %) désigne le nombre des zéros distincts de la fonction f situés dans le disque

|z| < r.

Définition 1.4.3 ([J], [74]) Soit f une fonction méromorphe. On définit ’exposant et I’hyper

exposant de convergence des points fixes de la fonction f respectivement par

7(f) =A(f —2) = lim 1OgN<T’ﬁ)

r—+00 log r

_ loglog N (7, +=

r—+400 log r

Y
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Définition 1.4.4 ([5], [74]) Soit f une fonction méromorphe. On définit l’exposant et I’hyper
exposant de convergence des points fixes distincts de la fonction f respectivement par

_ L log N (7", ﬁ)

T(f)=A(f—2)= lim

r—+00 log r

Y

_ L log log N r,%z
Fo(f) =N (f —2) = Tim ( d )

r—-+00 log T

Exemple 1.4.1 L’exposant et I’hyper exposant de convergence des zéros distincts de la fonc-

tion f(z) = e + 2 sont égaux respectivement ¢ oo et 1.

Exemple 1.4.2 L’exposant et l’hyper exposant de convergence des zéros distincts de la fonc-

tion f(z) = e + e* sont égaux respectivement a oo et 1.

Exemple 1.4.3 L’exposant et I’hyper exposant de convergence des points fixes de la fonction

f(2) = cos(e®) sont égauz respectivement a oo et 1.

Définition 1.4.5 ([11]) Soit f une fonction méromorphe. On définit 'exposant de conver-
gence p-itératif des zéros de la fonction f par
__ log, N (7“, l)
A (f) = Tm —0 12

r—+00 log r

On définit l'exposant de convergence p-itératif des zéros distincts de la fonction [ par
~ (1
_ _ log, N (7‘, 7)

)\p (f) :TETOO logr

Définition 1.4.6 ([11]) On définit l’exposant de convergence p-itératif des points fizes d’une

fonction méromorphe f par

N (f —2) = lim g, N <T’ fiz)

r—+400 log T

b

et ’exposant de convergence p-itératif des points fixes distincts de f par

_ . logpN (r, ﬁ)
)‘p <f N Z) - TEI—POO IOgT '
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Définition 1.4.7 ([11]) Le degré de finitude de l’exposant itératif de convergence p—itératif

des zéros d’une fonction méromorphe f est défini par

0 si n(r,%) = O(logr),
ix(f)=< min{neN:\,(f) <o} si\(f)<oo pour née€N,
+o0 st Ap(f) = 00 pour tout n € N.

De méme, nous pouvons définir l'indice de croissance ix(f) de A\, (f).



Chapitre 2

Lemmes Auxiliaires

Pour prouver les principaux résultats dans le chapitre 3, nous avons besoin des lemmes

suivants.

2.1 Lemmes préliminaires

Lemme 2.1.1 ([]) Soient Ao, Ay, ..., Ax_1, F(#0) des fonctions méromorphes et f une

solution méromorphe de ’équation
FO L A fE D4 4 A+ Aof = F, (2.1.1)
tel quei(f)=p+1,(0<p<1). S
max{i (F),i(4;),j=0,1,..,k—1} <p+1

ou
max {pp—i-l (F) 710p+]. (A]) ’j = 07 ]-a (8] k— 1} < pp+l(f)7

alors, on a

ZX(f) - ZA(f) - Z(f) =p-+ Let Xp—o—l(f) - )\p—i-l(f) - pp+1<f)'
Lemme 2.1.2 ([12)) Soit f une fonction méromorphe avec i(f) = p, alors p,(f') = p,(f).

Lemme 2.1.3 ([11]) Soient k > 2 et (A;),(j =0,1,...,k—1) des fonctions entiéres d’ordre

p—itératif fini tell que i(Ap) =p, (0 < p < 400). Supposons que

max{i(4;),(j=1,....k—1)} <i(A)
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ou

max {p, (4;),(G=1,...k = 1)} < p,(Ag) < +o0.

Alors toute solution f % 0 de [’équation
FO 4 A ) f* V4 AR+ A (2)f=0 (2.1.2)
satisfait i(f) =p+1 et p,.1(f) = p,(Ao).

Soient A; (j =0,1,...,k — 1) des fonction. Nous définissons la suite suivante des fonctions :

A?:Aj, j:O,l,,k—l
i i Ai71 ! .
Ay = AT - (A%1> ’ 1€N (2.1.3)
Ai= A1 4 A (Bn) =01, k—2i€eN
j j + j+1 \1,2111 ) j 9 Tyt 7Z € )
i Ai._l
ol \Ilj+11 A%ﬂ

Remarque 2.1.1 Dans le cas ou l'une des fonctions A; (j =0,1,....k — 1) est égal a zéro

alors Aj-“ =A (j=0,1,...k—1).

j—1

Lemme 2.1.4 ([?])Supposons que f est une solution de (2.1.2). Alors g; = f) est une
solution de l’équation

g+ AL g" Y 4 Alg =0, (2.1.4)

i

o A(j=0,1,...k — 1) sont donnés par (2.1.3).
Preuve Supposons que f est une solution de I’équation (2.1.2) et soit g; = f. On prouve
que g; est une solution entiere de 1’équation (2.1.4). Notre preuve est faite par induction.

Pour i = 1, dérivons les deux cotés de I’équation (2.1.2), on obtient
FED 4 Ay f0 4 (A + Aa) F7D L (A + Ao f + Agf =0, (2.1.5)

et en remplacant f par

(F% + At f D + o+ Af)
Ao !

f:_
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on obtient

A A/
FERD LA — 20 fW (A 4+ Ay — A =) D 4
Ag Ao

!
A,

+(A] + Ay — AlA_o)

f =0
Ce qui donne
k)+Ak 190 1)+Ak 20 Y+ o+ Ajgr =0

Supposons que l'assertion soit vraie pour les valeurs qui sont strictement inférieures & un
certain 7. On suppose que g;_; est une solution de I’équation
gz 1 + A 1gz(k11) + A 292(k12) +o+ Aylgi =0 (2.1.6)
Dérivation de deux termes de (2.1.6), on peut écrire
sz? +A lgz 1 ((A;c 11) + Ap- 2) gz(kll)"‘---jL((Aiil)/ + Aéil) 9;714‘1469%1 =0. (2.1.7)
Dans (2.1.7), en remplagant g;_; par

k i—
(g,f)1+A 19z1 +Ak21 Dt A+ A(gi- 1))

gi-1 = —

At ’
on obtient
| Ay i AN
g+ (AZ;_11 - (Agl) ) 9+ ((AZ;_IJ +Ap o — ALY (AZ 1) ) g+
0
AV AFYY
+ ((Alll) + AT A (Al 1) >gi_1 = 0. (2.1.8)

Ce qui donne

g + AL g8V 4 AL gt L Algi =0,

Le lemme 2.1.4 est donc prouvé.

Lemme 2.1.5 ([§])Soient A;,(j = 0,1,....k — 1) des fonctions méromorphes d’ordre fini
telle que toute solution de l’équation (2.1.2) est d’ordre p—itératif infini et p,,,(f) = p. Soient
Az-, (j =0,1,....k — 1) définies comme dans (2.1.8). Alors, toute solution meromorphe non

triviale de l’équation
Db A gD 4 A g 4+ Afg =0, k> 2 (2.1.9)

satisfait p,(g) = +o0 et p,.1 (9) = p.



2.1 Lemmes préliminaires 18

Preuve Soit {f1, f2, ..., fr} un systéme fondamental de solutions de (2.1.2). On montre que
{ fl(i), éi), ey f,gi)} est un systéme fondamental de solutions de (2.1.9). D’aprés Lemme 2.1.4,
il s’ensuit que fl(i), fZ(i), e f,gi) sont des solutions de (2.1.9). Soient v, g, ..., . des constantes
telles que :

o)+ anfs’ + .+ af) =0, (2.1.10)

Alors
Otlfl + Oégfg + ...+ akfk = P(Z),

ou P(z) est un polynome de degré inférieur a i. Puisque oy fi; + agfe + ... + i fr est une
solution de (2.1.2), alors P est une solution de (2.1.2) et d’aprés les conditions du Lemme
2.1.7, on conclut que P est une solution infini de (2.1.2), cela conduit & une contradiction.
Par conséquent, P est une solution triviale. On déduit que oy f; + asfo + ... + apfr = 0.
En utilisant le fait que {f1, f2, ..., fx} est une solution fondamentale de (2.1.2), on obtient
a; = ag = ... = ap = 0. Maintenant, soit g une solution non triviale de (2.1.9). Alors, en
utilisant le fait que { fi), fZ(i), s f,gz)} est une solution fondamentale de (2.1.2), on conclut
qu’il existe des constantes aq, as, ..., ay pas tous nuls, tels que g = oy fl(i) +a2f2(i) +... +akf,§i).
Soit h = a1 fy + asfa + ... + arfr, h est une solution de (2.1.2) et h) = g. Donc, d’aprés

le Lemme 2.1.2, on a p, (k) = p,,(g), et par les conditions du lemme 2.1.5, on a p,(h) =

pp(g) = +00 et p, 1 (h) = ppia(g) = p.

Lemme 2.1.6 ([f]) Soient p > 1 un nombre entier et f(z) une solution méromorphe de
léquation différentielle

fO 4+ A fE D 4 4 Agf = F, (2.1.11)

ou Ay, Ay, ..., Ax_1 et F' (£ 0) sont des fonctions méromorphes :

i) si max {p,(F),p, (4;), (1 =0,1,...k = 1)} < p,(f) = p < oo alors A, (f) = N, (f) =
pp(f),

ii) si max {Pp+1(F)7Pp+1 (Aj)a(j =0,1,...,k — 1)} < Pp+1(f) = p < oo, alors Xp+1 (f) =
At (F) = ppia (f)-



Chapitre 3

L’exposant de convergence itératif des
solutions des E.D.L aux coefficients
méromorphes

3.1 Introduction et résultats

Dans ce chapitre, on va prouver des nouveaux résultats sur ’ordre et l’exposant de conver-

gence itératif des dérivées des solutions des équations différentielles linéaires de la forme
FE 4 A (2) fE D 4+ A (2) f + Ao (2) =0

ou k>0, Ag(z) #0,A1(2),..., Ax_1 () sont des fonctions méromorphes d’ordre p—itératif
fini, en donnant une relation entre ces solutions et leurs dérivées.

Avant d’entamer notre étude , on cite, d’abord, quelques résultat dans ce domaine.

Dans [17], Wang et Lii ont étudié les points fixes et hyper-ordre des solutions d’équations
différentielles linéaires de second ordre aux coefficients méromorphes et leurs dérivés. Ils ont

obtenu le résultat suivant.

Théoréme 3.1.1 ([17)) Soit A (z) une fonction méromorphe transcendante satisfaisant (oo, A) =

TZ_Z;_TOOT;((:”Q)) =0>0, p(A) = p < +o0. Alors toute solution meromorphe f(z) % 0 de l’équa-

tion

AR =0 (3.1.1)



3.1 Introduction et résultats 20

satisfait que f, f' et f” ont un nombre infini de points fixes et

7(f) =7(f) =7(f") = p(f) = +o0, (3.1.2)

et

7o) =T2(f) =T2( f7) = pa(f) = p. (3.1.3)

Le théoreme 3.1.1 a été généralisé aux équations différentielles d’ordre supérieur par Liu et

Zhang comme suit (voir [15]).

Théoréme 3.1.2 ([15]) Soient k > 2, et A(z) une fonction méromorphe transcendante
satisfait (oo, A) = 6 > 0, p(A) = p < 400. Alors toute solution meromorphe f(z) # 0 de

[’équation

P+ Az)f =0 (3.1.4)
satisfait que tous les fonctions f et f/, f”,...,f%® ont infiniment nombreux points fixes
et

() =7(f) =7 ") = .. =7(f®) = p(f) = +ox, (3.1.5)
et
T2 f) =T (f)) = T2 f7) = .. = T2(fP) = po(f) = p. (3.1.6)

Les théorémes 3.1.1 et 3.1.2 ont été généralisés par B. Belaidi pour l'ordre p-itératif (voir

).

Théoréme 3.1.3 ([1]) Soient k > 2 et A(2) la fonction méromorphe transcendante d’ordre
itératif fini p,(f) = p > 0 tel que (00, A) = 0 > 0. Supposons, en outre, que l'un des resultats

sutvants est vérifié

i) tous les poles de f sont de multiplicité uniformément bornée ou que
i1) 6(o0, f) > 0.
Si # 0 est une fonction meromorphe d’ordre p-itératif fini p, () < 400, alors toute solution

meromorphe f(z) # 0 satisfait
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M(f =)= X(f =) = ... = L(H =) =p,(f) = +o0, (3.1.7)

et

Moni(f=9)= Xpn(f —p)= .. = )‘p+1(f(k) =) = ppn(f) = p. (3.1.8)

Pour k£ > 2, nous considérons 1’équation différentielle linéaire
FO LA () fE Y4+ A () f + A (2) f=0. (3.1.9)

Récemment Bouabdelli et Belaidi ([3]) ont étudié la relation entre les fonctions et dérivée de
solutions de I’équation (3.1.9) et ils obtiennent quelques théorémes qui étendu les résultats

précédents donnés par Xu, Tu et Zheng (voir ([16])).

Théoréme 3.1.4 ([3]) Soitk > 2 et soient (4;);,j =0,1,2,...,k—1 des fonctions entiéres
d’ordre p-itératif fini avec i(Ag) = p (0 < p < +00) satisfaisant l'une des conditions suivantes
(i) max {p, (4;),(J =1,...k = 1)} < p, (A),

(i) max {p, (A7), = L, sk — D} < p, (4) = p

et max {7, (A;),p, (A;) =p,(Ao) j =1,....k = 1)} <7, (Ao) =7(0 < T < +00).

Alors, pour toute solution f(z) # 0 de I’équation (2.1.9) et pour toute fonction entiére ¢ # 0

satisfaisant p, ;(¢) < p, (Ao), on a

Mot (fP = 0) = X (fY = ) = pper (f) = p, (Ao) i € N. (3.1.10)

Théoréme 3.1.5 ([) Soit k > 2 et soient (4;);, j = 0,1,2,....,k — 1 des fonctions

meromorphes d’ordre p-itératif fini avec i(Ag) = p (0 < p < +00) satisfaisant :

max {p, (4;), (G =1,...k=1)} < p,(A)=p<+o0
et §(co,Ag) > 0. (3.1.11)

Alors, pour toute solution méromorphe f(z) #Z 0 de (3.1.9) dont les poles sont de multiplicité
uniformément bornée et pour toute fonction meromorphe ¢ # 0 satisfaisant p, ,(¢) < p, on

a

M (fY =) = X (fP = 9) = ppr(f) = pi €N, (3.1.12)
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Dans tous les théorémes précédents, nous notons que les conditions sur les coefficients donnent
que toute solution de I’équation (3.1.9) est d’ordre p-itératif infini et de méme (p + 1)-ordre.
D’autre part, il y a plusieurs livres ot les auteurs montrent que sous certaines conditions
toutes les solutions de I’équation (3.1.9) sont d’ordre p-itératif infini et de méme ordre (p+1)-
itératif (voir 2], [8], [9]).

La question qui se pose est : si une solution de I’équation est d’ordre p-itératif infini et de

méme (p + 1)-ordre, est ce que nous avons les mémes résultats 7.

Dans ce chapitre, nous donnons une réponse de la question ci-dessus et nous prouvons les

théorémes suivant.

Théoréme 3.1.6 [JSoient k > 2 et (Aj)j ,7=0,1,2,....k—1 des fonctions meromorphes
d’ordre p-itératif fini. Supposons que toute solution de l'équation (3.1.9) d’ordre p-itératif
infini et p,,,(f) = p . Si o # 0 est une fonction méromorphe avec i(¢) < p + 1 ou

Ppi1(p) < p. Alors toute solution meromorphe f # 0 de (3.1.9) satisfait :

ix(fP =)= i\(f —p)=i(f) =p+1i €N, (3.1.13)

et

i (fP =) = XM (fP —9) = pa(f) = pi €N (3.1.14)

Théoréme 3.1.7 [JSoient k > 2 et (Aj)j ,7=0,1,2,....k — 1 des fonctions meromorphes
d’ordre p-itératif fini. Supposons que toute solution de l’équation (3.1.9) d’ordre p-itératif

infini. Si o # 0 est une fonction meromorphique avec p,(p) < +oo, alors toute solution

méromorphe f # 0 de (3.1.9) satisfait

AP =0) = XD =) = p,(f) = 00,i €N. (3.1.15)

Remarque 3.1.1 Les preuves des théorémes 3.1.6,3.1.7 sont différentes de celles de théo-
réemes 3.1.4,3.1.5 , nous donnons une simple preuve de théorémes . L ingrédient principal de

la preuve est le lemme 2.1.5.

Corollaire 3.1.1 Sous les hypothéses du théoréme 3.1.6, si p(z) = z, alors, pour toute

solution meromorphe f de (3.1.9), nous avons

D) = i:(fP) =i(f)=p+1,ieN
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et
?PJrl(f(i)) = Tp+1(f(i)> = pp—l—l(AO) = IOp<A0) = ,0,2 € N.

Corollaire 3.1.2 Supposons que k > 2 et A(z) est une fonction méromorphe transcendante
telle que 0 < p,(A) = p < +00. Si p # 0 est une fonction meromorphe avec i(¢) < p+1 ou
ppi1(@) < p, alors toute solution f(z) # 0 de (3.1.4) satisfait (3.1.13) et (3.1.14).

Corollaire 3.1.3 Soient k > 2 et (Aj)j J=0,1,2,....,k — 1 des fonctions entiéres d’ordre
p-itératif fini tel que i(Ag) =p, 0 < p < 0o. Supposons que max{i(A;),(j=1,...k—1)} <
i(Ag) oumax{p,(A;),[i=1,...k—1)} <p,(A) < +oo.

Si ¢ # 0 est une fonction entiére avec i(p) < p+1ou p,,,(p) < p,(Ao), alors toute solution
f(z) # 0 de (3.1.9) satisfait (3.1.13) et (3.1.14).

Pour p = 1 dans le théoréme 3.1.6, on obtient le corollaire suivant (voir [9]).

Corollaire 3.1.4 [9 Soit k > 2 et (Aj),(j = 0,1,....k — 1) des fonctions meromorphes
d’ordre fini telle que toute solution de l’équation (3.1.9) satisfasse p(f) = +oo et py(f) = p.
Alors si ¢ #£ 0 est une fonction meromorphe avec py(p) < p, alors tout solution f(z) #Z 0 de
(3.1.9) satisfait

A =)= MfY = ¢) = p(f) = +o0, i €N,

et

Xa(fD — ) = X (f — ) = py(f) = p.i €N

Remarque 3.1.2 Le théoréme 2.1.6 est l’amélioration des théorémes A, B, C et le théoréme

3.1.7 est 'amélioration du théoréeme D.

3.2 Preuve du Théoréme 3.1.6

Supposons que f est une solution de I'équation (3.1.9). D’apres les conditions du théoréme
3.1.6, on peut écrire i(f) = p+1, pp,; (f) = p. Posons g; = f@, alors, en utilisant le lemme

2.1.2, on obtient
i(g:) =i (f9) et ppia(9:) = ppia(f9) (3.2.1)
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ce qui implique

i(9:) =p+1,ppya(9:) = p. (3.2.2)
Maintenant, soit w(z) = ¢;(2) —¢(2), ol ¢ est une fonction méromorphe avec pp_; () < p.
Alors

i(w) = i(g:) =p+1,

et ppi1(w) = ppi1(9:) = ppia(f) = p. (3.2.3)

Pour démontrer les deux formules (3.1.13) et (3.1.14), il suffit de démontrer que

ix(gi—¢) = ix(gi—¢)=p+1 (3.2.4)
et
o1 (g —9) = i1 (gi—¢) = p. (3.2.5)

Les formules (3.2.4) et (3.2.5) deviennent
ix (w) =iy (w) = p+ 1 et \py1 (w) = Apy1 (W) = p. (3.2.6)
En utilisant le fait que g; = w + ¢ , et le Lemme 2.1.4, on obtient
( )4 AL w4 Aw) + ( b4 AL oD 4 LAfp) = 0. (3.2.7)
L’équation (3.2.7) peut s’écrire comme suit
w® + Al w4 Al = — (oW 4 AL o) L Alp) = F. (3.2.8)

En utilisant les conditions p,(A%) < oo, p, 11 (¢) < p et Lemme 2.5.5, on obtient F # 0 et

Ppi1 (F) < oo. Par Lemme 2.1.1, on peut déduire que

Zx(w) = Z)\(’LU) :p—i—l,

et Xper () = Apir () = ppy (w) = p.

La démonstration du théoréme 3.1.6 est achevée.
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3.3 Preuve du Théoréme 3.1.7

Supposons que f est une solution de I’équation (3.1.9). D’aprés les conditions du théoréme
3.1.7, on peut écrire p, (f) = oo. Posons g; = @ alors, en utilisant le lemme 2.1.2, on

obtient
pP(%) = pp(f(i)> = pp(f(iil)) == pp(f)’ (3'3'1)
donc p, (g;) = oo. Maintenant, soit w(z) = g;(2) —¢(z), ot ¢ est une fonction méromorphe

avec p, () < oo. Alors
pp(w) = pp(9i) = p,(f) = o0. (3.3:2)

Pour démontrer la formule (3.1.15), il suffit de démontrer que
Ay (W) = A, (w) = 00 (3.3.3)
En utilisant le fait que g; = w + ¢ , et le Lemme 2.1.4, on obtient
(w(k) + Al w® Y 4 Abw) + (pW + AL "D L Alp) = 0. (3.3.4)
L’équation (3.3.4) peut s’écrire comme suit
w® + 45w 4 L Afw = — (oW + AL %D L Afp) = F. (3.3.5)
En utilisant les conditions p,(A%) < oo, p, (¢) < p et Lemme 2.1.6, on obtient
Ap (W) = Ay (w) = p, (w) = oo. (3.3.6)

La démonstration du théoréme 3.1.7 est achevée.

3.4 Preuve du Corollaire 3.1.3

Supposons que f est une solution de I’équation (3.1.9). D’apres les conditions du Corollaire

3.1.3, et le lemme 2.1.3, on a

i(f)=p+1let pi(f) = p,(Ao) (3.4.1)

Posons ¢; = f, alors, en utilisant le lemme 2.1.2, on obtient

i(gi) =1 (f(i)) et /)P+1(9i) = PP+1(f(i)) (3.4.2)
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ce qui implique
i(9:) =p+1,ppi1(9:) = p(Ao). (3.4.3)

Maintenant, soit w(z) = g;(2) —¢(2), ot ¢ est une fonction méromorphe avec pp ; (¢) <

p(Ap). Alors
i(w) = i(g:) =p+1,
et ppr1(W) = ppi1(9i) = ppya(f) = p(Ao). (3.4.4)
Il suffit de démontrer que
i (w) = ix (w) = p+ 1 et Ay () = Ay () = p(Ao). (3.4.5)
En utilisant le fait que g; = w + ¢ , et le Lemme 2.1.4, on obtient
(w® + Al w® D+ L Abw) + (") + ALY 4 L Alp) = 0. (3.4.6)
L’équation 3.4.6 peut s’écrire comme suit
w® + AL w4 Alw = ( )4 AL oD LAjp) = F. (3.4.7)

En utilisant les conditions p,(A%) < oo, p,; (¢) < p et Lemme 2.1.5, on obtient F # 0 et

ppi1 (F') < oo. Par Lemme 2.1.1, on peut déduire que

Zx(w> = 1y (w) :p+1,

et Rpet () = Apar (1) = ppy (w) = p(Ao).

Ainsi la démonstration du Corollaire 3.1.3 est compléte.

3.5 Exemple

3.5.1 Exemple

Considérons I’équation différentielle suivante
(4) 2 (3) 22 2) 2z z 4 ! z 2z
f +;f - +e —|— f 4e +26—; f = (e"+4e*) f=0.

or les coefficients de cette équation sont d’ordre fini. Cette équation admet une solution
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p1(f) =400, po(f) = 1.

Soit p(z) = €*. On a p;(p) = 1, py(¢) = 0. Il est clair que

p2(p) < pa(f)-

Donc les conditions du théoréeme 2.1.6 , et les conditions du théoréme 2.1.7 sont vérifiées et

ix(fD =)= i(fD - ) =i(f)=p+1,i€N, (3.5.1.1)

et
Mot (fD = 0) = Xa(fD =) = pa(f) = pi e N. (3.5.1.2)

et
(D =) = A(fD =) = p,(f) = 00,i € N. (3.5.1.3)

3.5.2 Exemple

Considérons I’équation différentielle suivante
(3) 3 " 1 2z / 2z
FO+2p = (=)~ f 3% =0

Les coefficients de cette équation sont d’ordre fini. Cette équation admet une solution f(z) =

cos(e?)
z

ou

p1(f) =400 ,pp(f) =1.
Soit p(z) = &=. On a p(p) = 1, py(¢) = 0. Il est clair que
pa(9) < po(f).

Donc les conditions du théoréeme 2.1.6 , et les conditions du théoréme 2.1.7 sont vérifiées et

is(fO =)= i\(f? —p)=i(f) =p+1,i €N, (3.5.2.1)

et

Moii(fP = 9) = XM(fP =) = p,(f) =pi €N (3.5.2.2)
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et

(3.5.2.3)



CONCLUSION

Dans ce mémoire, on a étudié la relation entre les solutions et leurs dérivés de ’équation

différentielle de la forme
FO 4 A ) f* Y4 AR+ A (2) f=0

ou k >2 Ag(z) #0,A1(2),..., Ax_1 (2) sont des fonctions méromorphes d’ordre p—itératif
fini.

Une question naturelle : Est-il possible d’obtenir des résultats similaires lorsque les coefficients

sont des fonctions méromorphes d’ordre [p, ¢] —itératif fini ?
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