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RESUME

Nous avons étudie a travers ce mémoire, I'influence de la valeur du pas de discrétisation sur
la positivité de systéme linéaire fractionnaire discret & deux dimension.

Dans cet exposé, il y aura 3 partie. Dans le premier temps, Nous exposons une étude générale
sur la theorie des matrice et le calcul fractionnaire, puis nous avons présenté une étude
détaillée sur les différentes types du systémes fractionnaires & deux dimension.

Dans le second temps, nous avons accordé une attention particuliére aux probléme obtenu
aprés la discrétisation du systéme(3.1.1)) de Kazorek [I] et nous intéressant a la resolution
du systeéme discret et extraire ses conditions de positivité, pour ce faire, nous basant sur les
conditions qui seront établis dans le chapitre quatre.

En suite, nous terminous par une application qui consiste a illuster par un exemple numérique,
nous ont permis grace aux courbes graphique obtenues de valider les hypothéses et choix faits

concernant la positivitée.
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NOTATION

Y/ Corps des entiers relatifs

Z,  Corps des nombres entiers non-négatifs

R Corps des nombres réels

R,  Corps des nombres réels non-négatifs

R™  Espace des vecteurs a n entiers réelles

R™*" Espace des matrices réelles de dimension m x n

C Corps des nombres complexes

R? = ]RT}FXl Espace des vecteurs a entrées réelles non-négatives
R™*™ Espace des matrices a entrées réelles non-négatives

I, Matrice identité d’ordre n

n Ensemble des n premiers entiers naturels

X(s) Transformée de Laplace d’une fonction z(t)

X(z) Z-Transformée d’une suite (),

) (n € N), désigne le binome de Newton

) (a€Ry), désigne le binome de Newton généralisé a des ordres non entiers
['(z) la fonction gamma

n! factorielle n

D~ opérateur de dérivation fractionnaire

n={1,2,..,n} /ne€l,

1=1n 1€n



INTRODUCTION

Tout systéme modélisé par une équation différentielle utilisant la dérivation d’ordre fraction-
naire est appelé systéme d’ordre fractionnaire. Actuellement, beaucoup de travaux traitent
des systémes ou des phénomeénes physiques, chimiques, biologique, informatiques, elecro-
niques et dans 'industrie (colonnes de distilation )...ect, qui nécessitent 1'utilisation de cette
théorie du calcul fractionnaire. Des chercheurs essayent de développer de nouveaux outils
mathématiques et informatiques qui permettent de manipuler et de simuler les systémes
d’ordre fractionnaire, d’autres tentent de déterminer leurs caractéristiques dynamiques et
statiques.

Dans notre étude, nous nous plagons dans le cardre de modéles bidimensionnels a temps
discret. Nous avons utilisé la méthode de Griinwald-Letnikov pour le calcul des dérivées
non entiéres pour représenter I’aspect fractionnaire du modéle.

Dans de nombreux systémes physiques, chimiques,...ect les variables sont par nature positives,
or les modeéles usuels en particulier linéaires, n’intégrent en général pas cette contrainte.
Dans ce travail, nous étudions une classe de systémes linéaires positifs bidimensionnels et
fractionnaires.

La principale propriété de ces systémes est que si 1’état initial est positif (ou au moins
non-négatif), alors la trajectoire d’état se situe entiérement dans l’orthant non-négatif.
Notons que les systémes linéaires positifs sont définis dans des cones et non pas dans des
espaces linéaires. En conséquence, certaines propriétés connues des systémes linéaires ne
peuvent étre appliquées pour les systémes positifs.

Ce travail sera donc consacré a I’étude d’un modéle linéaire & deux dimensions qui a été
introduit par T. Kaczorek (T. Kaczorek,2011) [1], et les travaux de Ghezzar, Bouagada
[12].

On s’intéresse au probléme de solvabilité et de positivité de ces systémes linéaires. Des condi-
tions nécessaires et suffisantes pour que de tels modeéles soit positifs seront alors établis. Nous

avons étudiés par la suite le probléme de I'influence de la valeur du pas de discrétisation sur



la positivité.

Le travail est organisé comme suit :

Dans le premier chapitre nous avons présentés des généralités sur la théorie des matrices et
sur la transformée en Z. Ce chapitre est organisé en deux partie

Dans le premier temps, nous présentons la théorie générale de matrices particulieres telles
les matrices non-négatives, les matrices de Metzler, puis nous avons présente brievement
les propriétés intéressantes de ces matrices particuliéres, puisque, lors de notre étude, nous
utiliserons cette classe de matrices. Dans le second temps, nous exposerons la définition de
la transformée en Z et ses propriétés.

Les techniques de transformation jouent un role primordial dans I’étude des systéemes linéaires
invariants. C’est le cas des transformées de Fourier ot Laplace pour les systémes a temps
continu. Ces transformations connaissent une particularisation aux systémes a temps discret.
La propriété la plus remarquable est toujours la mise en correspondance de la convolution
dans le domaine direct avec un produit dans le domaine transformé. La transformée en Z
présente en outre I'avantage d’étre plus facilement inversible que la transformée de Fourier.
Les raisons d’introduire la transformée en Z sont donc les mémes que celles qui ont motivé
I'utilisation de la transformée de Laplace : une facilité plus grande d’utilisation et d’inversion
que celles offertes par la transformée de Fourier.

Le deuxiéme chapitre décrit les différentes types du systémes linéaires fractionnaires bidi-
mensionnel (2D) .

Dans le deuxiéme temps, nous avons introduit les différentes définitions de calcul de la
dérivation et de l'intégration d’ordre fractionnaire et nous avons donnés les définition de
Caputo,Griinwald-Letnikov qui est une méthode d’approximation qui nos permet de
mettre en oeuvre les dérivées d’ordre fractionnares.

Le chapitre 3, sera donc consacré & I’étude un modéle linéaire fractionnaire & deux dimensions,
nous avons étudié par la suite le probléme discrétisé.

Nous adapterons dans le méme chapitre une analyse sur I'influence de la valeur du pas de
discrétisation sur la postivité des systémes linéaires fractionnaire.

Enfin, nous terminerons par une conclusion qui résume ’ensemble des résultats obtenus.



Chapitre 1

Généralités

Ce chapitre a essentiellement pour I'objectif de présenter quelques rappels sur les matrices et
transformée en Z et coefficient binomial. Nous fournissons au début de ce chapitre des notions

préliminaires qu’on va utiliser. Pour ce faire, nous nous basons sur les références suivantes

21, [51,[6], et [7].

1.1 Matrices particuliéres

Nous étudions alors plus particulierement les matrices non-négatives, positives, strictements
positives et les matrices de Metzler qui permettent de caractériser la positivité de systéemes
linéaires.

Soient A = (a;j);; et B = (b;;)i; € R™™ des matrices a coefficients réels

1.1.1 Matrices non-négatives

Définition 1.1.1 On dit que A est une matrice non-négative si Vi € n, Vj € m : a;; > 0,

autrement dit toutes ses entrées sont non-négatives. Nous noterons une telle matrice par :
A >0 ou encore, A e R*™.

1.1.2 Matrices positives

Définition 1.1.2 A est une matrice positive si A est non-négative et Ik € n,Al € m : ay

> 0, c’est a dire toules ses entrées sont non négatives avec au moins une entrée (strictement)
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positive. Nous noterons une telle matrice par :

A>0.

1.1.3 Matrices strictements positives

Définition 1.1.3 A est une matrice strictement positive si Vi € m, Vj € m : a;; > 0, t.e.

toutes ses entrées sont (strictement) positives. Nous noterons une telle matrice par :
A>>0.

Remarque 1.1.1 Ces définitions et notations seront également valables pour des vecteurs

de dimension n, n > 2.

1.1.4 Matrices de Metzler

Définition 1.1.4 A est une matrice de Metzler siVi € n, Vj € m, i # j : a;; > 0, i.e toutes

ses entrées hors diagonales sont non négatives.

Exemple 1.1.1 La matrice A est suivante est une matrice de Metzler,

2 3 6 1
5 —4 7 8
A= 0 1 0 10
12 3 9 1

1.2 La transformée en 7

La transformée en Z constitue 'outil privilégie pour I’étude des systémes discrets.
Elle joue un role équivalent a celui de la transformée de Laplace pour un temps continues.
C’est une application qui transforme une suite (définie sur les entiers positives ) en une

fonction de la variable complexe.

1.2.1 La transformée en 7 d’une fonctions discréte

Définition 1.2.1 Soit une suite discréte (z(j)); = (x;);-

La transformée en Z est définie par

X(2) = Z[z;] = ijz’j (1.2.1)
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ou z est une variable complexe et ot X (z) est une fonction complexe de la variable z

Exemple 1.2.1 soit z(n) = 1,pour tout n € N, ona :

X(2)=Z[wn) =) wpz "= z"=142"4+2"+....
7=0 n=0

on retrouve une série géométrique de raison %, elle converge pour |z| > 1 et

Théoréme 1.2.1 57
X(2)=Z ) =) w27
=0
Alors
Zxi1] = 2X(2) — zxo,

Zlrip] = 277°X(2)+ = pZZL']Z 1,

j=—1

Preuve. En utilisent la definition

o0 o0
Z [wi44] g T2 g sz_(J_l) =z E xjz? — zxg = 2X(2) — 2x0
j=0 Jj=0

Zri,) = Zazl p2 sz U+p) — pz:c]z T=¢" pz:cjz T4 2 pz:ﬁ]z J
=0 Jj==p Jj==p Jj=-p J=-1
-p
= 27PX(2)+ 2P ijz J
j=—1

Quelques propriétés intéressantes :
Linéarité
La linéarité de la transformation signifie que la transformée d’une séquence obtenue par

combinaison linéaire d’autres séquences n’est rien d’autre que la combinaison linéaire des

transformées correspondantes. Si donc
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z(j) = ax1(j) + bwa(j)

alors
2(z) = Y x(j)z
=0
= a) wi(j)z7 +bY m(j)z
=0 =0
= aXi(z) +bXs(2)
Convolution

Cette propriété est une des plus importantes et justifie & elle seule 'usage qui est fait de la
transformée en z pour étudier les systémes linéaires permanents en temps discret. Si y(n) est

obtenu par convolution de z(n) et g(n), on a que

y(n) = z(j)g(n —j) = x(j) * 9(4)

J
La transformée en Z, Y(z), de y(n) est donc obtenue par

Y() = Yyl

|
1
(]
X
2
N\
3
| E—
<
ingk:
Q
<
|
2
N
L
g
—_

1.2.2 La transformée en 7 d’une fonction discréte a deux variables

Définition 1.2.2 La transformée en Z d’une fonction discréte a deux variables x;; est définie

par la relation :

X(z21,22) = Z |xy] = Z Zmijzfiz;j (1.2.2)

i=0 j=0
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Propriétés :

De la relation (1.2.2)), nous pouvons extraire quelques propriétés de la tansformée en Z utiles
pour la suite de notre étude.

En posant 2;; = 2(i, j), alors nous aurons :
1. Z[a(i+ 1,5+ 1)] = 2120 [X (21, 22) — X (21,0) — X (0, 22) — Xoo]
2. Zlx(i,j+1)] = 2 [X (21, 22) — X(21,0)]

3. Z[x(i+1,5] = 21 [X (21, 22) — X(0, 25)]
4. 7 [x(i — —q)] = 21 P25 "X (21, 22)
5. Z[x(i4+1—p,j+1)] = 2" 2 [X (21, 22) — X(21,0)]

6. Convolution

(ki) xy(k,i) = ZZ:{: —e,i1— fy(e, f)

e=0 f=0
= X(21,Z2) (21,2’2)

1.3 Transformation en Z inverse (Relation — Intégrale)

Définition 1.3.1 La transformée inverse en Z est donnée par :

2(n) = 271 {X(2)} = ﬁ jiX(z)z”_ldz,

Valable pour tout les valeur de n, le chemin d’intégration C' doit étre dans la région
de convergence. Il doit étre fermé et il foi entourer l'origine du plan des z dans le sens positif

(sens invers des aiguilles d’une montre).
Remarque 1.3.1 D’aprés la propriétée (6), on trouve
Z [x(k, i) = y(k, i)] = X (21,22)Y (21, 22)

Alors
77X (21, 22)Y (21, 22)] = w(k, 1) % y(k, ).
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1.4 Coefficient binomial (binome de Newton)

Les coefficients binomiaux, définis pour tout entier naturel n et tout entier naturel £ inférieur
ou égal & n, donnent le nombre de parties de k£ éléments dans un ensemble de n éléments,
On les note (7) (Iu « k parmi n » ), ou C* (lu « combinaison de k parmi n »),

n! n(n—1)..(n—k+1)

n\ __ ok __ _
(k) = Co = kl(n — k) k!

Pour le cas fractionnaire, particulier 0 < o < 1 et ¢ € N*

N al ala—1).(a—i+1)
il —1)! i!
Lemme 1.4.1 Si0 < a < 1, alors
(_1)1(?) < O? v = 1727 (CL)

ala—1)(a—i+1)
il

€7 = (-1)() = (-1)

Notons que le nombre de facteur du produit a(ov — 1)...(a — i + 1) est égale & i

Le seul facteur positif du produit étant «, alors le nombre de facteur négatifs étant de (i — 1),

> Sii est paire les deux réels (—1)" et a(a—1)...(a—i+1) sont de signes opposés (—1)' =1 > 0

et a(aw—1)...(a —i+ 1) < 0 car le nombre de facteurs négatifs est impaire.

> Si i est impaire les deux réels (—1)° et oo — 1)...(a — i 4+ 1) sont de signes opposés
(-1)' = =1 < 0 et afaw —1)...(a — i + 1) > 0 car le nombre de facteurs négatifs est

paire.
Remarque 1.4.1 Si0 < «a < 1, alors

(-D)"H¥) >0, i=1,2, ...



Chapitre 2

Les Systémes Linéaires a deux
dimensions(2D)

Nous rappelons briévement dans ce chapitre les representations des différentes types des

systémes linéaires.

2.1 Description d’un systéme linéaire continu

La représentation d’état d’un systéme linéaire continu est de la forme,

dm(c)lttlfb) = Ayx(ty, t2) + Biu(ty, ta), t1, t2 € Ry
dx(;tlf) = Agx(ty,t2) + Baul(ty, ta), 1, t2 € Ry
y(tl, tg) = Cl’(tl, tg) + Du(tl, tg)

Ou
dr(tl,tz) _ 6m(t1,t2) .
dt; - ot; U= 1’ 2

x(t1,t2) € R™, u(ty,ta) € R™, y(t1,t2) € RP sont respectivement 1’état, entrée et la sortie
Et A, € R, B, e R™™ = 1,2, C € RP*™, D € RP*™.

2.2 Description d’un systéme linéaire continu-discret
(hyprid)

Le systéme linéaire & deux dimensions discret-continu peut s’écrire sous la forme suivante,

z(t, k) = Az(t, k) + Bu(t,k),t > 0,k € Z,
y(t, k) = Cux(t, k) + Du(t, k),
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O a(t, k) = ZLE)

x(t, k) € R, u(t,k) € R™, y(t, k) € RP sont respectivement 1’état, I’entrée et la sortie
Et A e R, B e R™™, C e RP*", D € RP*™,

2.3 Description d’un systéme linéaire discret

Le systéme linéaire discret & deux dimensions définis par,

x(k,i) = Agx(k,i) + Avx(k + 1,4) + Asax(k, i + 1) + Bu(k,i), k,i € Z,,
y(k,i) = Cx(k,i) + Du(k,1),

Ou
x(k,i) € R" u(k,i) € R™, y(k,i) € RP sont respectivement I’état, I'entrée et la sortie
Et A; € RV, j=0,1,2, B € R™™, O € R, D € RP*m,

2.4 Description d’un systéme fractionnaire linéaire

Au début de cette section on définit : la fonction Gamma, la dériveé au sens de Caputo et la
définition au sens de GRUNWALD-LETNIKOV (G-L).
Dans la fin de cette section, on donne la représentation du systéme fractionnaire, on se basant

sur les références suivantes [9],[10],[11] et [14].

2.4.1 La fonction Gamma

Définition 2.4.1 La fonction Gamma T est la généralisation aux nombres réels de la fonc-

tion factorielle, définie pour les nombres entiers positifs, elle est donnée par :
['(x) :/ y“leVdy, x>0 (2.4.1)
0

Propriétés :

A partir de I'éxpression (2.4.1]) , on deduit que :

r(1) =1

Ainsi que :
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Iz+1)=2xT(x), Ve eR}

Et pour z € N*, on a :
Fz+1) =2l

La fonction Gamma permet également de définir la fonction causale ®,(t) comme suit :

r—1
q)m<t) = W,SL’ S Ri

Cette fonction est utilisée pour donner un sens alternatif aux deux concepts :

dérivation/intégration fractionnaire.

2.4.2 Formule de GRUNWALD-LETNIKOV

Genéralisation de la définition usuelle de la dérivation : formule de Griinwald-
Letnikov

La définition au sens de Griinwald-Letnikov est basée sur une approche aux différences finies
fractionnaires ou toute la différence par rapport au cas entier se situe dans ’extension

de la factorielle & travers la fonction Gamma Euler.

Une définition élémentaire de la dérivée en x d’une fonction peut étre formalisée de la facon

suivante.

Pour f fonction de la variable réelle x et h appartenant & R, on a la définition classique :

_8f, . fla) = fllx—h)
Df@) = 55@) = lim .
_ i T ®) = 2f (=) + f(e = 20)
h—0 h2

nous avons plus généralement la dérivée d’ordre n (n € N) de la fonction f(x) est défini par

la série :

S (=1)" (%) f(z — mh)

D" f(x) = /) () = lim "= o ,
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ou la notation (7%,) représente le binome de Newton.
Posant x = kh

La dérivée généralisée d’ordre « est donnée comme suit :

&)

> (=1 (@) f (k= i)h)

D*f(kh) = f©(kh) = lim => -

(2.4.2)

Dans le cas ou f(x) est causale, en posant x = kh, cette condition se traduit par
f(kh — jh) = 0 pour kh — jh < 0 c’est a dire pour j > k, donc U'intervalle de la somme
de I'équation sera réduit de [0, oo[a [0, k[, on obtient la dérivée d’ordre non entier de
la
fonction f(z) (avec x = kh)a Pordre « selon la définition GRUNWALD-LETNIKOV
k

> (=1 (@) f (k= i)h)

D f(kh) = {1 (kh) = lim =2 =

Avec o € RY , h € R est le pas d’échantillonnage,k € N

et (&) sont des coefficients binomiaux que nous définirons dans la section 1.4

Définition 2.4.2 de GRUNWALD-LETNIKOV (G-L)
La dérivée d’ordre fractionnaire de d’ordre o > 0, > 0, et pourt = kT ,k € Z de G-L est

donnée par :

k+1
dox(t 1
d‘ié ) _ Da(kt) = = > (=1P()z((k+1-p)T),T > 0, et pour t = kT k € Zy.. (2.4.3)
p=0

Cette définition de Grinwald-Letnikov sera utilisée tout au long du mémoire pour la disriti-

sation du systéme continu (voir section 3.2).

Remarque 2.4.1 On d’apres l’équation (2.4.3)

d®x(t) N 1 kt1 e
g = Drelkt) =2 ;<—1) (o)x((k+1—-p)T)

d’ot

D (kt) = % o((k+ 1)) — az(kT) + 3 (~1P()z((k + 1 - p)T)

p=2
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donc
k1

2((k+1)T) = T*D°x(kt) + ax(kT) = Y _(=1)P()a((k+ 1 —p)T) .

p=2
2.4.3 La dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Définition 2.4.3 Soient 0 < o < 1 et f : [a,b] — R de classe C', la dérivée d’ordre o au

sens de Caputo de f et donnée par :

Remarque 2.4.2
1

—F(l — ) /a (x —7)"%f (7)dT.

Remarque 2.4.3 La modéle d’état d’un systéme d’ordre fractionnaire est défini comme

Dy f(r) =

dans le cas entier par deux équations :
* Une équation d’état : dans le cas des systémes commensurables ; tous les états x(t, k) sont
dériwés a un méme ordre non entier a.

% Une équation de sortie : qui est une combinaison linéaire des états, comme le cas entier.

Remarque 2.4.4 Dans les systéme continu-discrets, la variable du temps continue et la
variable discret interagissent et ces composantes ne peuvent pas étre séparées, de tels systémes

sont appelés les systémes hypride.

Définition 2.4.4 Le modéle hypride, écrit sous la forme compacte suivante :

Dix(t, k) = % = Az(t, k) + Bu(t, k), 0<a<l.
y(t, k) = Cuz(t,k)+ Du(t, k), t>0,keZ, ={0,1,...},

Ou z(t, k) € R™, u(t,k) € R™, y(t, k) € RP sont respectivement l’état, l’entrée et la sortie
Et Ae R™", Be R"™™ (C e RP*", D e RP*™,



Chapitre 3

Formulation du probléme

Le principal objectif de ce travail est de maintenir les conditions de positivité pour le modéle
discrétisé obtenu par discrétisation & partir d’un systéme linéaire fractionnaire positif de type
continu-discret qui été introduit par Kaczorek [I]. Notons qu’'un cas particulier de ce modele
a été traité par Ghezzar, Bouagada dans [12], et nous nous attaquons dans ce mémoire au

modele générales.

3.1 Le modéle

Le systéme linéaire fractionnaire de type continu-discret est défini par :

doa(t,i+ 1 dwlt. i
x(d—’ti"" ) = Apx(t,i) + Al—ziaa i) + Asx(t,i+ 1) + Bu(t,i),0 < a <1 (3.1.1)
y(t,i) = Cx(t,i)+ Du(t,i),t € R.i € Zy ={0,1,...}, (3.1.2)

Ou z(t,7) € R™, u(t,i) € R™, y(t,i) € RP sont respectivement 1’état, I’entrée et la sortie
Et A, e R™" k=0,1,2;, Be R™™, C e RP*" D ¢ RP*™,
Les conditions aux limites pour le systéme (3.1.1]) ont la forme suivante :

x(t,0) e R",Vt € R; x(0,7) € R",Vi € Z, (3.1.3)

La solution et les conditions de positivité du modele (3.1.1]) ont aussi été données dans [1].



3.2 Le modéle discret 14

3.2 Le modéle discret

Théoréme 3.2.1 Soit le systéme (3.1.1) et soit T > 0 un pas de discrétisation. Le modéle
discret associé au modéle (3.1.1)) est donné par la relation :

r((k+1D)T,i+1) = (AT — aAy)x(kT, i) + (AT + ol,)x(kT,i + 1)
+Z ) [Av((k+1—p)T,i) — a((k+1—p)T,i +1)]
—l—Alx((/{: + 1)T, i) + BT“u(kT,1).

y(kT,i) = Cx(kT,i)+ Du(kT,q).

Preuve. : Soit 7' > 0, considérons le systéme (3.1.1) pour ¢t = kT, k € Z, , et la relation

(2.4.3) peut alors s’écrire sous la forme :

dz(kT,i+1)
dte

= on(kT Z) -+ Al

Dex(kT,i+1) =

d*x(kT, 1)

o Agr(RTi + 1) + Bu(KT. i)

En remplacant la relation (2.4.3]) dans (3.1.1]), pour les deux dérivations fractionnaires ; nous

obtiendrons :
k+1
T |a((k+ DT,i+ 1) — ax(kT,i+ 1) + Y (~1P(@a((k +1—p)T,i+1)
p=2
= Ajx(kT,i) + AT [x((k+ 1)T,i) — ax(kT, 1) (3.2.1)
k+1
+ Z (k+1—=p)T,i)| + Asx(kT,i + 1) + Bu(kT, i)

En multipliant les deux membres de ’équation (|3 par T%et en faisant sortir z((k+1)7T, i+

1), nous obtenons

z(E+1D)T,i+1) = (AT — aAy)x(kT,i) + (AT 4+ al,)x(kT,i+ 1)
k+1

+Z N [Ava((k+1—p)T,7) — a((k+1—p)T,i+1)]

—{—AlfL‘((k‘ + 1)T,i) + BT*u(kT,1).

Donc
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o((k+ )T, i+ 1)

y(kT, 1)

(AT* — aAy)x (KT, i) + (AT + ady,)x (T, i + 1)
k+1
+3 (1P Q) [Az((k + 1= p)T,i) — a((k+ 1 - p)T,i + 1)]

+A((k + 1T, ) + BTu(kT, ).
Ca(kT, i) + Du(kT, 7).

U

Remarque 3.2.1 Par convention, on pose : x(kT,i) = x(k,i), y(kT,i) = y(k,i), w(kT,i) =

u(k, i) pour tout k,i € Z.

Définition 3.2.1 Le modéle discret obtenue aprés discrétisation du modéle (3.1.1)) prends la

forme suivante :

z((k+1),1+1)

y(k,1)

(AT — aAy)x(k,i) + (AT + ady)z(k,i + 1)

+ D (1P (@) [Arz((k + 1= p),i) — a((k+1—p),i+1)]
+A1z((k+1),i) + BT u(k, 7). (3.2.2)

Cx(k,i) + Du(k, ).

Awvec les conditions intiales suivantes :

z(k,0) € R",Vk € Z;2(0,i) e R", Vi € Z (3.2.3)

3.3 Solution du probléme

Dans les travaux de Kaczorek([I]) les condition de positivité ont été établis pour le systéme

hypride(3.1.1). Dans les travaux Ghezzar-Bouagada([12]) une étude sur l'influence de la

valeur de chantillenage sur la positivité a été faite pour un systéme particulier de systéme.

Pour notre cas, nous proposons une étude sur le cas général, pour cela nous avons besions de

solution de systéeme discret et extraire ses conditions de positivité.
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Pour la résolution, nous utilisons les propriété la transformeée Z(2D) et des notions algeébriques

matricielles, théorem de l'inverce et de covolution, nous avons pu déduire les solution du

probléeme ({3 , avec des conditions initials (3.2.3)).

Théoréme 3.3.1 Les solutions du systéme (3 avec les conditions initiales (3.2.3)) sont

données par la relation :

k k—e
Z Tie—1i-1 (AT — Ayar) + Th—e i 1A1+Z ? e_p) Tpi-141 | (e, 0)
e=1 p=2
k—1
+ | Th—1,im1 (AT — Ayor) — Z Tk pi + Teo1i (AT + ady) + Tiio1As
p=0
k—1
+> (-1 fhjkpl1]xanm-+§:ynjLifgkiﬂ-%aLJ (b)
p=0 f=1
k—1 koo
= (0P () Toir | 20, F)+ )Y Tieri g1 BT ule, f). (33.1)
p=2 e=0 f=0
Ou les matrices de transition sont définies :
T Tefl,ffl (AoTa — Ala) + T6 1,f (AQTa + Oé[ )
o 101 Ar = 55 (217 (5) Tep, 5+ 30,50 (= 17 (5) ATy g si e+ >0
L 0, st e<0 etouf <0
()
Preuve :

Consédirons le systeéme ((3.2.2)
z((k+1),i+1) = (AT — aAy)z(k,i) + (AT + aly)x(k,i+ 1)
k1

+§: ) Ay ((k+1—p),i) —2((k+1—p),i+1)]

—l—Alx((k +1),i) + BT u(k, ).

En appliquant la transformée en Z 2D
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leg (.I'(Zl, ZQ) — .’L'(Zl, 0) — .Z'(O, Zg) -+ .I'O()) = (A[)Ta — OéA1>.I'<Zl, ZQ)

—I—ZQ(AQTa + a[n) [I(Zl, ZQ) - ZL’(Zl, 0)]

+ A1 Zy [2(Z4, Zy) — x(0, Zy)] + BT*u(Zy, Z,) (3.3.2)
+ZA1 _ Z p+1 [x(Zy1, Zy) — 2(0, Zy))]

k+1
- Z ) 277 2y [0( 24, Zo) — x(Z,0)].

Par multiplication les deux membres de la relation (3.3.2) par Z;'Z; " :

JZ(Zl, ZQ) - IL‘(Zl, O) - ZE(O, Z2) + Too = (A()Ta - OéAl)Zl_1Z2_1£L'(217 ZQ)
+Zl_1<A2Ta + OéIn) [.Z'(Zl, Zg) - CL’(Zl, 0)]

+A12{1 [ZIZ‘(Zl, Zg) - l'(o, Zg)] + BTO‘Zflzgl’LL(Zl, ZQ)

= (V) 207 (62, Za) — (20, 0)] +
D (1P (0) Az Pz w2, Za) — 2(0, Z)).

En suite,

.Z’(Zl, ZQ) [In — (A()Ta — OéAl)Z;IZEI — Z;I(AQTQ + CYIn) — AlZgl

k+1 k+1
+Z ) 2,7 L=y (1) (8) AiZy P25 | = —woo + BT Z7 25 M u( 2y, Zo)
p=2
k+1
2(Z1,0) [I, — Z7 ' (AT +al,) + Y (1P (5) Z, "1,
p=2
k+1
+2(0, Za) I, — A1Zy' =) (=17 () A1z, P2y
p=2

En pose
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H= [I — (AT — A Z 75 — 27N (AT + al,) — Ay Zy ' + S5 (=1) (2) 2,71,
_ Zk-‘rl( )p (g) Alz;ngl] .

D’ou

H= [Jn — (AT — @A) 27 2y = Z7 (AT + al,) — Ay Zyt + 353 =1y (2) 2,7 (1, — Z;lAl)] .

p
La matrice H est inversible i.e., le déterminant de la matrice H peut s’écrire sous la forme

2k+2 2k+2

det(H) =Y ) apZy"Zy" #0

p=0 ¢=0
On suppose que det(H) # 0, pour certain z1, 2z € C,ou a,, € R.
Alors

k+1
(724, Z,) = H* (m(Zl,O) I, — ZyY (AT +al,) + Y (-1 (5) 2,71,
p=2
—woo + BT Z ' Zy u(Zy, Zy) (3.3.3)
k+1
+2(0,Z2) I, — A1Zy' =Y (=17 (5) A2, P2y >
p=2

Posant

-1 = i}infz;ez;f. (3.3.4)
0

e=0 f=
Alors le calculs de la transformée en Z de la solution repose sur le calcul de H~! et par
conséquent par le calcul des matrices de transition T¢y .

Par la définition de 'inverse d’une matrice nous avons :
H'H=HH'=1,

Donc
e S Ter 20 2y | [l TR0 (3) 207 (L = 237 Ar) — (AT — )2 2
- 1 (A2Ta + Oé[n) - A1Z2 ] = In

Par conséquent
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0o iTefZ_eZ f ZZTefZ_e 1Z - I(ATa—aA)
e=0 f=0 e=0 f—0
ZZTefZ e—1 A Ta+a[) ZZTefzer;f 1A1—|—
=01 e=0 f=
0o 00 k:—l o oo k:—(&)-l
DD V) Tz T2 =Y Y Y (VP () T2 2, A
0 =0 =2 =0 f=0 p=2

D’ou
Z Z (Tef — Tecrp—1 Aol +aTeq ;1A — Tooqp AT
e=0 f=0
k+1 k+1
—aTeyy = TopaAr + D (=17 () Tompp = D (1) () Teey, flAl)
p=2 p=2
- I,
Alors

ZZ ef — Te 1,f— 1(A0T —Ala) — e—1,f (AQTa + @In)

e=0 f=0
k+1 k+1
—Tep-1A1 + Z Tep s — Z(_l)p (10;) Tep, f1A1>
p=2
- I,

Par identification et en comparant les coefficients de la méme puissance de Z; et Zs, nous

obtenons

(1, sioe=f=0

T Teo1 -1 (AT — Ajo) + Teqyp (AT + al,) + T, p-14
o _Zkﬂ( 1) (a) e=p, f +Zk+1( 1) (;) AiTe p 71 sie+ f>0

L On si e<0 etou f <0
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Nous pouvons remarquer les deux égalités matricielles, 719 = (AT + aly,), Ty = A;.
Nous obtenons par conséquent une relation récurrente pour le calcul des matrices de transi-

tions T,¢ du cas 2D discret défini par le systéme.

En remplacant (3.3.4) dans nous obtenons

oo 00 k+1
2(Z1,2) = Y. T.;Z;°Zy" (x(Zl,O) I, — Zy (AT +al,) + Y (-1 (5) 2,71,
e=0 f=0 p=2

k+1
+2(0, Zo) I, — A1Zy" = (=1 (8) A1Zy P25 | — oo +BT°‘Zle2‘1u(Zl,Zg)>
p=2
donc
221 Zn) = 3> TpZiZy 7 [2(Z1,0) + 2(0, Zo) — wo0] —
e=0 f=0
oo 00 oo oo k+1
SN T Zy T Zy T (AT + al)x(Z0,0) + ) 0D Y Top(—1)7 (8) ZyC P25 2(24,0)
e=0 f=0 e=0 f=0 p=2
oo oo k+1
—ZZTefZ Zy T A (0, Z2) = Y DN (-1 (8) AT 2y Zy T (0, 2,)
e=0 f=0 e=0 f=0 p=2
+ N T Zy T Zy T BT (2, Zy).
e=0 f=0
Alors
221 Zy) = 3> TpZiZy [2(Z1,0) + 2(0, Zo) — wo0] —
e=0 f=0
oo oo k+1
ZZTefZ T2y (AT + al)x(Z0,0)+ Y D Top(—1)7 (8) Zy C P2y 2(24,0)
e=0 f=0 e=0 f=0 p=2
oo oo k+1 0o 00
N T (-1r(5) 202y T A0, Z) - T Z7¢ 2y T Ay (0, Zy)
e=0 f=0 p=2 e=0 f=0
YN T2 2y T BT (2, ).
e=0 f=0

Par suite
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[ sBNe’s) k+1
2(Z1,20) = YO TyZ7°Zy | L= Z7 (AT + al) + Y (=17 (5) Zy P | 2(Z4,0)
e=0 f=0 p=2
co 0o k+1
AN Tz 2 L — Z A=Y (1P (8) 2P Zy Ay | 2(0, 2s)
e=0 f=0 p=2
N Tz Zy w0+ Y Y Ty 2T 2y T BT (2, ).
e=0 f=0 e=0 f=0

En utilisant la transformée inverse et la définition de la transformée inverse de la convolution,

nous obtenons la relation suivante :

k k—e
Z Ty-e-1i-1 (AT — Ara) + Thei1Ar + P(hesp) Tpic1Ar | 2(e,0)
— =
k-1
+ | Temrion (AT = Aja) = (1) (5,) Tempi + Toora (AT + al,)
p=0
k—1
+Tk,i,1A1 +Z<—1)p (g—p) A]_kap,if]_ fL'(0,0)
p=0
i k-1
Z Tivi-f1 (AT — Ara) + Th1i (AT + aly) Tyi-y
f=1 p:2

k )
5N e s 1 BT u(e, f).

e=0 f=0

(0, f)



Chapitre 4

La positivité

Dans cette section, nous allons nous intéresser a la notion de positivité concernant le systéme
(3.2.2). Nous considérons dans ce qui suit, que la suite z(.,7) est croissante par rapport a

deuxieme variable .

Définition 4.0.1 Un systéme est dit positif si pour toute entrée positive et condition intiale

positive correspond un état positif et une sortie positive (i.e)

Va(k,0) € R}, Vk € Z,,Vx(0,i) € R}, Vi € Zy,Vu(k,i) € RT alors x(k,i) € R et y(k,i) € RE.
(4.0.1)

Cette définition indique que toutes les trajectoires émanant de n’importe quel point dans

Porthant non-négatif R’y (frontiéres incluses) de l'espace d’état R, obtenues en appliquant

une entrée non-négative au systéme, demeurent dans l’orthant non-négatif et ménent a une

sortie non-négative.

Théoréme 4.0.2 Le systéme fractionnaire linéaire (3.2.2)) est positif si et seulement si :

(AT — ady) € R (AT + o) e R A e RV"B e RY™, C e R, D e RY™.

Preuve

1/ Condition suffisante :
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Supposons que
(AT — ady) € R (AT + ad,) € R A e RV"B e RY™, C e R, D e RY™.

D’apres les relations : [d], [d,
Si

(AT — aAy) € RV (AT + al,) € R™™ Ay € R™"etB € R™™ u(k,i) € RY.

alors les matrices de transition T.; € R*" du faite de la relation de récurrence et la positivité
du terme —C,(p).
Alors

z(k,i) € RY.

Et nous avons

z(k,i) e R, C e R, D e RE™ u(k,i) € RE

alors d’apres le relation (3.1.2)) nous aurons y(k,7) € R, donc le systéme ((3.2.2) est positif.

2/ Condition nécessaire :

Supposons que le systéme ([3.1.1]) est positif et démontrons la positivité des matrices

(AT® — aAy) € RV (AT® + al,) € RV™ Ay € R™™ B € R™™ C € RP™, D € RP¥™,

Supposons que

z(0,0) = e, Vi =1, ..m,

Ou e,; étant la i colonne de la matrice identité I,,, (i.e) e,; = (0,...,1,0,0)T.

Supposons aussi que

z(0,1) =0, 2(1,0) =0 et u(0,0) =0.

Par la relation (3.2.2))
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33(1, 1) = (AUTa - O[A1> I(O, 0) = (AOTa - O{A1> €ni — (A()Ta - OéAl)i

Ou (AT — aAy); étant la i colonne de la matrice (4T — aA;) .
Donc

(AT — aAy), € R

Car
z(k,i) € R}, Vk, .

En balayant toutes les colonnes nous déduisons que (Ay7* — ad;) € R} .
De la méme maniere nous supposons que
z(0,1) = €,;,Vi=0,...,n

Et que
z(0,0) =0, z(1,0) =0 et u(0,0)=0.

En remplagant dans la relation (3.2.2)), nous aurons

LE(l, ].) = (AQTa + Oé[n)ZE(O, 1) = (A2Ta + Oé[n>6m = (AQTa + OéIn)Z

Ou (AT + al,); étant la i™ colonne de la matrice (AyT + al,).
Donc

(AT + al,) € R,

Supposons maintenant que

z(1,0) = €,;,Vi=0,....,n

Et que
z(0,0) =0, 2(0,1) =0 et u(0,0)=0.

De la relation (3.2.2) nous obtenons

x(1,1) = A12(0,0) = Aje,; = Ay,

Ou Ay; étant la i“" colonne de la matrice A;.
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Puisque (1, 1) est positif alors touts les colonnes de la matrice A; le sont ; alors A; € R .

Maintenant on suppose que
z(0,0) =0, z(0,1) =0 et x(1,0) =0.

Et que
u(0,0) = €,;,Vi=0,....,n

En remplagant dans la relation (3.2.2) nous trouvons

z(1,1) = BT°u(0,0) = BT, = (BT?),

Nous déduisons que BT € R}*™.

En suivant le méme raisonnement nous pouvons démontrer la positivité des matrices C' et D.

4.1 Influence de la valeur du pas de discrétisation sur
la Positivité de modéles linéaires fractionnaires a
temps discret-continu

Dans ce travail nous nous proposons d’étudier 'influence du pas de discrétisation sur un
nouvelle classe de systémes fractionnaires linéaires positifs 2D continu-discret introduite dans
[1]. Nous intéresse a trouvées quelles conditions le modele général linéaire discret a deux

dimensions (3.2.2)) obtenu par discrétisation a partir de (3.1.1)) pourra t-il aussi étre positif ?

Théoréme 4.1.1 : []]
Le systéme (3.1.1)) est positif si et seulement si
i) Ag, A1 e R A= Ag+ A1 Ay e RV, B e RY™, C € RE™, D € RE™.

i1) Ay est une matrice de Metzler.

Théoréme 4.1.2 Le modéle général discret (3.2.2)) est positif ssi le modéle a temps discret
continu (3.1.1)) est positif et de plus les conditions suivantes sont satisfaites :

ol
<1 {/max (aﬁ) < T < p/max (%) avec i,j = 1,2..n o ag.)) #0 et al(-f) #0 st Ay

ij a

21

est une matrice de Metzler non positive.
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3

e
<42 T> (‘* max (a &)) avect,j =1,2..n ot a;; © # 0, st Ay est une matrice de Metzler

positive.

Preuve :

Le but de notre travail est d’étudier 'influence du pas de discrétisation T sur la positivité
du systéme (3.2.2)). Les conditions du théoréme (3.5.1) étant vérifices ; Nous allons voir sous
quelle conditions le modeéle discrétisé (3.2.2) restera positif.

Par le théoréme (3.5.2) le systéme (3 est positif si et seulement si

(A()Ta - OéAl) Z O, (AQTa + Oé[n) Z 0, Al Z 0, BT* 2 0.

OrT>0et0<a<let Ay > 0,B > 0 donc AyT“, BT“ sont des matrices positives.

e Condition nécessaire :
Nous constatons deux cas possibles :
% Le premier cas

C1: A, est une matrice de Metzler positive : Dans ce cas (AT + al,) > 0
C2 : Pourque le systéme soit positif il faut que : AgT* — aA; >0

Pour que
A()Ta — OéAl > 0
Il faut que
A()Ta 2 O[Al
Par suite
aE?)TO‘ > ozal] ) Vi, j
Alors

(1)
a;;

T > a—2 (0 Vi, g =1,2. ncweca 7é0.
ij

d’ou
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(1)
T> - Y ) vij=1,2 ©
max aa i, =1,2..n avec a;;” # 0
(]

C3 : On suppose que la suite x(k,7) est croissante par rapport a la deuxieme variable ().

D’aprés C'1 ,C2,C3, alors le systéme (|3 est positif pour

1)
(a%)aveczg-l 2. noua ) £ 0.
a

ij
Y% Le second cas
C4: A, est une matrice de Metzler avec au moins un élément diagonal négatif : Dans ce cas

la matrice (A>T + al,,) n’est pas obligatoirement positive.

Pour que

(AQTa + CY[n) > 0

Il faut que

As > _ﬁ]

Sachant que les éléments hors diagonaux de la matrice Ay sont tous positifs,
et que ceux de la matrice —=; I, sont tous nuls. La comparaison entre les deux matrices
se base alors sur les éléments diagonaux strictement négatifs de la matrice A, .

Si al(? ) est un élément diagonal positif il doit obligatoirement satisfaire

@ sgs L =19
a;’ > Tart=L2.n

sidie{,2,..n}: (2) < 0; dans ce cas il faut que :

2 @
i = Tpa
Danc
o X 2
T < (2),car a;” <0
Par conséquent
0< T < a
max; |a.”
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D’aprés C4,C2,(C3, alors le systéme (3.2.2) est positif pour

ey
« ] «
max a—a(o) <T<

v

avec i,j = 1,2..n ol q; )%Oeta #0.
e Condition suffisante :

1. D’aprés la remarque (4.0.1) ,la suite z(k, 7) est croissante par rapport a la deuxieme variable
(2)-
e

supposant que, la matrice A; de metzler positive et que 7" > £/ max (a (0)) Vi, g =1,2..n

l]

avec a 7é 0, et on montrons que la matrice AgT* — aA; > 0

on a
(1)
o i (0)
T > {lmax | a—5 |, Vi,j =1,2..n avec a;;° # 0
ij
Alors,
a(l)
a (0)
T > a—~ ‘v’z ,J=1,2..n avec a;;” # 0.
w
Par suite,
( )Ta > ozaw ) Vi, J
Donc,
AT > aAy
d’ou

AOTa - OéAl Z 0.
2. D’aprés la remarque (4.0.1) ,la suite x(k, 7) est croissante par rapport a la deuxieme variable
(2)-

(1)
supposant que, la matrice A, de metzler non positive et que f/max (&%) <T < ?/max (

ij

(2)

’L’L

)

avec i, ] = 1,2...n ou a 7é 0 et a 7é 0, et on montrons que la matrice AgT* — aA; >0 et
J =

(AT + ad,,) > 0.
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On a
(1)
T> & Y ) vij=1,2 O
> y|max { a—gs |, Vi, 7 = 1,2..n avec a; #*

Alors,

1)

a i (0)
T > ozw,w,j =1,2..n avec a;;" # 0.
a. .

ij

Par suite,
aE?)Ta > aagjl-),Vi,j
Donc,
A()Ta Z O./Al

d’ou

A(]Ta — OéAl > 0.

Et nous avons, al(»? ) Pélément diagonal négatif de la matrice doit vérifier

Donc,
0<T*< —=
max; |a'”
@502 =12
a;’ > ik ,2..n.
Alors,
o
Ta S (9
2
Par suite,

Taal(-f) > —a, car agf) <0,

Par conséquent

(AgTa + Oé]n) Z 0.



Chapitre 5

Application

5.1 Exemples numériques

Dans cette section, nous présentons quelques simulations numériques qui illustrent les résul-

tats théoriques dérivés de la section précédente

Exemple 5.1.1 Considérez le systéeme (3.1.1) et (3.2.2) pour o = 0.5 avec les matrices

0 0 0 0 —2 0
U L |

1
B = [0‘5},0:[2 3] et D=0.

L’entrée u(t,i) =1 pourt >0 et i € Zy avec les conditions aux limites x(t,0) = [ 8} }

0.1
Du théoréme (4.1.4), puisque la matrice As est une matrice de metzler non positive , puis

pourt >0 et 2(0,i) = [ } pour i € Zy.

pour préserver la positivité aprés la discrétisation. Nous choisirons un pas de discrétisation

T wvérifiant la relation (4 1), qui conduit &

(0)

PACY
*'max [ 0.5—% | < T < %% max

avec i,j = 1,2 ot aﬁ?) #£0 et ag) #0.
Alors 0 <T <0.25.

La matrice BT est positive.
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Par suite, la matrice AgT* — aA; est definis comme suit,

0 O
AT — Ay = [ 0 T ] ,est positive VT € [0,0.25] .
0.25

Et la matrice (AT + aly) est définis par :

=27+ 0.5 0
e =27*+0.5 |

AT + aly = [
soit h > 0.
1. Pour T'=T, =025+ h > 0, Uentrie T{* est positive par contre —21 + 0.5 est négative,
car :
quand h > 0, nous avons —(h + 0.25)%° < —% < —0.25 donc =217 + 0.5 < 0.
Done, le systéme fractionnaire linéaire 2D discret (3.2.2) , trouver aprés la discrétisation est
non positif pour T = 0.26, voir la figure 2.
2. PourT' =T, =0.25—h > 0, les entries T5', —=2T5* 4+ 0.5 sont positives, car :
quand —h < 0, nous avons —(—h + 0.25)%° > —% > —0.25 donc =217 + 0.5 > 0.
Donc la maritce (AT + aly) € R2*? par suite le systéme (3.2.2) est positif, pour T = 0.0625

voir la figure 1.

Exemple 5.1.2 Considérez le systéeme (3.1.1)) et (3.2.2) pour « = 0.75 avec les matrices

10 0.15 0 00

0.6
B _{OBYC_[QB}dD_O

L’entrée u(t,i) =1 pourt >0 et i € Z, avec les conditions auz limites x(t,0) = [ 81 }

0.2
€ 7.
0.1 } pour v € Ziy
Du théoréme (4.1.4), puisque la matrice Ay est une matrice de metzler positive , puis pour

pourt >0 et x(0,i) =

préserver la positivité aprés la discrétisation. Nous choisirons un pas de discrétisation T

vérifiant la relation (4 2), qui conduit &

ij

T> | 2l max (ai> aveci,j = 1,2..n, oi a'”) 0.
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Alors T > 0.162.
Les matrice (AsT™ + aly) et BT sont positives pour tout T > 0.162.

Par suite, la matrice AyT* — oAy est definis comme suit,

707 —0.112 0
0 T0.75

AT — Ay =
soit r > 0.
1. Pour T =Ty = 0.162 4+ r > 0, les entries T, T>™ — 0.225 sont positives, car :
quand r > 0, nous avons (0.162 + )%™ > 0.112 donc TY-™ — 0.225 > 0.
Donc la maritce AgT* — aA; € Ri“, par suite le systéme est positif pour T' = 0.162,
voir la figure 3.
2. Pour T =T, =0.162 — r < 0, l’entrie T*™ > 0 mais T°™ —0.112 < 0, car :
quand r < —0.162, nous avons (r + 0.162)%™ < 0.112 donec T%™ — 0.112 <0 .
Donc, le systéme fractionnaire linéaire 2D discret , trouver aprés la discrétisation est

non positif pour T' = 0.02 voir la figure 4.

Les figures suivantes représentent les résultat obtenus dans les examples (4.1.1) ,(4.1.2).
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Fig 1 : Vectours détor x 90k}, xd|k,0) pour T=0,0625

kb

=

B bk iy & m S & @
—— —T—

e
L Fig.d wéetears delal 310k R, 1) sowr T35
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CONCLUSION

L’inflence du pas de discrétisation sur la positivité est 'objectif majeur de ce travail.

Ce travail est une généralisation de ce qu’a été fait par Ghazzar.M.A et Bouagada.D

“ Influence of discretization step on positivity of a certain class of two-dimensional continuous-
discrete fractional linear systems > [12].

Dans le travail de Ghazzar [12], I'influence du pas de discretisation sur un modéle particulier
du modele générale & été prouvé.

En effet, nous remarquons que le modéle étudié dans [12] est un cas particulier du modeéle

(3.1.1) ou la deuxiéme dérivation fractionnaire est absente et que le systéme est gérée par

d*x(t,i+1)

une seule dérivation fractionnaire — =

Un question peut se poser naturallement lors des simulation des systéemes . Pour un
systeme (3.1.1)) verifiant les conditions de positivité établies dans [I] ie. un systeéme
positif, est ce que les systémes (3.2.2) discretisée correspondant gardera sa proprieté de po-
sitivité ?

La réponse et que non, pourque le systéme préserve sa positivité lors du passage a
la discrétisation lors de la simulation numérique il faut que le pas d’échantillonage vérifie les
conditions données au théoréme (4.1.4).

La démarche suivie dans ce mémoire est la suivante :

Nous avons commencé d’abord par une étude générale sur la theorie des matrice et le calcul
fractionnaire, on introduit les méthodes de calcules de la dérivée fractionnaire. Puis nous
avons présenté une étude détaillée sur les différentes types du systémes fractionnaires & deux
dimension. Comme les techniques d’approximation sont trés utilisées pour faciliter I’étude et
I’analyse et la solvabilité des systémes 2D fractionnaires. Dans le deuxiém temps, nous avons

congu a le modele de kazorek [1].



Le resultats obtenus nous démontre explicitement que lors la simulation le choix de la va-
leur du pas T de la discrétisation est une procédure obligatoire et qu’elle doit vérifier des
contraintes, et qu'un valeur aléatoiredu pas d’échatillonage donnerait une perte de la positi-

vité du modéle discrétisée.
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