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Introduction

Les problémes elliptiques sont des cas particuliers des problémes qui modélisent la
majorité des phénomeénes physiques, d’ott 'importance de notre probléme, qui est écrit sous

une forme abstraite en un probléme aux limites non locales de type Bitsadze-Samarskii :

—u"(z) + Au(z) = f(x) pp: (0<xz<1)
u(0) = ¢
u(l) =u(N) + ¢ 0<A<1)

A est un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) C X qui est un espace de Banach.

feLlr0,1;,X);p,9 € X.

Parmis les travaux faits sur ce probléme, on cite celui de Allaberen Ashyralyev[l] qui
s’est interessé a la notion de probléme bien posé dans les espaces de Holder, en vérifiant
I'inégalité de coercitivité.

Dans ce mémoire, on étudie 'existence, 'unicité et la régularité de la solution de ce
probléme en utilisant : les semi-groupes, les domaines fractionnaires des opérateurs, les es-
paces d’interpolation et la théorie des sommes d’opérateurs en s’inspirant du travail de
"Hammou Houari"[5] qui est fait dans un cadre général (conditions non locales opération-
nelles).

Ce mémoire est constitué de quatre chapitres :

Le premier chapitre est consacré a un ensemble de rappels sur les outils mathéma-
tiques qu’on utilise dans ce travail : les notions d’opérateurs linéaires fermés, les semi-groupes,
les espaces d’interpolation et les puissances fractionnaires d’opérateurs.

Au deuxiéme chapitre, on pose notre probléme en supposant les hypothéses ci-
dessous sur ’espace oul on travaille, et surtout sur I'opérateur A. De plus, en utilisant la
méthode de Krein et les conditions de notre probléme, on obtient des représentations de

u(z) et de u(1), sachant que u(z) dépend de wu(1).

Hypotheéses :
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Hypothese d’ellipticité

p(A) o] — 00, 0]

3C >0 |[(A+ M) H|gx) < avec A > 0

14+ A
Hypothese BIP

Vs €R: A" € £(X) et AC > 1,04 €0, 7[: [|A||x) < Celald

Hypothese UMD

X est un espace UMD.

Le troisiéme chapitre est consacré a la démontration de 'existence de I'inverse du déter-

minant de la solution du probléme étudié en s’inspirant de la preuve faite par "Lunardi [8]"
qui assure Pinversibilité de I'opérateur I — 7@ VT > 0 (Q un générateur infinitésimal du

semi-groupe analytique : (e7%9)7>¢), et pour cela on utilise des résultats d’analyse complexe
qu’on cite au chapitre "Rappels".

Dans le quatriéme chapitre, on étudie la régularité de la solution a l'aide des lemmes
techniques suivants qu’on démontre au début de ce chapitre. Les preuves son basées sur le

théoréme de Dore et Venni, appliqué aux problémes de Cauchy.

Théoréme 0.1 Soit X un espace de Banach.On considére le probléme de Cauchy :

W (t) + Au(t) = f(t), t€][0,T]
(Fe) :
u(0) =0

ou: feLP0,T;X)et A: D(A) — X un opérateur linéaire fermé de domaine dense et
tel que :

3C > 0+ ||A9] o) < CeP4Hl et 0 < 0,4 < g

Apres Pécriture de (P,.) sous forme abstraite Bu + Au = f,et en appliquant ’approche
de Dore et Venni, on obtient le résultat suivant :
Si X est UMD et l'opérateur A vérifiant les hypothéses précédentes, alors
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Vfe LP(0,T;X),1 <p < oo: leprobleme de Cauchy (P.) admet une unique solution u
telle que :

Fe u(t) = / =94 £(5)ds € W(0, T X) 0 L2(0, T; D(A))

0

Lemme 0.1 Soit
felP0,1;X)1<p<+o0.

Sous les hypotheéses (ellipticité), (BIP) et (UMD) on a

Lo+ F(z,f) = B [ e @8 f(s)ds € LP(0,1; X)

oS~——=

= H\»—t

2.2+ K(x,f) = B [ e B f(s)ds € LP(0,1; X)

3.2+ T(z,f) =B [ e @B f(s)ds € LP(0,1; X)

o —o

Lemme 0.2 Soit p €]1,+00] et supposons Uhypothése d’ellipticité , alors :

1.Ae Py € LP(0,1; X)si et seulement si ¢ € (D(A),X)%vp

2.Be™Bp € [7(0,1; X)si et seulement si € (D(A), X)1 1

25t P

2B alors il existe un opérateur W € L(X) tel que :

Lemme 0.3 Si on pose A=1—e~
-1 +e k
AT =T—W et W(X)C O D(BY)

Le dernier chapitre est une illustration de ce qu’on a traité dans les chapitres précé-
dents, & travers un exemple concret auquel on applique les résultats obtenus.



Chapitre 1

Rappels

Dans ce chapitre, on donne les outils essentiels utilisés dans ce travail.

1.1 Opérateurs linéaires fermés

On note par X un espace de Banach.

On rappelle que A est un opérateur linéaire sur un espace de Banach X si et seulement
si c’est une application linéaire définie sur un sous-espace vectoriel de X (appelé domaine de
deéfinition de A, noté D(A) ) a valeur dans X.

De plus;

1.A est dit borné si :

D(A) = X

et
30 >0:VE e X« |AL[x < Cll¢][x

et on écrit :

Ae L(X)

2.A est dit fermé si et seulement si;
: | oz, — | xe D(A)
pour toute suite (z,), C D(A) telle que { Az, —y M2 { Az =y

3.A est dit fermable si et seulement si;

r, — 0
Ar, —y
les convergences des suites (z,), et (Azx,), sont au sens de la norme de I'espace X.

pour toute suite (x,), C D(A) telle que :{ ona: y=0

Définition 1.1 Soient X un espace de Banach et A : D(A) C X — X un opérateur
linéaire borné sur X, on appelle :
.spectre de A, l’ensemble :

o(A) ={A € C: (A — \)est non inversible}

.ensemble résolvant de A, l’ensemble :
p(A) ={A € C: (A— A)est inversible dans L(X)}

7
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c’est le complémentaire de o(A) dans C.
.résolvante de l'opérateur A, l'opérateur (A — XI) ™ pour X € p(A).

1.2 Les semi-groupes

Définition 1.2 Soit X un espace de Banach.On dit que la famille (G(t))i>o d’opérateurs
linéaires bornés sur X forme un semi-groupe i :

1.G(0) = Ix

2Vt, s >0: G(t+s) = G(t)G(s).

Définition 1.3 On dit qu’un semi-groupe (G(t))i>o est fortement continu si et seulement si
pour tout v € X,

Ry — X
t— G(t)x

l'application est continue, c’est a dire :
Vee X: lim ||G(t)r —z||x =0
t—0t

et on dit que (G(t))i>o est un Co-semi-groupe.

Définition 1.4 On appelle générateur infinitésimal du semi-groupe (G(t))i>o, 'opérateur A
défini par :

D(A) = {:U € X: lim wem’ste}

t—0+
Ve e D(A): Az = lim Glr—a
t—0t t

Proposition 1.1 Si A est un générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe (G(t))i>o alors,
1.\ est linéaire fermé de domaine D(A) dense dans X.
2¥x € X, la fonction : t — G(t)x est continue sur R.

3.5ix € D(A) ett >0 alors G(t)x € D(A).
4.La fonction : t — G(t)x est continuement dérivable sur R, si et seulement si
x € D(A)
et on a

d
r € D(A) =Vt >0, EG@)I = AG(t)x = G(t)Ax

oNre X,Vt>0ona :
¢ t
/G@mkeDM)ﬁA/G@mk:G@x—m
0 0
FEt si de plus x € D(A) alors

A]G@mk:]b@Mmk:G@x—m
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6.51 A est un générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe (S(t))i>o alors

Vit >0 ona:S(t)=G(t)

1.2.1 Semi-groupes différentiables

Définition 1.5 On dit qu’un Cy-semi-groupe (T'(t));>o est différentiable, si pour tout x de
X, la fonction :t+—— T(t)z est différentiable de |0, +o0| dans X.

1.2.2 Semi-groupes analytiques
Définition 1.6 Soit X un espace de Banach complexe
Soit
A={zeC:¢p, <argz < py,p; <0<y}

Soit {G(2)}.eaune famille d’opérateurs linéaires bornés sur X.On dit que {G(z)}.en
forme un semi-groupe holomorphe si elle vérifie :

()G (21 + 22) = G(21)G(22)Vz21, 20 € A

) limOG(z)a: =z,VreX

zEA

| ) lapplication : z € A\{0} — G(z)x € X est holomorphe Vx € X

Théoréme 1.1 (de Kato) Soit A : D(A) C X — X un opérateur linéaire non borné
vérifiant :

1) A fermé

2) D(A) dense

3)

p(A) D {A e C*/ReA >0}

et AL > 0/VA € p(A) on ait
L
A
Alors :A est générateur infinitésimal d’un semi-groupe tel que :
1AM > 0/¥vt >0 :

(A=A <

)_1“5()()

GOy < M

2Nt >0:
G(t) € L(X,D(A))

et

M
||AG<t)”L(X) < +

(AG est presque L' mais pas L').



10 CHAPITRE 1. RAPPELS

1.2.3 Semi-groupes analytiques généralisés

On suppose que @ : D(Q) C X — X est un opérateur linéaire dans I’espace de Banach
X vérifiant la propriété suivante :

p(Q) D Sy ={z€C:largz| < ¢}
e |l al et M>0:
Jo7l [0 = @)y < 5

ou p(Q) est 'ensemble résolvant de Q. Si D(Q) # X Alors «Sinestrari [9]» a prouvé qu’on
peut définir un semi-groupe analytique généralisé (*?),>q qui a plusieurs propriétés comme
le semi-groupe holomorphe usuel.

1.3 Les espaces d’interpolation

Soit (Eo; ||.|lo)et (E1;]|.]|1)deux espaces de Banach qui s’injectent continuement dans un
espace topologique séparé &.

Définition 1.7 Soit X un espace de Banach.On désigne par LP(R., X)avec p € [1,+00],
l’espace de Banach des fonctions fortement mesurables définies pour presque toutt € R, , et
telles que :

T ar\’
S| =
0

Sip = 400, alors on définit l’espace L°(Ry, X) par :

L? (Ry,X) < +00.

f Ry — X est fortement mesurable

f S L?(R-HX) —
sup ess |[|f(t)]|x < +oo
0<t<+oo

Définition 1.8 Pour p € [1,+oolet 6 €]0, 1], on dit que x € (Ey, E1)g,, si et seulement si
Z) Vit >0: ElUO(t) € Eo,ul(t) S El LT = uo(t) -+ Ul(t)
ii) t %y € LP(R,, By); t=% € LP(R,, E))

P’roposition 1.2 Les espaces ! (Engl, H.HEOmEl), (E0+E1, ||‘HE0+E1) et ((Eo, El)@,p; ||
ol :

0,p)

([ Nallzone, = [l2llz, + |2]|z,si @ € Eo N B

Nellgyre = _ it (llalls, + llol|)
i=0,1

tl—e

_ : -6
Nillop =, g (1 u i

Vt>0:uqg(t)+uy (t)=z

LP(Ry,Eo) T | LQ(R+,E1))Si LS (EO’El)G,p-
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sont de Banach.
De plus
EoyNE; C (Eo, E1)eyp C Eo+ Ey

ot : "C" désigne l'injection continue.
Et on a
(Eo, E1)op = (E1, Eo)i-0p

Définition 1.9 Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) C X muni de la
norme :

Vo € D(A) :||zllpwy = [loflx + [[Az]|x
On définit D4(6,p) = (D(A), X)1-9, pour p € [1,400] et 0 < 60 < 1.

Théoréme 1.2 (Triebel) [10] Soit {G(z)}.>oun semi-groupe analytique et soit C' son
générateur infinitésimal.
soient m un nombre naturel, 0 < 0 <1 et p € [1,+o0|. Alors :

(D(C™), X)1-0p = {d: 0 € X et [|¢]|" = ||~ C"C(x)]

reex) + 19llx < 400}
et ||¢]|** est une norme équivalente a la norme ||¢||(pcm)x),_,,

Définition 1.10 Soit X un espace de Banach tel que EgNE; C X — &. On dit que X est
de classe Ko(Ey, E1) (on note X € Ky(Ey, E1)) si et seulement si

(Eo, E1)eq € X C (Eo, £1)o 100

Théoréme 1.3 (Lions-Peetre [7])
Soient X, X1 deux espaces de Banach tels que :
Xo € Koo(Ey, Er) et Xy € Ko, (Ey, E7) avee 0 < ap < 0 < ay < lalors;

(E07E1>9,p - (X07X1) 0—ag P

aj—ag’
1.4 Puissances fractionnaires d’opérateurs

1.4.1 Intégrale de Dunford-Riesz

Le calcul fonctionnel classique de Dunford-Riesz s’appuie sur la formule de Cauchy pour
construire f(Q) ou ) est un opérateur linéaire borné et f est holomorphe.

Plus précisément si Q € £(X) (ot X est un espace de Banach complexe) on pose H(Q)
I'ensemble de toutes les fonctions f holomorphes sur un voisinage ouvert U de o(Q) (le
spectre de @)). Alors, pour f € H(Q), on définit 'intégrale de Dunford-Riesz par

Q) = / FOVO — Q).

ou I' est le bord positivement orienté d’un compact & bord K avec

Q) cKcU
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1.4.2 Pour les opérateurs non borné

Soit A un opérateur linéaire fermé vérifiant les hypotheéses suivantes : il existe 0 €0, 7|
et M > 0 tels que -
o(Q) C Sp = {z € C*/|arg(z) < 0]}
et

A € C\Sp.|[(A — AI) 1||<|]‘f|

(on dira que A est un opérateur sectoriel). Il s’agit de vivre la formule

— [0 =)

ol

. T est une courbe sectorielle entourant o(A) dans le sens positif.

. f est une fonction holomorphe au voisinage de o(A) (qui peut étre non borné) et vérifiant
certaines propriétés assurant la convergence de l'intégrale.

On s’intéresse aux cas tels que f(A) est borné.

Théoréme 1.4 Si A un opérateur linéaire fermé o domaine dense dans X tel que :

3C >0:p(A) DR,

C
et pour A > 0: [[(A— X)) <

14X

alors, pour a € |0, —(—=A)* génére un semi-groupe G, (t) fortement continu pour

5 ’
t > 0.(voir Balakrichnan [2])

1.4.3 Puissances fractionnaires avec parties réelles positives

On consideére ici A € S, = {z € C* : |argz| < ¢}pour ¢ €|0, 7], et on note que
dans la formule A® = (z%)(A), la quantité z* désigne la détermination principale de la
fonction"puissance " caractérisée par :

2% = e+ hour z = re?;r > 0,0 €] — 7, 7.

Proposition 1.3 Soit o, 3 € C tels que Rea,Re 8 > 0, alors :
1) A% est un opérateur fermé de X.

2)
AOHB = Ao AP

3)
Re3 > Rea = D(A”) c D(A%)

(en paticulier, si Rea < 1, alors :D(A) C D(A%)).
4) Si A est injectif alors A*lest aussi, et (A*)~! = (A71)“.
5) 510 € p(A) alors 0 € p(A%). De plus

(A=A e L(X)

6)
A€ L(X) = A% € £(X)
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1.4.4 Puissances fractionnaires avec parties réelles quelconques

Proposition 1.4 Soit a, 3 € C et on suppose que A est injectif, alors :
1)A® est un opérateur fermé dans X.

2)A%est injectif et (A*)™1 = A=* = (A~1)~
8)Ath C A2 AP

1.5 La théorie des sommes d’opérateurs

Soient A et B deux opérateurs linéaires fermés dans X de domaines D(A) et D(B)
respectivement. On s’intéresse & I’équation

Au+Bu—Au=yg
ou g est un vecteur donné de X. 'opérateur somme L = A + B est défini par :

D(L) = D(A)Nn D(B)
Lu=Au+ Bu:u € D(L)
Donc I'équation s’écrit :
Lu—Xu=yg
Une solution stricte de cette équation est un élément u € D(L) qui la satisfait. Donc, il

faut trouver une telle solution lorsque g est quelconque dans X, mais ce n’est pas toujours
possible.

1.5.1 Approche de Dore et Venni

Définition 1.11 Un espace de Banach X posséde la propriété UMD (unconditional martin-
gal differences) si et seulement si Ip €]1,400] et C(p) > 0 tels que :

> Guds >
k=1 k=1

pour toute martingale (dy)x—o,. n €t pour toute suite (§,) € [—1,1]".
Nous donnons ici une définition équivalente plus adaptée a motre propos, qui utilise la
transformée de Hilbert.

< C(p) Vn € N

LP(R,X)

LP(R,X)

Transformée de Hilbert :
Soient £ €]0,1[ et p €]1, +00[; pour toute fonction f € LP(R, X), on définit 'opérateur
H. par :

i@ -+ [ =

e<|s|<t

Si pour un élément f € LP(R, X) donné, lim H. f existe dans LP(R, X) alors cette limite

e—07t
est notée H f et est appelée : la transformation de Hilbert.
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Théoréme 1.5 Soient X un espace de Banach et p €]1,+00[, alors les assertions suivantes
sont équivalentes :
.X est UMD.
lim H. f existe dans LP(R, X)Vf € LP(R, X) .
e—07t
Remarque 1.1 On peut aussi avoir une caractérisation géométrique des espaces UMD, c’est

la notion de &-converité qui a comme interét : la notion espace UMD ne dépend pas de p.(Voir
Burkholder [3])

Exemple 1.1 .Tout espace de Hilbert est UMD.
.Tout espace isomorphe a un UMD et UMD.
.Tout sous espace fermé d’un UMD est UMD.
.L’interpolé des espaces UMD est UMD.
Sip €1, +o0[ et X est un UMD, alors L*(]0,1[; X') est UMD.
.contre exemple : C et C* ne sont pas UMD.

Théoréme de Dore-Venni

Les hypothéses sur A et B :

On suppose que les opérateurs A et B vérifient :

( M
p(A) D] = 00,0] et IMa > 0:¥A >0 [[(A+A)leen < 1 +AA
: M
(DV1) p(B) D] —00,0] et IMp >0:YA>0:||(B+A)|zx) < 1+B/\

(DV2) = {VA€p(—A),Vuep(—B) : (A+ N (B+p) ' =B+p ' (A+1)"
VseR:A® € L(X) et IK > 0,04 > 0: ||A®||zx) < Kellfa
(DV3) : Vse€R:B* € L(X) et IK > 0,05 > 0: ||B*||zx) < Kel*lPs

Opo+0p <

On note par BIP(X,0) (Bounded imaginary powers) I’ensemble des opérateurs sectoriels
sur X vérifiant (DV1) et (DV3).0On a alors le théoréme de Dore et Venni suivant :

Théoréme 1.6 Si X est un espace UMD et sous les hypothéses (DV1),(DV2) et (DV3),
alors lopérateur L=A+B est fermé et inversible et L™' € L(X).De plus L™ est défini par
["intégrale
1 A—sz—l
L'=—["——"d
iT sin7z
v



1.5. LA THEORIE DES SOMMES D’OPERATEURS 15

ol 7y est une courbe verticale contenue dans la bande :

{zreC:0<Rez<1}

. . i i
et orientée de coe 2 vers ooe'z.

Application du théoréme de Dore-Venni au problémes de Cauchy

Soit X un espace UMD. On considere le probléme de Cauchy :

oW () + Au(t) = f(t), t€]0,T]
(Fe) : { u(0) =0

ou: fe LP0,T;X)et A: D(A) — X un opérateur linéaire fermé de domaine dense et
tel que :

C
3 (A ! < — >
C>0: 1A+ AL Mo S Tog WA 0

Et £ — A% est un groupe fortement continu dans £(X) vérifiant :

30 > 0 ||A9] o) < CePH et 0 < 0,4 < g

On écrit le probléme sous la forme somme d’opérateurs :
on définit alors les opérateurs A et B comme suit :

D(A) € L?(0,T; X)

(Au)(.) = Au(.),u € D(A)

D(B) = {ue W' (0,T; X) : u(0) = 0}
Bu=u',u € D(B)
et donc notre équation devient :
Bu + Au = f.
Dans ce cas, on a :
X est UMD, ce qui implique que LP(0,7; X) est UMD.

L’opérateur linéaire fermé B satisfait :

( C
p(B) D] — 00,0] et YA < 0:3C > 0: |[(A] — B)™Y|gx) < 1+O|A|

£ —— B est un groupe fortement continu tel que :

| Vs €R:B* € L(X) et 30, > 0,: || B*||z(x) < Ci(1 + 52)e3
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A et B vérifient (DV2)
On utilise donc 'approche de Dore et Venni, et on aura le résultat final suivant :

Si X est UMD et l'opérateur A comme on a défini ci-dessu, alors Vf € LP(0,7;X),1 <
p < 00 : le probléeme de Cauchy (P.) admet une unique solution :

u € WhH(0,T; X) N LP(0,T; D(A))

donc
t

t— Au(t) = A/e(t_s)Af(s)ds € LP(0,T; X)

0

1.6 Reésultats d’analyse complexe

1.6.1 Théoréme de Cauchy

Théoréme 1.7 Soit f une fonction analytique dans un domaine D simplement connexe,
alors 'intégrale sur tout lacet de Jordan dans D est nulle.

1.6.2 Théoréme des résidus

Théoréme 1.8 Soient U un sous-ensemble ouvert et simplement connexe du plan complexe
C,{z1, 22, ..., 2o} un ensemble de points de U, et f une fonction définie et holomorphe
sur U\{z1, 22, .., Zn }-
Si v est un lacet de Jordan dans U qui ne contient pas les points singuliers zx, k = 1...n
alors

%f(z)dz = QWiZn(”y, zk) Res(f, z1)

ot Res(f,z) désigne le résidu de f en zy
et
1 dz

(7, zk) = omi) z— 2,

o




Chapitre 2

Position du probléme et résolution

2.1 Position du probléme

Considérons le probléme abstrait suivant dans un espace de Banach X :

—u"(z) + Au(z) = f(x) pp: (0<z<1)
(P):q u0)=¢
u(l) =u(X) + ¢ 0<A<])

avec :
A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) et f € LP(0, 1; X).
petypeX

2.2 Hypothéses

Hypotheése d’ellipticité

.p(A) D] — 00, 0]
1 c (2.1)
3 0:||(A+ X))~ < ——VA>0
Hypothese "BIP"
Vs € R: A" € L(X) et 3C > 1,04 €]0,7[: [|A*||z(x) < Ce’4l (2.2)
Hypothése UMD
X est un espace UM D (2.3)

17
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2.3 Représentation de la solution

Pour trouver la représentation, on utilise la méthode de Krein, et pour cela on a besoin
de la remarque suivante :

Remarque 2.1 .D’aprés [’hypothése d’ellipticité, ['opérateur B = Az eiste.
.L’opérateur (—B) génére un semi-groupe analytique généralisé (la densité de D(B) dans
X n'est pas nécéssaire) noté (e=*P),>o (voir Balakrishnan[2]) et (Sinestrari [9]).

2.3.1 Solution globale

C’est une expression générale de la solution qui dépend des vecteurs &, et &;.
On a:

—u"(z) + Au(z) = f(x)

On pose alors :

donc :

et

Alors on obtient
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.De méme que y/(z), on obtient :

#(r) = Bylw) = 5B

2(1) =& = (u(1) + B~/(1))/2

.La solution du probléme (P) est la somme des deux solutions de ces problémes du premier
ordre (P;) et (P;) qui sont respectivement :

T

1 — —(x—s -z
) = 5B [ s e,
0
et
1
z(x)==B 1/6_(5_’”)Bf(8)d8 + e~ U—mBg,
Donc

u(z) = y(r)+ 2(x)
= e "B+ e UIBE 1+,

avec
z 1
1
I, =3B / e ")B f(s)ds et J, = =B~ / e =P f(s)ds
0 X

2.3.2 Solution finale

C’est a dire on détermine ¢, et &; et on les remplace par leurs expressions.

Expression de u(x)

Pour trouver la solution exacte, il reste a calculer £, et £;, donc on a besoin de supposer
Vinversibilité de A = I — e 28, I — e~ (=B et [ 4 ¢~ (1FMF ¢t on fait la démonstration dans
le chapitre suivant.

Trouvons maintenant £, et &; :

On a:
u(x) = I, + J, + e B¢ + e 9B,

En utilisant les conditions de notre probléme :
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u(0) = ¢
u(l) = u(A) + 7
{ Jot+ & +e P =u0) =
<
Li+e P8+ & =u(l) =u()) +9
{ §0+€7B§1 =p—Jo
<~
e P+ & =u(l) -1
e Py +e P =eP(p — o)
<
e P +& =u(l) -
— ([ —e ") =u(l) =L —e Po+e P
Alors

& o= (T—e) " u(l)—h—ePote P

1 1
1 1
= A1 |:u(1) — 53_1/6_(1_8)Bf($)d8 —eBp+ eBﬁBl/eSBf(s)d:s]
0 0
1 ’ 1 ’
= A 'u(l) - A_léB_l/e_(l_s)Bf(s)ds —Ale Bp+ A_liB_l/e_(Hs)Bf(s)ds
0 0
o = p—Jo—e 78
1
1
= p— §B_1/6_5Bf(8)d8 — A e Bu(1)
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En remplacant dans I’expression de u, on obtient :

T 1
1 1
uw(z) = §B_1/e_(x_5)3f(s)ds + 53_1/6_(S_$)Bf(8)d8
0 T
X 1
b o= 3B [P (s)ds — A-e Pu(y)
0
1 . 1 .
+A‘1e_B§B_1/e_(l_S)Bf(s)ds +A e By — A_le_B§B_1/e_(1+5)3f(s)ds
0 0
1 . 1 |
e =B | A~ 1y(1) — A1§Bl/e(ls)Bf(s)ds — A e Bp+ A1§Bl/e(1+s)3f(s)ds
0 0
1oy 1 1
= §B_1/e_(w_s)3f(s)ds + §B_1/6_(S_x)3f(s)ds +e By — 53_1/6_(w+s)3f(3)ds
0 T 0

1
1

_A—le—(l—i-x)Bu(l) +A—le—(l-i-x)B§B—l/e—(1—s)Bf(S)d8 + A 6_(2+I)ng
0

1

1
Lt / (B £ ()ds 4 A-le (=98 (1)

_A—le—(l—i-:r)B
2

0
1

_A—le—(l—x)B%B—I/Q—(l—s)Bf(s)ds

0
1

—A_le_@_x)ng + A_le_(l_x)B13_1/6_(1+S)Bf(8)d8

2
0
_ A—I[Ae—xB+€—(2+x)B i (2 :C)B]QO‘FA [ (1-z)B _ (1+$)B]u<1)
T 1 1
1 1 1
+§B_1/e_(x_s)3f(s)ds + §B_1/e_(s_z)3f(s)ds — §B_1/e_(w+5)3f(s)ds
0 T 0
1
gl
+A€1+I 5‘Bl/velst
0
1 1
gl 1
) (S AR Py PN
0 0
1
gl
AL (1-2) 5B l/e 1+st
0



CHAPITRE 2. POSITION DU PROBLEME ET RESOLUTION

22
_ Afl(eme - 67(271)3%0 _i_Afl( —(1—-2)B _ ef(ler)B) (1)
1
1
_Afl —(1-2)B _ _—(14x)B _B 1/ —(1-s)B _ (1+s) ds
( ) )19
0
T 1
1 1 1
—|—§B_1/6_(x_8 Bf(s)ds + 53_1/6_(5_9” Bf(s)ds — §B_1/6_(I+S)Bf(s)ds
0 T 0
D’ou :

u(as) _ A—1{<€—xB o —(2—90)3)%0_'_( —(1-z)B _e—(l-i-z)B)u(l)

_(ef(lf:z:)B_ —(1+z)B B 1/ —(1-s)B _ _—(1+s)B ) ( )dS}

Expression de u(1)

Cherchons 'expression de u(1) en fonction de A et 1) :
D’une part : en remplagant = par A dans expression de u(z) qu’on a obtenu, on aura :

u(d) = ATH(eMF — e @B NB)p 4 (7 1VE o (1NE Y, ()
1
_(67(1,)\)3 . 6(1+/\)B)%Bl/(6(18)3 _ ef(Hs)B)f(s)ds}
0
1

1
+§B—1/(e—|/\—s|B . 6—(/\+5)B)f(8)d8
0

D’autre part : d’apres les conditions de notre probléme (P) :

u(A) = u(l) =9

Donc

u(l) . ¢ _ A—1{<€—>\B . 6_(2_>\)B)g0 + (e—(l—)\)B . 6—(1+)\)B)u(1)
1
_(6—(1—/\)B _ 6—(1—&—)\)3)13—1/(6—(1—5)3 . 6_(1+S)B)f(8)d8}

2
0

1

B~ 1/ —|A=s|B _ )Hrs)B)f(S)ds

0

+

N —
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Alors :

[I— A—l(e—(l—A)B . e—(1+)\)B)]u(1) — 77Z) +A—1(€—AB o 6_(2_/\)B)g0

_A—l(e—(l—A)B o e—(l-f—)\)B)

2
0
posons
V= A[[ A~ ( (1-\)B _ —(1+>\)B)]
on a alors
([ — AL (em VB — o= (WNBY (1) = A~V au(1)
et

V = A—e (-NB L o~(1+NB
= [ —e 2B _ (-8B 4 ~(1+NB

_ (I+€—(1+>\)B)<I_ e—(l—)\)B)

donc V1 existe et est égal a (I — e~ (1"VB)=1(] 4 e~ (1HFNB)—1

(2.4)

— e HIBY £(5)ds

et en remplagant [[ — A~ (e=(1=VB — e=(+NB))y;(1) par A~V u(1) dans (2.4) on obtient :

u(l) _ 1A¢+V 1A [A ( —AB —e (27)\)B>S0]
1
1
VA Afl(ef(lf)\)B _ 6(1+>\)B>§Bl/(e(ls)B _ ef(lJrs)B)f(S)dS
L 0
_1 1
+VIA §B_1/(6_|’\_5|B — e~ MIB) f(5)ds

+VIA %B‘l / (eTP=s1B _ o= O+9)BY £(5)ds + 1

0

D’ou, la représentation finale de la solution est comme suit :

e HIB) f(s)ds
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1
_ V_l(e_(l_A)B N 6—(1+>\)B)%B—1/(e—(1—s)3 _ e—(l-l—s)B)f(S)dS
0

1
+ VA %B_l/(e_)‘_‘*'B — e~ OB £(8)ds + 9

0




Chapitre 3

Inversibilité du déterminant

On s’inspire de la preuve de Lunardi (voir [8], page 60).
On a vu que (—B) est le générateur infinitésimal du semi-groupe analytique (e=2);¢.
D’apres (Balakrishnan[2])

p(—B)D{AEC:—g—6<arg)\<g+6pourﬁ>0}

Alors on définit la courbe
y={r4+pe:p>0}U{r+pe:p>0}

avec r < 0 et 1) €]7, [ sont tels que :

o(—DB) se trouve a gauche de 7 (voir le dessin ci-dessous).

Proposition 3.1 Soitt > 0 alors
1€ p(e™B) (c’est a dire (I — e P)™' € L(X))

et

tz

1 e
I— —tB fl:_
I=e ) =g [T
Y

(2I1+B)'dz+I=T+1 (3.1)

1 tz
Preuve. On définit I' par (3.1): T = 2—/1 ¢ —(2I + B)~'dz (cette intégrale est définie
(0 —e"?

v
comme intégrale de Dunford donc elle converge), et on définit v comme vy mais avec r'a la

25
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place de r tel que : 0 > 1" >r

\4

Alors, on a :
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1 tz
A] + B)_ldA %\/1 i etz (ZI + B>_1dZ
Y

et)\etz
- (M + B) Y(zI + B) 'dzd\

62
et)\etz ) 12 . )\ /
(M B) el + BT o —Tdad) (y3 2 £ A EY)

tA tz I B—B)— (\ B_B

(M +B) (= + B)”! <ihs 2 - (A BB

tA tz -1
ee* (M + B) dnd:

1—et* z-—A

2 et ) X 1
I+ B) (z2I +B)"(—-B
; ) / 1 _etz()\ + B) (21 + B)"( )z— )\dzd)\

2 Atz 1
) /e e'” (zI + B) dod\

1—et* z-—A
Xy
2 et ) X 1
M+B)Y (2 + B (—B dzd\
) /1—@tz< + ) (Z + ) ( )Z_/\Z
Xy

tA tz -1 -1

e*e* (M + B) (21 + B) Lod

1 — €tz z —

o 1 etz
A+ B)™ dz | d\
(M + B) /(1—etz)(z—)\)z
o
tz . et)\
1_€tz(ZI+B) /Z_ d)\ dz
,Yl
€tz etz
dz = 1 d
1—etz)(z—/\) z R_1>n:l|_oo / (1_€tz)<z_>\) Z
YrUCR
tz
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telle que :

_ 7y est la restriction de v aux complezes de modules inférieurs ou égals o R, (avec R
est suffisament grand)

__ et on considére aussi les arcs :

Cr:n2mr—n —C
0 — Re®

1.
a) L’application

¢:C\{{& keZ} \} —C

2 9(2) =

(1—e?)(z—A)
est analytique, donc d’aprés le théoréeme de Cauchy :

/ (1-— etjgz(z — )\)dz —0.

YRUCR

b) Et on a pour z € Cr(=> 2z =Re” 0 € [,2n — 1)) :

etz
o = ‘(1—etz><z—A>‘
B ‘ etz 1 ‘
1—et?| 2=\
etRei“) 1
Tt [et R [Re| — [N
etRCOS@ 1

‘1 _ etRcosO‘ ‘R — ’)\‘
etRcosn 1
< .
— 1 — etRcosny R — |/\|

car cosn > cos 6,0 € [n,2m — 1]

6tRcosr] Z 6tRcos9
= et 1 — 6tRcosn S 1— etRC059

Alors
p 2w 6TRcosn 1 0
<
/¢(Z) z — / 1 — ¢TRcosn R __ ’)\‘R
Cr n

(2 — 2n)R  elEcosm
T URCD I— ey e
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(car cosm < 0).
2.

@)

eT)\ eT/\ eT)\
A= 1 dh— i A\
/z—)\ R / - A e | 2
’YIR/UCRI Crr

!

v

avec :
Vet Crisont définies comme vy et Cr (respectivement avec y' au lieu de v et R’ au lieu

de R).

Donc, d’aprés le théoréme des résidus, comme A\ = z est un pole simple de

A
la fonction : A —— Y alors :
tA tA
/ ze— )\d)\ = 2miRes Le_/\,z]
’y;%,UCR/
otA
= 2milim (A —
mifim (=2
= —2ime”
oA
b) Calcul X :
) Calculons /z —
Crr
on a
et)\ 6tR/Cosn
<
z— A T R —|z|
donc

tA . /
/ € A\ < (27T ZU)R etR'cosn —0, R — 400

z—A |7 R —|z
Cr

D’ou, d’aprés (1.) et (2.) :

Fe % = 15T

1)’ el? 1 .7
= 0—(—) /1_€TZ(ZI+B) (—2ime’ *)dz

20T

5
1 62tz

= o [T +B)
Y

Ainsi, on a
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e P = = e”(2I + B) 'dz
um
g
1 . 1=
— [0+ B d
2in ) ¢ G BT mde
vy
1 etz 2tz
= — — I+B)'d
2im (1—etz 1 etz) (21 +B)"dz
v
Donc,
(I—e™Y+1) = THT—e B e
1 2tz
= T+1—— I+ B)™!
MRy )
1 etz €2tz
- — I+ B)'d
2 <1—etz 1—etz) (21 + B)"dz
ol
1 thz etz €2tz
= T4+/-—— - I+ B)'d
LT (1—etz+1—etz 1—etz) (21 +B)"dz
ol
1 €tZ
= T4+/-—— [+ B)™!
+ i 1_etz(z + B) 'dz
ol
— I'4+71-T
= I
= T+ DI —e ") (car Te P = et51)
Do :
(I — e7tP)~1 existe et est égal a
Pare— [ Bt
T oin) 1 etz =T
vy

Conclusion 3.1 ¥Vt > 0 : Les opérateurs (I —e 'B)~1 et (I+e7tP)~! existent et sont bornés.

Ainsi, par un simple calcul on déduit que (I + e~*B)~1 existe Vt > 0.



Chapitre 4

Régularité de la solution

Dans ce chapitre, on va étudier la régularité, et avant ca, on démontre des lemmes tech-
niques utiles pour ’analyse des termes de I'expression de la solution.

4.1 Lemmes techniques

Lemme 4.1 Soit f € LP(0,1;X) : 1 < p < 00, sous les hypothéses (2.1),(2.2) et (2.3) on
a:

lo— F(z, f) = B/e @=9)B f(s)ds € LP(0,1; X).
0
1

20— Kz, f) = B/e_ =B f(s)ds € LP(0,1; X).
I

3ax—T(x, f) = B/e(”s)Bf(s)ds € LP(0,1; X).

0
Preuve. 1) X étant UMD et (—B) un opérateur linéaire fermé dans X vérifiant les hypo-
théses de Dore-Venni, alors :

xT

v(x) = /e_("”_s)Bf(s)ds
0
est la solution stricte et unique du probléme de Cauchy :

v'(z) + Bu(x) = f(x)

v(0) =0

alors, en appliquant le théoréme de Dore et Venni(voir chapitre rappels) sur ce probléme
de Cauchy (P.), on obtient :

(Fe)

v e Wh(0,1; X)N LP(0,1; D(B))

donc,
F(.f) € (0, 1; X)

31
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2) En posantt =1 — s, on obtient :

1

Kz, f) = B/e_(s_x)Bf(s)ds
1

— B/e—(s—l—l-l—x)Bf(S)dS

T
1

_ B / e~(1=2)==)B §(5) s

11—z
= B/e—“l—@—t)Bf(l — t)dt
0
= F(l-z,f(1-.)
donc
r— K, f)=20+— F(1—=z, f(1—.)) € LP(0,1; X) d’apres].
3)
1
Vo € (0,1): T(x, f) = B/e_(”+s)3f(s)ds
0
T 1
= B/e_(”s)Bf(s)ds + B/e_(‘”JFS)Bf(S)dS
0 T
T 1
= B/e(xS)BeQSBf(s)ds + eQzBB/e(sm)Bf(s)ds
0 T
= Pla,e P ) + P K (s, f)
donc

T(,f)=xr— F(x,e 2B f) + e >PK(x, f) € L(0,1; X) d’aprés 1 et 2.
n

Lemme 4.2

Preuve. D’apres le théoréme(1.3), puisque
D(B) € K%(D(A),X) et X € K;(D(A), X)

(voir Lions-Peetre[7]) alors
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pour
1Y Goganl= |21 (cart < p < 00)
= 5 2p Qp, Qv |= 27 car P (0. ]
on a
(D(A), X) 141, = (D(B),X)(%p%)_%p
-1 ’
= (D(B), X)1,
||

Lemme 4.3 Soit p €]1,00] et supposons Uhypothése (2.1) du chapitre 2, alors :

1.Ae=Byp € LP(0,1; X) si et seulement si ¢ € (D(A), X)Q%p

2.Be=Bp e LP(0,1; X) si et seulement si ¢ € (D(A), X) 1,1,
Preuve. Rappel :

On rappelle que si m € N* et C' génére un semi-groupe analytique, alors :

¢ € (D(C™),X) 1, siet seulement si C"e“p € LP(0,1; X).

En effet : supposons que ¢ € (D(C™), X) 1, donc, d’apreés le théoréme (1.2) qui

assure 1'équivalence des normes ||¢||** et ||¢||(pcm),x) | =
mp’

4K > 0: )
6] = [|a™ O m ) Cme™C || 1o ) + |16l x
< Kl[gllipem.x) , <400
mp’
Or
1
ICmeColly = [llCme s
0
m(1—(1—--=x)) ~m _zC ;||P dx
< [llemt-0-m ety =
0
m(l—(1— L m .
= [l
donc

I6me 0l 1oz < Klléllioiemyx), , < +00

mp

alors :

CmeYp € LP(0,1; X).

Et réciproquement :
On suppose que
Cmep € LP(0,1; X)
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Alors

[ee] - L d Y

Jlmatmemecog S~ fjiemeifds
T

0 0

1 0
= [liemeoipde + [licmeColida
0 1

la premiére intégrale est finie, et pour la deuxiéme intégrale, on a d’apreés (Vrabie[l1]
page 155)

K
|C™e™| | £(x) < —m avec K >0

Alors
/||Cmexc¢||§<dx < %Hﬁngcdf
1 1
_ /xmpdx.uqﬁw;
1
Kp
— £ <
— ol < +o0
donc
m(l— _ 1 m dl’ m(l— __1 m X
/Hw tmmlemer ol — = ||am 0T Cmer gl ) < oo
0
D’ou :

m(1—(1--1 m_x
[]]* = ]2~ mm) CmerCy)

et d’apres I’équivalence des normes ||@||** et ||¢||(pcmy,x) , on constate que
mp P

o) +10llx < oo

Bll(pemyxy . < +oo

g P
d’ou :

¢ € (D(C™), X) 2

mipvp
Retour a la preuve :
On démontre maintenant le lemme a ’aide de ce rappel :
1) d’apres ce qui précede :

Ae Pp =B Ppc [7(0,1;X) <= ¢ € (D(A), X) 1

%71’

2) De méme :
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Be Bp e 17(0,1; X) <= ¢ € (D(B), X)

S =

d’apres le lemme(4.2).
D’ou le résultat. m

Corollaire 4.1 Soit f € L?(0,1; X),1 < p < 00. Sous les hypotheéses (2.1),(2.2) et (2.83) on
a:

1

/e_SBf(s)ds € (D(B),X)

0

P 7+%7p

S

1
Preuve. (3.) du lemme (4.1) implique que Be™® [e™*P f(s)ds € L?(0,1; X ), donc
0
en appliquant la deuxiéme assertion du lemme (4.3) , on aura :

1

/e_SBf(s)ds € (D(A),X)LJF%J)

2p
0

[ ]
Lemme 4.4 On rappelle que A = I — e8| alors il existe un opérateur W € L(X) tel que :
At=1-w
et
+o0 k
W(X) C kr_wlD(B )
Preuve. OnaA=1—e 22 =14+ V avec V = —e 28 Donc

V(X) < 3 D(BY)
xB)

car (—B) est un générateur infinitésimal du semi-groupe analytique (e~

Et en posant W = A~V :

r>0-
On a d’une part :

W = AW =(1I-e?P)H—e2B)

— —6_2B<] . €—2B)—1

donc .
W(X) C N D(BY

k=1

Et d’autre part :
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I-W = I—-A'V
- J— ([ o 6_23)_1<—€_2B)
= I—(I—-e?B)y Y I—-e?P -1

= [T+ (I—e2B)!

De plus W est un opérateur borné comme composition de deux opérateurs bornés. m

4.2 Reégularité de la solution

Définition 4.1 On dit que u(x) est une solution stricte du probléme (P) si :

u € W2P(0,1; X) N LP(0,1; D(A))

vérifiant (P).

Remarque 4.1 Dans notre étude de la régularité, on veut obtenir les conditions nécés-

saires et suffisantes pour que la solution u(x) qui vérifie —u"(z) + Au(z) = f(z), (avec
f € L*(0,1; X)) soit stricte. Et a partir de cette derniére équation, il suffit d’analyser le

terme Au(x). Pour cela, on utilise le lemme (/.4) pour réécrire l’expression de u(x) sous une

forme qui facilite l'analyse du terme Au(x).
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4.2.1 Reéécriture de ’expression de u(x)
On a:
u(x) _ Afl{(efxB o ef(zfx)B)go + (ef(lfx)B . ef(lJra:)B)u(l)

(e )t [ (1 ) ()

1
1

+§B—1/(e—|$—sB . 6—(x+s)B)f(8)dS

0
_u- W){(e_xB B e_(2_$)B)90 1 (6—(1—35)3 o e—(l—i—x)B)u(l)
1
1
(e 0 T (1 0 )

2
0

1

Bl/(€|msB . ef(:chs)B)f(S)dS

0

_|_

NO| —

= (=W et

—i—([ . W) (6—(1—:1:)3 . e—(l—l—ac)B) (1)

1

—(I o W) (6—(1—33)3 —(14=x)B —B 1 —(1—5)B o 6—(1+5)B)f(8)d8

o\
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— B_IBQO . 6_(2_x)B30+ 6—(1—m)Bu(1) o 6—(1+x)Bu(1)
1

—6_(1_I)B13_1/6_(1_S)Bf(8)d8

2
0
1 1
1 1
+€—(1—m)B§B—1/€—(1+S)Bf(s)d8 + 6—(1+m)B53—1/6—(1—3)Bf<8)ds
0 0
1
e(lJr:C)B%Bl/e(lJrs)Bf(s)ds
0
T 1 1
1
+§B_1/6_(r_s)3f(s) + B_l/e_(s_m)Bf(s)ds —B_l/e_(”S)Bf(s)ds
0 T 0

1
e,(Q,x)B(p ef(ler)Bu(l) + e(2w)B§Bl/est<8)d8
0
1 1
1 1
+€_(1+m)3§B_1/€_(1_5)Bf(8)d8 e—(2+$)B_B—1/ B f(s)ds

Donc
u(z) = Ri(z) + Ra(x) + S1(z) + Sa(x) + S3(x) (4.1)



4.2. REGULARITE DE LA SOLUTION

39

avec
Ri(z) = —W{e®B — e 0By,
+(€—(1—x)B_ —(1+a;)B) (1)
-z 2) 1 (s —(1+s
—(6 (1—-z)B _ _—(1+x) §B 1/ (1 )B_6 1+ )B)f(S)dS}
0
. 1
Ry(z) = —e @By _ e_(1+$)Bu(1) + e_(z_x)BﬁB_lfe_SBf(s)ds
0
1 1 1 }
_i_ef(lJr:c)BéB / (1- st( ) 7(2+x) 2BI/GSBf(S)dS
0 0
1 1
Sl(x) — —67(17x)B§B 1/6 lfS)Bf( )d8+§B / x st( )
0 0
. 1 1
+§B_1/e =B f(s)ds — B / ~@t)B £ (5)ds
x 0
So(x) = e Py
Sy(x) = e~ 179By(1)
Alors

Au(z) = AR () + ARy(x) + AS1(x) + ASs(z) + AS;3(x)

4.2.2 Résultat

Théoréme 4.1 Supposons les hypotheéses (2.1),(2.2) et (2.3) et soient p,u(l) € X,

et f € LP(0,1; X). Alors le probléme (P) admet une unique solution stricte si et seulement

si p,u(l) € (D(A), X)

E7p'

De plus, la solution est donnée par la formule (4.1).

Preuve. On a vu dans la derniére remarque qu’il suffit d’analyser Au.
On a Au= ARy(.) + ARs(.) + AS1(.) + ASs(.) + AS5(.)

done, on va voir quand est ce qu’on aura Au (avec cette derniére écriture) appartient &

LP(0,1; X).
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ARy ()

= —AW{(eF —e By

_i_(ef(lf.)B . e*(l‘i’-)B) (1)
1

B~ 1/ —(1-s)B _ (1+s)B)f(S)ds}

0

_(67(17.) —(1+. )B

[\DI»—

€ LP(0,1;X)

car on a montré dans le lemme(4.4) que W(X) C :Fij(Bk) ce qui implique que

car (—B) est un générateur infinitésimal du semi-groupe analytique (e

W{(esz o 67(271)3%0 + (67(17‘%)3 . ef(lJrac)B)u(l)

1

1
(0B _ p-inmy L gt / (7= _ = 1498) £(5)ds)

2
0

1
1
ARy() = —Ae 3By fe~UHIB (1)+§Be(2')3/eSBf(s)ds
0
1

1

1 1
+5Be_(H‘)B/e_(l_s)Bf(s)ds - §Be_(2+')B/e_$Bf(s)ds
0 0
€ LP(0,1;X)

—+B .
T5) >0, CE qui

implique que les opérateurs bornés : e~ 0B =(F2)B ot o=(+0)B yymenent dans D(A),Vx €
[0,1], sachant que

1 1

[ s et [0 (s)as € (D). X) 4,

0 0

d’aprés le corollaire (4.1).

3.

ASy ()

1

1 1
= —5Be_(l_‘)B/e_(l_s)Bf(s)ds + 53/6_(‘_5)Bf(3)d3

0 0
1 1

1 1
+§B/e_(s_')3f(s)ds — 53/6_(‘+S)Bf(s)ds

€ LP(0,1;X)
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car on a (a), (b), (c) et (d) avec :
(a) :Le corollaire(4.1)

1
%—i‘gvp

— /e_(l_S)Bf(s)ds € (D(A),X) .

donc la deuxiéme assertion du lemme(4.3)

1
1
— —EBe(l')B/e(ls)Bf(s)ds € LP(0,1; X)

0

(b) : La premiére assertion du lemme (4.1)

1
— 5B/e<-S>Bf(s) e L7(0,1; X)
0

(¢) :La deuxiéme assertion du lemme (4.1)

1

1
— QB/G_(S_’)Bf(S)dS € LP(0,1; X)

(d) :La troisiéme assertion du lemme (4.1)

1

1
= —§B/e_('+s)Bf(s)ds € LP(0,1; X)
0

ASy() = Ae B e LP(0,1; X) <= p € (D(A), X) 1,

d’aprés 1. du lemme (4.3) .
5.
AS5(.) = Ae” U798y (1) € 12(0,1; X) <= u(1) € (D(A), X) 1

ﬂvp

d’aprés le méme lemme.
Enfin, de 1,2,3,4 et 5 on a

Au e LP(0,1; X) < p,u(l) € (D(A),X)%J,

D’ot le résultat. m



Chapitre 5

Application

[llustrons notre travail par cet exemple :

Exemple 5.1 Considérons le probléme suivant :

([ d%u 0*u

u(0,y) = ¢(y) pp: O<y<l
()9 u@y) =udy) +dy) 0<A<]
u(z,0) = u(x,1) pp: O0<z<1

ou ou
\ a_y(xao) - a_y(xv 1)

avec : f € E = LP(0,1; X)tel que X = LP(0,1)
et o, € X

On définit opérateur A comme suit :

D(A) = {o e W??(0,1) : p(0) = ¢(1) et ¢'(0) = ¢'(1)}

Ap=—¢" +dp pour ¢ € D(A)

Alors, le probléme (1) devient sous la forme abstraite (2) suivante :

—u"(x) + Au(z) = f(x) pp: (0<z<1)
(2):7 w0 =0
u(l) =u(A) +¢ 0<A<1)

Ona X =LP0,1) (1 <p < o0) estun espace UMD, donc on peut appliquer directement
notre résultat sur le probléme (2) si A est un opérateur linéaire fermé qui vérifie les hypothéses
(2.1),(2.2), ce qui est démontré dans ’article (Labbas Moussaouif[6] ).
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Chapitre 6

Conclusion

Dans ce mémoire, on a étudié un probléme elliptique aux limites non locales de type
Bitsadze-Samarskii dans le cadre Lp.

Allaberen Ashyralyev s’est intéressé (en 2008) a ce probléme dans le cadre des espaces
de Holder et a montré que ce probléme est bien posé, en vérifiant I'inégalité de coercitivité.

Le but de notre travail était de trouver des résultats concernant l’existence, I'unicité et
la régularité de la solution de ce probléme.

La méthode est basée essentiellement sur la construction d’une représentation de la so-
lution, 'utilisation des semi-groupes, les domaines fractionnaires des opérateurs, les espaces
d’interpolation et la théorie des sommes d’opérateurs en s’inspirant du travail de « Hammou
Houari et al » qui est fait dans un cadre général (conditions non locales opérationnelles).

On a obtenu des conditions nécessaires et suffisantes sur les données permettant d’obtenir
une Lp régularité maximale.
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