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Introduction

Les problèmes elliptiques sont des cas particuliers des problèmes qui modélisent la

majorité des phénomènes physiques, d�où l�importance de notre problème, qui est écrit sous

une forme abstraite en un problème aux limites non locales de type Bitsadze-Samarskii :8>>>><>>>>:
�u00(x) + Au(x) = f(x) pp : (0 < x < 1)

u(0) = '

u(1) = u(�) +  (0 � � < 1)

A est un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) � X qui est un espace de Banach.

f 2 Lp(0; 1;X);';  2 X:
Parmis les travaux faits sur ce problème, on cite celui de Allaberen Ashyralyev[1] qui

s�est interessé à la notion de problème bien posé dans les espaces de Hölder, en véri�ant

l�inégalité de coercitivité.

Dans ce mémoire, on étudie l�existence, l�unicité et la régularité de la solution de ce

problème en utilisant : les semi-groupes, les domaines fractionnaires des opérateurs, les es-

paces d�interpolation et la théorie des sommes d�opérateurs en s�inspirant du travail de

"Hammou Houari"[5] qui est fait dans un cadre général (conditions non locales opération-

nelles).

Ce mémoire est constitué de quatre chapitres :

Le premier chapitre est consacré à un ensemble de rappels sur les outils mathéma-

tiques qu�on utilise dans ce travail : les notions d�opérateurs linéaires fermés, les semi-groupes,

les espaces d�interpolation et les puissances fractionnaires d�opérateurs.

Au deuxième chapitre, on pose notre problème en supposant les hypothèses ci-
dessous sur l�espace où on travaille, et surtout sur l�opérateur A. De plus, en utilisant la

méthode de Krein et les conditions de notre problème, on obtient des représentations de

u(x) et de u(1), sachant que u(x) dépend de u(1).

Hypothèses :

4
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Hypothèse d�ellipticité

.�(A) �]�1; 0]

.9C > 0 : jj(A+ �I)�1jjL(X) �
C

1 + �
avec � � 0

Hypothèse BIP

.8s 2 R : Ais 2 L(X) et 9C > 1; �A 2]0; �[: jjAisjjL(X) � Ce�Ajsj

Hypothèse UMD

X est un espace UMD.

Le troisième chapitre est consacré à la démontration de l�existence de l�inverse du déter-

minant de la solution du problème étudié en s�inspirant de la preuve faite par "Lunardi [8]"
qui assure l�inversibilité de l�opérateur I � eTQ;8T > 0 (Q un générateur in�nitésimal du

semi-groupe analytique : (eTQ)T�0), et pour cela on utilise des résultats d�analyse complexe

qu�on cite au chapitre "Rappels".

Dans le quatrième chapitre, on étudie la régularité de la solution à l�aide des lemmes

techniques suivants qu�on démontre au début de ce chapitre. Les preuves son basées sur le

théorème de Dore et Venni, appliqué aux problèmes de Cauchy.

Théorème 0.1 Soit X un espace de Banach.On considère le problème de Cauchy :

(Pc) :

8<:
u0(t) + Au(t) = f(t); t 2 [0; T ]

u(0) = 0

où : f 2 Lp(0; T ;X) et A : D(A) �! X un opérateur linéaire fermé de domaine dense et
tel que :

9C > 0 : jj(A+ �I)�1jjL(X) �
C

1 + �
;8� � 0

Et � 7�! Ai� est un groupe fortement continu dans L(X) véri�ant :

9C > 0 : jjAi�jjL(X) � Ce�Aj�j et 0 � �A <
�

2

Après l�écriture de (Pc) sous forme abstraite Bu + Au = f;et en appliquant l�approche
de Dore et Venni, on obtient le résultat suivant :
Si X est UMD et l�opérateur A véri�ant les hypothèses précédentes, alors
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8f 2 Lp(0; T ;X); 1 < p <1 : le problème de Cauchy (Pc) admet une unique solution u
telle que :

t 7�! u(t) =

tZ
0

e(t�s)Af(s)ds 2 W 1;p(0; T ;X) \ Lp(0; T ;D(A))

Lemme 0.1 Soit
f 2 Lp(0; 1;X); 1 < p < +1:

Sous les hypothèses (ellipticité), (BIP) et (UMD) on a

1:x 7�! F (x; f) = B

xZ
0

e�(x�s)Bf(s)ds 2 Lp(0; 1;X)

2:x 7�! K(x; f) = B

1Z
x

e�(s�x)Bf(s)ds 2 Lp(0; 1;X)

3:x 7�! T (x; f) = B

1Z
0

e�(x+s)Bf(s)ds 2 Lp(0; 1;X)

Lemme 0.2 Soit p 2]1;+1[ et supposons l�hypothèse d�ellipticité , alors :

1:Ae�:B' 2 Lp(0; 1;X)si et seulement si ' 2 (D(A); X) 1
2p
;p

2:Be�:B' 2 Lp(0; 1;X)si et seulement si 2 (D(A); X) 1
2p
+ 1
p
;p

Lemme 0.3 Si on pose � = I � e�2B; alors il existe un opérateur W 2 L(X) tel que :

��1 = I �W et W (X) �
+1
\
k=1

D(Bk)

Le dernier chapitre est une illustration de ce qu�on a traité dans les chapitres précé-
dents, à travers un exemple concret auquel on applique les résultats obtenus.



Chapitre 1

Rappels

Dans ce chapitre, on donne les outils essentiels utilisés dans ce travail.

1.1 Opérateurs linéaires fermés

On note par X un espace de Banach.
On rappelle que A est un opérateur linéaire sur un espace de Banach X si et seulement

si c�est une application linéaire dé�nie sur un sous-espace vectoriel de X (appelé domaine de
dé�nition de A, noté D(A) ) à valeur dans X.
De plus ;
1.A est dit borné si :

D(A) = X

et
9C > 0 : 8� 2 X : jjA�jjX � Cjj�jjX

et on écrit :
A 2 L(X)

2.A est dit fermé si et seulement si ;

pour toute suite (xn)n � D(A) telle que :
�

xn �! x
Axn �! y

on a :
�
x 2 D(A)
Ax = y

3.A est dit fermable si et seulement si ;

pour toute suite (xn)n � D(A) telle que :
�

xn �! 0
Axn �! y

on a : y = 0

les convergences des suites (xn)n et (Axn)n sont au sens de la norme de l�espace X.

Dé�nition 1.1 Soient X un espace de Banach et A : D(A) � X �! X un opérateur
linéaire borné sur X, on appelle :
.spectre de A, l�ensemble :

�(A) = f� 2 C : (A� �I)est non inversibleg
.ensemble résolvant de A, l�ensemble :

�(A) = f� 2 C : (A� �I)est inversible dans L(X)g

7



8 CHAPITRE 1. RAPPELS

c�est le complémentaire de �(A) dans C:
.résolvante de l�opérateur A, l�opérateur (A� �I)�1pour � 2 �(A):

1.2 Les semi-groupes

Dé�nition 1.2 Soit X un espace de Banach.On dit que la famille (G(t))t�0 d�opérateurs
linéaires bornés sur X forme un semi-groupe si :
1:G(0) = IX
2:8t; s � 0 : G(t+ s) = G(t)G(s):

Dé�nition 1.3 On dit qu�un semi-groupe (G(t))t�0 est fortement continu si et seulement si
pour tout x 2 X,
l�application

: R+ �! X
t 7�! G(t)x

est continue, c�est à dire :

8x 2 X : lim
t�!0+

jjG(t)x� xjjX = 0

et on dit que (G(t))t�0 est un C0-semi-groupe.

Dé�nition 1.4 On appelle générateur in�nitésimal du semi-groupe (G(t))t�0, l�opérateur �
dé�ni par : 8>>><>>>:

D(�) =

�
x 2 X : lim

t�!0+
G(t)x� x

t
existe

�

8x 2 D(�) : �x = lim
t�!0+

G(t)x� x

t

Proposition 1.1 Si � est un générateur in�nitésimal d�un C0-semi-groupe (G(t))t�0 alors,
1.� est linéaire fermé de domaine D(�) dense dans X.
2.8x 2 X, la fonction : t 7�! G(t)x est continue sur R+.
3.Si x 2 D(�) et t � 0 alors G(t)x 2 D(�).

4.La fonction : t 7�! G(t)x est continuement dérivable sur R+si et seulement si

x 2 D(�)

et on a

x 2 D(�) =) 8t � 0; d
dt
G(t)x = �G(t)x = G(t)�x

5.8x 2 X;8t � 0 on a :
tZ
0

G(s)xds 2 D(�) et �
tZ
0

G(s)xds = G(t)x� x:

Et si de plus x 2 D(�) alors

�

tZ
0

G(s)xds =

tZ
0

G(s)�xds = G(t)x� x:
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6.Si � est un générateur in�nitésimal d�un C0-semi-groupe (S(t))t�0 alors

8t � 0 on a : S(t) = G(t)

1.2.1 Semi-groupes di¤érentiables

Dé�nition 1.5 On dit qu�un C0-semi-groupe (T (t))t�0 est di¤érentiable, si pour tout x de
X, la fonction : t 7�! T (t)x est di¤érentiable de ]0;+1[ dans X.

1.2.2 Semi-groupes analytiques

Dé�nition 1.6 Soit X un espace de Banach complexe
Soit

� = fz 2 C : '1 < arg z < '2; '1 < 0 < '2g

Soit fG(z)gz2�une famille d�opérateurs linéaires bornés sur X.On dit que fG(z)gz2�
forme un semi-groupe holomorphe si elle véri�e :8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

i)G(z1 + z2) = G(z1)G(z2)8z1; z2 2 �

ii)G(0) = IX

iii) lim
z�!0
z2�

G(z)x = x; 8x 2 X

iv)l�application : z 2 �nf0g �! G(z)x 2 X est holomorphe 8x 2 X

Théorème 1.1 (de Kato) Soit A : D(A) � X �! X un opérateur linéaire non borné
véri�ant :
1) A fermé
2) D(A) dense
3)

�(A) � f� 2 C�=Re� � 0g

et 9L > 0=8� 2 �(A) on ait (�� A)�1

L(X) �

L

j�j
Alors :A est générateur in�nitésimal d�un semi-groupe tel que :
1)9M > 0=8t > 0 :

kG(t)kL(X) �M

2)8t > 0 :
G(t) 2 L(X;D(A))

et

kAG(t)kL(X) �
M

t

(AG est presque L1 mais pas L1).
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1.2.3 Semi-groupes analytiques généralisés

On suppose que Q : D(Q) � X �! X est un opérateur linéaire dans l�espace de Banach
X véri�ant la propriété suivante :

9� 2
i�
2
; �
h
et M > 0 :

8><>:
�(Q) � S� = fz 2 C : jarg zj � �g

(�I �Q)�1

L(X ) �

M

�

où �(Q) est l�ensemble résolvant de Q. Si D(Q) 6= X Alors «Sinestrari [9]» a prouvé qu�on
peut dé�nir un semi-groupe analytique généralisé (exQ)x�0 qui a plusieurs propriétés comme
le semi-groupe holomorphe usuel.

1.3 Les espaces d�interpolation

Soit (E0; jj:jj0)et (E1; jj:jj1)deux espaces de Banach qui s�injectent continuement dans un
espace topologique séparé �.

Dé�nition 1.7 Soit X un espace de Banach.On désigne par Lp�(R+; X)avec p 2 [1;+1[,
l�espace de Banach des fonctions fortement mesurables dé�nies pour presque tout t 2 R+, et
telles que : 0@+1Z

0

jjf(t)jjpX
dt

t

1A 1
p

= jjf jjLp� (R+;X) < +1:

Si p = +1, alors on dé�nit l�espace L1� (R+; X) par :

f 2 L1� (R+; X)()

8><>:
f : R+ �! X est fortement mesurable

sup
0<t<+1

ess jjf(t)jjX < +1

Dé�nition 1.8 Pour p 2 [1;+1[et � 2]0; 1[, on dit que x 2 (E0; E1)�;p si et seulement si8<:
i) 8t > 0 : 9u0(t) 2 E0; u1(t) 2 E1 : x = u0(t) + u1(t)

ii) t��u0 2 Lp�(R+; E0); t1�� 2 Lp�(R+; E1)

Proposition 1.2 Les espaces : (E0\E1; jj:jjE0\E1), (E0+E1; jj:jjE0+E1) et ((E0; E1)�;p; jj:jj�;p)
où :8>>>>>>>><>>>>>>>>:

:jjxjjE0\E1 = jjxjjE0 + jjxjjE1si x 2 E0 \ E1

:jjxjjE0+E1 = inf
xi2Ei:x0+x1=x

i=0;1

(jjxjjE0 + jjxjjE1)

:jjxjj�;p = inf
ui:R+�!Ei;i=0;1
8t>0:u0(t)+u1(t)=x

(jjt��u0jjLp�(R+;E0) + jjt1��u1jjLp�(R+;E1))si x 2 (E0; E1)�;p:
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sont de Banach.
De plus

E0 \ E1 � (E0; E1)�;p � E0 + E1

où : "�" désigne l�injection continue.
Et on a

(E0; E1)�;p = (E1; E0)1��;p

Dé�nition 1.9 Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) � X muni de la
norme :

8x 2 D(A) : jjxjjD(A) = jjxjjX + jjAxjjX
On dé�nit DA(�; p) = (D(A); X)1��;p pour p 2 [1;+1] et 0 < � < 1.

Théorème 1.2 (Triebel) [10] Soit fG(x)gx�0un semi-groupe analytique et soit C son
générateur in�nitésimal.
soient m un nombre naturel, 0 < � < 1 et p 2 [1;+1]. Alors :

(D(Cm); X)1��;p = f� : � 2 X et jj�jj�� = jjx(1��)mCmG(x)�jjLp�(X) + jj�jjX < +1g

et jj�jj�� est une norme équivalente à la norme jj�jj(D(Cm);X)1��;p

Dé�nition 1.10 Soit X un espace de Banach tel que E0 \E1 � X ,! �. On dit que X est
de classe K�(E0; E1) (on note X 2 K�(E0; E1)) si et seulement si

(E0; E1)�;1 � X � (E0; E1)�;+1

Théorème 1.3 (Lions-Peetre [7])
Soient X0; X1deux espaces de Banach tels que :
X0 2 K�0(E0; E1) et X1 2 K�1(E0; E1) avec 0 � �0 < � < �1 � 1alors ;

(E0; E1)�;p = (X0; X1) ���0
�1��0

;p

1.4 Puissances fractionnaires d�opérateurs

1.4.1 Intégrale de Dunford-Riesz

Le calcul fonctionnel classique de Dunford-Riesz s�appuie sur la formule de Cauchy pour
construire f(Q) où Q est un opérateur linéaire borné et f est holomorphe.
Plus précisément si Q 2 L(X) (où X est un espace de Banach complexe) on pose H(Q)

l�ensemble de toutes les fonctions f holomorphes sur un voisinage ouvert U de �(Q) (le
spectre de Q). Alors, pour f 2 H(Q), on dé�nit l�intégrale de Dunford-Riesz par

f(Q) =

Z
�

f(�)(�I �Q)�1d�;

où � est le bord positivement orienté d�un compact à bord K avec

�(Q) � �K � U
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1.4.2 Pour les opérateurs non borné

Soit A un opérateur linéaire fermé véri�ant les hypothèses suivantes : il existe � 2]0; �[
et M � 0 tels que

�(Q) � S� = fz 2 C�= jarg(z) < �jg
et

8� 2 CnS�;
(A� �I)�1

 � M

j�j
(on dira que A est un opérateur sectoriel). Il s�agit de vivre la formule

f(A) =

Z
�

f(�)(�I � A)�1d�;

où
. � est une courbe sectorielle entourant �(A) dans le sens positif.
. f est une fonction holomorphe au voisinage de �(A) (qui peut être non borné) et véri�ant

certaines propriétés assurant la convergence de l�intégrale.
On s�intéresse aux cas tels que f(A) est borné.

Théorème 1.4 Si A un opérateur linéaire fermé à domaine dense dans X tel que :8<: 9C > 0 : �(A) � R+
et pour � � 0 : jj(A� �I)�1jjL(X) �

C

1 + �

alors, pour � 2
�
0;
1

2

�
, �(�A)� génère un semi-groupe G�(t) fortement continu pour

t � 0.(voir Balakrichnan [2])

1.4.3 Puissances fractionnaires avec parties réelles positives

On considère ici A 2 S� = fz 2 C� : j arg zj < �gpour � 2]0; �[, et on note que
dans la formule A� = (z�)(A), la quantité z� désigne la détermination principale de la
fonction"puissance �" caractérisée par :

z� = e�(ln r+i�), pour z = rei�; r > 0; � 2]� �; �[:

Proposition 1.3 Soit �; � 2 C tels que Re�;Re � > 0, alors :
1) A� est un opérateur fermé de X.
2)

A�+� = A�A�

3)
Re � > Re� =) D(A�) � D(A�)

(en paticulier, si Re� < 1; alors :D(A) � D(A�)).

4) Si A est injectif alors A�l�est aussi, et (A�)�1 = (A�1)�:

5) Si 0 2 �(A) alors 0 2 �(A�). De plus
(A�1)� = A�� 2 L(X)

6)
A 2 L(X) =) A� 2 L(X)
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1.4.4 Puissances fractionnaires avec parties réelles quelconques

Proposition 1.4 Soit �; � 2 C et on suppose que A est injectif, alors :
1)A� est un opérateur fermé dans X.
2)A�est injectif et (A�)�1 = A�� = (A�1)�

3)A�+� � A�A�

1.5 La théorie des sommes d�opérateurs

Soient A et B deux opérateurs linéaires fermés dans X de domaines D(A) et D(B)
respectivement. On s�intéresse à l�équation

Au+Bu� �u = g

où g est un vecteur donné de X. l�opérateur somme L = A+B est dé�ni par :�
D(L) = D(A) \D(B)

Lu = Au+Bu : u 2 D(L)
Donc l�équation s�écrit :

Lu� �u = g

Une solution stricte de cette équation est un élément u 2 D(L) qui la satisfait. Donc, il
faut trouver une telle solution lorsque g est quelconque dans X, mais ce n�est pas toujours
possible.

1.5.1 Approche de Dore et Venni

Dé�nition 1.11 Un espace de Banach X possède la propriété UMD (unconditional martin-
gal di¤erences) si et seulement si 9p 2]1;+1[ et C(p) > 0 tels que :

nX
k=1

�kdk


Lp(R;X)

� C(p)


nX
k=1

dk


Lp(R;X)

8n 2 N

pour toute martingale (dk)k=0;:::;n et pour toute suite (�k)k 2 [�1; 1]n.
Nous donnons ici une dé�nition équivalente plus adaptée à notre propos, qui utilise la

transformée de Hilbert.

Transformée de Hilbert :
Soient " 2]0; 1[ et p 2]1;+1[ ; pour toute fonction f 2 Lp(R; X), on dé�nit l�opérateur

H" par :

(H"f)(x) =
1

�

Z
"<jsj< 1

"

f(x� s)

s
ds

Si pour un élément f 2 Lp(R; X) donné, limH"f
"�!0+

existe dans Lp(R; X) alors cette limite

est notée Hf et est appelée : la transformation de Hilbert.
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Théorème 1.5 Soient X un espace de Banach et p 2]1;+1[, alors les assertions suivantes
sont équivalentes :
.X est UMD.
. limH"f

"�!0+
existe dans Lp(R; X)8f 2 Lp(R; X) .

Remarque 1.1 On peut aussi avoir une caractérisation géométrique des espaces UMD, c�est
la notion de �-convexité qui a comme interêt : la notion espace UMD ne dépend pas de p.(Voir
Burkholder [3])

Exemple 1.1 .Tout espace de Hilbert est UMD.
.Tout espace isomorphe à un UMD et UMD.
.Tout sous espace fermé d�un UMD est UMD.
.L�interpolé des espaces UMD est UMD.
.Si p 2]1;+1[ et X est un UMD, alors Lp(]0; 1[;X) est UMD.
.contre exemple : C et C� ne sont pas UMD.

Théorème de Dore-Venni

Les hypothèses sur A et B :

On suppose que les opérateurs A et B véri�ent :

(DV 1) :

8>>>>>>><>>>>>>>:

:�(A) �]�1; 0] et 9MA > 0 : 8� � 0 : jj(A+ �)�1jjL(X) �
MA

1 + �

:�(B) �]�1; 0] et 9MB > 0 : 8� � 0 : jj(B + �)�1jjL(X) �
MB

1 + �

:D(A) = D(B) = X

(DV 2) :
�
8� 2 �(�A);8� 2 �(�B) : (A+ �)�1(B + �)�1 = (B + �)�1(A+ �)�1

(DV 3) :

8>>>><>>>>:
:8s 2 R : Ais 2 L(X) et 9K > 0; �A > 0 : jjAisjjL(X) � Kejsj�A

:8s 2 R : Bis 2 L(X) et 9K > 0; �B > 0 : jjBisjjL(X) � Kejsj�B

:�A + �B < �

On note par BIP (X; �) (Bounded imaginary powers) l�ensemble des opérateurs sectoriels
sur X véri�ant (DV1) et (DV3).On a alors le théorème de Dore et Venni suivant :

Théorème 1.6 Si X est un espace UMD et sous les hypothèses (DV1),(DV2) et (DV3),
alors l�opérateur L=A+B est fermé et inversible et L�1 2 L(X).De plus L�1 est dé�ni par
l�intégrale

L�1 =
1

i�

Z


A�zBz�1

sin �z
dz
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où  est une courbe verticale contenue dans la bande :

fz 2 C : 0 < Re z < 1g
et orientée de 1e�i

�
2 vers 1ei

�
2 .

Application du théorème de Dore-Venni au problèmes de Cauchy

Soit X un espace UMD. On considère le problème de Cauchy :

(Pc) :

�
u0(t) + Au(t) = f(t); t 2 [0; T ]
u(0) = 0

où : f 2 Lp(0; T ;X) et A : D(A) �! X un opérateur linéaire fermé de domaine dense et
tel que :

9C > 0 : jj(A+ �I)�1jjL(X) �
C

1 + �
;8� � 0

Et � 7�! Ai� est un groupe fortement continu dans L(X) véri�ant :

9C > 0 : jjAi�jjL(X) � Ce�Aj�j et 0 � �A <
�

2

On écrit le problème sous la forme somme d�opérateurs :
on dé�nit alors les opérateurs A et B comme suit :

8<:
D(A) � Lp(0; T ;X)

(Au)(:) = Au(:); u 2 D(A)

8<:
D(B) = fu 2 W 1;p(0; T ;X) : u(0) = 0g

Bu = u0; u 2 D(B)

et donc notre équation devient :

Bu+ Au = f:

Dans ce cas, on a :

.X est UMD, ce qui implique que Lp(0; T ;X) est UMD.

L�opérateur linéaire fermé B satisfait :8>>>>>><>>>>>>:

�(B) �]�1; 0] et 8� � 0 : 9C0 > 0 : jj(�I �B)�1jjL(X) �
C0

1 + j�j

� 7�! Bis est un groupe fortement continu tel que :

8s 2 R : Bis 2 L(X) et 9C1 > 0; : jjBisjjL(X) � C1(1 + s
2)e

�
2
jsj
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.A et B véri�ent (DV2)

On utilise donc l�approche de Dore et Venni, et on aura le résultat �nal suivant :

Si X est UMD et l�opérateur A comme on a dé�ni ci-dessu, alors 8f 2 Lp(0; T ;X); 1 <
p <1 : le problème de Cauchy (Pc) admet une unique solution :

u 2 W 1;p(0; T ;X) \ Lp(0; T ;D(A))

donc

t 7�! Au(t) = A

tZ
0

e(t�s)Af(s)ds 2 Lp(0; T ;X)

1.6 Résultats d�analyse complexe

1.6.1 Théorème de Cauchy

Théorème 1.7 Soit f une fonction analytique dans un domaine D simplement connexe,
alors l�intégrale sur tout lacet de Jordan dans D est nulle.

1.6.2 Théorème des résidus

Théorème 1.8 Soient U un sous-ensemble ouvert et simplement connexe du plan complexe
C,fz1; z2; :::; zng un ensemble de points de U , et f une fonction dé�nie et holomorphe
sur Unfz1; z2; :::; zng.
Si  est un lacet de Jordan dans U qui ne contient pas les points singuliers zk; k = 1:::n
alors I



f(z)dz = 2�i
nX
k=1

n(; zk)Res(f; zk)

où Res(f; zk) désigne le résidu de f en zk
et

n(; zk) =
1

2�i

Z


dz

z � zk



Chapitre 2

Position du problème et résolution

2.1 Position du problème

Considérons le problème abstrait suivant dans un espace de Banach X :

(P ) :

8<:
�u00(x) + Au(x) = f(x) pp : (0 < x < 1)
u(0) = '
u(1) = u(�) +  (0 � � < 1)

avec :
.A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) et f 2 Lp(0; 1;X):
.' et  2 X

2.2 Hypothèses

Hypothèse d�ellipticité

8><>:
:�(A) �]�1; 0]

:9C > 0 : jj(A+ �I)�1jjL(X) �
C

1 + �
;8� � 0

(2.1)

Hypothèse "BIP"

8s 2 R : Ais 2 L(X) et 9C > 1; �A 2]0; �[: jjAisjjL(X) � Ce�Ajsj (2.2)

Hypothèse UMD

X est un espace UMD (2.3)

17
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2.3 Représentation de la solution

Pour trouver la représentation, on utilise la méthode de Krein, et pour cela on a besoin
de la remarque suivante :

Remarque 2.1 .D�après l�hypothèse d�ellipticité, l�opérateur B = A
1
2 existe.

.L�opérateur (�B) génère un semi-groupe analytique généralisé (la densité de D(B) dans
X n�est pas nécéssaire) noté (e�xB)x�0 (voir Balakrishnan[2]) et (Sinestrari [9]).

2.3.1 Solution globale

C�est une expression générale de la solution qui dépend des vecteurs �0 et �1:
On a :

(P ) :

8>>>><>>>>:
�u00(x) + Au(x) = f(x)

u(0) = '

u(1) = u(�) +  

A=B2() (P 0) :

8>>>><>>>>:
u00(x)�B2u(x) = �f(x)

u(0) = '

u(1) = u(�) +  

On pose alors : 8>>>><>>>>:
v(x) = B�1u0(x)

y(x) = (u(x)� v(x))=2

z(x) = (u(x) + v(x))=2

donc :

y0(x) =
1

2
u0(x)� 1

2
v0(x)

=
1

2
Bv(x)� 1

2
B�1u00(x)

= �By(x) + 1
2
B�1f

et
y(0) = �0 = (u(0)�B�1u0(0))=2

Alors on obtient

(P1) :

8><>:
y0(x) +By(x) =

1

2
B�1f

y(0) = �0 = (u(0)�B�1u0(0))=2



2.3. REPRÉSENTATION DE LA SOLUTION 19

.De mème que y0(x), on obtient :

(P2) :

8><>:
z0(x)�By(x) = �1

2
B�1f

z(1) = �1 = (u(1) +B�1u0(1))=2

.La solution du problème (P) est la somme des deux solutions de ces problèmes du premier
ordre (P1) et (P2) qui sont respectivement :

y(x) =
1

2
B�1

xZ
0

e�(x�s)Bf(s)ds+ e�xB�0

et

z(x) =
1

2
B�1

1Z
x

e�(s�x)Bf(s)ds+ e�(1�x)B�1

Donc

u(x) = y(x) + z(x)

= e�xB�0 + e�(1�x)B�1 + Ix + Jx

avec :

Ix =
1

2
B�1

xZ
0

e�(x�s)Bf(s)ds et Jx =
1

2
B�1

1Z
x

e�(s�x)Bf(s)ds:

2.3.2 Solution �nale

C�est à dire on détermine �0 et �1 et on les remplace par leurs expressions.

Expression de u(x)

Pour trouver la solution exacte, il reste à calculer �0 et �1, donc on a besoin de supposer
l�inversibilité de � = I � e�2B, I � e�(1��)B et I + e�(1+�)B et on fait la démonstration dans
le chapitre suivant.

Trouvons maintenant �0 et �1 :
On a :

u(x) = Ix + Jx + e�xB�0 + e�(1�x)B�1

En utilisant les conditions de notre problème :
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8<:
u(0) = '

u(1) = u(�) +  

()

8<:
J0 + �0 + e�B�1 = u(0) = '

I1 + e�B�0 + �1 = u(1) = u(�) +  

()

8<:
�0 + e�B�1 = '� J0

e�B�0 + �1 = u(1)� I1

()

8<:
e�B�0 + e�2B�1 = e�B('� J0)

e�B�0 + �1 = u(1)� I1

=) (I � e�2B)�1 = u(1)� I1 � e�B'+ e�BJ0

Alors

�1 = (I � e�2B)�1
�
u(1)� I1 � e�B'+ e�BJ0

�
= ��1

24u(1)� 1
2
B�1

1Z
0

e�(1�s)Bf(s)ds� e�B'+ e�B
1

2
B�1

1Z
0

e�sBf(s)ds

35
= ��1u(1)� ��11

2
B�1

1Z
0

e�(1�s)Bf(s)ds� ��1e�B'+ ��11
2
B�1

1Z
0

e�(1+s)Bf(s)ds

�0 = '� J0 � e�B�1

= '� 1
2
B�1

1Z
0

e�sBf(s)ds� ��1e�Bu(1)

+��1e�B
1

2
B�1

1Z
0

e�(1�s)Bf(s)ds+ ��1e�2B'� ��1e�B 1
2
B�1

1Z
0

e�(1+s)Bf(s)ds
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En remplaçant dans l�expression de u, on obtient :

u(x) =
1

2
B�1

xZ
0

e�(x�s)Bf(s)ds+
1

2
B�1

1Z
x

e�(s�x)Bf(s)ds

+e�xB

24'� 1
2
B�1

1Z
0

e�sBf(s)ds� ��1e�Bu(1)

+��1e�B
1

2
B�1

1Z
0

e�(1�s)Bf(s)ds+ ��1e�2B'� ��1e�B 1
2
B�1

1Z
0

e�(1+s)Bf(s)ds

35
+e�(1�x)B

24��1u(1)� ��11
2
B�1

1Z
0

e�(1�s)Bf(s)ds� ��1e�B'+ ��11
2
B�1

1Z
0

e�(1+s)Bf(s)ds

35

=
1

2
B�1

xZ
0

e�(x�s)Bf(s)ds+
1

2
B�1

1Z
x

e�(s�x)Bf(s)ds+ e�xB'� 1
2
B�1

1Z
0

e�(x+s)Bf(s)ds

���1e�(1+x)Bu(1) + ��1e�(1+x)B 1
2
B�1

1Z
0

e�(1�s)Bf(s)ds+ ��1e�(2+x)B'

���1e�(1+x)B 1
2
B�1

1Z
0

e�(1+s)Bf(s)ds+ ��1e�(1�x)Bu(1)

���1e�(1�x)B 1
2
B�1

1Z
0

e�(1�s)Bf(s)ds

���1e�(2�x)B'+ ��1e�(1�x)B 1
2
B�1

1Z
0

e�(1+s)Bf(s)ds

= ��1[�e�xB + e�(2+x)B � e�(2�x)B]'+ ��1[e�(1�x)B � e�(1+x)B]u(1)

+
1

2
B�1

xZ
0

e�(x�s)Bf(s)ds+
1

2
B�1

1Z
x

e�(s�x)Bf(s)ds� 1
2
B�1

1Z
0

e�(x+s)Bf(s)ds

+��1e�(1+x)B
1

2
B�1

1Z
0

e�(1�s)Bf(s)ds

���1e�(1+x)B 1
2
B�1

1Z
0

e�(1+s)Bf(s)ds� ��1e�(1�x)B 1
2
B�1

1Z
0

e�(1�s)Bf(s)ds

+��1e�(1�x)B
1

2
B�1

1Z
0

e�(1+s)Bf(s)ds
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= ��1(e�xB � e�(2�x)B)'+ ��1(e�(1�x)B � e�(1+x)B)u(1)

���1(e�(1�x)B � e�(1+x)B)
1

2
B�1

1Z
0

(e�(1�s)B � e�(1+s)B)f(s)ds

+
1

2
B�1

xZ
0

e�(x�s)Bf(s)ds+
1

2
B�1

1Z
x

e�(s�x)Bf(s)ds� 1
2
B�1

1Z
0

e�(x+s)Bf(s)ds

D�où :

u(x) = ��1f(e�xB � e�(2�x)B)'+ (e�(1�x)B � e�(1+x)B)u(1)

�(e�(1�x)B � e�(1+x)B)
1

2
B�1

1Z
0

(e�(1�s)B � e�(1+s)B)f(s)dsg

+
1

2
B�1

1Z
0

(e�jx�sjB � e�(x+s)B)f(s)ds

Expression de u(1)

Cherchons l�expression de u(1) en fonction de � et  :
D�une part : en remplaçant x par � dans l�expression de u(x) qu�on a obtenu, on aura :

u(�) = ��1f(e��B � e�(2��)B)'+ (e�(1��)B � e�(1+�)B)u(1)

�(e�(1��)B � e�(1+�)B)
1

2
B�1

1Z
0

(e�(1�s)B � e�(1+s)B)f(s)dsg

+
1

2
B�1

1Z
0

(e�j��sjB � e�(�+s)B)f(s)ds

D�autre part : d�après les conditions de notre problème (P ) :

u(�) = u(1)�  

Donc

u(1)�  = ��1f(e��B � e�(2��)B)'+ (e�(1��)B � e�(1+�)B)u(1)

�(e�(1��)B � e�(1+�)B)
1

2
B�1

1Z
0

(e�(1�s)B � e�(1+s)B)f(s)dsg

+
1

2
B�1

1Z
0

(e�j��sjB � e�(�+s)B)f(s)ds



2.3. REPRÉSENTATION DE LA SOLUTION 23

Alors :

[I � ��1(e�(1��)B � e�(1+�)B)]u(1) =  + ��1(e��B � e�(2��)B)' (2.4)

���1(e�(1��)B � e�(1+�)B)
1

2
B�1

1Z
0

(e�(1�s)B � e�(1+s)B)f(s)ds

+
1

2
B�1

1Z
0

(e�j��sjB � e�(�+s)B)f(s)ds

posons
V = �[I � ��1(e�(1��)B � e�(1+�)B)]

on a alors
[I � ��1(e�(1��)B � e�(1+�)B)]u(1) = ��1V u(1)

et

V = �� e�(1��)B + e�(1+�)B

= I � e�2B � e�(1��)B + e�(1+�)B

= I + e�(1+�)B � e�(1��)B(I + e�(1+�)B)

= (I + e�(1+�)B)(I � e�(1��)B)

donc V �1 existe et est égal à (I � e�(1��)B)�1(I + e�(1+�)B)�1:
et en remplaçant [I���1(e�(1��)B� e�(1+�)B)]u(1) par ��1V u(1) dans (2.4) on obtient :

u(1) = V �1� + V �1�
�
��1(e��B � e�(2��)B)'

�
�V �1�

24��1(e�(1��)B � e�(1+�)B)
1

2
B�1

1Z
0

(e�(1�s)B � e�(1+s)B)f(s)ds

35
+V �1�

241
2
B�1

1Z
0

(e�j��sjB � e�(�+s)B)f(s)ds

35
= V �1(e��B � e�(2��)B)'

�V �1(e�(1��)B � e�(1+�)B)
1

2
B�1

1Z
0

(e�(1�s)B � e�(1+s)B)f(s)ds

+V �1�

241
2
B�1

1Z
0

(e�j��sjB � e�(�+s)B)f(s)ds+  

35
D�où, la représentation �nale de la solution est comme suit :
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8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

u(x) = ��1f(e�xB � e�(2�x)B)'+ (e�(1�x)B � e�(1+x)B)u(1)g

� ��1(e�(1�x)B � e�(1+x)B)
1

2
B�1

1Z
0

(e�(1�s)B � e�(1+s)B)f(s)ds

+
1

2
B�1

1Z
0

(e�jx�sjB � e�(x+s)B)f(s)ds

u(1) = V �1(e��B � e�(2��)B)'

� V �1(e�(1��)B � e�(1+�)B)1
2
B�1

1Z
0

(e�(1�s)B � e�(1+s)B)f(s)ds

+ V �1�

241
2
B�1

1Z
0

(e�j��sjB � e�(�+s)B)f(s)ds+  

35



Chapitre 3

Inversibilité du déterminant

On s�inspire de la preuve de Lunardi (voir [8], page 60).

On a vu que (�B) est le générateur in�nitésimal du semi-groupe analytique (e�tB)t�0.
D�après (Balakrishnan[2])

� (�B) �
n
� 2 C : ��

2
� � < arg � <

�

2
+ � pour � > 0

o

Alors on dé�nit la courbe

 = fr + �ei� : � � 0g [ fr + �e�i� : � � 0g

avec r < 0 et � 2]�
2
; �[ sont tels que :

�(�B) se trouve à gauche de  (voir le dessin ci-dessous).

Proposition 3.1 Soit t > 0 alors

1 2 �(e�tB) (c�est à dire (I � e�tB)�1 2 L(X))

et

(I � e�tB)�1 =
1

2i�

Z


etz

1� etz
(zI +B)�1dz + I = � + I (3.1)

Preuve. On dé�nit � par (3.1): � =
1

2i�

Z


etz

1� etz
(zI + B)�1dz (cette intégrale est dé�nie

comme intégrale de Dunford donc elle converge), et on dé�nit 0 comme  mais avec r0à la

25
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place de r tel que : 0 > r0 > r

Alors, on a :
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�e�tB = e�tB�

=

0B@ 1

2i�

Z
0

et�(�I +B)�1d�

1CA
0@ 1

2i�

Z


etz

1� etz
(zI +B)�1dz

1A
=

�
1

2i�

�2 Z
�0

et�etz

1� etz
(�I +B)�1(zI +B)�1dzd�

=

�
1

2i�

�2 Z
�0

et�etz

1� etz
(�I +B)�1(zI +B)�1

z � �

z � �
dzd� ( 3 z 6= � 2 0)

=

�
1

2i�

�2 Z
�0

et�etz

1� etz
(�I +B)�1(zI +B)�1

(zI +B �B)� (�I +B �B)

z � �
dzd�

=

�
1

2i�

�2 Z
�0

et�etz

1� etz
(�I +B)�1

z � �
dzd�

+

�
1

2i�

�2 Z
�0

et�etz

1� etz
(�I +B)�1(zI +B)�1(�B) 1

z � �
dzd�

�
�
1

2i�

�2 Z
�0

et�etz

1� etz
(zI +B)�1

z � �
dzd�

�
�
1

2i�

�2 Z
�0

et�etz

1� etz
(�I +B)�1(zI +B)�1(�B) 1

z � �
dzd�

=

�
1

2i�

�2 Z
�0

et�etz

1� etz
(�I +B)�1 � (zI +B)�1

z � �
dzd�

=

�
1

2i�

�2 Z
0

et�(�I +B)�1

0@Z


etz

(1� etz)(z � �)
dz

1A d�

�
�
1

2i�

�2 Z


etz

1� etz
(zI +B)�1

0B@Z
0

et�

z � �
d�

1CA dz

On a Z


etz

(1� etz)(z � �)
dz = lim

R�!+1

Z
R[CR

etz

(1� etz)(z � �)
dz

� lim
R�!+1

Z
CR

etz

(1� etz)(z � �)
dz
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telle que :
_ R est la restriction de  aux complexes de modules inférieurs ou égals à R, (avec R

est su¢ sament grand)
_et on considère aussi les arcs :

CR : [�; 2� � �] �! C
� 7�! Rei�

1.
a) L�application

� : Cn
��

2k�i
t
; k 2 Z

	
; �
	
�! C

z 7�! �(z) =
etz

(1� etz)(z � �)

est analytique, donc d�après le théorème de Cauchy :Z
R[CR

etz

(1� etz)(z � �)
dz = 0:

b) Et on a pour z 2 CR(=) z = Rei�; � 2 [�; 2� � �]) :

j�(z)j =
���� etz

(1� etz)(z � �)

����
=

���� etz

1� etz

���� : ���� 1

z � �

����
�

���etRei������1� ��etRei����� : 1����Rei���� j�j��
=

etR cos �

j1� etR cos �j :
1

R� j�j

� etR cos �

1� etR cos �
:

1

R� j�j

car cos � � cos �;8� 2 [�; 2� � �]

=)
�
etR cos � � etR cos �

et 1� etR cos � � 1� etR cos �

Alors ������
Z
CR

�(z)dz

������ �
2���Z
�

eTR cos �

1� eTR cos �
1

R� j�jRd�

=
(2� � 2�)R
R� j�j

eTR cos �

1� eTR cos �
�! 0; R �! +1
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(car cos � < 0).
2.
a) Z

0

eT�

z � �
d� = lim

R0�!+1

Z
0
R0[CR0

eT�

z � �
d�� lim

R0�!+1

Z
CR0

eT�

z � �
d�

avec :
0R0et CR0sont dé�nies comme R et CR (respectivement avec 

0 au lieu de  et R0 au lieu
de R).

Donc, d�après le théorème des résidus, comme � = z est un pôle simple de

la fonction : � 7�! et�

z � �
, alors :

Z
0
R0[CR0

et�

z � �
d� = 2�iRes

�
et�

z � �
; z

�

= 2�i lim
��!z

(�� z)
et�

z � �
= �2i�etz

b) Calculons
Z
CR0

et�

z � �
d� :

on a ���� et�

z � �

���� � etR
0 cos �

R0 � jzj

donc �������
Z
CR0

et�

z � �
d�

������� �
(2� � 2�)R0
R0 � jzj etR

0 cos � �! 0; R0 �! +1

D�où, d�après (1.) et (2.) :

�e�TB = e�TB�

= 0�
�
1

2i�

�2 Z


eTz

1� eTz
(zI +B)�1(�2i�eTz)dz

=
1

2i�

Z


e2tz

1� etz
(zI +B)�1dz

Ainsi, on a
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e�tB =
1

2i�

Z


etz(zI +B)�1dz

=
1

2i�

Z


etz(zI +B)�1
1� etz

1� etz
dz

=
1

2i�

Z


�
etz

1� etz
� e2tz

1� etz

�
(zI +B)�1dz

Donc,

(I � e�tB)(� + I) = � + I � e�tB�� e�tB

= � + I � 1

2i�

Z


e2tz

1� etz
(zI +B)�1

� 1

2i�

Z


�
etz

1� etz
� e2tz

1� etz

�
(zI +B)�1dz

= � + I � 1

2i�

Z


�
e2tz

1� etz
+

etz

1� etz
� e2tz

1� etz

�
(zI +B)�1dz

= � + I � 1

2i�

Z


etz

1� etz
(zI +B)�1dz

= � + I � �
= I

= (� + I)(I � e�tB) (car �e�tB = e�tB�)

D�où :
(I � e�tB)�1 existe et est égal à

� + I =
1

2i�

Z


etz

1� etz
(zI +B)�1dz + I:

Ainsi, par un simple calcul on déduit que (I + e�tB)�1 existe 8t > 0:

Conclusion 3.1 8t > 0 : Les opérateurs (I�e�tB)�1 et (I+e�tB)�1 existent et sont bornés.



Chapitre 4

Régularité de la solution

Dans ce chapitre, on va étudier la régularité, et avant ça, on démontre des lemmes tech-
niques utiles pour l�analyse des termes de l�expression de la solution.

4.1 Lemmes techniques

Lemme 4.1 Soit f 2 Lp(0; 1;X) : 1 < p < 1, sous les hypothèses (2.1),(2.2) et (2.3) on
a :

1.x 7�! F (x; f) = B

xZ
0

e�(x�s)Bf(s)ds 2 Lp(0; 1;X):

2.x 7�! K(x; f) = B

1Z
x

e�(s�x)Bf(s)ds 2 Lp(0; 1;X):

3.x 7�! T (x; f) = B

1Z
0

e�(x+s)Bf(s)ds 2 Lp(0; 1;X):

Preuve. 1) X étant UMD et (�B) un opérateur linéaire fermé dans X véri�ant les hypo-
thèses de Dore-Venni, alors :

v(x) =

xZ
0

e�(x�s)Bf(s)ds

est la solution stricte et unique du problème de Cauchy :

(Pc)

8<:
v0(x) +Bv(x) = f(x)

v(0) = 0

alors, en appliquant le théorème de Dore et Venni(voir chapitre rappels) sur ce problème
de Cauchy (Pc); on obtient :

v 2 W 1;p(0; 1;X) \ Lp(0; 1;D(B))
donc,

F (:; f) 2 Lp(0; 1;X)

31
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2) En posant t = 1� s, on obtient :

K(x; f) = B

1Z
x

e�(s�x)Bf(s)ds

= B

1Z
x

e�(s�1+1�x)Bf(s)ds

= B

1Z
x

e�((1�x)�(1�s))Bf(s)ds

= B

1�xZ
0

e�((1�x)�t)Bf(1� t)dt

= F (1� x; f(1� :))

donc
x 7�! K(x; f) = x 7�! F (1� x; f(1� :)) 2 Lp(0; 1;X) d�après1.

3)

8x 2 (0; 1) : T (x; f) = B

1Z
0

e�(x+s)Bf(s)ds

= B

xZ
0

e�(x+s)Bf(s)ds+B

1Z
x

e�(x+s)Bf(s)ds

= B

xZ
0

e�(x�s)Be�2sBf(s)ds+ e�2xBB

1Z
x

e�(s�x)Bf(s)ds

= F (x; e�2:Bf) + e�2xBK(x; f)

donc

T (:; f) = x 7�! F (x; e�2:Bf) + e�2xBK(x; f) 2 Lp(0; 1;X) d�après 1 et 2.

Lemme 4.2
(D(B); X) 1

p
;p = (D(A); X) 1

2p
+ 1
2
;p

Preuve. D�après le théorème(1.3), puisque

D(B) 2 K 1
2
(D(A); X) et X 2 K1(D(A); X)

(voir Lions-Peetre[7]) alors
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pour

� =
1

2
+
1

2p
2]�0; �1[=

�
1

2
; 1

�
(car1 < p <1)

on a

(D(A); X) 1
2p
+ 1
2
;p = (D(B); X)( 12p+1

2)� 1
2

1� 1
2

;p

= (D(B); X) 1
p
;p

Lemme 4.3 Soit p 2]1;1[ et supposons l�hypothèse (2.1) du chapitre 2, alors :

1.Ae�:B' 2 Lp(0; 1;X) si et seulement si ' 2 (D(A); X) 1
2p
;p

2.Be�:B' 2 Lp(0; 1;X) si et seulement si ' 2 (D(A); X) 1
2p
+ 1
2
;p

Preuve. Rappel :
On rappelle que si m 2 N� et C génère un semi-groupe analytique, alors :
� 2 (D(Cm); X) 1

mp
;p si et seulement si C

me:C� 2 Lp(0; 1;X).
En e¤et : supposons que � 2 (D(Cm); X) 1

mp
;p, donc, d�après le théorème (1.2) qui

assure l�équivalence des normes jj�jj�� et jj�jj(D(Cm);X) 1
mp ;p

:

9K > 0 :

jj�jj�� = jjxm(1�(1�
1
mp
))CmexC�jjLp�(X) + jj�jjX

� Kjj�jj(D(Cm);X) 1
mp ;p

< +1

Or

jjCme:C�jjpLp(X) =

1Z
0

jjCmexC�jjpXdx

�
1Z
0

jjxm(1�(1�
1
mp
))CmexC�jjpX

dx

x

= jjxm(1�(1�
1
mp
))Cme:C�jjp

Lp�(X)

donc
jjCme:C�jjLp(X) � Kjj�jj(D(Cm);X) 1

mp ;p
< +1

alors :
Cme:C� 2 Lp(0; 1;X):

Et réciproquement :
On suppose que

Cme:C� 2 Lp(0; 1;X)
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Alors
1Z
0

jjxm(1�(1�
1
mp
))CmexC�jjpX

dx

x
=

1Z
0

jjCmexC�jjpXdx

=

1Z
0

jjCmexC�jjpXdx+
1Z
1

jjCmexC�jjpXdx

la première intégrale est �nie, et pour la deuxième intégrale, on a d�après (Vrabie[11]
page 155)

jjCmexC jjL(X) �
K

xm
avec K > 0

Alors
1Z
1

jjCmexC�jjpXdx �
1Z
1

Kp

xmp
jj�jjpXdx

= Kp

1Z
1

x�mpdx:jj�jjpX

=
Kp

mp� 1 jj�jj
p
X < +1

donc
1Z
0

jjxm(1�(1�
1
mp
))CmexC�jjpX

dx

x
= jjxm(1�(1�

1
mp
))CmexC�jjp

Lp�(X)
< +1

D�où :
jj�jj�� = jjxm(1�(1�

1
mp
))CmexC�jjLp�(X) + jj�jjX < +1

et d�après l�équivalence des normes jj�jj�� et jj�jj(D(Cm);X) 1
mp ;p

on constate que

jj�jj(D(Cm);X) 1
mp ;p

< +1

d�où :

� 2 (D(Cm); X) 1
mp
;p

Retour à la preuve :
On démontre maintenant le lemme à l�aide de ce rappel :
1) d�après ce qui précède :

Ae�:B' = B2e�:B' 2 Lp(0; 1;X)() ' 2 (D(A); X) 1
2p
;p

2) De même :
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Be�:B' 2 Lp(0; 1;X)() ' 2 (D(B); X) 1
p
;p = (D(A); X) 1

2p
+ 1
2
;p;

d�après le lemme(4.2).
D�où le résultat.

Corollaire 4.1 Soit f 2 Lp(0; 1;X); 1 < p <1. Sous les hypothèses (2.1),(2.2) et (2.3) on
a :

1Z
0

e�sBf(s)ds 2 (D(B); X) 1
p
;p = (D(A); X) 1

2p
+ 1
2
;p

Preuve. (3.) du lemme (4.1) implique que Be�:B
1R
0

e�sBf(s)ds 2 Lp(0; 1;X), donc

en appliquant la deuxième assertion du lemme (4.3) , on aura :

1Z
0

e�sBf(s)ds 2 (D(A); X) 1
2p
+ 1
2
;p

Lemme 4.4 On rappelle que � = I � e�2B, alors il existe un opérateur W 2 L(X) tel que :

��1 = I �W

et
W (X) �

+1
\
k=1

D(Bk)

Preuve. On a � = I � e�2B = I + V avec V = �e�2B:Donc

V (X) �
+1
\
k=1

D(Bk)

car (�B) est un générateur in�nitésimal du semi-groupe analytique (e�xB)x�0:
Et en posant W = ��1V :

On a d�une part :

W = ��1V = (I � e�2B)�1(�e�2B)

= �e�2B(I � e�2B)�1

donc
W (X) �

+1
\
k=1

D(Bk)

Et d�autre part :
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I �W = I � ��1V

= I � (I � e�2B)�1(�e�2B)

= I � (I � e�2B)�1(I � e�2B � I)

= I � I + (I � e�2B)�1

= ��1

De plus W est un opérateur borné comme composition de deux opérateurs bornés.

4.2 Régularité de la solution

Dé�nition 4.1 On dit que u(x) est une solution stricte du problème (P ) si :

u 2 W 2;p(0; 1;X) \ Lp(0; 1;D(A))

véri�ant (P ).

Remarque 4.1 Dans notre étude de la régularité, on veut obtenir les conditions nécés-

saires et su¢ santes pour que la solution u(x) qui véri�e �u00(x) + Au(x) = f(x), (avec
f 2 Lp(0; 1;X)) soit stricte. Et à partir de cette dernière équation, il su¢ t d�analyser le

terme Au(x). Pour cela, on utilise le lemme (4.4) pour réécrire l�expression de u(x) sous une

forme qui facilite l�analyse du terme Au(x).
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4.2.1 Réécriture de l�expression de u(x)

On a :

u(x) = ��1f(e�xB � e�(2�x)B)'+ (e�(1�x)B � e�(1+x)B)u(1)

�(e�(1�x)B � e�(1+x)B)
1

2
B�1

1Z
0

(e�(1�s)B � e�(1+s)B)f(s)dsg

+
1

2
B�1

1Z
0

(e�jx�sjB � e�(x+s)B)f(s)ds

= (I �W )f(e�xB � e�(2�x)B)'+ (e�(1�x)B � e�(1+x)B)u(1)

�(e�(1�x)B � e�(1+x)B)
1

2
B�1

1Z
0

(e�(1�s)B � e�(1+s)B)f(s)dsg

+
1

2
B�1

1Z
0

(e�jx�sjB � e�(x+s)B)f(s)ds

= (I �W )(e�xB � e�(2�x)B)'

+(I �W )(e�(1�x)B � e�(1+x)B)u(1)

�(I �W )(e�(1�x)B � e�(1+x)B)
1

2
B�1

1Z
0

(e�(1�s)B � e�(1+s)B)f(s)ds

+
1

2
B�1

xZ
0

(e�(x�s)B � e�(x+s)B)f(s)ds+
1

2
B�1

1Z
x

(e�(s�x)B � e�(x+s)B)f(s)ds

= (e�xB � e�(2�x)B)'

+(e�(1�x)B � e�(1+x)B)u(1)

�(e�(1�x)B � e�(1+x)B)
1

2
B�1

1Z
0

(e�(1�s)B � e�(1+s)B)f(s)ds

�Wfe�xB � e�(2�x)B)'

+(e�(1�x)B � e�(1+x)B)u(1)

�(e�(1�x)B � e�(1+x)B)
1

2
B�1

1Z
0

(e�(1�s)B � e�(1+s)B)f(s)dsg

+
1

2
B�1

xZ
0

e�(x�s)Bf(s) +
1

2
B�1

1Z
x

e�(s�x)Bf(s)ds� 1
2
B�1

1Z
0

e�(x+s)Bf(s)ds
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= e�xB'� e�(2�x)B'+ e�(1�x)Bu(1)� e�(1+x)Bu(1)

�e�(1�x)B 1
2
B�1

1Z
0

e�(1�s)Bf(s)ds

+e�(1�x)B
1

2
B�1

1Z
0

e�(1+s)Bf(s)ds+ e�(1+x)B
1

2
B�1

1Z
0

e�(1�s)Bf(s)ds

�e�(1+x)B 1
2
B�1

1Z
0

e�(1+s)Bf(s)ds

+
1

2
B�1

xZ
0

e�(x�s)Bf(s) +
1

2
B�1

1Z
x

e�(s�x)Bf(s)ds� 1
2
B�1

1Z
0

e�(x+s)Bf(s)ds

�Wfe�xB � e�(2�x)B)'

+(e�(1�x)B � e�(1+x)B)u(1)

�(e�(1�x)B � e�(1+x)B)
1

2
B�1

1Z
0

(e�(1�s)B � e�(1+s)B)f(s)dsg

= �Wfe�xB � e�(2�x)B)'

+(e�(1�x)B � e�(1+x)B)u(1)

�(e�(1�x)B � e�(1+x)B)
1

2
B�1

1Z
0

(e�(1�s)B � e�(1+s)B)f(s)dsg

�e�(2�x)B'� e�(1+x)Bu(1) + e�(2�x)B
1

2
B�1

1Z
0

e�sBf(s)ds

+e�(1+x)B
1

2
B�1

1Z
0

e�(1�s)Bf(s)ds� e�(2+x)B
1

2
B�1

1Z
0

e�sBf(s)ds

+e�xB'+ e�(1�x)Bu(1)� e�(1�x)B
1

2
B�1

1Z
0

e�(1�s)Bf(s)ds

+
1

2
B�1

xZ
0

e�(x�s)Bf(s)ds+
1

2
B�1

1Z
x

e�(s�x)Bf(s)ds� 1
2
B�1

1Z
0

e�(x+s)Bf(s)ds

Donc

u(x) = R1(x) +R2(x) + S1(x) + S2(x) + S3(x) (4.1)
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avec

R1(x) = �Wfe�xB � e�(2�x)B)'

+(e�(1�x)B � e�(1+x)B)u(1)

�(e�(1�x)B � e�(1+x)B)
1

2
B�1

1Z
0

(e�(1�s)B � e�(1+s)B)f(s)dsg

R2(x) = �e�(2�x)B'� e�(1+x)Bu(1) + e�(2�x)B
1

2
B�1

1Z
0

e�sBf(s)ds

+e�(1+x)B
1

2
B�1

1Z
0

e�(1�s)Bf(s)ds� e�(2+x)B
1

2
B�1

1Z
0

e�sBf(s)ds

S1(x) = �e�(1�x)B 1
2
B�1

1Z
0

e�(1�s)Bf(s)ds+
1

2
B�1

xZ
0

e�(x�s)Bf(s)

+
1

2
B�1

1Z
x

e�(s�x)Bf(s)ds� 1
2
B�1

1Z
0

e�(x+s)Bf(s)ds

S2(x) = e�xB'

S3(x) = e�(1�x)Bu(1)

Alors

Au(x) = AR1(x) + AR2(x) + AS1(x) + AS2(x) + AS3(x)

4.2.2 Résultat

Théorème 4.1 Supposons les hypothèses (2.1),(2.2) et (2.3) et soient '; u(1) 2 X,

et f 2 Lp(0; 1;X). Alors le problème (P ) admet une unique solution stricte si et seulement
si '; u(1) 2 (D(A); X) 1

2p
;p.

De plus, la solution est donnée par la formule (4.1).

Preuve. On a vu dans la dernière remarque qu�il su¢ t d�analyser Au:
On a Au = AR1(:) + AR2(:) + AS1(:) + AS2(:) + AS3(:)

donc, on va voir quand est ce qu�on aura Au (avec cette dernière écriture) appartient à
Lp(0; 1;X).
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1.

AR1(:) = �AWf(e�:B � e�(2�:)B)'

+(e�(1�:)B � e�(1+:)B)u(1)

�(e�(1�:)B � e�(1+:)B)
1

2
B�1

1Z
0

(e�(1�s)B � e�(1+s)B)f(s)dsg

2 Lp(0; 1;X)

car on a montré dans le lemme(4.4) que W (X) �
+1
\
k=1

D(Bk) ce qui implique que

Wf(e�xB � e�(2�x)B)'+ (e�(1�x)B � e�(1+x)B)u(1)

�(e�(1�x)B � e�(1+x)B)
1

2
B�1

1Z
0

(e�(1�s)B � e�(1+s)B)f(s)dsg

2 D(B2) = D(A)

2.

AR2(:) = �Ae�(2�:)B'� Ae�(1+:)Bu(1) +
1

2
Be�(2�:)B

1Z
0

e�sBf(s)ds

+
1

2
Be�(1+:)B

1Z
0

e�(1�s)Bf(s)ds� 1
2
Be�(2+:)B

1Z
0

e�sBf(s)ds

2 Lp(0; 1;X)

car (�B) est un générateur in�nitésimal du semi-groupe analytique (e�xB)x�0, ce qui
implique que les opérateurs bornés : e�(2�x)B, e�(2+x)B et e�(1+x)B ramènent dans D(A);8x 2
[0; 1], sachant que

1Z
0

e�sBf(s)ds et

1Z
0

e�(1�s)Bf(s)ds 2 (D(A); X) 1
2p
+ 1
2
;p

d�après le corollaire (4.1).
3.

AS1(:) = �1
2
Be�(1�:)B

1Z
0

e�(1�s)Bf(s)ds+
1

2
B

:Z
0

e�(:�s)Bf(s)ds

+
1

2
B

1Z
:

e�(s�:)Bf(s)ds� 1
2
B

1Z
0

e�(:+s)Bf(s)ds

2 Lp(0; 1;X)
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car on a (a), (b), (c) et (d) avec :
(a) :Le corollaire(4.1)

=)
1Z
0

e�(1�s)Bf(s)ds 2 (D(A); X) 1
2p
+ 1
2
;p

donc la deuxième assertion du lemme(4.3)

=) �1
2
Be�(1�:)B

1Z
0

e�(1�s)Bf(s)ds 2 Lp(0; 1;X)

(b) : La première assertion du lemme (4.1)

=) 1

2
B

:Z
0

e�(:�s)Bf(s) 2 Lp(0; 1;X)

(c) :La deuxième assertion du lemme (4.1)

=) 1

2
B

1Z
:

e�(s�:)Bf(s)ds 2 Lp(0; 1;X)

(d) :La troisième assertion du lemme (4.1)

=) �1
2
B

1Z
0

e�(:+s)Bf(s)ds 2 Lp(0; 1;X)

4.
AS2(:) = Ae�:B' 2 Lp(0; 1;X)() ' 2 (D(A); X) 1

2p
;p

d�après 1. du lemme (4.3) .
5.

AS3(:) = Ae�(1�:)Bu(1) 2 Lp(0; 1;X)() u(1) 2 (D(A); X) 1
2p
;p

d�après le même lemme.
En�n, de 1,2,3,4 et 5 on a

Au 2 Lp(0; 1;X)() '; u(1) 2 (D(A); X) 1
2p
;p

D�où le résultat.



Chapitre 5

Application

Illustrons notre travail par cet exemple :

Exemple 5.1 Considérons le problème suivant :

(1) :

8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

�@
2u

@x2
(x; y)� @2u

@y2
(x; y) + �u(x; y) = f(x; y)

u(0; y) = '(y) pp : 0 < y < 1

u(1; y) = u(�; y) +  (y) 0 � � < 1

u(x; 0) = u(x; 1) pp : 0 < x < 1

@u

@y
(x; 0) =

@u

@y
(x; 1)

avec : f 2 E = Lp(0; 1;X)tel que X = Lp(0; 1)
et ';  2 X

On dé�nit l�opérateur A comme suit :8<:
D(A) = f' 2 W 2;p(0; 1) : '(0) = '(1) et '0(0) = '0(1)g

A' = �'00 + �' pour ' 2 D(A)
Alors, le problème (1) devient sous la forme abstraite (2) suivante :

(2) :

8<:
�u00(x) + Au(x) = f(x) pp : (0 < x < 1)
u(0) = '
u(1) = u(�) +  (0 � � < 1)

On a X = Lp(0; 1) (1 < p <1) est un espace UMD, donc on peut appliquer directement
notre résultat sur le problème (2) si A est un opérateur linéaire fermé qui véri�e les hypothèses
(2.1),(2.2), ce qui est démontré dans l�article (Labbas Moussaoui[6] ).
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Chapitre 6

Conclusion

Dans ce mémoire, on a étudié un problème elliptique aux limites non locales de type
Bitsadze-Samarskii dans le cadre Lp.
Allaberen Ashyralyev s�est intéressé (en 2008) à ce problème dans le cadre des espaces

de Hölder et a montré que ce problème est bien posé, en véri�ant l�inégalité de coercitivité.
Le but de notre travail était de trouver des résultats concernant l�existence, l�unicité et

la régularité de la solution de ce problème.
La méthode est basée essentiellement sur la construction d�une représentation de la so-

lution, l�utilisation des semi-groupes, les domaines fractionnaires des opérateurs, les espaces
d�interpolation et la théorie des sommes d�opérateurs en s�inspirant du travail de « Hammou
Houari et al » qui est fait dans un cadre général (conditions non locales opérationnelles).
On a obtenu des conditions nécessaires et su¢ santes sur les données permettant d�obtenir

une Lp régularité maximale.
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