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RÉSUMÉ

Ce travail est consacré à l�étude des applications Harmoniques dans les variétés Rieman-

niennes.

Une fonction f : (M; g) ! R; est dit harmonique si sont Laplacien est nulle. C�est-à-dire

que: �f =
1p

det(gij)

@

@xi

�p
det(gij)g

ij @f

@xj

@

@xi

�
= 0:

La motivation des fonctions harmoniques sur les variétés Riemanniennes; est de caractérisées

les sous-variétés minimales; c�est-à-dire que la courbure moyenne est nulle.



INTRODUCTION

Les variétés Riemanniennes ont été étudiées où utilisés dans des domaines variés des

mathématiques, en particulier en géométrie Riemannienne.

Une fonction f : (M; g) ! R; est dit harmonique si sont Laplacien est nulle. C�est à dire

que: �f =
1p

det(gij)

@

@xi

�p
det(gij)g

ij @f

@xj

@

@xi

�
= 0:

L�application des fonctions harmoniques sur les sous-variétés Riemanniennes; est de caracté-

risées les sous-variétés minimales; c�est à dire que la courbure moyenne est nulle.

Mon travail est divisé en deux chapitres:

Le premier chapitre est consacré à donnés quelques notions de bases sur les variétés topo-

logiques, les variétés di¤érentiables, espace tangente, champ de vecteurs, variétés Rieman-

niennes, métrique Riemannienne, connexion linéaire, dérivée covariante d�un champ de vec-

teur le long d�une courbe, connexion de Levi-Civita, le gradient Riemannienne d�un champ

de vecteurs, et le Laplacien Riemannienne d�une application.

Le deuxième chapitre, nous procèderons à l�étude des fonctions harmoniques sur les variétés

Riemanniennes. Nous présenterons: Géodésiques, courbes géodésiques, Energie d�une courbe

dans une variété Riemannienne, la première variation de l�énergie d�une courbe, la deuxième

variation de l�énergie d�une courbe, la première variation de la longueur d�une courbe, la

deuxième variation de la longueur d�une courbe, courbure de Ricci, et on montre que ��X =

2NH; où X est le vecteur position de la surface � et N est le vecteur normal unitaire de la

surface � et H est la courbure moyenne de la surface � et �� est l�opérateur de Laplace-

Beltrami sur la surface �, la première variation de L�aire d�une surface, ainsi la deuxième

variation de l�aire d�une surface.



Chapitre 1

Généralités sur les variétés
Riemanniennes

1.1 Notions de la variété

1.1.1 Variété topologique

Dé�nition 1.1.1 Une variété topologique est un espace topologique M séparé (espace de

Hausdor¤ ) et à chaque point x 2 M; il existe un ouvert U de M contenant x; et un homéo-

morphisme

' : U ! W � Rn

Où W est un ouvert de Rn:

Exemple 1.1.1 Le cercle unité est une variété topologique; où

S1 =
�
(x; y) 2 R2= x2 + y2 = 1

	
:

Dé�nition 1.1.2 Soit M un espace topologique; et U un ouvert de M: Une application

' : U ! ' (U)

est homéomorphisme si ' est bijective et continue et

'�1 : ' (U)! U

est continue:
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Soit M un espace topologique; et U un ouvert de M: Une application

' : U ! ' (U)

est di¤éomorphisme si ' est bijective et de classe Ck (1 � k � +1) et

'�1 : ' (U)! U

de classe Ck:

Dé�nition 1.1.3 Soit M une variété topologique et U �M: On dit que le couple (U; ') est

une carte si et seulement si:

1. U un ouvert de M;

2. ' : U ! ' (U) homéomorphisme:

Dé�nition 1.1.4 Un atlas de classe Ck (1 � k � +1) sur une variété topologique M est

une famille de cartes f(Ui; 'i)gi2I telle que

1.
n
[
i=1
Ui =M;

2. 8 i 6= j l�application 'i � '�1j : 'j (Ui \ Uj) ! 'i (Ui \ Uj) est un di¤éomorphisme de

classe Ck:

Dé�nition 1.1.5 M est une variété di¤érentiable de classe Ck (k � 1) si:

i. M est une variété topologique;

ii. Il existe un atlas f(Ui; 'i)gi2I de M tel que 8 i 6= j; Ui \ Uj 6= �;

'i � '�1j : 'j (Ui \ Uj)! 'i (Ui \ Uj)

est di¤éomorphisme:

Exemple 1.1.2 L�espace Rn muni de l�atlas (Rn; IdRn) est une variété di¤érentiable.

1.1.2 Espace tangent

Soit M une variété di¤érentiable de classe C1:

Dé�nition 1.1.6 On dé�nit un courbe di¤érentiable sur M de classe C1 comme une appli-

cation

 : ]� "; "[ � R!M



1.2 Variétés Riemanniennes 4

est de classe C1:

Dé�nition 1.1.7 Un vecteur tangent à la courbe (t) au point x est une application Vx

dé�nie par:

Vx : -F(M)! R

f ! Vx(f) =
df

dt
((t)) jt=0

Où -F(M) l�ensemble des fonctions di¤érentiable.

Dé�nition 1.1.8 Sur les courbes di¤érentiables  : ]�"; "[ � R!M; on dé�nit une relation

d�équivalence

1 � 2 ()
d

dt
(' � 1)(0) =

d

dt
(' � 2)(0):

Dé�nition 1.1.9 On appelle espace tangent à M au point x; noté TxM; l�ensemble des

vecteurs tangents à M en point x:

TxM =

�
Vx : -F(M)! R
f ! Vx(f)

=f 2 C1

L�espace TxM est un espace vectoriel de dimension n; les
n

@
@xi

o
; i = 1; :::; n forment une

base de cet espace.

1.1.3 Champ de vecteurs

Dé�nition 1.1.10 Soit U un ouvert de M; on appelle champ de vecteur sur U toutes appli-

cations

X : U ! TM = [x2UTxM

On note �(M) l�ensemble des champs de vecteurs sur U:

1.2 Variétés Riemanniennes

1.2.1 Métrique Riemannienne

Dé�nition 1.2.1 Une métrique Riemannienne sur M est une application qui à chaque

couple de vecteur (X; Y ) 2 (TxM)2 donnée un scalaire g(X; Y ) 2 R tel que:



1.2 Variétés Riemanniennes 5

L�application

g : TxM � TxM ! R

(X; Y )! g(X; Y )

est une forme bilinéaire symétrique et dé�nie positive.

On note une métrique g de composantes gij par

ds2 =
nP

i; j=1

gijdxidxj

Où

gij = g(
@

@xi
;
@

@xj
):

Dé�nition 1.2.2 On appelle variété Riemannienne tout variété di¤érentiableM muni d�une

métrique g: Noté (M; g) tel que

8 X =
nP
i=1

X i @

@xi
2 TxM; X 6= 0; g(X; X) =

nP
i; j=1

X igijX
j > 0:

Exemple 1.2.1 L�espace Euclidienne E3 où ds2 = dx2+dy2+dz2 est une variété Riemannienne:

Car

1. g12 = g21 = g13 = g23 = g31 = g32 = 0;

2. gij =

0@ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

1A est inversible;

3. Soit X = (V 1; V 2; V 3); g(X; X) =
nP

i; j=1

X igijX
j = (V 1)2 + (V 2)2 + (V 3)2 > 0:

1.2.2 Connexion Linéaire

Soit (M; g) une variété Riemannienne et �(M) : L�ensemble des champs de vecteurs sur M:

Dé�nition 1.2.3 Il existe une seule application

r :
�
�(M)� �(M)! �(M)

(X; Y )! rXY

véri�ant:

i. rXY �rYX = [X; Y ] ;

ii. X � g(Y; Z) = g(rXY; Z) + g(Y; rXZ):
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Propriété de r

1. r est bilinéaire;

2. rfXY = f rXY; pour tout fonction f : M ! R et pour tous les X; Y 2 �(M)

3. rX(fY ) = f rXY+ X(f)Y:

r est complétement dé�nie par les symboles de Christo¤el �kij dé�nis par:

reiej =
nP
k=1

�kijek

tels que

(ei) =
n

@
@xi

o
1�i�n

une base de TxM:

En e¤et; on a alors

rXY =
nP

i;k=1

X i

�
@Y k

@xi
+ �kijY

j

�
@

@xk
;

et

�kij =
1

2

nP
l=1

gkl
�
@gjl
@xi

+
@gil
@xj

� @gij
@xl

�
:

Exemple 1.2.2 Dans la carte (R3; IdR3) on a

gij =

0@ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

1A
les symboles de Christo¤el �kij = 0 pour tout (i; j; k) :

Dé�nition 1.2.4 Le tenseur de courbure de (M; g) noté R est donnée par:

R : �(M)� �(M)! �(M)

(X; Y )! R(X; Y )

Où

R(X; Y ) = [rX ; rY ]�r[X; Y ]

= rXrY �rYrX �r[X; Y ]

C�est-à-dire 8 Z 2 �(M)

R(X; Y )Z = rXrYZ �rYrXZ �r[X; Y ]Z:
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Remarque 1.2.1 Le tenseur de courbure est un tenseur de type (1; 3):

On note aussi

1. R(X; Y; Z; W ) = g(R(X; Y )W; Z);

2. R(X; Y )Z = �R(Y; X)Z:

Soit
n

@
@xi

o
1�i�n

une base de TxM alors:

R(
@

@xi
;
@

@xj
)
@

@xk
=

nP
l=1

Rlijk
@

@xl

tel que

Rlijk =
@�ljk
@xi

� @�
l
ik

@xj
+

nP
m=1

�
�lim�

m
jk � �ljm�mik

�
:

Proposition 1.2.1 (Identité de Bianchi)

R(X; Y )Z +R(Y; Z)X +R(Z; X)Y = 0:

Preuve.

R(X; Y )Z +R(Y; Z)X +R(Z; X)Y = rXrYZ �rYrXZ �r[X; Y ]Z +rYrZX �rZrYX

�r[Y; Z]X +rZrXY �rXrZY �r[X; Z]Y

= rX (rYZ �rZY )�r[Y; Z]X +rY (rZX �rXZ)

�r[Z; X]Y +rZ (rXY �rYX)�r[X; Y ]Z

= [X; [Y; Z]] + [Y; [Z; X]] + [Z; [X; Y ]]

= 0:

�

Proposition 1.2.2 Le tenseur R est tri linéaire i.e:

8 X1; X2; Y; Z 2 �(M); 8 �; � 2 R

1. R(�X1 + �X2; Y )Z = �R(X1; Y )Z + �R(X2; Y )Z;

2. R(X1; �X2 + �Y )Z = �R(X1; X2)Z + �R(X1; Y )Z;

3. R(X1; Y )(�X2 + �Z) = �R(X1; Y )X2 + �R(X1; Y )Z:
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Dé�nition 1.2.5 Soit M une variété di¤érentiable et r une connexion sur M: On dé�nit

la tenseur de torsion par:

T : �(M)� �(M)! �(M)

(X; Y )! T (X; Y )

telle que

T (X; Y ) = rXY �rYX � [X; Y ] :

Remarque 1.2.2 Le tenseur de torsion est un tenseur de type (1; 2):

Et

T (X; Y ) = �T (Y; X):

Soit
n

@
@xi

o
1�i�n

une base de TxM alors:

T

�
@

@xi
;
@

@xj

�
=

nP
k=1

�
�kij � �kji

� @

@xk
:

Si T = 0() rXY �rYX = [X; Y ]:

1.2.3 Dérivée covariante d�un champ de vecteur le long d�une courbe

Dé�nition 1.2.6 Soit (M; g) une variété Riemannienne et soit c : I � R!M une courbe

régulière de classe C1 dans M; X un champ de vecteurs.

On dit que X champ de vecteurs de classe C1 le long de la courbe c si seulement si X est

une courbe t! X(t) de classe Ck de TM telle que X(t) 2 Tc(t)M:

Dé�nition 1.2.7 Soit (M; g) une variété Riemannienne; soit r sa connexion linéaire; la

dérivée covariante le long de la courbe c est l�unique opérateur noté D
dt
sur les champs de

vecteurs Y le long de la courbe c véri�ant:

i. D
dt
est linéaire;

ii. D
dt
(fY ) = df

dt
Y + f D

dt
Y;

iii. Si Y (t) est la restriction d�un champ de vecteurs X dé�nit sur un voisinage de c(t0) (pour

t voisinage de t0): Alors
D

dt
Y (t0) = rc

0Xjc(t0) :
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1.2.4 Connexion de Levi-Civita

Dé�nition 1.2.8 On appelle connexion de Levi-Civita sur une variété Riemannienne (M;

g); l�unique connexion linéaire r véri�ant:

1. r est métrique (rg = 0);

2. r est sans torsion (T = 0) :

On dit que r est compatible avec g; si pour tous champs de vecteurs X; Y; Z :

X g(Y; Z) = g(rXY; Z) + g(Y; rXZ):

1.3 Gradient Riemannienne

Dé�nition 1.3.1 Soit f : Rn ! R; une application de classe Ck (k � 1) :

Le gradient de f noté rf est un champ de vecteurs sur Rn; dé�nie par:

rf =
nP
i=1

@f

@xi

@

@xi

= (
@f

@x1
;
@f

@x2
; :::;

@f

@xn
):

Exemple 1.3.1 Soit

f : R3 ! R

(x1; x2; x3)! x31 + x1x
2
2 � x33

On a

rf =
3P
i=1

@f

@xi

@

@xi

=
@f

@x1

@

@x1
+
@f

@x2

@

@x2
+
@f

@x3

@

@x3

=
�
3x21 + x

2
2

� @

@x1
+ (2x1x2)

@

@x2
�
�
3x23
� @

@x3
=

�
3x21 + x

2
2; 2x1x2; � 3x23

�
:

Dé�nition 1.3.2 Soit f : (M; g)! R; une application dé�nie sur une variété Riemannienne;

le gradient de f noté rf est donner par:

rf =
nP

i;j=1

gij
@f

@xi

@

@xj
:



1.4 Laplacien sur une variété Riemannienne 10

Exemple 1.3.2 Soit

f :
�
R3; g

�
! R

(x1; x2; x3)! x31 + x1x
2
2 � x33

et

ds2 = (1 + x2)dx2 + dy2 + dz2

= (dx; dy; dz)

0@ 1 + x2 0 0
0 1 0
0 0 1

1A0@ dx
dy
dz

1A
alors

gij =

0@ 1 + x2 0 0
0 1 0
0 0 1

1A
et

gij =

0@ 1
1+x2

0 0

0 1 0
0 0 1

1A :
On a

rf =
3P

i;j=1

gij
@f

@xi

@

@xj

=
3x21 + x

2
2

1 + x2
@

@x1
+ 2x1x2

@

@x2
� 3x23

@

@x3
:

1.4 Laplacien sur une variété Riemannienne

Dé�nition 1.4.1 Dans Rn; le laplacien d�une fonction f : Rn ! R est noté �f et donner

par:

�f =
nP
i=1

@

@xi

�
nP
i=1

@f

@xi

�
=

nP
i=1

@2f

@x2i
:

Dé�nition 1.4.2 Soit (M; g) une variété Riemannienne; et f : (M; g)! R une application

de classe Ck (k � 2) : Le laplacien de f sur M est noté �f donnera:

�f =
1p

det(gij)

@

@xi

�q
det(gij) (rf)i

�
=

1p
det(gij)

@

@xi

�q
det(gij)g

ij @f

@xj

@

@xi

�
:
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Propriétés

Soient f1; f2 2 C1(M)

1. �(f1 + f2) = �f1 +�f2;

2. �(f1f2) = f2�f1 + f1�f2 � 2g(grad f1; grad f2);

telle que

grad f =
nP

i;j=1

gij
@f

@xi

@

@xj
:

Exemple 1.4.1 Le laplacien d�une fonction f : M ! R en coordonnées cylindriques r; �; z:

On a: 8<:
x = r cos �;
y = r sin �;
z = z:

L�espace R3 muni de la métrique euclidienne ds2 = dx2 + dy2 + dz2:

En coordonnées cylindriques la métrique devient ds2 = dr2 + r2d�2 + dz2:

D�où la tenseur g associé à cette métrique est

gij =

0@ 1 0 0
0 r2 0
0 0 1

1A
et

gij =

0@ 1 0 0
0 1

r2
0

0 0 1

1A :
On a:

rf =
2P

i;j=1

gij
@f

@xi

@

@xj

= g11
@f

@x1

@

@x1
+ g22

@f

@x2

@

@x2
+ g33

@f

@x3

@

@x3

= g11
@f

@r

@

@r
+ g22

@f

@�

@

@�
+ g33

@f

@z

@

@z

=
@f

@r
+
1

r2
@f

@�
+
@f

@z
:

Et

�(r; �; z)f =
1p

det(gij)

@

@xi

�q
det(gij)g

ij @f

@xj

@

@xi

�
=

1

r

�
@

@r

�
r
@f

@r

�
+
@

@�

�
r

�
1

r2
@f

@�

��
+
@

@z

�
r

�
@f

@z

���
=

@2f

@r2
+
1

r2
@2f

@�2
+
@2f

@z2
:



Chapitre 2

Fonctions Harmoniques sur les
variétés Riemanniennes

2.1 Géodésique

Une géodésique est une courbe paramétrique donné par:

c : I = [a; b] � R!M

(t; s)! c(t; s)

la longueur de cette courbe noté par "l" est donnée par:

l(s) =
bR
a

�
@c

@t
(t; s) ;

@c

@t
(t; s)

� 1
2

dt:

Il existe toujours des courbes géodésiques dans une variété Riemannienne; tel que ces courbes

réalisent la plus petite distance entre deux points donnés pour la métrique considérée:

2.1.1 Courbe géodésique

Dé�nition 2.1.1 Soit (M; g) une variété Riemannienne muni d�une connexion r; soit c :

I = [a; b] � R!M une courbe de classe C1: On dit que c est une géodésique si et seulement

si r @c
@t

@c
@t
= 0 (ou D

dt
@c
@t
= 0):

Ecrire en coordonnées locales les géodésique c(t) = (x1(t); ::; xn(t)) se lisent comme les

solutions de l�équation di¤érentielle

d2xk
dt2

+
nP

i;j=1

�kij
dxi
dt

dxj
dt

= 0:

Exemple 2.1.1 les géodésique sur Rn sont des droits:



2.2 Energie d�une courbe dans une variété Riemannienne 13

2.2 Energie d�une courbe dans une variété Rieman-
nienne

Dé�nition 2.2.1 Soit c : I = [a; b] � R!Mn une courbe dans une variété Riemannienne

(M; g) de dimension n muni d�une connexion de Levi-Civita: La longueur d�arc l est dé�nie

par:

l (s) =
bR
a

�
@c

@t
(t; s) ;

@c

@t
(t; s)

� 1
2

dt

de la courbe c:

L�énergie de la courbe c est donnée par:

E (s) =
1

2

bR
a

�
@c

@t
(t; s) ;

@c

@t
(t; s)

�
dt:

2.2.1 La première variation de l�énergie et de la longueur d�une
courbe

Lemme 2.2.1 Soit l(s) et E(s) sont di¤érentiables; et nous avons

l
0
(0) =

bR
a

0@r @
@t
h�c; _ci

h _c; _ci
1
2

�

D
�c; r @

@t
_c
E

h _c; _ci
1
2

1A dt js=0 ;
E

0
(0) = h�c(b; 0); _c (b; 0)i � h�c(a; 0); _c (a; 0)i �

bR
a

�
@c

@s
(t; s); r @

@t

@c

@t
(t; s)

�
dt js=0 :

Preuve. Soit c : I = [a; b] � R ! M une courbe dans une variété Riemannienne muni

d�une connexion de Levi-Civita r :

cs : [a; b]� [�"; "]!M

(t; s)! c(t; s)

on a

E(s) =
1

2

bR
a

�
@c

@t
(t; s) ;

@c

@t
(t; s)

�
dt;
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alors

@E(s)

@s
=

1

2

bR
a

@

@s

�
@c

@t
(t; s) ;

@c

@t
(t; s)

�
dt

=
bR
a

�
r @

@s

@c

@t
(t; s) ;

@c

@t
(t; s)

�
dt (puisque r conserve la métrique)

=
bR
a

�
r @

@t

@c

@s
(t; s) ;

@c

@t
(t; s)

�
dt

=
bR
a

r @
@t

�
@c

@s
(t; s) ;

@c

@t
(t; s)

�
dt�

bR
a

�
@c

@s
(t; s); r @

@t

@c

@t
(t; s)

�
dt

=

�
@c

@s
(t; s) ;

@c

@t
(t; s)

� ��t=b
t=a �

bR
a

�
@c

@s
(t; s); r @

@t

@c

@t
(t; s)

�
dt

d�où

@E(0)

@s
= h�c(b; 0); _c (b; 0)i � h�c(a; 0); _c (a; 0)i �

bR
a

�
@c

@s
(t; s); r @

@t

@c

@t
(t; s)

�
dt js=0 :

Et de manière similaire;

l(s) =
bR
a

�
@c

@t
(t; s) ;

@c

@t
(t; s)

� 1
2

dt

alors

@l(s)

@s
=

bR
a

@

@s

�
@c

@t
(t; s) ;

@c

@t
(t; s)

� 1
2

dt

=
bR
a

D
r @

@t

@c
@s
(t; s); @c

@t
(t; s)

E


@c
@t
(t ; s) ; @c

@t
(t; s)

� 1
2

dt

=
bR
a

0@r @
@t
h�c; _ci

h _c; _ci
1
2

�

D
�c; r @

@t
_c
E

h _c; _ci
1
2

1A dt:
�

Dans le cas c est paramétré proportionnellement à une longueur d�arête, c�est-à-dire que

k@c(t; 0)
@t

k = k( _c(t; 0)k =cte; devient

@l(0)

@s
=

1

h _c; _ci
1
2

�
h�c; _cijt=b; s=0t=a; s=0 �

bR
a

D
�c; r @

@t
_c
E
dt js=0

�
:

Pour le cas c est géodésique; nous avons maintenant calculé les secondes dérivées de E et l à

s = 0:
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2.2.2 La deuxième variation de l�énergie et de la longueur d�une
courbe

Soit c : I = [a; b] � R!M une courbe dans une variété Riemannienne muni d�une connexion

de Levi-Civita r :

cs : [a; b]� [�"; "]!M

(t; s)! c(t; s)

Lemme 2.2.2 Soit c : [a; b]!M géodésique: Puis

E
00
(0) =

bR
a

�
r @

@t

@c

@s
(t; 0); r @

@t

@c

@s
(t; 0)

�
dt

�
bR
a

�
R

�
@

@t
;
@

@s

�
@c

@s
(t; s) ;

@c

@t
(t; s)

�
dt js=0

+

�
r @

@s

@c

@s
(t; s);

@c

@t
(t; s)

� ���t=b; s=0t=a; s=0

et

l
00
(0) =

1

k _ck

�
bR
a

�
r @

@t

�
�c�

�
_c

k _ck ; �c
�

_c

k _ck

�
; r @

@t

�
�c�

�
_c

k _ck ; �c
�

_c

k _ck

��
dt

�
bR
a

�
R

�
@

@t
;
@

@s

�
@c

@s
(t; s) ;

@c

@t
(t; s)

�
dt+

�
r @

@s

@c

@s
(t; s);

@c

@t
(t; s)

� ��t=b
t=a

�
js=0 :

Preuve. Selon les formules de la preuve de lemme 2.2.1

@2

@s2
E(s) =

bR
a

@

@s

�
r @

@t

@c

@s
(t; s);

@c

@t
(t; s)

�
dt

=
bR
a

�
r @

@t

@c

@s
(t; s); r @

@t

@c

@s
(t; s)

�
dt

+
bR
a

�
r @

@s
r @

@t

@c

@s
(t; s);

@c

@t
(t; s)

�
dt (puisque r est métrique et sans torsion)

=
bR
a

�
r @

@t

@c

@s
(t; s); r @

@t

@c

@s
(t; s)

�
dt (Par dé�nition de R)

+
bR
a

�
r @

@t
r @

@s

@c

@s
(t; s);

@c

@t
(t; s)

�
dt

�
bR
a

�
R

�
@

@t
;
@

@s

�
@c

@s
(t; s) ;

@c

@t
(t; s)

�
dt
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Comme c est géodésique; nous avons r @
@t

@c
@t
(t; 0) = 0; et concluons

@2

@s2
E(0) =

bR
a

�
r @

@t

@c

@s
(t; 0); r @

@t

@c

@s
(t; 0)

�
dt

�
bR
a

�
R

�
@

@t
;
@

@s

�
@c

@s
(t; s) ;

@c

@t
(t; s)

�
dt js=0

+

�
r @

@s

@c

@s
(t; s);

@c

@t
(t; s)

� ���t=b;s=0t=a;s=0 :

De façon similaire;

@2

@s2
l(0) =

bR
a

@

@s

0@
D
r @

@t

@c
@s
(t; s); @c

@t
(t; s)

E


@c
@t
(t; s) ; @c

@t
(t; s)

� 1
2

1A dt js=0
=

1

k _ck
bR
a

�
r @

@t

@c

@s
(t; 0); r @

@t

@c

@s
(t; 0)

�
dt js=0

� 1

k _ck
bR
a

�
R

�
@

@t
;
@

@s

�
@c

@s
(t; s) ;

@c

@t
(t; s)

�
dt js=0

+
1

k _ck

�
r @

@s

@c

@s
(t; s);

@c

@t
(t; s)

� ���t=b; s=0t=a; s=0

� 1

k _ck3
bR
a

��
r @

@t

@c

@s
(t; 0);

@c

@t
(t; 0)

��2
dt

=
1

k _ck

�
bR
a

�
r @

@t

�
�c�

�
_c

k _ck ; �c
�

_c

k _ck

�
; r @

@t

�
�c�

�
_c

k _ck ; �c
�

_c

k _ck

��
dt

�
bR
a

�
R

�
@

@t
;
@

@s

�
@c

@s
(t; s) ;

@c

@t
(t; s)

�
dt+

�
r @

@s

@c

@s
(t; s);

@c

@t
(t; s)

� ��t=b
t=a

�
js=0 :

�

2.3 Courbure de Ricci

Dé�nition 2.3.1 C�est un 2-tenseur symétrique au point x; noté Ric(X; Y ) = trace de

l�endomorphisme

TxM ! TxM

V ! R(V; X)Y

Si feig1�i�1 est une base orthonormée de TxM

Ricx(X; Y ) =
nP
i=1

R(X; ei; Y; ei) =
nP
i=1

g(R(X; ei)ei; Y ):
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Dé�nition 2.3.2 Soit x0 un point dans M: Soit feig1�i�1 une base orthonormée de Tx0M;

soient f�ig1�i�1 la base duale associée; tel que

�i(ej) = �ij =

�
1 si i = j
0 si i 6= j

Nous avons

�� h�; �i = �2 h��; �i+ 2 hrei�; rei�i � 2


�; �i ^ {(ej)R(ei; ej)�

�
: (1)

Où { est le produit intérieur tel que

{ : 
p(M)! 
p�1(M);

8 ! 2 
p(M); 8 Y0; :::; Yp�1 2 TyM; on a

({ (Y0)!) (Y1; :::; Yp�1) = ! (Y0; Y1; :::; Yp�1) :

Dé�nition 2.3.3 La formule de Bochner est donnée par:

�� h�; �i = �2 h��; �i+ 2 jr�j2 + 2Ric (�; �)

où jr�j2 = hrei�; rei�i et écrivons � = fi�i;

Ric(�; �) = Ric(fiei; fjej) = fifjRic(ei; ej):

Preuve. Nous calculons le terme en (1)



�; �i ^ {(ej)R(ei; ej)�

�
=



fl�

l; �i ^ {(ej)R(ei; ej)fk�k
�

= �flfk


�l; �i ^ {(ej)Rimkj�m

�
= �flfk



�l; Rijkj�

i
�

= �flfkRljkj

= �flfkRlk

= �Ric(�; �):

�
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Proposition 2.3.1 Soit � : z = f(x; y) une surface régulière dans R3; Paramétrer par:

X : U � R2 ! R3

(x; y) = X(x; y) ! (x; y; f(x; y))

On a:

��X = 2NH:

Où �� est l�opérateur de Laplace-Beltrami et H est la courbure moyenne de � et N le vecteur

normale unitaire de � et X le vecteur position:

Preuve. Soit � une surface paramétrer par:

X : U � R2 ! R3

(x; y) = X(x; y)! (x; y; f(x; y))

On a:

Xx = (1 ; 0; fx); Xy = (0; 1; fy); Xxx = fxx; Xyy = fyy; Xxy = fxy; Xx ^Xy = (�fx; �fy; 1)

et E = XxXx = 1 + f
2
x ; F = XxXy = fxfy; G = XyXy = 1 + f

2
y

et l = XxxN = �XxNx =
fxxp

1 + f 2x + f
2
y

; m = XxyN = �XxNy = �XyNx =
fxyp

1 + f 2x + f
2
y

;

n = XyyN = �XyNy =
fyyp

1 + f 2x + f
2
y

:

La courbure moyenne:

H =
En+Gl � 2Fm
2(EG� F 2)

=
(1 + f 2y )fxx + (1 + f

2
x) fyy � 2fxfyfxy

2
�
1 + f 2x + f

2
y

� 3
2

:

Le vecteur normale unitaire de � est donner par:

N =
Xx ^Xy

kXx ^Xyk

=
1p

1 + f 2x + f
2
y

(�fx; � fy; 1) :

On a

ds2 = dx2 + dy2 + dz2
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la métrique induite de la surface � : z = f(x; y) est

ds2� =
�
1 + f 2x

�
dx2 +

�
1 + f 2y

�
dy2 + 2fxf dx dy

donc

gij� =

�
1 + f 2x fxfy
fxfy 1 + f 2y

�
et

gij� =
1

1 + f 2x + f
2
y

�
1 + f 2y �fxfy
�fxfy 1 + f 2x

�
on a

��X = (��x; ��y; ��f)

on a

r�x =
2P

i;j=1

gij�
@x

@xi

@

@xj

=
1 + f 2y

1 + f 2x + f
2
y

@

@x
� fxfy
1 + f 2x + f

2
y

@

@y

alors

��x =
1p

det(gij�)

@

@xi

�q
det(gij�)g

ij
�

@x

@xj

@

@xi

�
=

1p
1 + f 2x + f

2
y

 
@

@x

 
1 + f 2yp
1 + f 2x + f

2
y

!
� @

@y

 
fxfyp

1 + f 2x + f
2
y

!!

=
�2fxp

1 + f 2x + f
2
y

0@(1 + f 2y )fxx + (1 + f 2x) fyy � 2fxfyfxy
2
�
1 + f 2x + f

2
y

� 3
2

1A
=

�2fxp
1 + f 2x + f

2
y

H:

De même

r�y =
2P

i;j=1

gij�
@y

@xi

@

@xj

=
�fxfy

1 + f 2x + f
2
y

@

@x
+

1 + f 2x
1 + f 2x + f

2
y

@

@y
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alors

��y =
1p

1 + f 2x + f
2
y

 
@

@x

�fxfyp
1 + f 2x + f

2
y

+
@

@y

1 + f 2xp
1 + f 2x + f

2
y

!

=
�2fyp

1 + f 2x + f
2
y

0@(1 + f 2y )fxx + (1 + f 2x) fyy � 2fxfyfxy
2
�
1 + f 2x + f

2
y

� 3
2

1A
=

�2fyp
1 + f 2x + f

2
y

H:

De même

r�f =
2P

i;j=1

gij�
@f

@xi

@

@xj

=

 �
1 + f 2y

�
fx

1 + f 2x + f
2
y

�
fxf

2
y

1 + f 2x + f
2
y

!
@

@x
+

�
�fyf 2x

1 + f 2x + f
2
y

+
(1 + f 2x) fy
1 + f 2x + f

2
y

�
@

@y

alors

��f =
1p

1 + f 2x + f
2
y

0BBBB@
@

@x

 �
1 + f 2y

�
fxp

1 + f 2x + f
2
y

�
fxf

2
yp

1 + f 2x + f
2
y

!

+
@

@y

 
�fyf 2xp
1 + f 2x + f

2
y

+
(1 + f 2x) fyp
1 + f 2x + f

2
y

!
1CCCCA

=
2p

1 + f 2x + f
2
y

0@(1 + f 2y )fxx + (1 + f 2x) fyy � 2fxfyfxy
2
�
1 + f 2x + f

2
y

� 3
2

1A
=

2p
1 + f 2x + f

2
y

H:

Donc

��X = (��x; ��y; ��f)

=

 
�2fxp

1 + f 2x + f
2
y

H;
�2fyp

1 + f 2x + f
2
y

H;
2p

1 + f 2x + f
2
y

H

!

= 2

 
�fxp

1 + f 2x + f
2
y

;
�fyp

1 + f 2x + f
2
y

;
1p

1 + f 2x + f
2
y

!
H

= 2NH:

�

Théorème 2.3.1 Soit M une variété di¤érentiable:
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Soit

X : M ! Rm

(x1; ::; xn)! (X1; ::; Xm)

On dit que X est harmonique si les fonctions composantes le sort:

C�est-à-dire

�MX = 0 () �MX
i = 0:

Exemple 2.3.1 Soit

X : U � R2 ! R3

(x; y) = X(x; y)! (x; y; f(x; y))

On a ��X = 2NH; et soit

X : U � R2 ! R3

x(u; v) = (u; v; u2 + v2)

On a N =
1p

4u2 + 4v2 + 1
(�2u; �2v; 1); ��X = 2NH = 2H

1p
4u2 + 4v2 + 1

(�2u; �2v; 1)

d�autre part

H =
(1 + 4u2) 2 + (1 + 4v2) 2

2(1 + 4u2 + 4v2)
3
2

=
(1 + 4u2) + (1 + 4v2)

(1 + 4u2 + 4v2)
3
2

6= 0:

donc X n�est pas harmonique:

Proposition 2.3.2 Soit � : z = f(x; y) une surface régulière dans R3; paramétrer par:

X : U � R2 ! R3

(x; y)! (x; y; f(x; y))

Si f(x; y) = ax+ by + c alors X est harmonique:



2.3 Courbure de Ricci 22

Preuve. On a

ds2� = (1 + a
2)dx2 + (1 + b2)dy2 + 2ab dx dy

alors

gij� =

�
1 + a2 ab
ab 1 + b2

�
et

gij� =
1

1 + a2 + b2

�
1 + b2 �ab
�ab 1 + a2

�
on a

��X = (��x; ��y; ��f)

donc

r�x =
2P

i;j=1

gij�
@x

@xi

@

@xj

=
1 + b2

1 + a2 + b2
@

@x
� ab

1 + a2 + b2
@

@y

alors

��x =
1p

1 + a2 + b2

�
@

@x

�
1 + b2p
1 + a2 + b2

�
� @

@y

�
abp

1 + a2 + b2

��
= 0:

De même

r�y =
2P

i;j=1

gij�
@y

@xi

@

@xj

= � ab

1 + a2 + b2
@

@x
+

1 + a2

1 + a2 + b2
@

@y

alors

��y =
1p

1 + a2 + b2

�
@

@y

�
1 + a2p
1 + a2 + b2

�
� @

@x

�
abp

1 + a2 + b2

��
= 0:

On a

r�f =
2P

i;j=1

gij�
@f

@xi

@

@xj

=

�
(1 + b2) a

1 + a2 + b2
� ab2

1 + a2 + b2

�
@

@x

+

�
(1 + a2) b

1 + a2 + b2
� a2b

1 + a2 + b2

�
@

@y
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alors

��f =
1p

1 + a2 + b2

0BB@
@

@x

�
(1 + b2) ap
1 + a2 + b2

� ab2p
1 + a2 + b2

�
+
@

@y

�
(1 + a2) bp
1 + a2 + b2

� a2bp
1 + a2 + b2

�
1CCA

= 0:

Donc

��X = (��x; ��y; ��f) = 0

alors X est harmonique; donc la surface � est minimal: �

2.4 La première et la deuxième variation de L�aire d�une
surface

Soit une surface minimal M; bornée par une courbe c et nous prenons la variation Y t(u;

v) = X(u; v) + t V (u; v) où V (u; v) = �(u; v)U(u; v) est un champ de vecteurs normal

sur M de longueur variable � avec �(c) = 0: Prônons ici les conditions nécessaires pour la

minimisation de l�aire:

Dans ce qui suit nous utilisons la notation:

� = (Xu �Xv) � (Xu � Vv) + (Xu �Xv) � (Vu �Xv)

�� = 2(Xu �Xv) � (Vu � Vv) + (Xu � Vv) � (Xu � Vv)

+2(Xu � Vv) � (Vu �Xv) + (Vu �Xv) � (Vu �Xv)

et

S =

q
jXu �Xvj2 + 2t �+t2 � �+O (t3):

Où O (t3) désigne des termes impliquant une puissance de t supérieur ou égal trois: Avec

cette note; on voit que la surface de l�aire A(t) est donnée par:

A(t) =
RR
S du dv:

Maintenu nous supposons que M est minimal; donc A
0
(0) = 0:

Lemme 2.4.1 Si M est minimal alors � = 0:
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Preuve. On a

� = (Xu �Xv) � (Xu � Vv) + (Xu �Xv) � (Vu �Xv)

= (Xu �Xu) (Xv � Vv)� (Xu � Vv)(Xv �Xu)

+(Xu � Vu) (Xv �Xv)� (Xu �Xv) (Xv � Vu) :

Nous présents, Vu = �u U + � Uu et Vv = �v U + � Uv; donc nous avons

Xu � Vu = Xu � (�u U + � Uu)

= � Xu � Uu car Xu � U = 0

= ��l:

De même Xu �Vv = ��m; Xv �Vu = ��m et Xv �Vv = ��n: Le fait de brancher ces quantités

en � donne

� = ��En+ �Fm� �Gl + �Fm

= �� (En+Gl � 2Fm)

= 0:

Puisque En+Gl � 2Fm est le numérateur de la courbure moyenne et M est minimal: �
On a

A
0
(t) =

�+ t � �+O (t2)q
jXu �Xvj2 + 2t �+t2 � �+O (t3)

Alors

A
0
(0) =

RR �
jXu �Xvj

du dv

=
RR �� (En+Gl � 2 Fm)

jXu �Xvj
du dv

=
RR �2� (En+Gl � 2 Fm)

2 (EG� F 2)
p
EG� F 2du dv

=
RR
� 2�H dA (dA =

p
EG� F 2 du dv)

= 0:

Alors A
0
(0) est minimal:
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Donc; S =
q
jXu �Xvj2 + t2 � �+O (t3) et; en prenant

A
00
(t) =

RR � � S � t � �S 0

S2
du dv:

Notons que S
0
=
t � �+O (t2)

S
; par le lemme 2.4.1; de sorte que

Sjt=0 = jXu �Xvj

et

S
0 jt=0 = 0:

Donc on a l�expression pour A
00
(0);

A
00
(0) =

RR ��
jXu �Xvj

du dv:

Maintenant; récrivons �� en utilisant la notation e = Uu � Uu, f = Uu � Uv, g = Uv � Uv: Nous

avons

�� = 2(Xu �Xv) � (Vu � Vv) + (Xu � Vv) � (Xu � Vv)

+2(Xu � Vv) � (Vu �Xv) + (Vu �Xv) � (Vu �Xv)

= 2[(Xu � Vu) (Xv � Vv)� (Xu � Vv) (Xv � Vu)]

+(Xu �Xu)(Vv � Vv)� (Xu � Vv)(Vv �Xu) + 2[(Xu � Vu) (Vv �Xv)

�(Xu �Xv)(Vv � Vu)] + (Vu � Vu)(Xv �Xv)� (Vu �Xv)(Xv � Vu)

= 2[(��l)(��n)� (��m)(��m)] + E(�2v + �2g)� �2m2

+2[(��l)(��n)� F (�u�v + �2f)] +G(�2u + �2e)� �2m2

= 4�2[ln�m2] + �2[Eg +Ge� 2Ff ] + E�2v +G�2u � 2F�u�v:

En connectant cela; avec jXu �Xvj =
p
EG� F 2 donc A00

(0) donne

A
00
(0) =

RR [4�2[ln�m2] + �2[Eg +Ge� 2Ff ] + E�2v +G�2u � 2F�u�v]p
EG� F 2

du dv:

En particulier; on peut d�abord supposer E = G; F = 0; l = �n (puis que H = 0);

K = �(l
2 +m2)

E2
; e = Uu � Uu =

(l2 +m2)

E
= Uv � Uv = g: Mettre ces expressions en A

00
(0)
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donne

A
00
(0) =

RR 1
E

�
4�2(�l2 �m2) + 2�2E

(l2 +m2)

E
+ E(�2u + �

2
v)

�
du dv

=
RR 1
E

�
�2�2(l2 +m2) + E�2u + E�

2
v

�
du dv

=
RR
� 2E�2 l

2 +m2

E2
+ �2u + �

2
v du dv

=
RR
2E�2K + �2u + �

2
v du dv:



CONCLUSION

Le but de ce travail est d�aborder l�étude des applications Harmoniques dans les variétés

Riemanniennes. qui sont les solutions de l�équation �f = 0:

Où � est l�opérateur de Laplace-Beltrami donnée par:

�f =
1p

det(gij)

@

@xi

�p
det(gij)g

ij @f

@xj

@

@xi

�
:
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